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RESUMO

Este trabalho versa sobre a importancia do estudo dos nimeros complexos no ensino
médio, apontando, na introducéo, um questionamento acerca da sua retirada do plano
curricular da rede publica do estado do Acre; e também apontando algumas
consequéncias desta perda para o0s alunos que visam cursos superiores como as
engenharias, licenciaturas em matematica, fisica, quimica. Como forma de chamar
atencdo para a importancia dos nimeros complexos, e para suas aplicacdes, discorre-se
sobre a utilizacdo desse tema para o estudo dos circuitos elétricos excitados por fontes
de tensdo variaveis no tempo (corrente alternada), propondo-se por meio de uma
sequéncia didatica esta aplicacédo aos alunos do ensino médio. A leitura deste trabalho é
destinada ao publico em geral, especialmente aos professores de matemética que

desejam trabalhar nUmeros complexos no ensino médio com aplicacdes.

Palavras-chave: Nameros complexos, Circuitos elétricos, Sequéncia didatica.



ABSTRACT

This work deals with the importance of the study of complex numbers in high
school, pointing out, in the introduction, a question about its removal from the
curricular plan of the public network in the state of Acre; and also pointing out
some consequences of this loss for students who aim higher courses in the area
of exact sciences. As a way of drawing attention to the transversality of complex
numbers, the importance of complex numbers for the study of electrical circuits
excited by time-varying voltage sources (alternating current) is discussed,
proposing through a didactic sequence this application to high school students
and technical courses in the areas involved. The reading of this work is intended
for the general public, especially for math teachers who want to work with

complex numbers in high school with applications.

Keywords: Complex numbers, Electric circuits, Didactic sequence.
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INTRODUCAO

Nos ultimos anos, tem sido observado que, do curriculo de matemética do
ensino médio da rede publica do Estado do Acre, alguns conteudos foram
retirados. Por exemplo: estudo das cOnicas, numeros complexos, bindbmio de
Newton, paridade de funcbes, funcbes compostas, estudo aprofundado de
polindmios e etc. Enquanto educadores matematicos que entendem a
importancia do estudo da matematica basica de forma completa, devemos
questionar: por quais critérios, de fato, abandonou-se todos esses temas? Claro
gue temos pistas e possiveis explicacdes para esta pergunta. Intuitivamente,
todo professor de matemética da educacdo basica ja percebeu que o Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM) vem induzindo a reorganizagdo dos
conteddos a serem preconizados na escola. Assim, aqueles temas deixados de
lado pelo exame, com o tempo, foram caindo em desuso e praticamente néo
sendo mais vistos no ensino médio. Com os conteudos de matematica que foram
anteriormente citados, ocorreu esse processo. Desta forma, quais as possiveis
consequéncias disso?

Sabemos que o Enem, no seio de sua proposta, tem como objetivo o
estimulo ao raciocinio, a interpretacédo de texto, além da contextualizacdo e a
transversalidade. Diante dessa perspectiva, no contexto da matematica, certos
contedados foram privilegiados por supostamente serem "mais facilmente"
aplicados a realidade do dia a dia. Como exemplo, os assuntos de
proporcionalidade e matematica financeira, presentes em todas as provas do
Enem j& realizadas até agora. Contudo, qual o critério usado para classificar um
objeto de conhecimento mais contextualizado e transversal do que outro?

Respondendo ao questionamento feito ao fim do primeiro paragrafo,
vamos na seguinte direcdo: a parte da matematica que foi e vem sendo removida
do curriculo do ensino médio é importante para qual publico? Com base na
minha experiéncia de ja ter cursado dois cursos superiores na area de exatas
(Engenharia Elétrica e Licenciatura Matematica), respondo de forma segura: o
grupo de alunos mais afetados sao aqueles que irdo optar por cursos de exatas.
O ciclo basico das engenharias, por exemplo, exige do aluno um conhecimento

em matematica basica ndo suprido somente pelos temas abordados no Enem.
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Todavia, a ideia aqui ndo é afirmar que a prova de matematica do Enem
trata de temas inuteis, mas sim salientar suas deficiéncias para aqueles que
adentrardo no universo das exatas para suas metas profissionais. O que tem
ocorrido, é a insercdo de estudante com lacunas de aprendizagem nos cursos
de exatas, 0 que acarreta dificuldades para o entendimento de disciplinas como
calculo, algebra e estatistica. Existe uma tentativa de revisdo da matematica
bésica no ensino superior, mas por questdes de carga horéria do ciclo proprio da
faculdade, tais revisbes sdo dadas de modo muito superficial e com pouco
aproveitamento, ndo resolvendo de maneira eficiente o problema em questao.
Portanto, os indices de reprovacdes nesses cursos - que ja sdo naturalmente
elevados - ficam ainda maiores devido a perda do estudo de uma matematica
mais abrangente no ensino médio. Assim, para os alunos que decidem por
cursos como direito, medicina ou demais areas das humanas, a matematica vista
em torno do Enem se torna suficiente. Aos pretensos dos cursos de exatas,
insuficiente.

Neste trabalho, escolhnemos um conteddo de matematica, ao meu ver, que
foi vitima dessas remocdes equivocadas, o tema Numeros Complexos. Desse
modo, numa primeira abordagem, parece-nos abstrato e sem nenhuma
aplicacé@o possivel. Contudo, em uma das vastas obras de matematica para o
ensino médio, do autor Luiz Roberto Dante, h4 uma abordagem interessante:
uma aplicacao aritmética dos complexos na resolucéo de circuitos com corrente
alternada. Mesmo sendo visto de maneira superficial, o aluno observa que tal
conteldo conversa com outra disciplina; ou seja, € observada uma
interdisciplinaridade possivel para um assunto que foi historicamente tratado
dentro dos limites do algebrismo matemético. Ao mesmo tempo, decidimos ainda
fazer todo um capitulo dedicado a aplicacdo dos numeros complexos no contexto
da eletrodindmica, a fim de evidenciar uma das varias possibilidades de
aplicacoes de tal tema, e de certa forma, demostrar que a sua "morte subita”
como objeto de estudo no ensino médio é um equivoco. Apesar do autor Luiz
Roberto Dante se preocupar em mostrar uma aplicagéo real para os complexos,
observamos que a maioria dos livros didaticos que abordava o conjunto dos
nameros complexos ndo se preocupava em evidenciar qualquer utilidade pratica
do conteudo, despertando assim nos alunos, e até mesmo em professores da

educagcdo basica, um sentimento de inutilidade de estudar os numeros
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imaginarios. Inclusive, ja presenciei relatos de professores de matematica que
atuam no ensino médio ha mais tempo que afirmam que s6 ministravam aulas
de nimeros complexos aos seus alunos porque era um conteudo cobrado pelos
vestibulares proprios das universidades. Elon Lages, famoso matematico
brasileiro, dizia que o livro didatico de matematica, ofertado para a educacao
basica, deve abordar os temas sempre contemplando o tripé: conceituacao,
manipulacdo e aplicagdo. No caso dos numeros complexos, como Vimos,
constatamos que a parte da aplicacdo era deixada de lado. Atualmente, os
complexos ndo estdo presentes sequer na matriz de referéncia do ENEM, sendo
também visto como um conteudo flexivel. Conforme evidencia o trecho a seguir.

Apesar das Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares  Nacionais (PCN+ Ensino Médio) reconhecerem que
tradicionalmente os nimeros complexos compdem o curriculo da Matematica,
nao consideram este tema indispensavel, podendo "ser tratado na parte flexivel
do curriculo das escolas", pois "isolado da resolugcdo de equacdes perde seu
sentido para 0os que nao continuardo seus estudos na area" (BRASIL, 2007,
p.122). Contudo, o dominio basico do conjunto dos numeros complexos é
fundamental, principalmente aos alunos que ingressardo nas engenharias
elétrica e eletronica.

De acordo com Junior (2016), a experiéncia docente do pesquisador
revela que, em geral, grande parcela dos alunos ingressantes no curso de
Engenharia Elétrica ndo tem familiaridade com o objeto matemético NUmero
Complexo. Para esses alunos, numero complexo se trata de um assunto da
Matematica do qual eles ndo tem clareza e ndo conseguem dar um significado
fisico em relacdo a disciplina Circuitos Elétricos, considerando que o objeto
namero complexo é largamente utilizado teoricamente e como ferramenta para
a resolucéo de problemas.

Na cidade de Curitiba, em julho de 2013, ocorreu o Xl encontro Nacional
de Educacdo Matematica. Um dos temas apresentados pelo Mestre Rafael
Vassalo Neto, se trata da defasagem de conteddos matematicos. Na sua
pesquisa, o0 professor questiona a falta de interligagcdo entre a trigonometria,
geometria, algebra e nUmeros complexos. Além disso, defende a presenca dos
nameros complexos no ensino medio, pois 0 tema possui aplicacdes em varias

areas, sendo elas a fisica, astronomia, ciéncias da computacdo, no estudo da
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cartografia e etc. E ainda segundo o autor, para que haja sucesso desse
conteddo no ensino meédio, novas metodologias devem ser adotadas,
adequando-se as novas realidades e desafios da educacao.

Em relacdo a estrutura do trabalho, no primeiro capitulo ser4 dado o
enfoque tedrico basico de nimeros complexos, sendo a referéncia bibliografica
utilizada para elaboracéao, a colecdo de Fundamentos de Matematica Elementar,
de Gelson lezzi. O capitulo seguinte, serd composto pela Obra de Fundamentos
de Circuitos Elétricos (SADIKU), uma revisao basica sobre eletrodinamica a fim
de, ainda neste capitulo, apresentar a aplicacdo que nos interessa como
proposta de interdisciplinaridade. Além disso, sera apresentada uma proposta
de roteiro para uma sequéncia didatica que aborda niameros complexos visto
com a aplicacdo sugerida neste trabalho. Nos anexos, consta uma sequéncia
didatica construida nessa direcdo; nos anexos, também, colocamos relatos de
alguns professores da Universidade Federal do Acre que responderam aos
seguintes questionamentos elaborados pelo autor deste trabalho:

e Qual a sua opinido sobre a retirada do tema Numeros Complexos
do curriculo do ensino médio?

e Com relacdo as disciplinas que vocé ministra, que exigem
conhecimentos prévios sobre numeros complexos, como vem
sendo o desempenho dos alunos nos ultimos anos?

Os professores envolvidos no questionario ministram aulas nos cursos de

licenciatura em fisica e bacharelado em Engenharia elétrica.
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CAPITULO 1

1.1 HISTORIA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Quando, ainda no ensino basico, aprendemos a resolver equacdes do
segundo grau, nossos professores nos instruem a parar com a resolucédo apos
encontrarmos um discriminante negativo. Erroneamente, alguns professores
dizem “n&o ha solugdo para esta equacéo”, enquanto o mais adequado seria
“ndo ha solugao real para esta equacao”. Pois bem, historicamente, equagdes
polinomiais que aparentemente ndo possuem solugdo em R chamaram atencgéo
de diversas matematicas e em épocas distintas. Segundo o que se tem
registrado, a primeira vez que se leu ou ouviu falar sobre um namero complexo
encontra-se na obra Stereometria, do grego Herdo de Alexandria (c.100 a.C.).
Ao se determinar a altura de um tronco de piramide quadrangular em que o lado

da base maior mede 28, o da menor 4 e a aresta lateral 15, o0 mesmo chegou

corretamente ao resultado v81 — 144, o que mostrava que num contexto pratico,
o problema em questdo era impossivel; porém, maliciosamente ou ndo, Heréo
(ou algum subordinado do mesmo) continuou as contas, considerando de forma
bizarra que V81 — 144 = /63.

Cerca de 200 anos depois, o grego Diofanto de Alexandria incluiu na sua
Arithmetica — uma obra de 13 livros — a seguinte pergunta: achar os lados de um
triangulo retangulo de area medindo 7 e perimetro 12. No contexto da época,
Diofanto chamou os catetos de 1/x e 14x (note que quando se calcula a area
com essas medidas, obtemos de fato o valor 7). Apdés alguns célculos, ele
chegou na seguinte equacdo 172x = 336x* + 24, e concluiu que o problema
em questao néo tinha solugéo porque o que chamamos hoje de discriminante
nesse caso nao era positivo. Séculos mais tardes, o matematico Hindu, Mahvira,
generalizou o que Diofanto havia concluido em sua resolugao, dizendo: “Tal
como na natureza das coisas, uma quantidade negativa ndo é um quadrado e,
portanto, ndo tem raiz quadrada”. Ainda iria demorar bastante tempo para que
essa concepgao mudasse.

Ao contrario do que se imagina, os numeros complexos ndo entraram na
matematica através do estudo das equacgdes polinomiais do segundo grau, mas

sim das cubicas. Quando os estudos pelas solugbes de uma equacédo cubica
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ganharam bastante forca. No século XVI, novamente surgiram questdes
envolvendo raizes quadradas de nUmeros negativos, e ja ndo dava mais para se
evitar esse tema dizendo apenas que néo existia ou atribuindo tal fato a algo
“sobrenatural”. Cardano (1501-1576), foi o primeiro matematico a operar com
nameros complexos. Diante da seguinte questao: dividir o nimero 10 em duas
partes de modo que o produto destas resulte em 40, Cardano chamou essas

partes de x e 10 - x, além de impor a seguinte equacdo: x* — 10x + 40 = 0.
Resolvendo-a, ele obteve as raizes 5+ v—15 e 5 — v—15, e afirmou: “pondo
de lado as torturas mentais envolvidas, multiplique 5+ v—15 por 5— v—15e€

o resultado sera 40”. Meio envergonhado por aceitar a solugao feita, e por néo
ter como interpreta-la, disse que a aritmética é tédo sutil quanto inutil.

Como ja mencionamos anteriormente, 0s nimeros complexos penetraram
na matematica por meio da busca de solucbes de equacdo polinomiais do
terceiro grau, por volta do século XVI com Jerénimo Cardano. Na obra “Ars
Magna”, em 1545, Cardano propds um método para a solucdo das equacdes
clbicas na forma geral ax® + bx? + cx + d = 0,a # 0. Ele mostrou que sempre

era possivel reduzir essa equacdo ao formato y*+ My + N = 0 (l), aonde o

3 3 2
valor de M é dado por M = (b? + c)) eN= % — % — % + d. Depois, Cardano

prova que uma solucao para () é:

y:i/_ﬁ-l_ /N_2+M_3+i/_ﬁ_ N_2_|_£3
2 4 27 2 4 27

Na solucdo da equacdo clibica x* = 15x + 4, e usando a férmula de

Cardano para solucdo de equacdes cubicas, obtemos o niumero:

3 3
/2+\/—121 + ’2— v—121

Ou seja, de alguma maneira, esse numero aparentemente bem estranho
da 4. Como provar isto? O autor dessa facanha foi o Bolonhés Rafael Bombelli
(c.1530-1579). Entretanto, Rafael teve de recorrer as raizes de numeros
negativos. Sua ideia basicamente era supor parcelas conjugadas de nameros
complexos, que na terminologia atual seria considerar a + bi e a - bi. Ap0s
alguns calculos, obteve a = 2eb = 1. Assim, valera que (2+1i) + (2—-1i) =

4, conforme esperado.
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Figura 1: Representacdo de um namero complexo no plano.

<N

Im

b === - a -+ bi

v

0 a Re

Fonte: O autor.

1.2 NUMEROS COMPLEXOS

Definicdo 1: sejam a e b reais. Definimos o numero complexo z quando
escrito na forma z = a + bi, em que i é a chamada unidade imaginéria. Por
definicdo, diremos que i? = —1 ou, equivalentemente, i = V-1 .

O primeiro impacto dessa definicdo é o fato de estarmos definindo a raiz
quadrada do numero real negativo -1. Além disso, pode-se estender o célculo
para raiz quadrada de qualquer outro numero real negativo. Por exemplo, como
poderiamos obter, nos complexos, a raiz quadrada de — 25? Para tanto, vamos
usar a propriedade vab = va . /b, valida em IR quando a e b s&0 ndo negativos.
Mesmo ainda ndo estando formalizada nenhuma algebra com o0s numeros
complexos, fagamos:

V=25=+25.vV-1 =5i

Curiosamente, ainda que estejamos na informalidade, fazendo (5i)? =
52.i%2 = 25.(—1) = —25. Ou seja, a definicdo dada nos parece fazer bastante
sentido para construirmos uma estrutura que comporte o calculo de raizes de

indices pares de numeros reais negativos.
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1.2.1. Operacdes com pares ordenados

Vamos tomar todos os pares ordenados (x,y) do R?. Sdo validas as
seguintes propriedades:

) Igualdade: (a,b) = (c,d)< a=ceb=d.

1)) Adicdo: (a,b) + (c,d) = (a+c, b+ d).

1)} Multiplicag&o: (a, b) .(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Sabemos que R? é o resultado do produto cartesiano Rx R. O plano
cartesiano x por y que conhecemos usualmente nada mais é do que a
representacdo geomeétrica desse produto cartesiano. O eixo X pode ser visto
como a reta real, de modo que todo numero real a pode ser identificado pelo par
ordenado (a,0). Tomemos agora o par ordenado (0,1). Usando lll, fagamos a
seguinte conta:

(0,1).(0,1) = (0.0—-1.1,0.1 + 1.0) = (—1,0).
Notemos que o quadrado do par ordenado (0,1) é igual ao numero real -
1. Assim sendo, naturalmente, vamos definir a unidade imaginéria vista

anteriormente como o par ordenado (0,1), ou seja, i = (0,1).

1.2.2 Uma nova definicdo para numero complexo

Defini¢cdo 2: Chama-se conjunto dos nUmeros complexos, e representa-
se por C, a reunido de todos pares ordenados de numeros reais. Ou seja,
dado,z = x + iy em C, com x e y reais, 0 nUmero z pode ser escrito como z =
(x,y). Além disto, valera a igualdade i?> = —1. Em notacdo matematica:

z € C <& z=(x,y), sendo x e y reais

Assim sendo, todo nimero complexo escrito na forma x + iy é dito na
forma algébrica. O numero x é dito parte real, enquanto y é dito parte imaginaria.
Em notacgé&o:

x =Re(z)ey =1Im(2)

Por exemplo, ao tomarmos o numero complexoz = 1- i,temosquel =
Re (z) e —1 = Im (z). Quando x = 0, diremos que se trata de um numero
imaginario puro; e quando y = 0, diremos que o complexo em questdo € um

namero real. Como consequéncia, fica claro que o conjunto dos nimeros reais
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€ uma parte do conjunto dos nimeros complexos, isto é, R € subconjunto de C.
Ou ainda, todo namero real € complexo.

Quando uma operacdo definida em um conjunto é definida, isto €, o
resultado dessa operacao ainda é elemento do conjunto, dizemos que a mesma
é fechada. Por exemplo, o conjunto dos nimeros naturais se fecha a adi¢éo e a
multiplicacdo, porém quando se define a operacdo de subtracdo dentro dos
naturais, tal operacéao nao fica fechada. O mesmo acontece com o conjunto dos
inteiros em relacdo a operacdo de divisdo, sendo necessario a criagdo do
conjunto dos numeros racionais, que fica definido a partir da razao entre dois
inteiros. Do curso de analise, é sabido que 0s numeros reais € um corpo
ordenado completo, e dentro do seu contexto, podemos executar todas as
operacdes basicas, além de ser possivel trabalhar com desigualdades (ja que é
ordenado). A motivacao basica para o desenvolvimento dos nimeros complexos
se da pelo fato de, em R, ndo ser possivel o célculo de raizes reais de nUmeros

negativos (com indice par).

1.2.3 lgualdade entre numeros complexos

Definicdo 3: Sejam z; = a+ bie z, = c + di complexos. Diremos que
z, = z, Se, e somente se, a =ceb = d. Esse fato decorre naturalmente por
conta da condicéo de dois pares ordenados serem iguais.

Sejam z e w nimeros complexos tais que z = (x3—8)+y’iew = 4i.
Determine os valores reais de x e y de modo que valhaz = w.

Resolucéo: Note, em respeito a definicdo de igualdade, que Re(z) =
x* —8=0eIm(z) = y? = 4.

x3—-8=0

Assim, vale o sistema{ yi= 4 => x=2ey= +2.

1.2.4 Niumeros complexos: estrutura de corpo

Dado um conjunto K nao vazio, e nele definido duas operacgdes binarias,
chamadas de adicdo (+) e multiplicagcéo (.); diremos que a estrutura (k,+,.) € um
corpo se estas operagbes, em K, forem bem definidas (fechadas) e
apresentarem as propriedades de comutatividade, associatividade, elemento
neutro, elemento inverso, e a distributividade da multiplicacdo em relacdo a

adicao. A fim de que possamos trabalhar com resolucéo de equacdes, e diversos
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calculos dentro dos numeros complexos, vamos demonstrar que C é um corpo
de acordo com as definicbes dadas para adicdo e multiplicacdo com complexos.
Para tanto, provemos que a adi¢ao e a multiplicagdo em C gozarao das seguintes
propriedades: comutatividade, associatividade, existéncia do elemento neutro e
existéncia do simétrico aditivo/multiplicativo e distributividade da multiplicacédo
em relacdo a adicao. Partiremos do fato de que a adicao e a multiplicacdo que
foram definidas estdo na verdade bem definidas em C, ou seja, a soma e 0
produto de nimeros complexos sdo complexos (fechamento em relacéo a essas
operacoes).

Como os componentes algébricos de um nimero complexo sdo niameros
reais, usaremos a estrutura do corpo dos reais para provarmos o que se deseja.

Sejam z, =a+bi, zy =c+die z3 = f + gi complexos, com
a,b,c,d, f e g reais.

Observacao: Usaremos as definicdes de adicdo e multiplicagcdo com
pares ordenados para provar que C, munido dessas duas operacdes, € um corpo.
Uma vez que estamos trabalhando com numeros complexos na forma de par
ordenado, observe, o caso da adicdo, que dados os complexos z; = (a,b) e
z, =(c,d),asomaz; + z,=(a,b) +(c,d)=(a+c,b+d)=(a+c)+ (b+d)i.

Al. Comutatividade da adicao:
zZ1+z,=(@+c)+(b+d)i=(c+a)+(d+b)i= 2z, + z.

A2. Associatividade aditiva:
(z1+2z)+z3=[(a+c)+(b+dDi]+f+gi=(a+c+f)+(b+d+g)i
z1+(zy+z5)=a+bi+[(c+f)+d+g)li=(a+c+f)+Bb+d+g)i
Portanto, (z; + z3) + z3 = z; + (2, + z3).

A3. Elemento neutro aditivo:

Desejamos a existéncia de certo numero complexo z, tal que para todo
complexo z = x + iy, valha que z + z, = z. Assumindo a adi¢cdo que definimos
em C, bem como a de igualdade, e escrevendo z, = x, + iy,, temos;

z1 + zp =(@+xy)+(b+yy)i=a+bi
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. . . at+xyg=a
Tal igualdade nos levara ao sistema _
b+y,=>b
Na resolucdo desse sistema, estamos trabalhando com nameros reais, e
facilmente obtemos que x, = 0 e y, = 0.
Portanto, o elemento neutro da adicdo nos complexos € o numero real O,

ou ainda, 0 + Oi.

A4. Existéncia do simétrico aditivo:

Na parte anterior, provamos que existe um nimero complexo (que € unico,
inclusive) tal que ele se comporta como neutro da adicdo. Agora queremos
determinar se dado qualquer nimero complexo z, existe um numero complexo
wtalque z + w = 0. De fato, existe!

Pondow = x + iy, e tomando 0 nosso z;, temos:
zZv+tw=(@a+bi))+(x+iy)=0+0i

{a+x=0 _ {x=—a
b+y=0 "~ ly=-b

Assim sendo, o simétrico de z; = a + bi € 0 complexo —a — bi. Vamos

defini-lo como — z; .

M1. Comutatividade da multiplicacéo:

717y = (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc) = ac — bd + (ad + bc)i.
2,7z, = (c,d)(a,b) = (ca — db,cb + ad) = (ac — bd,ad + bc) = z,z,.

Portanto, a multiplicacao definida em C € comutativa.

M2. Associatividade da multiplicacao:

(z1.25) z3 = (ac — bd,ad + bc)(f, g) = (acf — bdf — adg —
bcg,acg — bdg + adf + bcf).
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z1(z,23) = (a,b)(cf —dg,df + cg)
= (acf —adg — bdf — bcg,adf + acg + bcf — bdg).

N&o levando em consideracéo a ordem dos fatores, uma vez que a adi¢ao
e a multiplicacdo nos reais sdo comutativas, vemos que a condicdo da

associatividade do produto € satisfeita em C.

(21.23) 23 = 21(2,23)

M3. Existéncia do neutro multiplicativo:

Seja B = x + iy, com x e y reais, um complexo fixo tal que para todo z em
Cvalha que zB = z. Usando as definicdes de multiplicac&o e igualdade, temos:
z1 B = (a,b)(x,y) = (ax — by,ay + bx) = (a,b)

ax —by=a

Assim, chegamos no sistema {bx +ay=b

Por meio de uma simples

inspecéo, podemos constatar que a solugdo com x = 1e y = 0 satisfaz o
referido problema. Tomando pelo menos um dos valores (a, ou b) distintos de 0,
0 sistema é possivel e determinado. Portanto, para todo complexo z ndo nulo,
somente o numero complexo z = 1 + 0i possui a propriedade de ser 0 neutro

multiplicativo nesse conjunto.

M4. Existéncia do simétrico multiplicativo (reciproco):

Feito o exercicio de descobrir um elemento neutro para a multiplicacéo,
vamos agora investigar se para todo z # 0, existe um z~! tal que aconteca a
seguinte igualdade zz™!=1. Isto é assim como ocorre em R, estamos
investigando a existéncia de inversos multiplicativos para os complexos. Entao
vamos |a!

Sejaz! = x + iy, com x e y reais, tal que xy # 0. Como o produto entre
dois numeros reais é nulo se pelo menos um dos fatores € nulo, a condigdo xy #
0 nos garante que x e y ndo assumem o valor 0 simultaneamente. Impomos que
(a,b)(x,y) = (1,0). Assim, vamos ter;

(ax — by,ay + bx) = (1,0)
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O que nos permite chegar no seguinte sistema:

{ax—by=1
bx +ay =20

Multiplicando a primeira equacdo por a e a segunda por b, vamos ter o
sistema equivalente:

{azx —bay =a
b?x + bay =0

Somando as equacdes, obtemos (a? + b?)x = a. Como foi garantido que

a e b ndo se anulam ao mesmo tempo, é claro que a? + b? # 0. Portanto, vale

a

que x = m.

Tomando o x encontrado na segunda equacéo do sistema original, vemos

quey = aZ+b?’

Assim sendo dado qualquer nimero complexo z = a + ib, ndo nulo, seu

. . . . , , -1 — a —ib
inverso multiplicativo é o nUmero z TR LIS

Observe aqui que o sistema
gue se propomos a resolver possui solugéo Unica, isto €, possivel e determinado.
No nosso contexto, isso significa que para cada complexo z # 0, o reciproco z~!

€ Unico. O mesmo fato ocorre para o oposto aditivo.

M5. Distributividade da multiplicacdo em relacdo a adicao:

Provemos que z,(z, + z3) = 212, + z,23.
Colocando o lado esquerdo dessa igualdade na forma de par ordenado,

ficaremos com:
(a,b)(c+ f,d+g) =(ac+af —bd —bg,ad + ag + bc + bf)

Agora vamos po6r o lado direito da igualdade inicial na forma de par
ordenado, ficando com:
(ac — bd,ad + bc) + (af —bg,ag + bf)
= (ac — bd + af — bg,ad + bc + ag + bf).
Logo, a igualdade é cumprida e vale a distributividade em questédo a

esquerda.
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Obs.: Se fizéssemos (z, + z3)z,, podemos operar da seguinte maneira:
como ja sabemos da comutatividade da multiplicacdo, podemos afirmar que
(22 + 23)21 = 21(22 + Z3) = 212y + 2123 = 2321 + Z3Z; .

Assim, conseguimos mostrar que o conjunto dos niumeros complexos é
um corpo. Como o reais € subconjunto de C, temos que R é subcorpo dos
complexos, ou que IR esta imerso no corpo dos complexos. Ficando
demonstrado que C é um corpo, agora podemos, por exemplo, resolver
equacdes com incognitas em C. De posse de tudo que foi demonstrado até aqui,
podemos definir duas novas operagbfes com 0s complexos, a partir da
comprovacéao das existéncias dos simétricos multiplicativo e aditivo.

A primeira, a propria subtracdo, observando que dado z complexo, seu
inverso aditivo € o numero - z, que nada mais € o complexo tal que Re(—z) =
— Re(z) e Im(—z) = —Im(z). E claro que a subtragio &, assim como em IR,
uma operacao “ficticia”, pois trata-se de uma adigc&o entre a primeira parcela e o
oposto aditivo da segunda parcela. Assim, considerando z e w complexos,
vamos ter que:

z—w=2z +(—w)
A segunda que vamos trabalhar € a divisao, definida a partir do reciproco

de um complexo. Dados z e w complexos, vamos definir que:

z
— = zw™!
w

Observe gue a divisédo é na verdade uma multiplicacdo entre z e o inverso
multiplicativo de w. Para que isto faca sentido, devemos tomar w # 0. A fim de
aplicarmos o que foi visto, e também de usar as definicdes de subtracdo e
divisdo, vamos resolver os seguintes exercicios, em que teremos de fazer uso

do fato de C ser um corpo.

Exercicio 1: Determine z complexo tal que seja satisfeita: 2z + i = 3 —
i + z.

2z2+i+ (—2)+ (=) =3—-i +z+ (=2)+ (=)
& 2z—z+(@-0)=3-i—-i+z+(—2)
& z+0=3-2i+0

& z=3—2i
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Exercicio 2: Mostre que, sendo a # 0 e b complexos, a equacdo az + b =
0 possui solugdo unica em C.
De fato, dado b complexo, existe nico —b complexo tal que b + (—b) = 0.
Assim, vale que:
az+ b+ (—=b) =0+ (-b)
& az+0= —b
& az= —b
& z= —bat
Para garantirmos a unicidade dessa solucdo, considere que exista um z°
tal que az' + b = 0. Fazendo as mesmas operacdes, temos que z' = —ba™1.
Como a™?! é tnico, segue que —ba™?! é solugdo Unica para a equacido az + b = 0.
Dados dois numeros complexos, digamos z; e z,, 0 produto deles sera
nulo se, e somente se, pelo menos um deles for nulo. Vamos demonstrar esse
fato supondo, sem perca de generalidade, que z; # 0. Dai, vale que z; possui
inverso multiplicativo. Supondo entdo que z;z, = 0, temos que:

Zl_l . (lez) - Zl_l.O

=S (z;7Yz)z, =0
= 1.2,=0
= Zy = 0.

Ou seja, ao supormos que um deles ndo € nulo, o outro, por consequéncia
sera nulo. Assim, temos que o conjunto dos numeros complexos é um dominio
de integridade.

Exercicio 3: Determine z complexo tal que z? = —1.

Tomamos z = x + iy, com x e y reais, temos que:

(6, ) (x,y) = (x* —y?,2xy) = (=1,0)

Dessa igualdade, montemos o sistema:

{xz_yzz _1
xy =0

Note que x = 0 ouy = 0. E facil ver que x e y ndo podem ao mesmo tempo
ser nulos porque z = 0 ndo satisfaz a equacéo proposta. Se y = 0, a primeira
equacdo fica reduzida a x2 = -1, o que é absurdo pois x é real. Assim, vamos

assumir que x = 0.
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Dai: y2 = 1 < y = +1. Concluimos que os pares ordenados (0,1) e (0,-1)
sdo solucbes da equacgdo z?> = —1. Ou seja, i e —i sdo raizes quadradas de -1
e valem as seguintes, e importantes, igualdades:

= —-le(-i)?= -1

Observacao: ja podemos encarar a multiplicagdo entre numeros
complexos de forma mais algébrica, sem precisar apelar para o uso de pares
ordenados. Como C é corpo, e dados os complexos a + bi e ¢ + di, fagamos:

(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi* = ac — bd + (ad + bc)i

De modo geral, dado c real tal que c <0, cadmitirA duas raizes
quadradas complexas, a saber: i /|c| e —i\/|c| . Assim, por exemplo, V=16 =
4i ou+v/—16 = —4i. O mesmo resultado pode ser facilmente generalizado para
raizes de indices pares de niUmeros reais negativos.

Exercicio 4: Vamos resolver a equacdo x* —2x + 5 = 0, sendo o
conjunto universo da solu¢cdo U = C.

Procedamos da mesma maneira que um aluno do ensino bésico faria, ou
seja, determinar o discriminante b? —4ac = (-2)?2—-4.1.5= —16. Como
estamos no conjunto C e somos capazes de determinar raizes de indice par de

nameros reais negativos, procedamos:

2+v-16 2+4i .
= =2 142
2.1 2

Assim, o conjunto solucao S dessa equacao é S = {1 — 2i,1 + 2i}.

Observe que uma equacéo polinomial de grau 2 que em R néo tinha raiz,
nos complexos possui exatamente duas raizes. Esse fato € uma exemplificacédo
do Teorema Fundamental da Algebra, que aqui vamos enunciar sem demonstra-
lo.

Teorema Fundamental da Algebra: Toda equac&o polinomial de grau
n > 1, possui pelo menos uma raiz complexa, e, no maximo, n raizes complexas.

A fim de constatar esse valioso teorema para polindbmios acima do grau 2,
notemos que a equacdo z* = 16 possui raizes reais 2 e -2, mas 0s complexos
puros 2i e -2i satisfazem-na. Portanto, uma equacgéo polinomial de quarto grau

com 4 raizes complexas.



26

1.3POTENCIACAO EM C

Defini¢do 4: Seja z um numero complexo, e n natural tal que n > 1, valera

a recorréncia a seguir:

{ 7zl =72
" =z 71

De acordo com essa definicdo, decorre naturalmente que z? = z.z, z3 =
z.z.z e assim por diante. Note que estamos trabalhando com a mesma definicéo
vista quando se define de forma rigorosa a poténcia com base real e expoente
natural. Assim, decorre para os complexos que também valerdo as propriedades
inerentes a potenciagao vista no contexto real. Em especial, dado z complexo e
m,n naturais, é valido que:

P:z™m. z" = zmn

1
Py:z7" = Z—n,Z;tO
PS:ZO = 1,Z'¢ 0
E particularmente interessante trabalharmos com as poténcias naturais da

unidade imaginaria. Usando as propriedades apresentadas, vamos calcular as 6

primeiras poténcias naturais para a base i e observar um padrao:

o °=1;

o 1=

o 2= -1,

e 3=(-1.i= —i;

o it=(=i.i=1
5

o °>=1.i=1.
Caso darmos continuidade a esse processo, veremos que as poténcias
da unidade imaginaria vao se repetindo a cada 4 nUmeros naturais, por exemplo,
para os expoentes da sequéncia (0,4,8,12, 16...,4k,...), temos que i** = 1, com

k natural. Generalizando, com k natural qualquer, temos que:

o *=1;

° i1+4k

= ﬂ
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° i2+4k — _1,

o 3Tk = _j

Assim sendo, se desejarmos calcular uma poténcia de i com um
expoente n natural qualquer, facamos a diviséo euclidiana de n por 4, e, a partir
do resto da divisdo, com auxilio dos resultados da figura 1, determinamos.
Observe.

Exercicio 5: Calcule i%°3.
Resolucdo: Como 500 é multiplo de 4, é facil ver que na divisao Euclidiana
o resto de 503:4 é 3. Assim, i°%% = i3 = (—i).

Exercicio 6: Calcule i~1001,

~ . — 1 - 1 1
Resolug&o: Usando a propriedade z™" = —, temos que i %! = == = -
. o —ib
Usando o fato de que oinversode z = a + bi éz™1 = ——+—— vamos
a?+b* aZ+b’
ter que:
1 0 -1

i~ 02+12 © 02+1%

= = 1

1.4. REPRESENTACAO GEOMETRICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Ja foi bastante salientado que os complexos podem ser definidos a partir
da imposicao de ser um conjunto formado pelos pares ordenados de ndimeros
reais, nos quais a primeira coordenada corresponde a parte real, e a segunda, a
parte imaginaria. A representacdo geométrica dos niumeros complexos é feita no
plano complexo, denominado de plano de Argand-Gauss, similar ao plano
cartesiano que estamos habituados. No caso da representacdao complexa, o eixo

y € substituido pelo eixo imaginario, e o eixo X, pelo eixo real.
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Figura 2: Plano complexo

Elxo Imaginario

Eixo Real

Fonte: O autor.

Assim, ha uma relacdo biunivoca entre o conjunto dos numeros
complexos e os pontos do plano complexo. Ou seja, cada ponto do plano
complexo corresponde a Unico numero complexo e cada ndmero complexo é
representado por um danico ponto. A localizacdo de qualquer complexo nesse
plano é feita de maneira analoga como procedemos no habitual plano cartesiano
X por y. Por exemplo, o nUmeroz = 3 + 4i corresponde ao par (3,4), que € 0

ponto de interseccdo dasretasx = 3 ey = 4.

Figura 3: Representacdo dos afixos de alguns niumeros complexos no
plano complexo.

Im .

~

Re

Fonte: O autor.
Definicdo 5: Seja P = (a,b) o ponto do plano complexo correspondente
ao complexo z = a + bi. Sendo O a origem do plano C, definiremos o vetor OP,

formado pelo segmento orientado de O para P.
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Figura 4: Representacao no plano complexo.

Irre

3 ___—7 a + bi

e

Fonte: O autor.

1.4.1. Médulo e conjugado de niumero complexo

Vendo agora a representacdo dos numeros complexos em um contexto
vetorial, alguns novos conceitos podem ser inseridos, bem como a prépria
interpretacdo geométrica vetorial da soma de dois nUmeros complexos como a
soma vetorial desses elementos. O primeiro conceito é o de modulo de numero
complexo, que geometricamente falando, nada mais é do que o comprimento do
vetor OP. Observe na figura anterior que o triangulo de vértices O, P e Q = (a,0)
formam um tridangulo retangulo com angulo reto em Q. Aplicando Pitdgoras

nesse triangulo, temos que:

(OP)? = a? +b? => OP = ya? + b?

Uma notacdo alternativa para modulo de niamero complexo é usar a

mesma que usamos para médulo nos reais; assim, |z| =+ a2 + b?.

Definicdo 6: Sendo z = x + iy, definimos o conjugado de z como o
complexo z = x —iy. Ou seja, troca-se apenas o sinal do namero real que
representa a parte imaginaria de z.

A seguir, temos algumas consequéncias importantes em relacdo as
definicbes de modulo e conjugado. Vejamos.

1) zZ = |z|?
Demonstracéo: pondo z = x + iy, temos que zZ = x — iy. Assim, temos que:
(x —iy)(x +iy) =x? +ixy —ixy —i%y? = x2 + y? = |z|%
Z+Z

2) =2 = Re(2)

Demonstragdo: sendo z =x +iye z = x — iy, temos que z + z = 2x. Logo,

x=Re(z)=sz.
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3) = = Im(2)

Demonstragéo: sendoz = x +iye z=x — iy, z—Z = 2iy. Logo, vamos ter

que Im(z) =y = %

4) Sendo zew complexos,z+w=zZ+ W

Demonstragdo: pondo z=x+iyew = m+in, com x,y, mnndmeros
reais.

(z+w)=(x+m)+i(y +n)

Assim, z+tw=(x+m)—i(y+n)=x—-iy)+(m—in)= z+ w.

5) Sendo z e w complexos, zw = zZ.w

Demonstragéo: pondo z e w nas formas anteriores, temos que:

zw = (xm —yn) + i(xn + ym)
Assim, zw = (xm — yn) —i(xn + ym) = (xm — yn) + i(—xn — ym)
Z.W=(x—iy)(m—in) =xm—inx —iym—yn
= (xm—yn) +i(—nx —ym)

Portanto, vale a igualdade apresentada.

1.4.2. Argumento de niamero complexo

Vamos retornar a representacdo geométrica de um nimero complexo no
plano. Na figura seguinte, temos a representacao generalizada de um complexo

a + bi, em que o simbolo p denota o tamanho do segmento OP, isto &, p = |z| =

Va2 +b* = 0. Ha também um novo elemento presente nessa representacao,
que é o angulo 8, medido no sentido anti-horario e formado pelas semirretas
AO (A = (a,0) e OP. O angulo @ é chamado de argumento principal do nimero
z, ou argumento de z, e seu valor varia no intervalo [0,2r[ (@ dado em radianos).

Uma razoavel dificuldade encontrada pelos alunos de um curso de
nameros complexos € determinar o argumento quando z tem seu afixo (seu
ponto no plano) nos 2°, 3° e 4° quadrantes do plano complexo. Objetivando
facilitar essa tarefa, apresentaremos a expressao do argumento de um namero

complexo de acordo com o quadrante em que seu afixo se encontra.
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Figura 5: Representacfes do argumento e do médulo de um complexo.

7

Im

Y

Fonte: O autor.
De acordo com a imagem acima, e assumindo que P é ponto do primeiro
quadrante do plano complexo, e, ainda, usando conhecimentos basicos de

trigonometria no triangulo retangulo, temos que:
b
tag 6 = "

Observacao: Tag refere-se a funcdo tangente.

Como P é ponto do primeiro quadrante, temos que a € b sdo numeros
positivos. Lembrando que a funcdo f:]=-,~[ - R, dada por f(x) = tag(x) é
inversivel, temos que o angulo em questao é dado por:

0 = arc tag S

Assim sendo, quando formos trabalhar com um nimero complexo com
partes reais e imaginarias positivas, o seu argumento € dado pelo arco tangente
da raz&o entre as partes imaginaria e real. E véalido ser convencionado que o
argumentode z = a,ondea € Rea > 0, sera 0 (radiano).

Durante meus anos de aluno da Engenharia Elétrica, visualizei muitos
alunos com dificuldades no célculo do argumento de numero complexo. Na
disciplina de Variaveis Complexas, essas dificuldades ficavam ainda mais
expostas. Diante dessa problematica, desenvolvi, com auxilio do grande
conhecimento da pessoa do Professor Aroldo Cardoso (UFAC) as seguintes
técnicas do calculo de argumento de um complexo de acordo com seu
quadrante.

No caso em que um numero complexoz = a + biétalquea < 0eb >
0, seu afixo localiza-se no segundo quadrante e 0 seu argumento principal 8

sera dado pela expresséao:
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b
0= n—arctagm

No caso em que o complexo z = a + biapresentara < 0eb < 0, seu
argumento 6 sera dado por:
b
0 = m+arctag ‘E’

E por fim, se o complexoz = a + bi € tal que a>0 e b <0, seu

argumento 6 principal é dado por:
|b|
0 =2m — arc tag "

Quando z for real negativo, seu argumento principal sera w. E se z = bi,

2 3
0 argumento sera > caso b > 0;e=-caso b < 0.

1.5 FORMA POLAR OU TRIGONOMETRICA

Usando as funcdes trigonométricas no triangulo retangulo OPA, temos:

{sen0= ﬁz B
OP »p
0OA a
cosf@ = ﬁ= E

Ou seja, temos que b= psenfe a= pcosf. Portanto, podemos
representar o numero complexo z = a + bi em fungéo de p e 6:
z=pcosO@+i.psenf = p(cosO + isenB)
Diante disso, qualquer nimero complexo pode ser escrito em funcao do

seu modulo e do seu argumento.
Observacao: Convencionaremos aqui que o numero complexo z = 0

Nao possui argumento.

Mais adiante, veremos que a escrita complexa na forma polar é bastante
atil para a realizacdo de diversas operagbes, como potenciacdo, radiciacao,
exponenciagdo em C.

Exercicio 7: Escrever na forma polar os seguintes numeros complexos, e

em seguida calcular, na forma polar, z.w. Donde z=1+ V3 ew=+/3 +i.

Resoluco: |z| ‘/12+\/_—2e|w| /\/_ +12=2.

6, = arctag\3 = —eH —arctag\/_ g
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Portanto, z e w na forma polar ficam inscritos:
z=2 (cos§+ i.sen g) e w= 2.(cosg+isen g)
Para a segunda parte do exercicio, vamos desenvolver algebricamente o
produto zw.
zw=1+4+iV3)W3+i)= V3 +i+3i— V3 =4i
Pondo zw na forma polar, temos:
zZW = 4. (cosg +isen g)
Observe a solugdo da segunda parte do exercicio, que o médulo de zw é

dado pelo produto dos médulos de z e w. Além disso, o argumento de zw é a

soma dos argumentos de z e w (g = §+ g) Este resultado sera generalizado.

1.5.1 Multiplicagéo e divisao na forma polar

Sejam z e w complexos, escritos nas suas respectivas formas polares:
i) z = p; (cos 6, + isenb,).
1)) w = p,(cos B, +isenb,).
Vamos agora executar o produto zw.
ZW = p;1p, (cos 0; + isenb;).(cos 6, + isen 6,)
ZW = pypy[cosB,.cos B, —sen B, senB, +i(cosb;sen B, + sen O, cosb,)]

Da trigonometria, sabemos que:

sen (6, + 6,) = sen 6, cos B, + cosb,senb,.

cos (6; + 0,) = cosB; cosf, —sen ;. sen 6,.

Assim, podemos reescrever o produto zw como segue abaixo. Note que
0 modulo de zw na forma polar € o produto dos modulos de z e w. Além disto, o
argumento de zw € a soma dos argumentos de z e w.

= zZwW = p1p, [cos ( O; + 6,) +i.sen (6, + 6,)]

O resultado acima pode ser generalizado para o produto de mais de dois
complexos. Assim, sendo z; z, zs, ..., z, NUmeros complexos, sendo p;, e 6,
respectivamente, o médulo e o argumento de z;, em que i € {1,2, ..., n}, vale que:

Zy.Zy .23 ... 2y = P1P2P3 - Pn [cOS (61 + 60, + 605 ...+ 0,) + isen (0,+60, +
05...+6,)] ()
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Demonstragdo: Fagamos inducéo sobre n. Paran = 2, jA demonstramos
a validade do que queremos mostrar. Suponha um n natural tal que n > 2 tal que
() seja satisfeita. Provemos a validade dessa formula para o produto de n +
1 complexos.

Zl .Z2 .Z3 . --Zn-Zn+1= p1p2p3 e pn [COS (01 + 02 + 93 + o +9n) +
isen (0 + 6, + 05 +..40,)] . ppy1 - (cos O, +isen 6,,1)

Para facilitar nossa escrita, vamos tomar a soma 6; + 6, + 65 + ---+6, =

A. Assim:

n+1

1_[ Zi = P1P2P3 - Pn Pns1[COSA.c0sO, 1 —sen A.sen 0,4
i=1
+ i(cosA.senb, 1 +Sen A .cos0,,1)

Assim, concluimos que:

n+1

Hzi = P1P2P3 - Pn Pn+1-[€OS(O1 + 05 + -+ Oy + 641)
i=1
+isen(0; +6, + 60, + 0,,1)]

Portanto, fica provado o que se afirma em (I).

Particularmente, se colocarmos z™ na forma polar, sendo p e 6,
respectivamente, o modulo e o argumento de z, valera que:

z" = p".[cos(nB) + i sen(nB)] (II)

A igualdade em (Il) também é conhecida como a primeira formula de
Moivre, e a partir de agora serd uma ferramenta poderosa para auxiliar na
potenciacdo de base complexa e expoente inteiro. A fim de explorarmos um
pouco esse resultado, vamos resolver os dois seguintes exercicios.

Exercicio 8: Determine o valor da poténcia (1 + i)1°°.

Resolucdo: Com toda certeza, usar a definicho de potenciagdo seria
impraticavel na resolucdo deste exercicio. Contudo, fazendo-se uso da forma
polar e da primeira Férmula de Moivre, nossa tarefa ficard bem mais simples.
Vejamos.

O primeiro passo € por 1 + i na sua forma polar. Calculando seu médulo

e argumento, encontramos, respectivamente, e E . Portanto, temos:
(1+i) = 2. (cos% +isen% )

Agora usemos a formula de Moivre. Obtendo:
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1+ = (\/5)100 (cos% +isen # )

= (1 + )19 = 250(cos 25m + i sen 25m)
= (1+ l-)lOO = — 50
E interessante ser observado que mesmo a base da poténcia sendo um
namero complexo nao real, o resultado pode alcancar um namero real.
Com isso, a principio, a formula de Moivre vale para todo n natural.

Contudo, na verdade, ela acaba funcionando para todo numero inteiro. Para
P . _ 1
provarmos esse fato, € importante lembrar da propriedade z™" = — |, z# 0.

zn '’

Assim, tomando n natural, ficamos com, usando o resultado em (I1):

o 1
~ p".[cos(nB) + i sen(nh)]

VA

O conjugado da parte cos(nf) + isen(nf) € cos(nf) — isen(nb), e como ja
vimos, valera que o produto desses dois numeros complexos é dado pelo
guadrado do médulo de qualquer um deles. Assim:

[Cos(nB) +isen(nB)]. [cos(nd) —isen(nd)] = cos?*(nb) +
sen?(n@)

Da trigonometria, sabemos que a soma dos quadrados do cosseno e do
seno de um mesmo arco resulta em 1. Portanto, multiplicando tanto o numerador
qguanto o denominador de z™" por [cos(n@) — i sen(nf)], obtemos:

z7" = p™". [cos(nB) — isen(nh)].

Parece-nos que o resultado em (II) ndo foi respeitado. Mas, para
provarmos o contrario, lembremos do importante conceito de paridade de
fungbes. Uma funcéo se diz par quando para todo x do seu dominio é valido que
f(—x) = f(x);eimparquando f(—x) = — f(x). Afuncbes seno e cosseno sao,
respectivamente, impar e par. Portanto, temos que:

cos(—n@) = cos(nf) e sen (—nf) = —sen (nh)
Logo,

-n

z7" = p7". [cos(—nBO) + i sen(—n0)]

O que nos garante a validade de (Il) para todo namero inteiro.
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1.5.2. Divisdo com numeros complexos na forma polar

Sejam z e w complexos, sendo dados nas suas respectivas férmulas
polares.

z = p; (cos 6, + isenb;).
W = p,(cos 0, +isenB,).

Considerando w # 0, a divisdo z/w € dada pelo produto de z pelo inverso
de w.

Assim, w1 = p,7[cos (—6,) + isen (—6,)].

Portanto, a divisdo z/w é transformada no produto zw 1.

Logo, zw~! tem mddulo dado por p;p,~! e seu argumento é dado por 9, +
(—6,) ou simplesmente 6, —6,. Assim, quando dividimos dois numeros
complexos, a formula polar do resultado tem mdédulo dado pelo quociente entre
0os modulos do dividendo e divisor, e, nessa mesma ordem, o argumento é dado
pela diferenca dos argumentos.

1.5.3. 2° formula de Moivre

Agora que a potenciacdo em C esta bem compreendida, vamos nos fazer
a seguinte indagacéao: dado z complexo e n natural maior ou igual a 2. Sera que
existe um numero complexo w tal que w™ =z ? Para respondermos isso,
tomemos z e w com suas respetivas formas polares.
e z=p,(cosB; + isenb,).
e w = p,(cosB, + senB,)
Usando a primeira Férmula de Moivre, temos:

Wi = (p,)"[cos(ndy) + i sen (n6,)]

Portanto, vale a seguinte igualdade:

(p2)"[cos(nB,) + isen (nb,)] = p; (cos B, + isenb;)

Usando a definigcdo de igualdade entre niumeros complexos, chegaremos
no seguinte sistema:

{ (p)™. cos (n6,) = py.cos 6,
(p)".sen (nB,) = p; .sen 6,

Desse sistema, concluimos que: (p,)" = p; e nf, = 6, + 2kn, keZ
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Como p, e p; sao numeros reais nao negativos, concluimos que o médulo
da raiz enésima de z € dado por p, = /p; = V/|z| . O argumento raiz enésima

91+2kT[

de z é dado entéo por 6, = . Por fim, escrevemos a segunda formula de

Moivre, que nos diz:
N = Y (cos (52 4 sen (22 )

Observe que o argumento dessa raiz é dado pelo arco cuja expressao é

da forma ( - ~

De acordo com o Teorema Fundamental da Algebra, uma equacéo
polinomial com coeficientes complexos de grau n possui o maximo n raizes
complexas. Dado um S complexo, e n = 2 natural, a raiz enésima de 8 € 0
complexo z tal que z" = B. Essa mesma igualdade pode ser reescrita como
(equivalente):

z" =B =0(A)

Observe que a equacdao em (A) é polinomial de grau n. Portanto, de
acordo com TFA, o céalculo da raiz enésima de um complexo qualquer nos leva
ao numero finito de solu¢des. Na verdade, como mostraremos a seguir, a
equacao em (A) terd exatamente n raizes complexas distintas, quando g # 0.

Demonstracdo: como foi visto anteriormente, o argumento da raiz

. 0+2km
enésima de um dado niumero complexo & — em gue 6 € o seu argumento
principal. Para ser melhor visualizado, vamos reescrever esse éngulo como

7] 2km . . 2km
sendo - + — Quando k varia nos naturais de 0 an- 1, a soma + —

nos leva a n arcos distintos, e consequentemente, a n raizes complexas distintas
para esse complexo ndo nulo. Dado k natural tal que k = n, podemos escrever

0 numero k como k = n + p,com p > 0. Assim:
2k 6, 2 6, 2

n n n

Quando executamos a divisao Euclidiana de p por n, p pode ser escrito da
seguinte forma: p =mn+r,sendome Zer €{0,1,2,...,n — 1}. Logo:
2pm 2(mn+r)n 0 2rm 2rm

—+—+2 = +—=—+2 +—=—+—
n n

n
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Como r € um dos numeros naturais compreendidos de 0 an -1, temos que
a raiz complexa para k = n € igual a uma das raizes ja encontrada.

Geometricamente, a representacdo no plano complexo das n raizes de
um numero complexo ndo nulo determinam um poligono regular, em que 0s
vértices serdo tais raizes. Observe o seguinte exemplo: determinar todas as
raizes cubicas de -1. Fazendo g = —1, temos que |#| = 1, e 0 seu argumento 6

vale . Portanto:

+2k ) +2k
V=1 = cos (” 7T) +isen (” 7T).
3 3
Para k = 0, temos:

Zg = COS (g) +isen (E)

Para k =1, temos:
z, = cos(m) + isen(mw) = —1.

Para k = 2, temos:

51 . 51
Z, = COS (?) + i.sen (?)

N S
= 22—2 1.2

Representando no plano complexo as trés raizes encontradas, obtemos

a seguinte representacao.

Figura 6: Representacdo das 3 raizes complexas de -1.

Im

V3 7b 5T 3

Fonte: O autor.

Observacao: Quando calculamos a raiz enésima de um numero

complexo, obtemos n respostas (com exce¢cdo do numero complexo nulo).
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Assim, quando estamos dentro do universo dos numeros complexos, a raiz
quadrada de 25, por exemplo, admite duas respostas: 5 e -5. Ja quando
trabalhamos dentro do universo dos reais, a maioria dos livros define que a raiz
quadrada de um numero real ndo negativo € real ndo negativa, o que delimita a
unicidade da raiz quadrada nesse contexto (na verdade, isso se generaliza para

raizes de indice par).

1.6 FORMA EXPONENCIAL

Até aqui, foi visto basicamente duas formas de representacao de nimeros
complexos, a algébrica e a polar. Uma outra forma, bastante utilizada nos cursos
superiores, como nas engenharias, é a representacdo dos complexos na forma
exponencial. Isso significa que dado um z € C, é possivel obté-lo em termos de
uma poténcia cuja base € a constante de Euler, que € um namero irracional
anotado pelo simbolo e.

Dado & um namero real, vamos assumir, sem demonstracdo, a seguinte
identidade:

e'® = cosO +isen®.

A demonstracdo formal dessa identidade exige conhecimentos mais
avancados de matematica que fogem do propdsito deste trabalho, voltado para
uma aplicacdo em nivel médio de estudo. Contudo, dado z complexo ndo nulo,
a ele atribuimos duas caracteristicas: argumento e médulo. Sendo >0 o modulo
de z, e 8 seu argumento, temos que z na sua forma polar é escrito como:

z=r[cos O + i sen 0]

Logo, ainda podemos escrever:

z =re'?,

Ou seja, temos a representacdo na forma exponencial de um ndmero
complexo nao nulo.

Desse modo, o leitor mais atento pode observar que a escrita na forma
exponencial facilita ainda mais o manuseio aritmético com numeros complexos,
além de ser mais rapido o processo de multiplicar, dividir, calcular poténcias e

raizes envolvendo niumeros complexos.

Exemplo: Determine na forma exponencial, o nimero z = 1 — i+/3.



Resolucdo: Temosquer =2 e @ = 5?" . Portanto:

ism

Z = 2e 3 .

40
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CAPITULO 2.

Neste capitulo, faremos um basico estudo com o intuito de propor uma
aplicacdo de numeros complexos em circuitos elétricos. Considerando que o0s
alunos do ensino médio geralmente estudam tal contetdo de fisica no 2° ou 3°
anos, e se limitam somente ao estudo de circuitos de corrente continua, isto é,
com medida sempre constante no decorrer do tempo. Dispondo-se de
conhecimento basico do que sdo os complexos, e das suas operacgdes, €
possivel, mesmo parecendo um ato de ousadia, ampliar o tema de Circuitos
elétricos, e propondo a determinacdo da corrente elétrica nos casos em que a
fonte de tensdo é variavel no decorrer do tempo. Além da transversalidade
proposta, isto €, da “conversa” feita entre a matematica e a fisica, o aluno deve
lidar com circuitos elétricos cujo funcionamento se assemelha mais a realidade,
dado que a energia elétrica chega em nossas casas na forma alternada.

Visando uma aplicacdo basica, apresentaremos alguns resultados sem
suas demonstracbes, uma vez que a fundamentacdo dos mesmos exige
conhecimento de matematica em nivel superior. Ao leitor mais critico, tais
fundamentacdes podem ser encontradas na referéncia bibliogréfica usada para
este capitulo: Fundamentos de Circuitos Elétricos, 5° edicdo, dos autores
Charles k. Alexander e Matthew N. O. Sadiku.

Esperamos que o leitor ja tenha algum conhecimento sobre funcbes
trigonomeétricas, como seno e cosseno, e conhecimentos basicos que envolvam

eletrostatica, ondulatoria, unidades de medida.

2.1 CIRCUITOS ELETRICOS

A grosso modo, um circuito elétrico € uma interconexdo de elementos,
cuja finalidade bésica é a realizacdo de algum trabalho. Esses elementos podem
ser geradores, resistores, capacitores, diodos, transistores e outros. O
funcionamento dos aparelhos em nossas casas sO é possivel por conta da
conexao feita entre os circuitos elétricos projetados, alimentados pela energia
elétrica vinda das diversas fontes geradoras. Abaixo, temos a representacéo
mais elementar possivel de um circuito elétrico, contendo uma fonte de tenséo,

gue pode ser uma bateria ou mesmo uma pilha, os condutores e uma lampada.
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Figura 7: Circuito elétrico basico.

Fonte: https://www.preparaenem.com/fisic 1

No circuito elementar da figura 7, o simbolo i denota a corrente elétrica.
Mas o que precisamente seria a corrente elétrica? Segundo Sadiku, a corrente
elétrica é o fluxo de carga por unidade de tempo, medido em amperes (A). Essas
cargas nada mais sdo do que elétrons livres, que a partir da forca eletromotriz,
sao impelidos a se movimentarem entre os terminais da bateria, por meio de um
material condutor, que pode ser um fio de cobre, por exemplo. Na verdade, o
modelo visto de circuito € extremamente simples, sendo que na préatica, em
nossas casas ou mesmo dentro dos aparelhos eletrénicos, a eletricidade é bem
mais complexa. Observe a Figura 8 a seguir, que nos exibe um circuito integrado,
gravado em uma lamina de silicio.

Figura 8: Circuito elétrico contido dentro de uma lamina de silicio.
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E possivel observar que o estudo do circuito apresentado na figura
anterior exige técnicas bem sofisticadas, e o uso indispensavel de simulacdes,
computadores e softwares especificos. Em nosso nivel de estudo, a proposi¢ao
sera limitada a conhecer os seguintes elementos do circuito: fontes de tensao,
resistores, capacitores e indutores. E interessante ressaltar que todo circuito real
pode ser representado no papel, e cada elemento tem sua simbologia propria.
Na Figura 9, apresentamos a simbologia dos elementos elétricos que seréo
vistos em nosso trabalho.

Figura 9: Elementos elétricos e seus simbolos.

Resistor Capaciltor Indutor Baterla Fonte de Fonte de
tensdo corrente

Fonte: https://pt.khanacademy.org/scienc 1

2.2 FONTE DE TENSAO

Fonte de tensdo, ou simplesmente tensdo, ainda também chamada de
diferenca de potencial, € a energia necessaria para a execucao do deslocamento
de uma carga elétrica entre dois pontos de um circuito elétrico. Denominando
esses pontos de (a) e (b), podemos anotar que a diferenca de potencial entre
esses pontos € V,, =V, — V,. O instrumento usado para medir a diferenca de
potencial entre dois elementos de um circuito chama-se voltimetro. A Figura 10
nos apresenta um exemplo desse aparelho sendo usado para calcular a tensao
entre os terminais de uma tomada.

Figura 10: Afericdo da tensao nos terminais de uma tomada.

1
Ajuste a escala
antes de fazer
a medida

Fonte: https://www.newtoncbraga.com.br/i 1
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A unidade de medida adotada para tensdo, de acordo com o Sistema
Internacional de Medidas, € volts, anotado pela letra V. Assim, € comum que
alguns aparelhos, por exemplo, funcionem sob uma tensao de 127 V, e dizemos
“127 volts”.

2.3 RESISTOR OU RESISTENCIA

Certos materiais possuem a capacidade de resistir mais intensamente ao
fluxo ordenado de elétrons livres (a corrente elétrica). O nome dado a essa
propriedade é resisténcia elétrica, e simbolicamente representada pela letra R.
Logicamente, os condutores usados em um circuito buscam “permitir’ mais
facilmente o fluxo da corrente elétrica, por isso sdo usados materiais com baixa
resisténcia elétrica. Assim, define-se concomitante uma propriedade inversa da
resisténcia, a chamada condutividade elétrica, que resumidamente nos diz o
quéo “facilitador” é para um elemento a passagem de corrente. Por curiosidade,
o melhor condutor de eletricidade conhecido € o ouro; porém, usa-se o cobre,
gue também é considerado um bom condutor e apresenta menos custos e riscos
de furto. A unidade de medida usada para a resisténcia elétrica € o Ohm, e seu
simbolo no Sl é a letra grega 6mega (Q). O elemento oferece entao resisténcia
ao fluxo da corrente, e nesse processo, transforma energia elétrica em térmica;
o chamado efeito Joule. Um exemplo desse fenbmeno € o aquecimento das
lampadas incandescentes ap6s um certo periodo ligadas, ou mesmo o
funcionamento do chuveiro elétrico.

Figura 11: Simbologia do resistor.

—MWW—

Fonte:https://embarcados.com.br/lei-de-ohm/

2.4 CORRENTE ELETRICA
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Apesar de ja termos a definicdo de corrente, vamos aprofundar o tema
com o intuito de justificar sua unidade de medida, bem como sua determinacéo
a partir de uma carga conhecida. Considere um condutor F, e uma dada secé&o
transversal A de F. Supomos que por F exista uma corrente elétrica continua,
isto €, com intensidade invariavel no tempo. O valor da intensidade da corrente
elétrica € precisamente a quantidade de elétrons que passam por A, numa dada
unidade de tempo. A quantidade de carga € medida em coulombs, e identificada
pelo simbolo C (ndo confunda com nimero complexo). Cada coulomb carrega
uma quantidade enorme de elétrons, por isso, ao invés de trabalharmos com
nameros em notacdo decimal, 1 C € uma carga elétrica associada a somatoria
de cargas de aproximadamente 6,25 .10'8 elétrons (ou de prétons). O médulo da
quantidade de carga de cada elétron é aproximadamente 1,6 .1071° C. Portanto,
se em um tempo At, por uma sec¢ao transversal de um fio, passa uma quantidade
Q de carga elétrica (medida em C), e supondo que a corrente € continua, sua

intensidade sera calculada por:

1=

Como a unidade de medida da carga é C (Coulomb) e da variacdo do
tempo, no SI, segundos (s), temos que a unidade adotada para a corrente é
coulomb por segundo, ou C/s. Justamente por ser um fluxo de particulas, faz
todo sentido sua medicdo ser realizada por unidade de tempo. A esse
“quociente” de medidas dar-se o nome de Ampére (A). A figura seguinte, em tom
bem humorado, explica como é a relacdo entre tais elementos. A tensdo
“empurra” os elétrons pelo condutor, enquanto a resisténcia tenta dificultar essa

passagem.

Figura 12: Relacao entre os principais elementos elétricos visto até aqui.

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/fisica/p 1
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2.51° LEI DE OHM

Na fisica ensinada durante o ensino medio, € muito comum ser
apresentada grandezas que se relacionam entre si de forma diretamente
proporcional. Esses modelos sdo bem interessantes, apesar de muitas vezes sé
serem possiveis em idealizagBes ou em experimentos laboratoriais. No caso das
grandezas elétricas, resumidamente falando, em um dado resistor 6hmico (cuja
valor da resisténcia é constante), a diferenca de potencial entre seus terminais é
diretamente proporcional a corrente elétrica que circula entre eles. Assim, dado
0 seguinte experimento, sendo um resistor de resisténcia constante R para uma
corrente de 1 A circulando por ele, a queda de tenséo entre seus terminais vale
5 V. Caso dobrarmos o valor dessa corrente, a queda de tensao também
dobrard, passando a ser 10 V. Os experimentos entdo mostraram que essa

proporcionalidade direta era verificada, e, mais do que isso, a constante de

7

: . L A 14
proporcionalidade é justamente o valor da resisténcia R. Portanto, R = T ea

conhecida primeira lei de Ohm. Na figura seguinte, exibimos como deveria ser
0 comportamento grafico tensdo x corrente para o experimento anteriormente

descrito.

Figura 13: Comportamento da tensdo em relacdo a corrente elétrica em
um resistor ohmico.

Uw)

10 R = tan 6
U

7

R

(9]

v

1 2 i(A)

Fonte: O autor.
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2.6 CAPACITORES

Sendo um dos componentes mais importantes presente em um circuito
elétrico, o capacitor tem a funcéo de armazenar energia em seu campo elétrico.
Os capacitores sdo usados em diversos equipamentos eletrénicos, de
comunicacdes, computadores, sistemas de poténcia, dentre outros. Na figura 14,
temos a representacao da construcdo de um capacitor (modelo comum), que &
formado por duas placas condutoras separadas por um material isolante.

As tais placas podem ser construidas por folhas de aluminio, e o material
isolante pode ser ar, ceramica, papel e etc. Na figura 15, temos uma fonte de
tensdo v conectada entre as placas, depositando em uma das placas uma carga
+ Q e na outra - Q. Com isso, a quantidade de carga Q armazenada pelo
capacitor sera dada pela formula:

Q=Cv

O termo C representara a capacitancia, que é uma constante associada
ao modelo de capacitor. Sua unidade de medida é Farad (F), em homenagem
ao fisico inglés Michael Faraday (1791-1867).

Figura 14: Representagédo de um capacitor.

B

d

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/o 1

Figura 15: Placas de um capacitor ligadas a uma pilha.

Fonte: https://www.preparaenem.com/fisic 2



48

E importante ressaltar que mesmo a capacitancia sendo a raz&o entre a
carga e a tensdao, ela ndo depende dessas grandezas. Um capacitor de placas

paralelas tem sua capacitancia dada por:

€A
C = —.
d

Na férmula apresentada para a capacitancia, € representa a
permissividade do material isolante entre as placas; A € a area de cada uma das
placas e d a distancia entre elas. Note que quanto maior é a area das placas,
maior sera a capacitancia (mantendo-se d constante). Caso a area das placas
se mantenha constante, quanto maior for a distancia entre as placas, menor sera
a capacitancia do capacitor. Nas imagens a seguir, temos algumas imagens

reais de capacitores.

Figura 16: Modelos fisicos de capacitores.

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/o 2

2.7 INDUTORES

7

O indutor é um elemento elétrico também projetado para o
armazenamento de energia, s6 que ao contrario do capacitor, essa
armazenagem ocorre em seu campo magnético, enquanto no capacitor ocorre
no seu campo elétrico. As aplicacdes para os indutores sdo vastas, desde
aplicacbes em equipamentos eletrénicos de pequeno porte a sistemas de
poténcia e geracao de energia. A figura 17 nos exibe a forma tipica de um indutor

e seus principais elementos.
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Figura 17: Esquema de um indutor.

Comprimento 1

I |

Secdo transversal A

Miicleo de permeabilidade p

MNumero de voltas IN

— o —
L= A1
Fonte: https://professoreletrico.com/cur 1

Segundo Sadiku (pag. 199), a indutancia € a propriedade segundo a qual
um indutor se opde a mudanca de fluxo de corrente através dele, medido em
Henrys (H). Com isso, a indutancia de cada indutor depende de suas dimensfes
fisicas e da sua construcdo. Para um indutor como o da figura acima, sua
indutancia L é dada por:

N?uA

L= :
l

Sendo assim, N representa o numero de espiras, [ representa o
comprimento, A é a area da secéo transversal, e u € a permeabilidade do nucleo.
Como a teoria sobre indutores esta ligada com o eletromagnetismo, ndo vamos
aprofundar mais do que isso em relacdo a esse elemento, pois suas
fundamentacbes fisicas e matematicas séo oriundas de estudos mais

avancgados. Na figura 19, visualizamos alguns modelos fisicos de indutores.

Figura 18: Indutores, modelos fisicos.

Fonte: https://www.google.com/url?sa=i&u 1



50

2.8 SENOIDES E FASORES

Como ja salientado na introducéo deste capitulo, o estudo dos circuitos
elétricos no ensino médio fica limitado a uma analise em regime continuo, isto €,
agueles excitados por fontes de tensdo constante, ndo variando no tempo. O
proposito entdo é fazer o aluno conhecer, mesmo que de forma bem simplificada,
circuitos que sao aplicados por fontes variaveis no tempo; como justamente é na
realidade no tocante a distribuicdo da energia elétrica. O intuito entdo é introduzir
a ideia de corrente alternada. Assim, falar de corrente alternada e néo citar os

seus principais criadores € uma verdadeira injustica. Facamos isto.

2.8.1 Nikola Teslas e a batalha das correntes

Nikola Teslas viveu entre os anos de 1856 e 1943. Ele foi um dos
principais idealizadores da transmisséo de energia elétrica por meio da chamada
corrente alternada, juntamente com George Westinghouse (1846-1914). Sem
nenhuma ddvida, essa forma de transmissdo tornou-se hegemonica e
atualmente sua utilizacdo é considerada mais rapida e eficiente. Contudo, ao
final do século XIX, havia uma grande davida no ar: Qual seria a melhor forma
de transmissdo? A CC (corrente continua) ou CA (corrente alternada)? Essa
pergunta gerava discussoes calorosas entre os defensores de cada lado. Do lado
da CC, tinhamos a lideranca de Thomas Edison, que como sabemos, era e ainda
€ bastante respeitado no meio cientifico por conta das suas invenc¢ées. Do lado
da CA, o ja citado Tesla. A verdade € que a transmissdo de energia por CC, a
longas distancias, mostrava-se ineficiente e mais cara; enquanto a transmisséo
por longas distancias mostrava-se mais eficiente do ponto de vista econémico.

Sendo assim, os sistemas CA acabaram vencendo tal batalha.

2.9 SENOIDES

Definicdo 7: Senoide € um sinal que possui a forma gréfica da funcéo
sSeno ou cosseno.

A corrente alternada também é conhecida como corrente senoidal. O
termo alternado € usado porque o sinal dessa corrente inverte-se de forma
perioddica, ora sendo positivo, ora sendo negativo. Assim sendo, quando uma

fonte de tensdo é variavel no tempo, e a essa tensdo € dada, em relagdo ao
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tempo, por uma funcdo seno ou cosseno, dizemos que ha uma alimentacéo
senoidal, ou excitacéo variavel no tempo. Em outras palavras, temos um circuito
CA. A seguir daremos um tratamento mais formal para a lei de formacao dessas
funcdes senoidais.
Definicdo 8: Seja v uma funcéo real que associa um t real ndo negativo
ao numero real v(t). A lei de formacéo dessa funcéo sera,
v(t) = V,, sen wt

Onde:

» V, = amplitude da senoide
» w = frequéncia angular em radianos/s
» wt = argumento da senoide

Nos dois graficos seguintes, elaborados pelo autor no Geogebra, temos
qgue o da figura 19 exibe v(t) em funcdo do argumento da senoide; enquanto o
da figura 20 nos mostra v(t) em funcéo do tempo t.

Figura 19: v(t) em termos de wt.

i 2m 3 41 o
wt
- ‘/m 1

Figura 20: v(t) em termos do tempo.
v(OT

Vin

0 T T 37T 5T % 7
2 2
_‘/;n E

Observe em ambos os graficos, que a senoide tem um comportamento

repetitivo, isto €, seu grafico tem um aspecto periddico. No grafico da figura 20

fica evidente que a cada T segundos, o grafico inicia um mesmo ciclo. Dizemos
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entdo que o periodo desta fungcdo € T. Analisando os dois gréficos
simultaneamente, vamos ter que wT = 2w, ou ainda, T = 2;" (*).

Notemos que para todo t real, vale que:

21
v(t+T)= Vysenw(t+T) = Vy,senw (t + ;) = V, sen (wt + 2m)

= V,sen (wt)

Justificando dessa forma o fato de v(t) se repetir a cada T segundos.

Dos conceitos de ondulatéria, temos os mais importantes, a saber:
Frequéncia e periodo. Quando um determinado fendmeno é executado
periodicamente, por exemplo, o0 movimento de péndulo, o tempo gasto para ser
completado um ciclo é chamado de periodo. O inverso multiplicativo desse
namero é chamado de frequéncia, e ele nos diz o numero de ciclos realizado por
unidade de tempo. Um exemplo bem interessante é a frequéncia da energia
elétrica; no Brasil, essa frequéncia € de 60 hertz (Hz), isto é, por segundo séo
executados 60 ciclos. O mais incrivel € que isso significa que uma lampada
(incandescente) ligada pisca 60 vezes por segundo, mas obviamente nossa
visdo ndo é capaz de captar tal fato. Sendo f a frequéncia, e T o periodo, essas

grandezas, matematicamente, se relacionam da seguinte forma:
(=) f=r5
Sendo que a unidade medida para a frequéncia, no SI, é s~! (inverso do
segundo). Contudo, essa unidade foi batizada por Hertz (Hz). Substituindo (*) em
(**), temos que:
w = 2nf

2.9.1 Fase e argumento

Antes de propriamente falarmos de fase e argumento, vamos comentar
um pouco sobre fungdes deslocadas no seu dominio; em nosso caso, deslocada
no tempo. Seja f uma funcdo definida, assim sera por conta dos nossos
propésitos, em todo t > 0. Assim a imagem de f € o numero real f(t). Sejaa >
0 um numero real. Definimos a funcéo real g: [a, o [ - Rtal que a imagem de
g € o numero real dado por g(t) = f(t—a). A representacdo grafica da
funcéo g é obtido fazendo-se uma translacdo do grafico da f ao longo do eixo t.

Assim sendo, g e f possuem 0 mesmo aspecto grafico. Contudo, o grafico de f
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tem seu ponto inicial em t = 0, enquanto g, em t = a. Como o grafico da

funcdo g “comega’em umt a frente de t = 0, dizemos que g esta atrasada em
relagdo a f ou que f é adiantada em relacéo a g. Esse linguajar € muito util no
contexto da engenharia elétrica, por exemplo, pois 14, tais funcbes na verdade
séo vistas como ondas ou sinais e sédo acionadas em um determinado instante.
Se um mesmo sinal foi acionado posteriormente, € dito que o segundo esta
atrasado em relagdo ao primeiro ou que o primeiro sinal € o mais adiantado. E
valido ser dito que f e g terdo a mesma imagem.

Pode ocorrer também do segundo sinal ser adiantado em relacdo ao
primeiro. Nesse caso, no contexto das funcdesf e g apresentadas
anteriormente, a imagem de g seria g(t) = f(t+ a). Neste caso, lembrando
gue o numero a € positivo, o sinal de g iniciaria em x = —a. Logo, o sinal de g
seria considerado adiantado em relagcdo ao de f ou que f esta atrasado em
relacdo a g. Observe a figura 21, que exibe o primeiro caso em que f (em azul)
é adiantada em relacdo a g (linha tracejada). A figura 23 exibe o caso em que g
é adiantada em relacdo a f.

Figura 21: Deslocamento no tempo

I(t)

Fonte: O autor.

Figura 22: Deslocamento no tempo.

Fonte: O autor.

O proposito do trabalho, no tocante as funcdes, é trabalhar com as
trigonométricas basicas (seno e cosseno). Até aqui, € possivel que para se

trabalhar aplicagbes de eletrodindmica no estudo dos nameros complexos, é

+
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necessario que o educando tenha um dominio razoavel dessas funcbes. Caso
ele ja tenha, por exemplo, visto movimento harménico simples, fica bem mais
aceitavel esse estudo feito com ondas senoidais e cossenoidais.
Considereremos agora, 0 caso genérico para uma sendide,

v(t) = Vy,sen (wt+ Q)

Onde temos que: V,, € amplitude da tensdo, w é a frequéncia angular,
dada em rad/s, e @ sera a fase, dada em radianos; o termo (wt + @) é chamado
de argumento da senoide.

Observacao: € muito comum nos livros de engenharia, a fase ser
apresentada em graus; isso porque o manuseio com angulos medidos assim é
mais natural para a nossa mente. Contudo, sendo rigoroso do ponto de vista
matematico, essa notacdo € errada, afinal como w é dado radianos/s, o
argumento wt, teriamos que a soma wt + @ seria de um angulo em radianos
com outro em graus. Isso ndo faz o menor sentido! Contudo, nas aplicagdes com
fasores, fica mais facil trabalhar com a fase dada em graus. Por isso adotaremos,
mesmo sabendo do equivoco que €, colocar dentro do argumento o valor de w
em radianos e @ em graus. Caso se queira calcular v em algum instante t, ai é
necessario converter a fase para radianos.

Na figura 23, temos o gréafico das senoides v, e v,, ambas representando
tensdes em relagéo a wt . Sendo que

vy =Vysenwt e v, = Vysen (wt+ 0)

Observe nas equagles de v, e v,, que ambas possuem 0S mMesmos
parametros: amplitude de tensao, frequéncia angular e fase. Assim, os graficos
dessas duas fungdes serdo idénticos, s6 que v, estara adiantado em relacéo a
V.

Observe que ambos o0s casos, a imagem dessas fungdes € o intervalo real

dado por [-V},,, V]
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Figura 23: Duas senoides com fases distintas.

vi(t) Vinsen(wt)

va(t) = Vipsen(wt + @)

Fonte: O autor.

Apesar do nhome senoide nos fazer lembrar imediatamente de seno, uma
senoide pode ser expressa por seno ou cosseno. Caso seja necessario passar
uma senoide na forma de seno para cosseno, ou vice versa, é importante (e
suficiente) conhecer a seguinte identidade trigonométrica, valida para todo arco
X (em radianos ou graus). Como vamos manusear mais a fase em graus,
apresentemos da seguinte forma:

senA = cos (90° — A)ouCos A = sen (90° — A)

Exemplo: Considere a seguinte senoide:

v(t) = 52cos (122t + 49°)

Determinar: amplitude, frequéncia angular, periodo e a fase.

Resolucdo: Nesse caso, temos uma senoide dada em termos de

cosseno. O encontro dos parametros solicitados € feito comparando-a

com a equacgéao dada para v,. Logo,

Vo= 52V, w = 122rad/s, @ = 49°.

n

. , . . 2
Por fim, o periodo é dado pelo quociente F”Z == 5.

2.10 FASORES

Definicdo 9: Fasor € um numero complexo que representa a amplitude e
a fase da senoide (Sadiku, pag 335).

Os fasores sao ferramentas elaboradas pelos engenheiros que visam de
maneira simplificada analisar circuitos lineares excitados por fontes senoidais.

Caso fossemos fazer esse trabalho por meio dos parametros em torno do tempo,
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a tarefa seria impossivel. Essa brilhante ideia do uso de fasores para o estudo
desse tipo de circuitos foi proposto inicialmente por Charles Steinmetz em 1893.

No capitulo 1 foi apresentado uma fundamentacao teorica basica sobre
ndameros complexos, a fim de que neste momento o leitor esteja familiarizado
com o tema atual. Os engenheiros, ao usarem 0s nimeros complexos em suas
obras, a fim de ndo confundirem a unidade imaginaria i com o i de corrente
elétrica, decidiram manipular os complexos trocando o i por j. Assim, no mundo
dos engenheiros eletricistas e eletrénicos, todo nimero complexo possui a forma
retangular dada por a + bj, em que j2 = —1. Assim, tudo que foi visto la
continua valido, s6 que agora nossa unidade imaginaria sera j.

A representacdo por fasor se baseia na seguinte identidade, conhecida

como identidade de Euler — forma exponencial. Dado o arco @, vale que
et/ = cos® +jsen
assim, fica evidente que cos @ € a parte real de et/ e sen @, a parte imaginaria
de et/?. Tomemos a senoide v(t) = V, cos(wt + @), constatamos entio que:
v(t) = Re(V,,e/(@t+®)
escrevendo e/ (@t+®) = it o9 yamos reescrever v(t) da seguinte forma:
v(t) = Re(V,,.e/%. e/@t)
tomaremos V = V,,.e/?.

Assim, V sera a representacdo fasorial da senoide em termos da
amplitude e da fase. Sendo mais claro, o fasor é a representacdo na forma
complexa da amplitude e da fase. A mesma demonstracao poderia ter sido feita
a partir da parte imaginaria, contudo iremos convencionar v(t) sendo a parte real
do numero complexo dado por V,e/@t+® Na figura 24 (a) temos a
representacdo de V = V. e/ fasorial girando no sentido anti-horario; na figura 24

(b), arepresentacao grafica da sua projecao no eixo real, ja em termos do tempo.
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Figura 24: Representacao gréafica do fasor.
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Fonte: O autor.

A notacdo usada neste trabalho para representar a forma fasorial da
tensdo, também sera valida para a representacao fasorial da corrente; no caso
da tenséo:

Vi 20

Com isso, o valor a esquerda do sinal « é a amplitude e a direita, a fase.
Essa forma de representacdo nada mais é do que a forma polar, sendo que V},
€ 0 médulo e @ o argumento. Quando vamos trabalhar no dominio fasorial, na
verdade passamos a fonte de tensédo para o chamado dominio da frequéncia,
mesmo a frequéncia angular ndo sendo explicitada na forma fasorial adotada,
ela € de suma importancia, pois as impedancias do capacitor, e indutor, por
exemplo, dependerdo do seu valor. Para que isso seja possivel, w se mantém
constante durante todo o processo de analise do circuito. Até aqui, vimos que
para analisar um circuito CA, mudamos o dominio do tempo para a frequéncia
(fasorial). Essa passagem se da numa relagdo de ida e volta bem definida; ou
seja, encontrado, por exemplo, o valor da corrente na forma fasorial, podemos
determinar a funcao da corrente em relacao ao tempo.

Resumidamente, o que é feito para se obter o fasor correspondente a uma
senoide é:

» Expressar a senoide na forma de cosseno, com isso ela se torna

parte real de um namero complexo;
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> Eliminar o fator e/*¢, justamente o fator associado ao tempo;
» O que resta é o fasor associado a senoide.
Observacao: A andlise via fasores s6 € possivel quando a frequéncia é
constante.
Sintetizando nossas ideias:
v(t) = Vpcos(wt+ Q) <=> V=V,20

2.11 RELACOES ENTRE FASORES PARA ELEMENTOS DE CIRCUITOS

Trabalharemos com circuitos de corrente alternada contendo o0s
elementos: resistor, capacitor e indutor. Para que esses elementos possam ser
levados em conta nas andlises por via fasorial, € preciso transformar a relacdo
tensdo-corrente do dominio do tempo para o dominio da frequéncia. Neste
trabalho, vamos apresentar os valores de tais elementos no dominio da
frequéncia sem demonstracdes, pois as mesmas envolvem o uso de artificios

que fogem dos nossos propasitos.

2.12 IMPEDANCIA

Definicdo 10: A impedéancia Z de um circuito é a razdo entre tenséo
fasorial V e corrente fasorial I. Em outras palavras, a impedancia representa,
assim como o resistor no circuito CC, uma oposicao ao fluxo de corrente; mas
no caso do circuito CA, a impedancia se apde a corrente senoidal. Sua unidade
de medida é ohms (Q). A grosso modo, nossa analise aqui fica analoga ao que
estudamos para circuitos elétricos com fonte CC e um resistor. A fonte produz
uma corrente que por ele circula: No caso do circuito CA, essa seria a corrente
fasorial. O equivalente das impedancias sera equivalente ao resistor equivalente,
gque também é visto no ensino médio no estudo dos circuitos elétricos.

e A impedancia de um resistor com resisténcia R € R;
: al . A .1
e A impedancia de um capacitor com capacitancia C é —
Jw

e Aimpedancia de um indutor de indutancia L é jwL.

Por convencdo, vamos chamar, respectivamente, R, C e L, as

impedancias do resistor, do capacitor e do indutor, dadas em Q.
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2.13 APLICACOES

Um leitor com boa bagagem no tocante aos conhecimentos de engenharia
elétrica sabe que o que foi visto aqui quanto a construcdo do fasorial e das
impedancias é bem simplificado, sendo omitido alguns detalhes que para os
engenheiros sdo importantes. Nas aplicacbes seguintes, contudo, tudo que
vimos aqui é o suficiente para a resolucao do que sera pedido. O foco maior é
mostrar como 0s humeros complexos séo Uteis a outros ramos do conhecimento.
Um ponto importante que deve ser destacado nessas aplicagcdes é que a primeira
Lei de Ohm, assunto também ja tratado nesse trabalho, € valida para circuitos

CA, no caso, sendo Z impedancia, V a tenséo fasorial e | a corrente fasorial, vale:

Z_V
T

1° exemplo: Determinar a corrente elétrica que circula pelo circuito da figura 25.

Obter essa corrente tanto na forma fasorial como no dominio do tempo.

Figura 25: Circuito elétrico RL.

302

0cos(60t + 30°)V 0.5F

Fonte: O autor.

Resolugéo: € importante que o aluno disponha de uma calculadora
cientifica ou da calculadora cientifica do seu celular. Isso porque os calculos
podem ficar longos e complicados. Contudo, é importante que seja feito o
manuseio dessas contas a mao até um ponto possivel.

No circuito elétrico da figura 25, a excitacdo da fonte de tensdo se da por
uma senoide. Os engenheiros eletricistas chamam o circuito em questao de RL,
pois é formado por um resistor e por um indutor. Assim sendo, vamos passar
cada um desses elementos para o dominio da frequéncia. Do circuito, temos que

a frequéncia angular é 60 rad/s, e a fase, 30°.
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Fonte de tenséo: (20 £30°) V.
Resistor: 3 Q.
Indutor: (j.60.0,5) = 30j Q.
De acordo com o esquema desse circuito, as impedancias estdo em série.
Quando isso acontece, todos eles ficam submetidos a mesma corrente
elétrica. A impedancia equivalente entre o resistor e o indutor € dado pelas
somas individuais de cada impedéancia. Seja Z impedancia equivalente.
Temos:

Z = (3+30)Q
Aplicando agora a primeira Lei de Ohm, vamos ter que a corrente fasorial

I que circula pelo circuito é dada por:

. 20230°
"~ 3+30J

Nesse ponto € interessante observarmos que temos a divisdo de dois
nameros complexos, sendo que o numerador esta na forma polar e o
denominador, na forma retangular. Assim sem solicitar o uso da calculadora,
calculemos Z na forma polar. Assim, calcula-se o modulo e o argumento de Z

como se segue

1Z] =+/32 + 302 = V9 + 900 = /909

argumento de Z: veja que tanto a parte real como a imaginaria de Z sdo positivas,

portanto, o argumento 6 de Z é: 8 = arc tag 33—0 = arc tag 10. Portanto:

Z = \909 »0
em que 6 é dado em graus. Assim:
| = 20230°
V909 ,60

Agora é hora de usar a divisdo complexa na forma polar. Como visto no
capitulo 1, o resultado dessa divisdo tem como médulo a divisdo dos modulos e
0 argumento, a diferenca entre os argumentos do numerador e do denominador.

Assim,
20

= =4
V909

agora far-se-a o uso da calculadora, obtendo valor aproximado para |I| = 0,66 A.
O argumento de | é B tal que g = 30° — 6. Com a calculadora, achemos

o valor aproximado, em graus, para 6 = 84,3°. Logo, f = 30° — 84,3° = —54,3°.
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E interessante, mas ndo obrigatério, deixar esse angulo entre 0 e 360°. Para
tanto, basta somarmos com 360°, assim 0 argumento da nossa corrente fasorial
fica sendo igual a 305,7°. Finalmente, a corrente na forma fasorial é:
1=0,66~2,3057°A

No dominio do tempo, chamemos essa corrente de i(t). Como a tensao
foi tratada em termos de cosseno, a forma senoidal (no tempo) da corrente sera
dada também como uma senoide em forma de cosseno. Portanto:

i(t) = 0,66cos (60t + 305,7°) A

observe que v(t) e i(t) possuem a mesma frequéncia angular.

2° exemplo: No circuito RCL da figura 26, determine a corrente que circula por
ele.

Figura 26: Circuito elétrico RLC.

1H
A EEKD

—— 0.5F

§ .

30sen (60t + 30°)V

Fonte: O autor.

Resolucao: Note que o circuito apresenta uma fonte de tenséo dada por
uma senoide em termos do seno. Como foi convencionado neste trabalho que
v(t) € a parte real de um nimero complexo, fagamos a transformagéo desse seno
para cosseno. Facamos:

sen (60t + 30°) = cos(90° — 60t — 30°) = cos(—60t + 60°)
como o cosseno é uma fungéo par, temos que:
cos(—60t + 60°) = cos(60t — 60°) = cos(60t + 300°)
assim, v(t) = 30cos (60t + 300°) V.
Passando agora os elementos do circuito para o dominio da frequéncia:
Fonte de tensdo: V =30 £ 300° V.
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1 1 -
=—=2a
1.60.0,5  30J 30

Capacitor: C =
Resistor: R =1 Q.

Indutor: L =.60.1 = 60j Q.

O proximo passo € determinar a impedancia equivalente desse circuito.

Como estdo em série (circulados pela mesma corrente), temos que:

z=1+60j—-L=1+22 0
Neste caso, 0os numeros que envolvem Z ficaram complicados para o
manuseio sem calculadora. Nesse caso, 0 uso da calculadora cientifica &
indispensavel, pois economiza tempo e conta. Usando aproximacgdes, temos
que:

1799
30

1zl = |12+ ()2 =59,97 e 6 = arc tag 0 = 89,04°

em que 6 é o argumento de Z. Assim sendo, temos que a corrente fasorial é:

302300°

= Seo7.8008 — 005 £210,96° A

No tempo, a resposta seria:
i(t) = 0,5 cos(60t + 210,96°) A
3° exemplo: Uma fonte de tenséo, de valor eficaz 22020°, é representada, no
dominio do tempo, por uma cossenoide com frequéncia angular de 60 rotacdes
por segundo. Essa fonte alimenta uma carga de impedancia Z = 10 + 10j Q.
Assim, é necessario calcular a corrente, tanto fasorial quanto no tempo, fornecida
pela fonte.

Resolucdo: Nesse caso, jA € dada a impedancia equivalente. Para
calcularmos a corrente fasorial, temos entdo que dividir a tenséo fasorial pela
impedancia.

_22020°
10 + 10/

O argumento de Z é |Z| = \/m = 10+/2. Ja o argumento de Z é
dado pelo arco tangente de 1, que vale, em graus, 45°. Logo, a divisao, na forma
polar, fica:

1= 2200 V.- 4504
10+/22£45°
A corrente I também pode ser representada na forma algébrica de numero

complexo, para isso basta escrever:
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I=11v2 [ cos(—45°) + j sen(—45°)] = (11 — 11j)A
Usando o arco de 315° como equivalente para — 45°, vamos escrever a

corrente no dominio do tempo como:

i(t) = 11V2 cos(60t + 315°)4

2.13.1 Poténcia

Quanto aos conceitos de eletricidade vistos até aqui, focamos
basicamente na tensdo e na corrente elétrica. Contudo, somente elas ndo séo
suficientes para o conhecimento basico de um circuito elétrico. No contexto
pratico, é necessario saber quanto de poténcia um elemento elétrico € capaz de
absorver ou liberar.

A definicdo de poténcia diz que se trata de uma medida que exibe a
guantidade de energia liberada por unidade de tempo para um determinado
dispositivo. Da fisica, a unidade de medida, no SlI, para energia € o joule (J).
Assim, a unidade para a poténcia é J/s, ja que 0 segundo € a unidade consagrada
para o tempo. Comumente, o J/s é equivalente a Watts (W). O Quilowatt indica
a quantidade de poténcia multiplicado por 1000.

A conta de energia elétrica que chega em nossas casas € calculada a
partir da poténcia elétrica dos aparelhos. As concessionarias de eletricidade
geralmente trabalham com KWh. O kWh é definido como o consumo de energia
durante uma hora, de um aparelho cuja poténcia vale 1000 W. Por exemplo, um
chuveiro elétrico de poténcia 5500 W (posicao inverno) que € usado diariamente
por uma hora, apresenta seu consumo de energia elétrica em um més (30 dias),
que seria dado por 5,5 kwh. 30 = 165 kwh. Em seguida, a concessionéaria de

energia multiplica esse consumo por uma tarifa cobrada em cima de cada Kwh.
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Figura 27: Informacdes sobre dois tipos de chuveiro elétrico.

220V - 7500W 127V - 5500W
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Fonte: https://www.buscape.com.br/tv/con 1

A poténcia elétrica é calculada em funcdo da corrente e da tenséo. O seu
valor numérico é dado pelos produtos dos valores numéricos da tensédo e da
corrente. Assim, sendo p a poténcia, v tensdo e i a corrente elétrica, temos:

=i

Alguns livros didaticos também chamam a poténcia pela letra U, sendo
possivel encontrar essa mesma formula na forma p = Ui. O valor da poténcia
pode ser positivo ou negativo. Se a poténcia elétrica de um elemento € positiva,
indica que ele est4d consumindo energia ou que a ele estd sendo fornecido
energia; caso seja negativa, indica que o mesmo estd liberando energia,
fornecendo energia para o circuito.

A poténcia instantanea (em Watts) € a poténcia dada em qualquer
instante. Essa definicdo faz bastante sentido com o propésito de trabalhar com
fontes e correntes senoidais, pois as mesmas variam no tempo, apresentando
valores diferentes em instantes diferentes. O leitor atento deve se questionar
sobre o fato de chamarmos o indutor, o capacitor e o resistor de elementos
elétricos passivos. Esse termo indica que tais elementos ndo sédo capazes de
fornecer energia para o circuito. Ou seja, eles somente consomem energia,
gastam ou mesmo armazenam (como no caso do indutor e do capacitor). A
poténcia instantanea de um elemento passivo em um circuito CA (como 0s Vistos

anteriormente), sera dada por:
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p(t) = v(8)i(t)
Em que v(t) seja a poténcia instantanea (tempo t), e i(t) a corrente no
instante t,assumindo que v(t) = V,cos(wt+6;) e i(t) = I,cos (wt+ 6,),
fazendo o produto dessas duas senoides e usando a identidade trigonométrica

dada por
1
cosAcosB = > [cos(A — B) +cos (A + B)]

vamos chegar na seguinte expressao:
p(t) = 0,5V, I, cos(6; — 6,) + 0,5V, I,,cos 2wt + 6, + 6,).

Observe que a poténcia instantanea é formada por duas partes, uma
constante e a outra que depende do tempo. A segunda parte é formada por uma
senoide que possui frequéncia angular dada pelo dobro da frequéncia angular
da tenséo (e da corrente).

A poténcia média P, também medida em watts, é a média da poténcia
instantanea ao longo de um certo intervalo de tempo. Seu valor € dado por:

P= [ p@®adt,

Em T € o periodo de v(t).

Ao ser resolvida essa integral (ndo é o objetivo aqui), vamos concluir que
a poténcia média é:

P = ~ Vil cos(6; — 6,),

Justamente a parte constante que foi encontrada quando abrimos o
produto v(t)i(t). Agora, o objetivo sera relacionar os fasores com a poténcia
média encontrada. Lembremos que V e | sdo as formas fasoriais,
respectivamente, para tensao e corrente. Para facilitar o trabalho, escreveremos
as formulares polares tradicionais para V e I:

V =Vy,(cos 6; +jsenB;) el = I,(cos 0, +jsenb,)

Como o conjugado I é dado por:

I1=1,(cosB, —j sen 6,)

Fazendo-se uso do fato da funcéo seno ser impar, e da funcdo cosseno

ser par, podemos reescrever I da seguinte maneira:
I= 1, [cos(—8,) + j sen (—6,)]
Portanto fica facil verificar que 8, — 8, é o argumento do produto VI.

Finalmente, podemos concluir que:
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1
P = 5Re(VD)

Lembremos do capitulo 1, que no produto de complexos na forma polar,
0 modulo do resultado é o produto entre os modulos dos fatores. Assim, fagcamos
alguns exemplos para entendermos melhor. No circuito, vamos determinar a
poténcia média fornecida pela fonte e a poténcia média absorvida pelo resistor
de 3 Q.

Resolvendo: A poténcia média liberada pela fonte sera:

P =0,5.20.0,66 cos(30° — 305,7°) = 0,65 W.

Ja4 para se determinar a poténcia consumida pelo resistor, vamos
determinar a queda de tensao nele, usando a 1° Lei de Ohm. Considerando que
0 resistor esta em série com 0s demais elementos do circuito, todos eles sdo
circulados pela mesma corrente, assim a corrente fasorial no resistor é I. Logo,
a tensao fasorial V,. do resistor é:

V, = IR = 1,98 £305,7° V

Logo, a poténcia média absorvido pelo resistor é:

P =0,5.1,98.0,66.cos(0°) = 0,65 w.

Perceba que a poténcia média absorvida pelo resistor € a mesma da
fornecida pela fonte de tenséo. Isso quer dizer que o indutor ndo absorve
poténcia. O mesmo fato vale para o capacitor. Isso vale porque a diferenca entre
a fase da queda de tensdo sobre um capacitor (ou um indutor) e a fase da
corrente é +90°, sendo o cosseno desses dois arcos nulo. Observe, ainda com
relacdo ao circuito da figura 26:

Queda tenséo no indutor: V;, = I(30]). Fazendo uso da multiplicacdo com
complexos, o médulo de V; € 0,66. 30 = 19,8 e 0 argumento de V é 305,7° +
90° = 395,7°. DAai, sua poténcia média é:

P =0,5.0,66.1,98.cos (395,7°—305,7°) =0,65.0=0W.

E facil ver que como a impedancia do indutor € um complexo na forma aj,
com a real, positivo e seu argumento 90°, a fase da queda de tenséo sobre ele
€ a soma da fase da corrente fasorial com 90°. Com isso, na diferenca calculada
na formula de poténcia média dessa soma, é descontada a fase da corrente,
restando sempre 90°. A mesma ideia sera valida para o capacitor, mas nesse
caso, na diferenca em questdo, aparecera o calculo do cosseno de 270°

(equivalente a — 90°), o que também resulta em O.
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CAPITULO 3

3.1 SEQUENCIA DIDATICA

A educacdo ao longo dos anos passou por diversas mudancas. Com
isso, a forma de ensinar de um professor também sofre variagcdes no decorrer
do tempo; assim, a cada novo ciclo, faz-se necessario o uso de metodologias
diferenciadas e que estdo de acordo com as exigéncias pedagogicas de ensino
vigentes.

Durante muito tempo, o chamado “ensino tradicional” vigorou no cenario
escolar, que tinha como caracteristicas: processo de ensino aprendizagem
centrado no professor, salas de aula pouco movimentadas, memorizacéo, aulas
puramente expositivas, dentre outras. No atual cenario educacional, é
inquestionavel a necessidade crescente do uso de recursos tecnoldgicos no ato
de ensinar; o aluno cada vez mais é bombardeado com informacdes através
das redes sociais. Tais conhecimentos chegam de forma fécil, no clicar de
dedos, e rapidamente dao espaco para outra fonte de informacéao.

Assim sendo, aulas expositivas, com pouca interacdo entre aluno e
professor, sem nenhum recurso tecnolégico utilizado, parecem nao fazer mais
sentido ou n&o surtir mais efeitos na qualidade efetiva de aprendizagem.
Mesmo diante de aulas expositivas tidas como “excepcionais”, percebe-se,
ainda, o desinteresse quase geral dos alunos. Diante dessa perspectiva, o
planejamento de aula deve ser diferenciado, por meio de uma metodologia
cativante, que insira o educando no protagonismo do ato pela busca do saber.

Portanto, deve-se evitar que um mesmo conteudo seja sempre ensinado
de uma Gnica forma, engessado numa s6 linha de ensinar. E nesse momento
gue devemos buscar compreender o papel de uma sequéncia didatica.

A sequéncia didatica € um instrumento de planejamento no qual se
organiza de forma metodologicamente sequencial a execuc¢do das atividades
propostas, visando a aprendizagem. Sendo assim, a sequéncia apresentara
essas atividades “amarradas” ao propésito docente, que deve ter como
prioridade, sempre, o aprendizado dos alunos. Seu significado pode ser um
valioso recurso pedagdgico para compreensdo de um género.

Segundo Schenuwly e Dolz (2004, p.97), “uma sequéncia didatica tem,
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precisamente, a finalidade de ajudar o aluno adominar melhor um género de
texto, permitindo-lhe escrever ou falar de uma maneira mais adequada numa
dada situacao de comunicagao”.

Em nosso trabalho, vamos propor um roteiro para uma sequéncia
didatica que tratara do tema de niumeros complexos e ao final, uma aplicacdo
em cima da eletricidade, conforme visto nessa obra. Na sequéncia apresentada
nos anexos buscamos focar na objetividade, por isso omitimos algumas
passagens em relacdo a fundamentacdo tedrica dos complexos. Contudo,
ressalta-se que sugerimos o uso de jogos e do Geogebra, a fim de tornar o
estudo mais atraente e visando o melhor desempenho dos alunos, além de
permitir que eles possam interagir durante quase todo o tempo com 0 seu
proprio processo de ensino aprendizagem. A sequéncia didatica em questao é
proposta, sendo uma referéncia para professores que desejarem trabalhar
nameros complexos na escola, nos cursos técnicos, ou até mesmo em algum
tipo de ensino particular. E importante que a ideia da aplicacdo em circuitos
elétricas seja feita mediante o auxilio do professor de fisica mais proximo, pois
0 mesmo pode embasar com mais detalhes toda a teoria por tras dos circuitos
elétricos, e mais ainda, promover atividades, caso seja possivel, em laboratério.
Além disso, essa mesma sequéncia pode, por exemplo, ser executada por meio
de um projeto envolvendo a comunidade escolar, e se possivel, a participacédo
de um engenheiro eletricista, ou mesmo um professor de engenharia elétrica,
que palestre sobre a importancia dos numeros complexos no mundo da
eletricidade. A seguir, esbocamos um roteiro para elaboragcdo de uma
sequéncia didatica, ou mesmo um projeto, visando o propdsito deste trabalho.
Estimamos uma carga horéria, para esta SD, em torno de 8 a 10 horas.

3.1.1 Roteiro

e 1° Momento: Problematizacdo; esta pode ser feita por meio da
solicitacdo da resolucdo de uma equacao do segundo grau com
discrimiante negativo.

e 2° Momento: Abordagem historica sobre o aparecimento dos
nameros complexos na matematica e a apresentacao da definicéo

de niameros complexos.
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e 3°momento: Apresentacao das operacdes basicas com nimeros
complexos, e definicdo de mddulo, conjugado. Além disso, uma
conexdao desses temas com representacdo e interpretacdo
geomeétrica.

e 4° momento: Forma polar; tratando especialmente do produto e
da divisdo de numeros complexos nas formas polares e 1° e 2°
formulas de Moivre.

¢ 5°momento: Apresentacao da aplicacdo dos numeros complexos

na resolucao de circuitos elétricos.

Seria bastante proveitoso se pudéssemos ter aplicado essa sequéncia na
pratica durante a construcao desta dissertacdo. Contudo, durante o tempo de
escrita desta, que foi em torno de dois meses, a rede publica do estado do Acre
estava em fase final do ano letivo. Entendemos que seria bastante complicado
entrar em alguma escola de ensino médio com essa proposta, pois como
docentes sabemos da aflicdo e da correria de um final de ano letivo. Em seguida,
os alunos entraram de férias. Mas entendemos que uma pesquisa nado termina
em um unico trabalho, nem tdo pouco no seu primeiro trabalho. Pretendemos,
em um momento oportuno, levar esse projeto para ser executado de fato, e partir
dos resultados, elaborar um artigo apontando nossa experiéncia; e com isso,
buscar chamar atencéo de professores e alunos da necessidade de um maior
protagonismo aos numeros complexos na educacao basica. E mais que isso,
fomentar a construcdo de mais trabalhos nessa direcdo, visando juntos a

construcéo de uma matematica basica mais solida aos nossos educandos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Com base nesse trabalho, o leitor pode tomar conhecimento da
importancia que os niumeros complexos tém para a eletricidade; e com isso, para
engenheiros eletricistas e eletronicos. E valido ressaltar que focamos na
aplicacado dos complexos em apenas uma area, sendo que eles também estao
presentes em varias outras da engenharia e fisica. Assim, fica evidente como o
tema é importante para os alunos das faculdades associadas a essas areas e
como os mesmos ficam prejudicados por irem para a universidade sem o minimo
de embasamento de contetdos basicos.

Com isso, o trabalho buscou evidenciar que temas deixados de lado pelo
Enem também fazem parte da vida dos estudantes. E essa reflexado nédo se limita
aos numeros complexos, pois outros conteddos também estdo desaparecendo
do curriculo do ensino médio e provocando lacunas de aprendizagem que
interferem na vida académica.

Uma proposta, no contexto do Estado do Acre, para reverter essa situagao
€ a promocao mais frequente do didlogo entre a Secretaria de Educacao e a
Universidade Federal do Acre. Cada qual apresentando suas ideias e propostas
na tentativa de retomar conteddos que sejam julgados mais importantes para
certas formacdes profissionais. Seria um processo em que a universidade
conheceria mais de perto os dilemas da educacgao estadual e ao mesmo tempo,
a educacdo estadual teria mais cuidado ao lidar com a retirada de certas
habilidades.

Uma outra proposta deveria ser a promoc¢do de escutas em que tanto
professores universitarios quanto da educacdo basica e também alunos,
poderiam por suas criticas em relagdo tanto as escolhas dos conteudos vistos
na educacgdo béasica quanto & maneira como a Universidade vem formando
novos professores.

Sabemos que vivemos em uma época informatizada, diferenciada dos
tempos passados; assim, atualmente, trabalhar com trigonometria, numeros
complexos, conicas e funcdes exigem metodologias diferentes de outras épocas,
com o0 uso cada vez mais frequente das tecnologias virtuais e digitais. I1sso

demanda dos professores uma preparacao além dos conhecimentos prévios de
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sua area, pois ndo basta apenas retomar esses conteudos e ensina-los na forma
tradicional.

E preciso inovar, mostrando suas aplicagdes e se possivel, por meio
dessas ferramentas digitais. O Geogebra € um exemplo de um desses recursos.
N&o faz mais sentido trabalhar, por exemplo, nimeros complexos sem nenhuma
aplicacdo e sem nenhum auxilio tecnologico, pois caso isso aconteca, 0
condenamos novamente a ser deixado de lado nas proximas atualizacdes

curriculares.
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SEQUENCIA DIDATICA

ESCOLA ESTADUAL:
PROFESSOR(A): COMPONENTE SERIE: TURMAS:
CURRICULAR:
Matematica
COORDENADOR(A): | CARGA HORARIA PERIODO DE EXECUCAO:
PREVISTA: De /| /2022 a
8a9h | ]2022.

DELIMITACAO TEMATICA
COMPETENCIA ESPECIFICA [X]

HABILIDADE:

OBJETOS DE CONHECIMENTO
Numeros Complexos

SITUACOES DE APRENDIZAGENS

10
MOMENTO:

Propor aos alunos aresolugcdo da equagéo polinomial de 2° grau:
x*—4x+5=0
Ao professor: Neste momento, € oportuno uma verificacéo para saber se
todos os alunos envolvidos na aula dominam a resolucdo de equacdes
polinomiais de segundo grau. Apés os alunos concluirem que o discriminante
calculado foi —4, possivelmente eles irdo parar a resolugao, argumentando que
ndo ha raizes. E importante, neste momento, o professor argumentar que nio
ha raizes reais, pois havera um conjunto ainda desconhecido por eles que ira

comportar solu¢bes para esta equacdo. E oportuno também, a realizacdo de



76

Governo do Estado do SECRETARlA DE ESTADO DE

EDUCACAO, CULTURA E ESPORTES

DIRETORIA DE ENSINO — DEPARTAMENTO DE EDUCACAQ BASICA

Visdo de futuro. Governo de todos.

uma rapida revisdo das propriedades que envolvem radicia¢cdo, salientando que
nos reais s6 € possivel a extracao de raizes de indice par quando o radicando
for ndo negativo.
20
MOMENTO:
2° Momento: Aos alunos, sera solicitado que escrevam as raizes da equacéo

dada na problematizacdo em termos de uma suposta raiz quadrada de — 4.
Observe:
—(—4) + V=4
X =
2
Em seguida, o professor devera sugerir, mesmo que a principio soe como

algo absurdo, que os alunos escrevam v—4 = +/—1.+/4 = 2//—1. Assim, o valor
de x fica dado por:
4+ 2+/-1
=T CEEvH
Assim, a concluséo, a principio, é que as duas raizes dessa equacao sao

X

2+ V-1 e 2— +/—1. E necessario deixar claro que esses dois resultados
encontrados nao tém sentido em IR, pois, nesse conjunto, ndo se calcula raizes

guadradas de negativos. Estrategicamente, o professor, solicitara que os alunos

tomem, por exemplo, x = 2 + vV—1 e peca sua verificacdo na equacao.
(24V=D) —4(2+V=1) +5
:4+:¢ﬂ+(%ﬁf—8—4%4+5

:4+'f7—1—8—®ﬁ§+5
=4-1-8+4+5=0.

Fica entdo esperado que o aluno, fazendo uso das propriedades nos
reais, conclua que de fato “a raiz” encontrada verifica a equagao; assim, o
professor pode levantar o seguinte questionamento: Faz sentido definir um
conjunto numérico.

E oportuno, passar um exercicio semelhante a este, s6 que com uma

outra equacao. Para ja acostumar o aluno com a notacao da unidade imaginaria,

solicite que eles usem i = v—1.
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Antes da introducédo da definicdo de numero complexo, € necessario ficar
claro que um novo conjunto NUMEérico surge para suprir o que um outro conjunto
ja usado ndo pode responder. Por exemplo, 0s inteiros surgem para o
fechamento da subtracédo, o que ndo ocorria em N; 0s racionais surgiram para
fechar a divisdo entre dois inteiros. Na rede publica do estado do Acre, o
conhecimento dos numeros reais € feito na nona série do ensino fundamental.
Inclusive, fica como sugestdo, a apresentacdo do diagrama que evidencia as

inclusdoes de N até IR.

Fonte: https://deverdecasa-web.blogspot.

Questionamento aos alunos: Qual operagédo néo pode ser feita em IR?

Apos o0 momento de fala dos alunos, o professor deve usar o proprio
exemplo da equacdo quadratica apresentada na problematizacéo, salientando
que como o discriminante é negativo, a tendéncia € que eles (os alunos)
parassem ai a resolucdo. Isso ocorre porque nos reais € impossivel a extracao
de raizes de indice par de niUmeros reais negativos, pois uma potenciagcdo com
expoente natural par resulta sempre em um numero real positivo. Nesse
momento, o professor devera, entdo, evocar a existéncia de um conjunto
numerico “acima” dos numeros reais que supra essa deficiéncia, definindo o que

vem a ser um nimero complexo.
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Definicdo: Um numero é dito complexo quando escrito na forma a + bi,
em que a,b sao reais e i € a chamada unidade imaginaria, com a seguinte
propriedade: i? = —1. O namero real serd chamado de parte real e o nimero
real b, de parte imaginéaria. O simbolo desse conjunto ser4 C. Mas por enquanto,
o professor deixa “de lado” essa definigdo para primeiro trabalhar o contexto
historico dos numeros complexos. Em seguida apresentar os complexos como
par ordenado de nimeros reais e depois voltar para essa defini¢cdo, consolidando
seu entendimento.

Leitura: Dependendo do tempo, a critério do professor, o seguinte texto
pode ser uma leitura compartilhada entre os alunos ou mesmo deixada como
licdo de casa. Ele trata sobre a historia dos numeros complexos, embasando o
estudo de alguns matematicos sobre equacdes polinomiais de terceiro e quarto
grau.

@] texto abaixo esta disponivel em
https://sites.google.com/site/matematicacomplexa/iniciodoprojeto/origem-dos-
numeros-complexos:

O conceito de nimero complexo se desenvolveu gradativamente, como
ocorreu com 0s demais tipos de numeros. Algumas equacdes do grau 2, como
x2 + 1 = 0 ndo haviam solucéo até o século XVI, pois para os mateméticos da
época a raiz negativa ndo existia. Porém, ndo foi este o motivo pelo qual os
nameros complexos surgiram. Ao passar dos anos, alguns matematicos viram o
mesmo problema para equacdes do 3°, onde se percebeu que os nimeros reais
nao eram suficientes para resolver este tipo de equacao.

Curiosidade: Os numeros complexos surgiram na época do
Renascimento, onde a Europa se recuperava da peste negra e tinha uma forte
influéncia do Humanismo. A matematica grega ndo era compreendida, pois
poucos sabiam ler grego e era um assunto complexo. Assim, 0S europeus
acabaram seguindo para outros ramos e continuaram a difundir a Matematica.

Para resolver este problema, alguns matematicos europeus,
principalmente italianos, desenvolveram pesquisas e houveram algumas
disputas. Antes das lutas, os numeros complexos comecaram a ser

desenvolvidos por Scipione dal Ferro. Ferro desenvolveu uma teria para a


http://pt.wikipedia.org/wiki/Humanismo
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solugéo das equacdes do tipo x3 + px + g = 0, mas acabou ndo publicando sua
teoria.

Porque os matematicos ndo divulgavam suas teorias? Nesta época 0s
matematicos tinham costume de desafiar outros matematicos para se mostrarem
mais inteligentes. Outra hipotese seria 0 medo de outro mateméatico encontrar
algum erro na formula e assim surgir alguns problemas sobre a notoriedade de
algumas teorias. Antonio Maria Fior conheceu a teoria de Ferro e ampliou para
as equacdes do tipo x3 + px2 + g = 0. Fior acabou desafiando o jovem Niccolo
Fontana, conhecido como Tartaglia a resolver 30 equacdes de grau 3. Para a
surpresa de Fior, Tartaglia conseguiu resolver os problemas. Com muita
dedicacdo e esforco, Tartaglia procurou um método para a resolucdo destas
equacdes e acabou encontrando. Por este motivo, ele acabou vencendo todas

as disputas com Fior.

{24
i}

oM
s

Neste momento, chega aos ouvidos de Girolamo Cardano que Tartaglia

v/

sabia resolver tal tipo de equacao. Cardano implorou a “férmula” para resolver
estas equacdes e Tartaglia recusou, acabando sendo acusado de mesquinho e
egoista.

Com a insisténcia de Cardano e jurando que nao divulgaria o resultado,
Tartaglia revelou a solugdo. Porém, Cardano ndao cumpriu com sua palavra, e

em 1545 fez a publicagdo no livro Ars Magna com o seguinte problema:


http://pt.wikipedia.org/wiki/Niccol%C3%B2_Tartaglia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Niccol%C3%B2_Tartaglia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Girolamo_Cardano
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“Determinar dois numeros cuja soma seja 10 e o produto seja 40”7, e o resolve
através dos radicais de maneira similar as equacdes de 2° grau. Ele somente
fez uma mencéo de Tartaglia na sua obra e até hoje a férmula € conhecida como
‘Formula de Cardano”. Esta descoberta foi tdo inusitada que ficou conhecida
como o inicio da matematica moderna.

Apos esta “luta” surge um problema inquietante que Cardano trouxe na
época como numeros “sofisticados”, ou seja, as raizes quadradas de numeros
negativos. Cardano concluiu que estas raizes seriam um numero “tdo sutil
quando inutil”. Ao passar dos anos seria provado que estes numeros nao eram
inteis como Cardano achava (BOYER, 1996, p. 197). Mas, como resolver o
problema dos numeros “sofisticados”? O que fazer com estes numeros? Fica
evidente que os numeros reais ndo eram suficientes para resolver este tipo de
equacao. Assim, seguiram a mesma ideia que os pitagéricos seguiram quando
descobriram o numero raiz quadrada de 2. Neste momento da histéria, se
introduz a ideia de aceitar o imaginario e ndo somente o real.

Rafael Bombelli surge para trabalhar com este problema e mostrar que ao
conhecer uma raiz de uma equacéao cubica, € possivel encontrar outras duas.
Por exemplo, se x = 4. Sabemos que a soma das outras duas raizes deve ser
4, logo a parte real da equacédo é 2. Bombelli teve a ideia de somar um nimero
imaginario a esta parte real e na outra raiz somar o inverso relativo a adicao
deste nimero imaginario. Mais tarde, essa teoria vai ficar conhecida como raiz
conjugada.

René Descartes escreveu no seu livro Géométrie a seguinte frase: “Nem
sempre as raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equacéo
s&o reais. As vezes elas sdo imaginarias”. Com esta citac&o ficou definido que o
namero raiz quadrada de -1 seria chamado de numero imaginario e que poderia
ser manipulado de acordo com as regras da algebra (GARBI, 1997, p. 75).

Abraham de Moivre foi um grande matematico e ficou conhecido pela
férmula de Moivre, que relaciona os numeros complexos com a trigopnometria. O
Teorema de Moivre € (cos + isen 6)™ = cos(nf) + isen(nf). Provavelmente
Moivre descobriu esta relacdo em 1707. Assim, tudo na matematica possui uma
simbologia, seja o sinal de divisdo, seja uma integral, entdo como ficariam
definidos estes numeros imaginarios? Foi Leonhard Euler, sim este mesmo que

tem o nimero e em sua memoria. Além disto, Euler criou varios simbolos, com


http://pt.wikipedia.org/wiki/Rafael_Bombelli
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
http://pt.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_Moivre
http://pt.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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iSs0, a raiz quadrada de -1 seria simbolizada por i, em 1777. Segundo Euler, os
nameros complexos também podem possuir uma parte real. Logo, o numero
complexo é do tipo: z = a + ib, onde a e b sdo nimeros reais e i* = —1, mas
esta ideia so foi aceita quando Gauss a introduziu. Euler ainda mostrou que os
nameros complexos sdo um corpo fechado, pois aplicando qualquer operacao
transcendente resultard num nimero complexo.

Em 1797, Caspar Wessel trabalhou geometricamente os numeros
complexos, fazendo uma correspondéncia objetiva entre estes e os pontos do
plano, mas somente foi publicado em 1806, por Jean Argand. Hoje, Argand
recebe o mérito por esta representacdo. Em 1798 o matematico Carl Friedrich
Gauss demonstrou em sua tese de doutorado que toda equacédo algébrica de
grau n (n > 0) e coeficientes complexos, tem pelo menos uma raiz complexa.
Esse é o chamado Teorema Fundamental da Algebra. Tal teorema resolveu a
guestao das solucdes de equacdes algébricas.

Em 1831, Gauss retomou a ideia Argand e pensou nos nuameros a +

bv—1, como coordenadas de um ponto em um plano cartesiano, tendo assim
(a, b). Deu-se também uma interpretacdo geométrica para a adicdo e
multiplicacdo dos simbolos. Esta representacdo geométrica “fez com que os
matematicos se sentissem muito mais a vontade quanto aos numeros
imaginarios, pois estes agora podiam ser visualizados no sentido de que cada
ponto no plano corresponde a um numero complexo e vice versa” (BOYER,
1996, p. 350). E para finalizar, em 1832, Gauss introduz a expressao numero
complexo.

Apos a leitura: Com vistas a intepretacéo de texto, contemplando alguns
descritores da lingua portuguesa, o professor pode elaborar algumas perguntas
a luz do que foi tratado no texto. Contudo, € muito importante que o docente
expligue o texto, o contexto histérico dos numeros, e fazendo os devidos
reconhecimentos aos matematicos envolvidos em suas construcdes. Esse
trabalho é de suma importancia, pois a abordagem histérica de um tema na
matematica corrobora para o aluno entender o porqué de ter sido construido tal
assunto, qual a sua necessidade, importancia e contribuicbes para o

desenvolvimento da humanidade e da ciéncia.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
http://pt.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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30
MOMENTO:

Para uma efetiva construcdo do conjunto dos numeros complexos,
vamos defini-lo a partir da nocao de par ordenado. O professor, visando neste
momento, sondar 0os conhecimentos passado dos seus alunos, pode solicitar que
0s mesmos digam o que entendem por par ordenado; fazendo as devidas
correcbes em caso de respostas equivocadas.

Definicdo: o par ordenado (a, b) representara o nUmero complexo z = a +
bi (chamada de forma algébrica) definido no segundo momento. Como estamos
introduzindo um novo conjunto, deve-se definir uma adicdo e uma multiplicacao.
A fim de ndo adentrar nas formalidades do estudo de corpos, como vimos no
capitulo 1 do trabalho, apresentaremos a adicdo e multiplicacdo com nameros
complexos na forma de par ordenado — ao mesmo tempo na forma a + bi — e
depois assumiremos o fato de todas as propriedades nas quais estamos
habituados em IR também valerdo em C. Essas duas operacdes serao fechadas
em C.

e Adicdo: sejam a, b, c e d nimeros reais e os complexos (a, b) e (c,
d) nas formas de pares ordenados. A soma desses dois numeros
sera dada por (a + ¢, b + d).

e Multiplicacdo: tomando os dois complexos da definicdo de adicéo,
vamos definir o produto (a, b) (¢,d) = (ac — bd,ad + bc).

Na pratica o professor ndo precisa manusear os complexos na forma de
par ordenado. Porque valera que a soma de dois complexos € um complexo cuja
parte real é a soma das partes reais, e a parte imaginaria é a soma das partes
imaginarias. E no produto, o visto com par ordenado € equivalente ao produto
(at+bi)(c+di). Contudo, € preciso deixar claro que essas consequéncias Sao
verdadeiras, uma vez que 0S complexos comportam a mesma estrutura
algébrica que os reais no tocante a essas operagfes: associatividade,
comutatividade, elemento neutro, simétricos e distributividade. Assim, também,

se definem subtracdo e divisdo nos complexos, usando seus respectivos
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simétricos. E de suma importancia evidenciar aos alunos que quando b = 0, o
namero complexo fica sendo somente o préprio a, isto €, real. Isso implica que
todo numero real € complexo, pois dado um c real, ele pode ser escrito como ¢
+ 0i, logo também é complexo.
Portanto, Todo numero real € complexo.
Exemplos:
e (2+3i) + (-4 +10i)) = (2—-4) + 3+10)i = —2 + 13i.
e i +2i=0+i)+0+2)=0+0)+i(1+2) = 3i.
o (1-2)(3+4i) =3 +4i-6i —8i>=3-2i+8 = 11- 2i
e (2+5)—(7—2i) =2+5i—7+2i =-5+ 7i.

Jogo matemaético: Visando um momento ludico para familiarizar os
alunos com nimeros complexos, apresentaremos o jogo de memoéria para somar
complexos. Esse jogo € embasado em um trabalho encontrado na internet, no
site

https://lema.ufsc.br/tag/jogo-da-memoria/, toda sua descricdo pode ser

encontrada nesse site. Descrevendo 0 jogo:

e Caracteristicas:
O jogo da memoéria de somar niumeros complexos pode ser confeccionado
através de papel cartdo juntamente com o papel Parana. O tamanho das pecas

deve ser parecido com um jogo de memoria tradicional.


https://lema.ufsc.br/tag/jogo-da-memoria/
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Possui, portanto, como objetivo fundamental avaliar a compresséo dos
alunos em relacdo as operacfes entre numeros complexos. No jogo atual, a
énfase sera feita através da adicao e subtracdo de numeros complexos. Além
disso, apos finalizar a dindmica, pode-se introduzir a multiplicagdo de numeros

complexos.

Instru¢cdes de utilizagéo

Assim como no jogo tradicional, as fichas seré@o distribuidas sobre uma
superficie (mesa) e cada equipe escolhera duas pecas por vez, tendo como
objetivo encontrar os pares, caso encontre um par a equipe tera direito a mais
uma jogada. O que diferencia essa atividade do jogo da memaria tradicional é o
fato de os alunos terem que encontrar as fichas referentes a uma conta e seu

resultado. Por exemplo:

Vence a equipe que tiver a maior quantidade de pares

Dicas de utilizacéo

o O tempo de jogo pode variar de acordo com a quantidade de pessoas
selecionadas entre o conjunto de pessoas que irdo realizar o mesmo
trabalho.

o Pode ser jogado a partir de duas pessoas e no maximo dez.

Habilidades matematicas
o Célculos mentais;
o Operacdes aritméticas de nimeros complexos;
« Realizar operagfes através de simbolos diferentes dos nimeros reais,

dando uma énfase na assimilagéo do sentido matemaético.

e Analise critica do jogo
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Como ja dito, o jogo da memdria traz beneficios para o aprendizado,
mas deve ter um grande cuidado para ndo confundir duas coisas: Aprendizado
e Memorizagcdo. “Memorizar”, segundo o antropdlogo e psicologo Gilberto
Gnoato, “a palavra decorar implica na repeticdo mecanica de uma palavra ou
agao” e aprender € muito mais do que processos repetitivos, é analisar quais
foram os resultados da aprendizagem, as condi¢cdes que influenciaram nisso e o
proprio processo do mesmo. Portanto, é de extrema importancia que o professor
gue mediara este jogo em sala avalie os alunos focando no conhecimento e
davidas do mesmo em relacdo a aprendizagem e nédo totalmente na
memorizacao implicita que esta no jogo.

Resenha: Gabriel Henrique Parisoto, estudante de matematica da UFSC
Blumenau.

Professor, € necessario que os alunos pratiquem bastante as quatro
operacdes com numeros complexos. A adicdo e a multiplicacéo ja sairam pela
propria definicdo, como ja mencionado anteriormente vao nascer do fato dos
complexos serem um corpo, na estrutura definida. Mais ainda, de ser uma
extensdo dos reais, de modo que as propriedades validas em IR sdo, mesmo
gue de forma intuitiva, levadas para C. Assim, a subtracédo entre dois complexos
zewdeve servistacomoz-w = z + (—w), em que —w € 0 oposto aditivo de
z e sua forma retangular dada pelo produto de w por (-1). A divisdo de complexos
nao deve ser neste momento ainda trabalhada porque necessita da definicdo de

conjugado.

Definicdo de modulo e conjugado:

Com auxilio do geogebra, o professor se aproveitara da definicdo de
complexos como pares ordenados de numeros reais, e transpor essa ideia para
a representacdo geométrica de C. E bastante oportuno que o professor defina o
eixo y como eixo imaginario, e 0 eixo X como eixo real e explicar aos alunos que
apesar de parecer ser “a mesma coisa”, o plano complexo nido é exatamente o
IR2, e que o termo correto é plano complexo. De toda forma, por conta de IRz e
C serem isomorfos, todos os resultados feitos em C podem ser vistos a partir do

que se conhece do plano xy na qual ja estdo habituados.
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Assim, cada numero complexo possui um ponto que o representa no
plano complexo e essa correspondéncia é biunivoca, isto é, cada complexo
possui um unico ponto no plano C que o representa e cada ponto representa um
anico numero complexo. Na representacdo em questdo, dado o numero
complexo z = X+iy, 0 par ordenado
que o representa, denominador de ponto P, e chamado de afixo de z, é o par (a,
b).

representa o
nimero complexo

wy

K=
o 3 -
= ~—
SE . a + bi
SEY
P @m b = P (a, b}
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=

= i1

5 = >
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OX - eixo dos
numeros reais

Fonte: https://www.alfaconnection.pro.br 1

Re

Fonte: O autor.

Nesse momento, o professor pode escolher um complexo no primeiro
quadrante (de preferéncia), e explicar geometricamente o conceito de maédulo.
Cria um segmento orientado partindo da origem e com a outra extremidade no

ponto P = (a, b). Solicite aos alunos o calculo do tamanho desse segmento, por

meio do teorema de Pitagoras. Eles devem chegar na solucéo v a2 + b?.
Repita esse exercicio para pelo menos um complexo em cada quadrante
a fim dos alunos verificarem que a formula encontrada vale para todo complexo.

Depois, definir médulo em cima dessa interpretacdo geométrica. Dado um z
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complexo com z = a + bi, defini-se 0 modulo de z,

simbolicamente como |z| = v a2+ b* . Agora, podemos levantar o seguinte
questionamento aos alunos: O mdédulo de um complexo distinto de 0 € sempre
positivo? Ou negativo?

Definicdo de conjugado: seja z = x + iy complexo, o conjugado de z,
simbolicamente dado por Z € o complexo z = x- iy. Com o auxilio do
Geogebra, representar os complexos z = 3 + 4i e w = 3 - 4i. Note que w é

conjugado de z.

v

0

b — — — — —

Fonte: O autor.

Em seguida, o professor pode elaborar a seguinte atividade aos alunos:
Construa z e z no plano complexo e responda qual a relagdo geométrica
guardada entre z e 7.

Professor, as respostas dos alunos devem ser registradas e cada uma
lida cuidadosamente. E bem possivel que poucos respondam acertadamente,
mas cada resposta devera ser valorizada, pois com elas sera possivel ser
diagnosticado o que ele domina e o que ndo domina em relagdo aos conceitos
geométricos. No caso dessa pergunta, a resposta mais adequada sera o fato de
gue 0S pontos que representam z e 0 seu conjugado sédo simétricos em relacao
ao eixo real. Ou seja, ha uma relacdo de simetria.

De posse do conceito de conjugado, é possivel agora trabalhar com a

divisdo de complexos na forma algébrica. Veja o seguinte exemplo.

1420 _ (1420)(3+40) _  3+4i+6i-8 _ —5+10i
3—4i  (3—40)(3+4i)  9+12i-12i+16 25

-1 2i
= — 4 —
5 5
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Ou seja, multiplica-se tanto o numerador quanto o denominador pelo
conjugado do denominador. ApGs alguns exercicios, peca aos alunos que
concluam a seguinte identidade:

zZ = |z|?
40
MOMENTO:

O principal objetivo dessa sequéncia é promover a aplicagcdo dos
complexos com a eletricidade envolvida na corrente alternada. Por isso, é de
suma importancia que o aluno consolide o aprendizado basico das operacfes
gue envolvem numeros complexos. Na parte que adentra a relacdo dos
complexos com trigonometria, é fundamental que o estudante entenda a
passagem da forma algébrica para a polar, e vice-versa. O uso do Geogebra se
mantém igualmente valioso aqui, uma vez que 0 uso do circulo trigopnométrico
se fara necessario. Novamente, voltamos para a representacdo de um complexo
pelo seu afixo P no plano. Definindo agora um novo parametro: o angulo 6 entre
0 segmento orientado, no sentido anti-horario, entre a semirreta positiva do eixo

real e o segmento orientado OP. Conforme esquema abaixo.

I'm

P

D
S I P
v

Re

Fonte: O autor.

Tomando o triangulo OPA, onde O é a origem do plano, P o afixo de Z, e
A o afixo do numero real a, peca aos alunos que definam que tipo de triangulo é
0 OPA em relacéo a classificagcdo por angulos. Apds a resposta correta, indague-
0S
qual lado representa a hipotenusa e os lados dos catetos. Apos isso, peca para

que reflitam sobre como poderiamos calcular as medidas dos lados AO e AP.
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Dessa discussao deve resultar que o segmento OA € o médulo da parte
real, e o segmento AP é o mddulo da parte imaginaria, e que: OA = |z|cosf e
AP = |z| sen 8. Assim, um nimero z pode ser escrito na forma:

z = |z|(cos O + i sen ).

Em que o angulo 6, podendo ser dado em radianos ou graus, sera
batizado de argumento do niumero complexo z, variando no intervalo [0, 27[;
nesse caso, foi definido em radianos. A grande utilidade dos numeros complexos
na forma polar é o calculo do produto e da divisdo serem mais simples, além do
gue a potenciacao acaba também ficando bem simples.

Apos o aluno conhecer a forma polar de nimero complexo, recomenda-
se algum tipo de jogo mateméatico que explore o célculo de angulos para o
argumento complexo. Ou entéo, usar a sugestao vista nessa dissertacao, que
mostra uma forma de calcular o argumento de um nimero complexo de acordo
com o quadrante do seu afixo.

O proximo passo €, usando as identidades trigonométricas, provar o
produto e a multiplicagdo com complexos. No caso do produto, o resultado na
forma polar fica dado pelo produto dos médulos dos fatores o argumento pela
soma dos argumentos dos fatores. Ja em relacéo a divisdo entre dois complexos
na forma polar (o denominador ndo sendo nulo), o médulo fica dado pela divisao
dos médulos dos dividendos e do divisor, e 0 argumento, pela diferenca dos
argumentos desses elementos. Por fim, solicite aos alunos refletirem como seria
z™ na forma polar.

50

MOMENTO:

Aplicacdo dos complexos na eletricidade

No planejamento para essa aplicacdo, € necesséario um alinhamento do
professor de matematica com o de fisica para saber o grau de envolvimento que
0s alunos ja tem com circuitos elétricos. Caso eles n&o tenham visto, é possivel
fazer essa aplicacdo, bastando o professor de matematica definir alguns

conceitos minimos que envolvem essa teoria, podendo, inclusive, fazer
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0 uso do nosso trabalho. Caso os alunos ja tenham estudado circuitos elétricos,
0 uso dessa aplicacao fica mais facil de ser executado. Tanto em nosso trabalho
quanto nesta sequéncia, fica proposto o estudo com circuitos elétricos de apenas
uma malha, ou seja, uma fonte de tensdo em série com um resistor, ou capacitor
ou resistor. Circuitos maiores, com mais malhas, comecam a exigir calculos mais
longos e mais teoria de fisica, e ao nosso ver, ja seria um assunto complementar.
O foco crucial aqui, € promover a aprendizagem do aluno na certeza de que os
nameros complexos tem varias aplicabilidades e que na eletricidade é apenas
uma delas.

Visando o enriquecimento da aula, o professor pode trazer outras
aplicacfes, em outras areas. Para introduzir a aplicacéo, fica sugerida a leitura
do seguinte texto sobre nimeros complexos na engenharia elétrica, elabora pelo
préprio autor desta sequéncia.

Leitura

Os engenheiros eletricistas usam o0s numeros complexos quase que 0
tempo todo. Isso porque, na eletricidade, a representacédo de sinais alternados
por meio de numeros complexos torna a analise do circuito muito mais simples.
Antes de entender como se d& essa aplicacdo, € importante que vocé entenda
que basicamente existem duas formas de transmissdo de energia elétrica, a
saber: por corrente continua e por corrente alternada. No inicio em que ambas
as formas ainda estavam em fase de estudo, a forma alternada ganhou destaque
por ser mais eficiente na transmissdo a longas distancias, e até hoje a
preferéncia se mantem. Assim, energia elétrica que “caminha” por aquelas lindas
torres de transmisséo que visualizamos quando viajamos por nossas estradas,
viaja de maneira senoidal, ou seja, alternada. Caso vocé ja tenha estudado
trigonometria, deve saber que as fungdes “seno” e “cosseno” sao periodicas,
com seus periodos se repetindo em ciclos; e que também ora suas imagens sao
positivas e ora suas imagens sao negativas.

No estudo da corrente alternada, fontes de tenséo que variam no tempo
apresentam o seu comportamento modelado por fungdes trigonométricas desse
tipo; o chamado “sinal de onda”. E ndo pense que o0s engenheiros escolhem
essas funcdes simplesmente porque elas tém um comportamento alternado! Na

matematica mais avancada, derivar e integral fungbes
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trigonométricas (como as mencionadas) geram também funcdes periddicas e
isso facilita muito o trabalho deles.

Na prética, no exemplo que vamos dar, exibiremos um circuito elétrico
simples, mas que se encontra excitado por uma fonte de tensao que varia no
tempo, portanto seu valor depende do instante t considerado. Os engenheiros
definem o conceito de Impedancia, que a grosso modo, tem a mesma funcao da
resisténcia: se opor ao fluxo de corrente elétrica. Mas no caso da impedancia, a
oposicdo ocorre em relacdo a corrente alternada. Cada um dos elementos,
resistor, capacitor e indutor, cujos simbolos elétricos sdo mostrados na imagem
a seguir, possui sua impedancia dada, respectivamente, em termos da
resisténcia, capacitancia e indutancia. Ressaltamos que a unidade de medida do
capacitor é F (Faraday), do indutor € H (Henry) e do resistor, ohms (Q). Esses
valores se transformam em numeros complexos, s6 que a unidade imaginaria
ndo € mais i, pois pode-se haver confusdo com o i da corrente elétrica. Assim,
0os engenheiros definem o numero complexo foi feito, s6 que no lugar do i,
ponham a letra j. Portanto, no universo da elétrica, um namero complexo é

escrito na forma a + bj.

Reslstor Capaciltor Indutor Baterla Fonte de Fonte de
tensdo corrente

Quando a fonte de tenséo é senoidal, ela é escrita na forma V,, \@, que
representa um numero complexo de moédulo V,, e argumento 6 (aqui dado em
graus). A funcédo que geralmente traduz a tensdo em funcdo do tempo tem a
seguinte “cara” v(t) = V,, cos(wt + @), em que V,, representa a amplitude da fonte
de tensdo, w € a chamada frequéncia angular e @ a fase. A fase pode ser
entendida como uma “perturbacao”, provocando o deslocamento inicial de uma
onda “puramente” senoidal. Quando se escreve essa fungdo como V,, 29, diz-se
gue a tensdao foi passada para a forma da frequéncia ou fasorial. Assim, cada

outro elemento elétrico do circuito deve ter seu dominio passado para o
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fasorial. Sendo um resistor de resisténcia R, um capacitor de capacitancia C e
um indutor de indutancia L, submetidos a um circuito onde a frequéncia angular
da fonte é w, na forma de impedancia (Q). Veja:

e Do resistor: R (ndo muda);
e do capacitor: ;—é Q;

e doindutor: jwL.

Exemplo:

Um circuito elétrico com fonte CA dada por v(t) = 120 cos(60t + 30°) V
encontra em série com um resistor de 2 Q e um indutor de 1 H. Determine a
corrente que circula por esse circuito.

Resolucao: A forma de fasor da tensdo € U = 120430° , do resistor € 2Q e do
indutor, 60j Q. Como o resistor e 0 indutor estdio em série, a impedancia
equivalente entre eles € Z = 2+60j. A corrente fica dada na seguinte forma (em

fasor):

[= U_ 120230
Tz 2+460j

Tomando 2 + 60j, vamos determinar seu médulo: v/ 22 + 60* = /3604 .

Tomando 6 = arc tag 62—0 = 6°. Note que 6 esta no primeiro quadrante.

120
V3604

- 6°. Com o uso de uma calculadora cientifica, temos que 8 = 88,09°. Logo, 0

Temos que o modulo de | é = 2 A e 0 seu argumento dado por 30°

argumento de | é - 58,09° ou 301,91°. Portanto, | na forma fasorial fica escrita
comol=22301,91° A. Em termos do tempo, teriamos que a corrente vale:
i(t) = 2 cos(60t + 301,91°).

Pos-leitura: Apo6s a leitura, o professor deve solicitar aos alunos que
falem ou escrevam sobre o que entenderam do texto. Em seguida mais
exercicios devem ser resolvidos nessa direcdo, com fornecimento das
impedancias e solicitando o calculo da corrente.

Exercicios: Determine a corrente elétrica que circula por cada um dos

circuitos a seguir.



93
Governo do Estado do SECRETARlA DE ESTADO DE

e AC Fe EDUCACAO, CULTURA E ESPORTES

DIRETORIA DE ENSINO — DEPARTAMENTO DE EDUCACAQ BASICA

Visao de futuro. Governo de todos.

1H

== (.5F

5,

30sen(60t + 30°)V

3

0cos(60t + 30°)V 0.5F

Sugestdo de atividade: com auxilio do professor de fisica,
promover atividades no laboratério da escola, com uso de aparelhos com
multimetro, amperimetro, voltimetro, osciloscopio, dentre outros. Visando,
principalmente, a aplicagdo dos numeros complexos no estudo da
eletricidade.

INSTRUMENTOS DE AVALIACAO RECURSOS

e Listar os materiais diversos e
espacos educativos utilizados na
proposta da SD.

e Geogebra

e Calculadora cientifica

e Alguns equipamentos elétricos.
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DEVOLUTIVA DA COORDENACAO PEDAGOGICA

Assinatura do(a) Coordenador(a) Assinatura do(a) Professor(a)

Rio Branco — AC, de de 2022.
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ANEXO 2: FORMULARIOS

Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (PPGPROFMAT/UFAC)

Numeros Complexos

1) Caro professor(a), qual a sua opinido sobre a retirada do tema Numeros Complexos *

do curriculo do Ensino Médio?

AA  PROFMAT

Mestrado Profissional

AA‘A em Matematica

A questdo se resume; no que a retirada de qualquer assunto de matemética do ensino médio
prejudicaa formacao do aluno que pretende ir para a universidade , principalmente para area

de exatas.

Evidentemente que , no geral, quem faz as mudancgas na estrutura curricular ndo tem uma
compreensao das finalidades do dominio de certos conteudos, muito embora se diga que se
consultam especialistas. No caso especifico a pergunta é: Para que servem 0Ss numeros
complexos?

Como, geralmente, ndo se tem uma devida entendimento sobre o tema busca-se a minimizagao
do conhecimento sem se preocupar com 0s prejuizos causados na formacdo do aluno naquele
estagio doformacéao.

A continuar tal perspectiva poderemos estar , num futuro proximo, substituindo o
conhecimento académico por maquinas, as quais tem o seu valor como coadjuvante , porém
nunca de substituir acapacidade humana.

Com estas breves consideracdes sou contra a retirada de qualquer assunto de matemética da
estruturacurricular do ensino medio.




2) Com relacéo as disciplinas que vocé ministra que exigem conhecimentos prévios

sobre niameros complexos, como vem sendo o desempenho dos alunos nos ultimos
anos?

Ab PROFMAT

Mestrado Profissional

AAAA em Matematica

Se faz necessario fazer uma abordagem preliminar sobre nimeros complexos, que
nem semprecumpre o seu papel no entendimento desse assunto, para poder abordar
0s conteudos a serem

*

Nome *

Aroldo Cardoso Campos

E-mail *

aroldo.campos@gmail.com

Este conteudo ndo foi criado nem aprovado pelo Google.

Formularios GOOQIC
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Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (PPGPROFMAT/UFAC)

Numeros Complexos

1) Caro professor(a), qual a sua opinido sobre a retirada do tema Numeros Complexos *

do curriculo do Ensino Médio?

“ PROFMAT

Mestrado Profissional

AAAA em ;“.urnum a

A retirada configura retrocesso educacional na drea de matemadtica. Uma breve introdugdo ao dominio

dos numeros complexos, apresentando seu formato, representa¢do grafica e principais operagdes énecessario a

qualquer aluno do ensino médio.

2) Com relacéo as disciplinas que vocé ministra que exigem conhecimentos prévios
sobre nimeros complexos, como vem sendo o desempenho dos alunos nos ultimos

anos?

A
&% PROFMAT
AAA‘ t‘m\\m“m",,:’o

Devido aos fatos de lecionar disciplinas posicionadas ao final do curso de Bacharelado em
Engenharia e do extenso uso de no algebra com nimeros complexos durante as disciplinas
anteriores, no momentodo meu contato com os alunos, estes ja sanaram as dificuldades em
relacdo ao manuseio de numeros

complexos. obtendo deste modo bons resultados nas minhas discinlinas.

Nome *

José Humberto Aradjo Monteiro



E-mail *

humberto.monteiro@ufac.br

Formularios

Este conteudo ndo foi criado nem aprovado pelo Google.

Google
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Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional (PPGPROFMAT/UFAC)

Numeros Complexos

1) Caro professor(a), qual a sua opinido sobre a retirada do tema Numeros Complexos *

do curriculo do Ensino Médio?

AA PROFMAT

Mestrado Profissional

AAAA em Matematica

Ao longo dos anos temos vivenciado um empobrecimento muito grande do curriculo de
Matematicacom a retirada ou a minoracéo do aprofundamento de varios contetdos. O estudo
dos numeros complexos, sem davida, € uma delas. Véarios sdo os fenbmenos aos quais eles
estéo relacionados

O surgimento, a evolucdo e a compreensao das propriedades dos elementos dos conjuntos
numeéricos, ao longo da histéria da Humanidade, ocorre em funcdo da necessidade de
execucao de algumas operacdes com 0s elementos dos conjuntos e varios sao os fendbmenos
relacionados ao estudo do numeros complexos; a saber o estudo do fluxo dos fluidos nas
analises aerodinamicas, sua aplicacdo no estudo circuitos elétricos de corrente alternada ou
ainda no estudo das propriedades energéticas dos atomos e das moléculas, além de sua
aplicacao na resolucdo de polinbmios e equacdes algébricas. Assim, sua retirada do curriculo
do Ensino Médio, deixa uma grande lacuna na preparacdo dos estudantes que, em algum
momento de suas formagdes académicas, venham a necessitar destes conhecimentos.




2) Com relagéo as disciplinas que vocé ministra que exigem conhecimentos prévios
sobre niumeros complexos, como vem sendo o desempenho dos alunos nos ultimos

anos?

Ah PROFMAT

Mestrado Profissional

A A A A em Matematica

O desempenho é sofrivel, tendo em vista a necessidade do conhecimento especifico sobre o comportamento, as
propriedades e as operac¢des relacionadas ao conjunto dos numeros complexos. Desse modo, ao fazer tal
apresentagdo, o conteudo posterior que deveria ser ministrado, fica comprometido em fun¢do do tempo
empregado no resgate dos conhecimentos prévios que nao foram

ministrados no momento oportuno.

100



Nome *

101

Mario Luiz de Oliveira

E-mail *

mario.oliveira@ufac.br

Formularios

Este conteldo ndo foi criado
nem aprovado pelo Google.

Google
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