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“Nenhuma Geometria é mais correta do
que qualquer outra — apenas ¢é mais
conveniente”.

Henri Poincaré



ZANELLA, Idelmar André. Geometria Esférica: Uma Proposta de Atividades com
Aplicacdes. 2013. p. 129. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

RESUMO

Este trabalho tem por objetivo propor diversas atividades acerca da Geometria Esférica
buscando instigar professores de Matematica e alunos da Educa¢do Basica, em particular do
Ensino Médio, a trabalharem em sala de aula com esta Geometria, visando a melhoria dos
processos de ensino e aprendizagem da Matematica. A priori, para atender o objetivo,
realizou-se uma pesquisa bibliografica, de cunho historico, com o intuito de compreender
como o quinto postulado de Euclides alavancou o desenvolvimento das geometrias nao-
euclidianas no século XIX pelos estudos de Gauss, Bolyai, Lobacheswsky e Riemann. Neste
sentido, uma cronologia ¢ apresentada com os principais resultados matematicos e sujeitos
que contribuiram diretamente ou indiretamente para tal descoberta. Os elementos da
Geometria Esférica também sdo apresentados por meio de definigdes e teoremas com o intuito
de compari-la com a Geometria Euclidiana. Outra questdo trabalhada ¢ a relacdo entre
coordenadas cartesianas e geograficas. E, finalmente, abordam-se algumas aplicagdes da
Geometria Esférica no contexto da navegagao sobre a superficie da Terra, mostrando como se
calcula a distancia entre dois pontos distintos na superficie esférica, em particular a terrestre e,
como o Sistema de Posicionamento Global — GPS localiza um ponto na superficie da Terra.
Destaca-se também, que ao longo do trabalho ha varios exemplos resolvidos, seguidos por
atividades propostas.

Palavras-Chave: Geometrias ndo-euclidianas. Geometria Esférica. Aplicagdes da Geometria
Esférica.



ZANELLA, Idelmar André. Spherical Geometry: A Proposed Activities with
Applications. 2013. p. 129. Dissertation (Professional Masters in Mathematics in National
Network) - State University of Londrina, Londrina, 2013.

ABSTRACT

This term paper has as its aim to propose activities regarding Spherical Geometry, trying to
motivate Math teachers and students from basic education, especially the ones from high
school, to work in the classroom with this kind of geometry for the improvement of Math
teaching and learning processes. From cause to effect, in order to reach these aims, a
bibliographical research was performed under a historical approach intending to understand
how Euclid's fifth postulate helped the development of non-Euclidean geometries in the 19"
century through Gauss, Bolyai, Lobacheswky and Rienann’s studies. In this sense, a
chronology is presented with the main mathematical results and people who contributed
directly or indirectly for such discovery. The elements of the Spherical Geometry were also
presented by means of definitions and theorems with the intention of comparing it with the
Euclidean Geometry. Another question reflected upon was the relation between the Cartesian
and geographical coordinates. And, finally, some applications for the Spherical Geometry in
the context of navigation over the Earth surface are approached, showing how distance
between two distinct points is calculated on a spherical surface, particularly on Earth and how
can the Global Positioning System - GPS — locate a point on Earth surface. Another highlight
is that along the paper there are many solved examples followed by proposed activities.

Keywords: non-Euclidean Geometries; Spherical Geometry; Applications of the Spherical
Geometry.
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INTRODUCAO

No que tange aos processos de ensino e¢ de aprendizagem da Matemadtica, muitos
questionamentos estdo presentes entre os professores, tais como a escolha das metodologias,
as estratégias de ensino e os recursos didaticos. Isso ocorre com os mais diversos assuntos
desta disciplina, e ndo deixariam de existir no que diz respeito a insercdo das geometrias nao-

euclidianas na Educag¢ao Basica.

As Diretrizes Curriculares da Educagdo Basica — DCE (PARANA, 2008) da Rede Publica
Estadual recomendam para o Ensino Fundamental e Médio os contetidos estruturantes:

Numeros e Algebra, Grandezas ¢ Medidas, Geometrias, Funcdes e Tratamento da Informagao.

Entende-se por conteidos estruturantes aqueles conhecimentos que identificam e organizam
os campos de estudo da disciplina de Matematica, considerados fundamentais para a

compreensio desta (PARANA, 2008).

Para o estudo do contetido estruturante Geometrias, as DCE (PARANA, 2008) nos sugerem
que este deve se desdobrar no estudo dos topicos de Geometria Plana, Geometria Espacial,

Geometria Analitica e nog¢des basicas de geometrias ndo-euclidianas.

Especificamente para o Ensino Médio, dentro do conteudo estruturante Geometrias, as DCE
orientam que a compreensao das nocoes de geometria ndo-euclidiana deve possibilitar que o

educando:

[...] Perceba a necessidade das geometrias ndo-euclidianas para a compreensdo dos
conceitos geométricos, quando analisados em planos diferentes do plano de
Euclides; Compreenda a necessidade das geometrias ndo-euclidianas para o avango
das teorias cientificas; Articule ideias geométricas em planos de curvatura nula,
positiva e negativa, Conheca os conceitos basicos da Geometria Eliptica,
Hiperbolica e Fractal (Geometria da superficie esférica) (PARANA, 2008, p.81).

Entretanto, a minha atuagdo como docente, na Rede Publica de Ensino do Estado do Parana,
nos Ensinos Fundamental e Médio, permite aferir que a Geometria Euclidiana ¢ praticamente
a Unica Geometria trabalhada pelos professores em sala de aula. Um dos fatores que pode
estar atrelado a resisténcia de ndo se trabalhar as geometrias ndo-euclidianas em sala de aula
esta radicado na formacgao inicial da maioria dos professores de Matematica, pois, geralmente,
nos cursos de Licenciatura de Matematica sdo abordados apenas topicos de Geometria

Euclidiana.
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Neste sentido, uma preocupacao que tivemos foi proporcionar aos professores de Matematica
uma discussdo acerca da inser¢do das geometrias ndo-euclidianas na Educagdo Basica, visto

as recomendagoes das DCE.

Embora este conteudo seja sugerido pelas DCE, notamos que ele ainda ndo ¢ contemplado
pelos livros didaticos do Ensino Fundamental e Médio, um dos principais apoios didaticos
para o professor. De acordo com Lima (2001), um estudo detalhado com doze colegdes de
livros didaticos de Matematica utilizados no Ensino Médio no Brasil, verificou-se que ¢ dado
tratamento a Geometria Plana e Espacial e a Geometria Analitica. Porém, ndo ha evidéncias
do tratamento as geometrias ndo-euclidianas, em especifico, a Geometria Esférica, o que

justifica a escolha deste tema.

Neste sentido, este trabalho teve por objetivo propor atividades acerca da Geometria Esférica,
buscando instigar professores de Matematica e alunos da Educagdo Basica, em particular do

Ensino Médio, a trabalharem em sala de aula com esta Geometria.

Destacamos que as atividades propostas neste trabalho foram elaboradas de forma a estarem
atreladas com o contexto histdrico da evolugdo da geometria, bem como, com a constru¢ao
dos conceitos iniciais da Geometria Esférica, essenciais para sua compreensdo, até chegar a
aplicacdes mais avangadas, como calcular uma distancia na Geometria Esférica e a

fundamentagdo matematica para o funcionamento do GPS.

Para a realizagdo deste trabalho, salientamos que a Comissao Académica Nacional do
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT sugeriu duas

modalidades para a sua elaboragdo, as quais estdo especificadas a seguir:

o Modalidade 1: Elaboracdo de proposta de atividades educacionais;

o Modalidade 2: Aplicagao de atividades em sala de aula e avaliagdo de resultados.

Assim, para este trabalho, optamos pela Modalidade 1, em que propomos atividades sobre a

Geometria Esférica para sua insercao no Ensino Médio.
Para atender a tal proposta, o trabalho foi estruturado em quatro capitulos.

O primeiro capitulo contemplou, por meio de fragmentos histdricos, o principal motivo que
fez a Geometria Euclidiana perder o status de ser a Unica e inquestionavel por mais de dois

mil anos. Ao longo do tempo, varias tentativas frustradas foram feitas com o objetivo de
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demonstrar o quinto postulado de Euclides a partir dos outros quatro, entretanto, s6 no inicio
do século XIX, com os estudos de Gauss, Bolyai e Lobacheswsky surgiu outra estrutura
distinta da Geometria de Euclides, denominada por Gauss de geometria nao-euclidiana, a qual

conhecemos hoje por Geometria Hiperbolica.

O fato de Gauss ndo ter publicado seus resultados a respeito da nova geometria, creditou-se a
Bolyai e Lobacheswsky a descoberta da primeira geometria ndo-euclidiana. Porém, foi no
inicio da segunda metade do século XIX, que outras geometrias nao-euclidianas distintas
daquela criada por Bolyai e Lobachewsky foram desenvolvidas e apresentadas em virtude dos

estudos de Riemann, as quais conhecemos por Geometria Esférica e Eliptica.

No segundo capitulo, realizamos uma introducdo a Geometria Esférica, em que seus
elementos foram apresentados por meio de defini¢cdes e teoremas para auxiliar o leitor na
compreensdo dos conceitos envolvidos. Também, demonstramos que a soma dos angulos
internos de um tridngulo esférico ¢ maior do que dois angulos retos. Um quadro com
implicagdes conceituais foi apresentado com objetivo de comparar a Geometria Euclidiana e a

Esférica.

Ainda neste capitulo, introduzimos o sistema de trés eixos ortogonais de coordenadas
cartesianas e o sistema de coordenadas geograficas — latitude, longitude ¢ a altitude — que
possibilitaram determinar a localizacdo de qualquer ponto sobre ou fora da superficie da

Terra. Fizemos também a relagdo entre coordenadas cartesianas e geograficas.

No capitulo trés, apresentamos aplicagdes da Geometria Esférica, no que tange a navegacao,
sobre a superficie do globo terrestre. Demonstramos a formula fundamental para triangulos
esféricos, a qual permitiu calcular a distancia entre dois pontos distintos sobre uma superficie
esférica e, em particular a superficie terrestre. Esse calculo ¢ diferente da maneira como se
calcula na Geometria Euclidiana, pois, conhecendo apenas as latitudes e as longitudes de duas

localidades calcula-se a distancia entre tais localidades.

Apresentamos também, o Sistema de Posicionamento Global — GPS, uma aplicacao
tecnologica que envolve conceitos da Geometria Esférica. O GPS localiza um ponto sobre ou
fora da superficie terrestre, indicando a sua latitude, longitude e altitude. A fundamentagao
Matematica para o funcionamento do GPS foi demonstrada e, uma atividade foi desenvolvida
passo a passo, mostrando como um receptor GPS determina as posi¢des geograficas de um

ponto.
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No quarto capitulo apresentamos nossas consideracdes finais a respeito dos resultados

advindos da pesquisa.
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CAPITULO I - A DESCOBERTA DAS GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS

1.1 O quinto postulado de Euclides — o postulado das paralelas

O homem ¢ o ser do reino animal que mais evidencia sua evolu¢dao. Desde os primordios da
civilizacdo ele buscava nos recursos naturais a sua sobrevivéncia, sendo ela muitas vezes

garantida por frutos, sementes, raizes, caga e pesca.

Com o passar do tempo e com o aumento da populacdo, tais recursos foram tornando-se
insuficientes para a demanda populacional que ja apresentava evidéncias de uma organizagao
hierarquica. Isso, possivelmente levou o homem a domesticar animais e cultivar determinados
alimentos, dando inicio assim, ao que tudo indica, a producdo agricola. Estas alternativas se

tornaram cada vez mais uma “obriga¢do” para assegurar a sua subsisténcia.

Entretanto, para garantir a continuidade de tais alternativas, era preciso manter um controle do
que detinha e, também, armazenar o que nao era consumido. Isso gerou a necessidade de

registrar suas atividades e criar locais de armazenamento do que produzia.

Segundo Eves (2004), esses fatos parecem ser os primeiros indicios da necessidade da
contagem, isto ¢, o surgimento da Matematica na vida humana, uma das ciéncias mais antigas

de que se t€ém conhecimento.

Assim, com o decorrer dos anos cada vez mais o homem se apropriava do conhecimento desta
ciéncia e, para demarcar a divisa de suas terras e as areas de plantio, que muitas vezes eram
desfeitas pelas enchentes de rios, buscou na geometria um respaldo para esse novo desafio

(EVES, 2004).

Os registros bibliograficos nos trazem informagdes referentes aos conhecimentos geométricos
ndo triviais, que ja eram dominados no Egito antigo, na Babilonia, na India e, também, na

Grécia (CARMO, 1987).

Entretanto, pode-se dizer que foram os gregos que difundiram tais conhecimentos
geométricos para o resto do mundo, pois, segundo Carmo (1987), foi Euclides de Alexandria

(c. 325-265 a. C.) o primeiro a apresentar de maneira sistematica a Matematica como ciéncia
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dedutiva. Isso quer dizer que qualquer “afirmacdo deve ser deduzida logicamente de outras

afirmacdes mais simples, e assim sucessivamente”’.

Figura 01 — Euclides de Alexandria.

Fonte: <http://www.portalplanetasedna.com.ar/archivos_varios3/euclides.jpg> Acesso em 12/11/2012.

Sobre a vida de Euclides se tem poucos registros, exceto, que ensinou em Alexandria. Este
matematico estabeleceu um rol de regras — axiomas e teoremas — que sdo usados até hoje. A
geometria organizada por Euclides foi denominada Geometria Euclidiana. Segundo Coutinho
(2001), foi a primeira teoria matematica axiomatica, isto ¢, construida a partir de axiomas ou
postulados, afirmagdes aceitas sem comprovacao. Entretanto, quando um axioma pode ser
demonstrado a partir de outros, tal axioma passa a ser um teorema. Esta geometria
permaneceu por quase dois mil anos como Unica e absoluta e, apenas no inicio século XIX

surgiram outras estruturas, denominadas geometrias nao-euclidianas.

Segundo Silva e Martins (2006) a Matematica ja era desenvolvida no Egito e na Mesopotamia
a mais de 2000 anos a.C.. Esses povos utilizavam-na para fins praticos como a agrimensura,

arquitetura e astronomia e, também, para fins religiosos.

Nos documentos deixados pelos egipcios e babilonicos encontram-se as solucdes de muitos
problemas geométricos, como por exemplo, o calculo da altura de uma piramide e a
quantidade de vinho que ¢ possivel estocar em um tonel cilindrico. Para Silva e Martins
(2006), os registros historicos dos egipcios e babilonicos eram “receitas de bolo”, pois
apresentavam as solu¢des dos problemas apenas por meio de exemplos numéricos €, nao

sistematizavam e/ou justificavam os resultados obtidos.

Na introdu¢do da obra Os Elementos de Euclides, Bicudo (2009) evidencia que o
conhecimento matematico, tanto egipcio, quanto o babilonico, era considerado verdadeiro a

partir da experiéncia, ou seja, ndo era necessario demonstra-lo.


http://www.portalplanetasedna.com.ar/archivos_varios3/euclides.jpg
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De acordo com Bicudo, tradugdo de Euclides (2009), foram os gregos que assumiram uma
identidade com a geometria, pois, por meio dela, puderam promover o desenvolvimento

intelectual e a divulgacao da cultura grega.

A busca dos gregos pela expansao intelectual, fez com que esta civilizagdo fosse uma das
primeiras a sistematizar as demonstracdes geométricas. Para provar alguns resultados

geométricos, 0s gregos apresentavam passos sistematizados e rigorosos.

Os registros escritos fazem referéncia a Thales de Mileto' (c.624 — ¢.547 a.C.) e Pitagoras de
Samos (¢.569 — ¢.480 a.C) como os primeiros matematicos que apresentaram demonstragoes
com tal rigor e sistematizagdo matematica. De acordo com Wagner (2012, p.1) “foi a partir
das ideias desses dois grandes personagens que a Matematica se inicia como ciéncia ¢ pode

ser desenvolvida enormemente nos séculos seguintes”.

No entanto, os matemadticos gregos além de tentarem demonstrar os resultados geométricos,
“procuravam sistematizar toda geometria como uma teoria unificada, em que cada resultado
poderia ser provado a partir de um pequeno nimero de suposi¢des basicas” (SILVA,

MARTINS, 2006, p. 16).

Com base no formalismo empregado por seus predecessores, Euclides compilou e apresentou
em um unico texto uma obra classica que ficou conhecida no meio cientifico como Os
Elementos de Euclides, elaborada por volta do ano 300 a.C. em Alexandria — Egito, na época

do primeiro Ptolomeu®.

Figura 02 — Ptolomeu 1.

Fonte: <http://www.egipto.com/nefera/ptolomeol.jpg> Acesso em 12/11/2012.

1 Parece ser o primeiro filésofo grego conhecido, cientista e matematico, porém, ele se ocupava com a
engenharia. Proclus, o ultimo grande filésofo grego, que viveu por volta de 450 d.C. escreveu: “[Thales]
primeiro foi ao Egito e apresentou este estudo [ geometria | para a Grécia”. Disponivel em:
<http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/~history/Biographies/Thales.html> Acesso em 08/01/2013.

? Rei egipcio (c. 367-283 a.C.) que sucedeu Alexandre, o Grande. Ele Transformou Alexandria numa cidade
comercial cosmopolita dominada por uma aristocracia grega.


http://www.egipto.com/nefera/ptolomeo1.jpg
http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/~history/Mathematicians/Proclus.html
http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/~history/Biographies/Thales.html%3e
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A obra Os Elementos de Euclides serviu de livro-texto para milhdes de estudantes em todo o
mundo. Segundo Coutinho (2001), com excec¢dao da Biblia, Os Elementos, foi a obra mais

editada.

Ao longo do tempo muitos matematicos estudaram e analisaram a obra Os Elementos, ¢
consideraram que a obra de Euclides foi escrita visando apresentar a teoria dos so6lidos de

Platiio’ e a teoria dos niimeros irracionais de Teeteto’ (c.417 — 369 a.C.).

Preocupado com os detalhes e o formalismo, Euclides escreveu Os Elementos em treze livros.
No primeiro livro, Euclides exibe trés tipos de principios matemadticos: vinte e trés (23)
defini¢des, cinco (5) postulados e nove (9) nogdes comuns. Outros autores como, por

exemplo, Barbosa (2002) e Coutinho (2001) reescreveram as no¢des comuns em apenas cinco

().

Para Bicudo, tradu¢do de Euclides (2009, p. 82), uma definicdo de uma coisa ou objeto “¢ a
expressdo das suas relagdes com as coisas conhecidas. E, por consequéncia, nem todas as

coisas podem ser definidas, pois que, para isso, seria necessario conhecer ja as outras”.

Os conceitos que ndo tem definicdo sdo chamados de conceitos ou termos primitivos. No que
tange a distin¢do entre as nogdes comuns e os postulados, Barbosa (2002, p. 2), afirma que
“as nog¢des comuns parecem ter sido consideradas como hipoteses aceitaveis a todas as
ciéncias ou admissiveis por qualquer pessoa inteligente, enquanto que os postulados seriam
hipéteses peculiares da Geometria”. Salienta-se que as proposicoes admitidas sem
demonstracdo sdo denominadas por axiomas ou postulados, e as demais, aquelas

demonstradas, sdo ditas teoremas.

Para Silva e Martins (2006, p. 16), “Euclides procurou apresentar a matematica na forma
dedutiva, partindo de defini¢des e certos principios basicos (axiomas e postulados) e
construindo gradualmente, a partir deles, as provas de todos os outros conhecimentos
geométricos ”. A seguir tém-se as nogdes comuns e os postulados de acordo com Euclides

(2009).

> Um dos mais importantes filosofos gregos (c. 427-347 a. C). Ele fundou a Academia em Atenas, uma
instituicdo dedicada a investigagdo e instrugdo na filosofia e nas ciéncias. Suas obras sobre filosofia, politica e
matematica eram muito influentes e langou as bases para a abordagem sistematica de Euclides para a
Matematica.

* Foi um matematico grego que fez contribuigdes muito importantes para a teoria dos niimeros irracionais.
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Noc¢oes comuns

As coisas iguais a mesma coisa sdo também iguais entre si.

E, caso sejam adicionadas coisas iguais a coisas iguais, os todos sdo iguais.
E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, as restantes sdo iguais.

E, caso iguais sejam adicionadas a desiguais, os todos sdo desiguais.

E os dobros da mesma coisa sdo iguais entre si.

E as metades da mesma coisa sdo iguais entre si.

E as coisas que se ajustam uma a outra sdo iguais entre si.

E o todo [é] maior do que a parte.

E duas retas ndo contém uma area.

A SRR ol b e

Postulados

Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.

E, com todo centro e distancia, descrever um circulo.

E serem iguais entre si todos os angulos retos.

E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca angulos interiores ¢ do mesmo
lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas,
ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que dois
retos (EUCLIDES, 2009, p. 98-99, 2009).

SR W=

Dentre os cinco postulados, pode-se notar que o ultimo, pelo seu extenso enunciado, ¢ aquele
que mais chama atencao quando comparado com os demais. Ele merece ser evidenciado, pois,
acreditava-se que como os outros, um postulado deveria ser formulado de maneira simples ¢

direta. O quinto postulado também ¢ conhecido como o postulado das paralelas.

Segundo Coutinho (2001), com as no¢des comuns e os postulados, Euclides construiu toda a
geometria que se ensina na escola. O Teorema de Pitdgoras ¢ caracteristico da Geometria

Euclidiana, “Tanto assim o €, que ele surge, na maioria das vezes, ao abrirmos um livro de

Matematica” (COUTINHO, 2001, p. 35).

A Figura 03 mostra uma representagdo geométrica para o quinto postulado.

Figura 03 — Representagdo geométrica para o quinto postulado.

Fonte: Autores.
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Essa diferenga, inclusive visual, do quinto postulado para os demais levou diversos
matematicos a questionarem a sua validade, no sentido de verificar se ele realmente era um
postulado ou se era um teorema que deveria ser demonstrado com a utilizagdo dos outros
quatro postulados. Entretanto, uma consequéncia das tentativas de demonstracao do quinto
postulado foi a producdo do grande ntimero de afirmagdes equivalentes a ele. Tais afirmagdes

foram denominadas de substitutos para o quinto postulado (BARBOSA, 2002).

Dizer que existe um substituto para o quinto postulado significa dizer que existe uma
proposi¢ao P, de tal forma que esta proposi¢do e os quatro primeiros postulados resultam num

resultado que coincide com a Geometria Euclidiana.

Assim, para provar que uma proposicao P ¢ um substituto do quinto postulado deve-se: saber
que P ¢ uma proposicdo da Geometria Euclidiana, em seguida, demonstrar que, na teoria
desenvolvida, usando os quatro primeiros postulados e mais ela, pode-se provar o quinto

postulado como uma proposi¢do (BARBOSA, 2002).

Uma bibliografia para se estudar os substitutos do quinto postulado ¢ o livro: Geometria
Hiperbolica de Barbosa (2002) e, segundo ela, o substituto mais conhecido e que se perpetua

, . . .. . . , . . 5
até os dias atuais principalmente nos livros didaticos ¢ o axioma de Playfair’.

Figura 04 — Playfair.

Fonte: <http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/~history/PictDisplay/Playfair.html> Acesso em 08/01/2013.

Axioma de Playfair:
Por um ponto fora de uma reta pode-se tragar uma unica reta paralela a reta dada.

Prova: Para provar este substituto aplicamos o método de redugo ao absurdo®.

’ Matematico e gedlogo escocés (1748-1819). Trabalhou com a fisica, a geologia ¢ a geometria. Estudou na
Universidade de St Andrews — Escdcia.


http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/~history/PictDisplay/Playfair.html
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Dados uma reta r € um ponto P fora de r, como consequéncia dos quatro primeiros
postulados € possivel mostrar que existe uma reta s paralela a r passando por P. Na Figura 05
apresentamos uma representacdo geométrica do Axioma de Playfair. Trace a reta t
perpendicular’ a reta r passando por P e, a partir de P, a reta s perpendicular a reta t. Ento s

¢ paralelaar.

Figura 05 — Representagdo geométrica para provar o Axioma de Playfair.

Fonte: Autores.

Para provar que a paralela ¢ unica, suponha que existe outra reta u paralela a reta r passando
pelo ponto P. A reta u forma um angulo agudo com t. Logo, pelo quinto postulado,
concluimos que a reta u intersecta a reta r. Isto € um absurdo, pois, o resultado obtido nos da
retas concorrentes ¢ nao paralelas como o esperado. Portanto, provamos a unicidade da

paralela.

Agora para provar que o quinto postulado ¢ uma proposicao na teoria desenvolvida a partir

dos quatro primeiros postulados mais o axioma de Playfair, precisamos do seguinte resultado.
Proposi¢ao:

Se duas retas coplanares distintas e uma transversal determinam angulos alternos (ou angulos

correspondentes) congruentes, entdo essas duas retas sdo paralelas.

A Figura 06 representa a existéncia da paralela.

6 Segundo Oliveira e Fernandes (2010) o método de reducdo ao absurdo que provém do latim reductio ad
absurdum é o método considerado como um dos instrumentos mais poderosos para fazer demonstragdes em
Matematica. De um modo geral, os passos para uma demonstragdo por reducio ao absurdo so:

1. Assumimos a validade da hipotese;

2. Supomos que a nossa tese ¢ falsa.
Logo, utilizando ambas as informagdes conclui-se, por meio de argumentos verdadeiros, uma afirmagao falsa e,
como tal fato ndo podera ocorrer, entdo a nossa tese devera ser verdadeira.
7 Os quatro primeiros postulados garantem a existéncia da reta perpendicular.
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Figura 06 — Existéncia da paralela.

Fonte: Autores.

Prova: De fato, se r ¢ s ndo fossem paralelas, teriam um ponto P em comum, ou seja,

rns = {P}.
Sernt={A}esnt ={B}, teriamos o tridngulo ABP.

Figura 07 — As retas r e s se intersectam.

t
/
b

[b

Fonte: Autores.

Logo, pelo teorema do angulo externo® aplicado ao triangulo ABP, tem-se:
a > boub > aoqueé¢um absurdo, segundo a hipdtese (a = b).
Portanto, as retas r e s sdo paralelas.

Por meio da proposicdo anterior, provaremos que o quinto postulado ¢ uma proposicao da

Geometria Euclidiana, aplicando-se os quatro primeiros postulados € o axioma de Playfair.

¥ Teorema (do angulo externo): Um angulo externo de um tridngulo é maior que qualquer um dos 4ngulos
internos ndo adjacentes. Uma demonstragdo para este teorema encontra-se em Dolce e Pompeo volume 9 (2005,
p. 45).
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Para isto faremos uso da Figura 08, onde, como hipotese, admitimos que a + b < 180° e,

ainda, que as retas r e s sdo paralelas.

Figura 08 — Prova do quinto postulado a partir dos quatro primeiros mais o axioma de Playfair.

Fonte: Autores.
Prova:
Pelo ponto Q tragamos uma reta u formando um angulo c tal que a + ¢ = 180°.

De acordo com a proposicao anterior, a reta u ¢ paralela a reta r. Mas, entdo, teremos duas
retas distintas (s e u) passando pelo ponto Q e paralelas a uma mesma reta (r), o que € um

absurdo segundo o axioma de Playfair.

Fica assim provado que o axioma de Playfair ¢ um substituto para o quinto postulado.
Também, pelo que mostramos, o axioma de Playfair pode ser interpretado geometricamente,

conforme a Figura 09.

Figura 09 — Representagdo geométrica do axioma de Playfair.

rils

Fonte: Autores.

Salientamos que muitos livros-texto de Geometria Euclidiana trazem o axioma de Playfair

como o quinto postulado, fazendo uso da sua caracteristica de substituto.

Para Barbosa (2002), as tentativas de provar o quinto postulado a partir dos quatro primeiros,

ao longo dos tempos, transformaram-se, ao final, no estudo da Geometria Absoluta de Bolyai
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e permitiram entender “que havia de fato toda uma familia de proposi¢des equivalentes ao
quinto postulado”, entre as quais, o teorema da soma dos dngulos internos de um triangulo’.

Para esta soma levantaram-se trés possiveis hipoteses: igual, menor, ou maior do que 180°.

As duas ultimas hipoteses levaram, respectivamente, a descoberta da Geometria Hiperbolica
por Gauss, Bolyai e Lobachewsky, porém creditada aos dois tltimos e a Geometria Esférica
desenvolvida por Riemann, que proporcionou a constru¢do da Geometria Eliptica por Klein

(FRANCO e MENEZES, 2012).

De acordo com Carmo (1987), o modelo para a Geometria Esférica ¢ uma esfera e para a
Geometria Eliptica o modelo ¢ uma esfera com os pontos antipodas identificados, isto €, o
plano projetivo real. Tais geometrias foram essencialmente introduzidas no trabalho de

Riemann.

1.2  Algumas tentativas frustradas de demonstrar o postulado das paralelas

Segundo Carmo (1987), foi a andlise do postulado das paralelas e o fracasso de todas as
tentativas de demonstré-lo que forcou, lentamente, uma nova concepcdo da Matematica, em

que todos os elementos de uma teoria deveriam ser cuidadosamente explicitados.

Segundo Barbosa (2002), alguns sujeitos tentaram provar o quinto postulado de Euclides, mas
ndo obtiveram sucesso. De acordo com Eves (2004. p. 97), a principal fonte de informagao
sobre a histéria dos primeiros passos da geometria grega antiga deve-se ao Sumario de
Eudemo, de autoria do grego Proclus'® (410-485): “Esse sumério consiste nas paginas de
abertura do Comentario'' sobre Euclides, Livro I, de Proclus e ¢ um breve resumo da
geometria grega desde os primeiros tempos até Euclides”. Segundo Proclus, Euclides viveu
durante o reinado do primeiro Ptolomeu o qual escreveu um livro a respeito do postulado das

paralelas (BARBOSA, 2002, p. 22).

? Teorema: A soma dos 4ngulos internos de um tridngulo qualquer é sempre igual a dois dngulos retos.

' Oriundo de uma familia rica estudou retorica, filosofia e matematica em Alexandria e, depois, mudou-se para
Atenas onde se tornou chefe da Academia de Platdo. Disponivel em: Disponivel em:
<http://pt.wikipedia.org/wiki/Proclus> Acesso em: 08/01/2013.

'O Comentario de Proclus sobre o Livro I dos Elementos é uma das duas principais fontes de informagdo sobre
a historia da geometria grega que existe. Outra obra é a Colegdo de Pappus.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Proclus
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Nos textos de Proclus ndo ha evidéncias da prova de Ptolomeu, porém, por meio de seus
comentarios pode-se deduzir que tal demonstracdo ¢ similar ao que apresentamos na
sequéncia. A Figura 10 representa esta demonstragdo, em que se considera duas retas cortadas

por uma transversal formando angulos.

Figura 10 — Argumento de Ptolomeu I.

Fonte: Autores.

Se a + b = 180° entdo d + ¢ = 180°. Dai segue que a =d e b = c. Logo, a figura Ry,
formada pelas semirretas PB e Q—D) e pelo segmento PQ, ¢ congruente a figura R;. formada
pelas semirretas PA e W e pelo segmento PQ. Logo, se as retas r e s se intersectam de um

lado da reta t, entdo também se intersectam do outro lado. Neste caso ocorre um absurdo,

pois, teriamos duas retas distintas com dois pontos comuns.

Com esta argumentagdo, Ptolomeu I acreditou ter demonstrado o quinto postulado, mas seu
erro foi assumir que o paralelismo acarretaria na congruéncia das duas figuras, afirmacao esta

que so6 ocorre na Geometria Euclidiana.

Proclus também apresentou uma proposta para demonstrar o quinto postulado. Se uma
transversal corta uma de duas paralelas, entdo corta também a segunda. Esta afirmacgdo recai

em mais um substituto para o postulado das paralelas.

Figura 11 — Proclus.

Fonte: <http://www.astro.gr/arxaiaK eimena/images/proclus.gif> Acesso em 12/11/2012.
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O argumento de Proclus foi o seguinte: Sejam 7 e s duas retas paralelas e distintas. Considere
uma reta t concorrente a reta r no ponto A, e seja B um ponto de t na regido limitada pelas
retas r ¢ s. Seja P um ponto da semirreta AB. Considere a distancia d do ponto P a reta r.
Esta ¢ uma funcao do ponto P, que cresce a propor¢ao que PA cresce. De fato, esta distancia
pode se tornar maior que qualquer constante k > 0 pré-fixada e, portanto, eventualmente,
tornar-se maior do que a distancia entre as retas r e s. Entdo, a semirreta AB intersecta a reta

S.

Pode-se verificar que o raciocinio de Proclus esta correto quando se admite que retas paralelas
sdao equidistantes, porém, a existéncia de retas equidistantes equivale a adog¢dao do quinto

postulado.

Figura 12 — Raciocinio de Proclus.

Fonte: Autores.

A

Outro gedmetra que tentou demonstrar o quinto postulado foi Nasir ed-din'? (1201-1274). Ele

inicialmente supds, sem demonstragdo, a validade da seguinte afirmagao:

Axioma: Sejam m e n duas retas, A um ponto de m, B um ponto de n, tais que AB ¢
perpendicular a n e forma um angulo agudo com m. Entdo as perpendiculares
baixadas de m a reta n, do lado do angulo agudo, sdo menores do que AB ¢ as que
ficam do outro lado sdo maiores do que AB (BARBOSA, 2002, p. 25).

12 Astronomo e matematico persa, editor de uma versio dos Elementos. Em arabe escreveu um tratado sobre os
postulados de Euclides, no qual observou pela primeira vez a importancia do teorema da soma dos angulos de
um tridngulo em relagdo ao quinto postulado. E dele o primeiro trabalho de trigonometria plana e esférica
considerado independente da astronomia (EVES, 2004, p. 261-262).
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Figura 13 — Nasir ed-din

Fonte: <http://www.dinbali.com/wp-content/uploads/2012/09/Nasireddin.jpg> Acesso em 12/11/2012.

Nasir ed-din aplicou este axioma para deduzir o quinto postulado. Ele considerou um
quadrilatero ABCD (Figura 14) em que os angulos B e € sdo retos e os segmentos AB e CD
sdo iguais. Ele concluiu que os angulos A e D também sio retos. Para isto, supds inicialmente
que o angulo A era agudo, deduzindo, entdio, que AB > CD, o que ¢ um absurdo. O mesmo
tipo de prova mostra que este angulo ndo pode ser obtuso. Segundo o argumento de Nasir ed-
din, o quadrilatero ABCD, tem os quatro angulo internos retos, e os lados opostos congruentes
(um retangulo). Ao tracar uma diagonal, decompde-se o retdngulo em dois tridngulos
retangulos congruentes. Entdo, ele conclui pela existéncia de um triangulo cuja soma dos
angulos internos ¢ 180° e, que o quinto postulado estava demonstrado como uma
consequéncia dos outros. Entretanto, pode-se provar que suas afirmagdes também

correspondem a um substituto para o quinto postulado.

Figura 14 — Quadrilatero de Nasir ed-din.
A D

Fonte: Autores.

Entre os séculos XVI e XVII varios trabalhos foram escritos na tentativa de provar o quinto
postulado, dentre os quais merece destaque aquela devida ao inglés John Wallis® (1616-
1703), que na tentativa de demonstra-lo, deixou de lado a ideia de seus predecessores que
trabalharam com retas equidistantes e, apresentou a demonstracdo sob os argumentos do

seguinte axioma.

"> Matematico e professor. Ele foi o primeiro a explicar de maneira razoavelmente satisfatoria o significado dos
expoentes zero, negativos e fraciondrios; deve-se a ele também a introducdo do atual simbolo de infinito () e
um dos pioneiros a criar um sistema de ensino para surdos-mudos (EVES, 2004, p. 431-342).


http://www.dinbali.com/wp-content/uploads/2012/09/Nasireddin.jpg
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Axioma:

“Dado um tridngulo ¢ possivel construir-se um outro que lhe ¢ semelhante, com lados

arbitrariamente grandes” (BARBOSA, 2002, p. 27).

Um outro enunciado para o axioma anterior ¢ apresentado por Mlodinow (2005, p. 110):
“Dado qualquer lado de qualquer tridngulo, esse tridngulo pode ser aumentado ou diminuido,
de modo que o lado escolhido tenha qualquer tamanho que vocé queira, mas mantendo os

angulos do tridangulo inalterados”.

A demonstragdo de Wallis ndo foi aceita pelos matematicos uma vez que aplicou o conceito

de semelhanga, o qual s6 faz sentido se considerar a validade do quinto postulado.

Figura 15 — John Wallis.

Fonte: <http://rudimatematici-lescienze.blogautore.espresso.repubblica.it/files/2009/11/Wallis.jpg>
Acesso em 12/11/2012.

Conforme Eves (2004), a primeira investigacdo cientifica que apresentava uma tentativa de
provar o postulado das paralelas s6 foi publicada em 1733" pelo italiano, padre jesuita e
professor universitario Girolamo Saccheri' (1667-1733). O jesuita contribuiu diretamente

para os estudos de Legendre, Lobachewsky e Riemann

Segundo Barbosa (2002, p. 29), a contribuicdo do padre é considerada a mais importante,
comparando com todas as anteriores, pois foi “a primeira a contemplar a possibilidade de
hipoteses outras que a de Euclides e trabalhar com um grande nimero de suas

consequéncias”.

A 1ideia de Saccheri foi considerar um quadrilatero ABCD tal que AB = CD, AB L BC ¢

~ _

CD 1 BC (Figura 16). Usando apenas os quatro primeiros postulados ele provou que C = D.

' Titulo do Livro de Saccheri: “Euclides ab omni naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo stabiliuntut
prima ipsa universae Geometriae principia”. (Euclides livre de qualquer falha: Um trabalho geométrico em que
sdo estabelecidos os principios fundamentais de uma geometria universal).

' Os autores ndo encontraram uma imagem de Saccheri.


http://rudimatematici-lescienze.blogautore.espresso.repubblica.it/files/2009/11/Wallis.jpg
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Assumir que estes angulos sdo retos ¢ equivalente a validar o quinto postulado. Em geral, para

estes angulos existem trés hipoteses: ou sdo retos ou sao obtusos ou sdo agudos.

Figura 16 — Quadrilatero de Saccheri.

A o}

% \

)| [

Fonte: Autores.

Saccheri assumiu a negagao da hipdtese dos angulos serem retos e estudou as consequéncias
das duas outras, na busca de contradigdes. Assim como Euclides, ele assumiu que a reta ¢
ilimitada e por este fator ndo teve dificuldade em descartar a hipotese dos angulos serem
obtusos. Entretanto, ao buscar uma contradicdo para a hipotese dos angulos agudos, ele

obteve varias proposi¢des interessantes que decorrem de se negar o postulado das paralelas.

Conclui-se, nesta hipotese, que duas retas paralelas ndo sao equidistantes (Figura 17): ou elas
. . . 16 .
se aproximam assintoticamente °, ou possuem uma normal (reta perpendicular) comum, a

partir da qual se afastam indefinidamente (CARMO, 1987, p. 29).

Figura 17 — Comportamento das retas paralelas quando se nega o quinto postulado.

reta paralela dretar
reta paralela a retar

normal comum

I
I
I
I
*

Fonte: Carmo (1987).

Conforme Barbosa (2002, p. 30-31), Saccheri finalmente concluiu que a hipétese dos angulos
agudos “acarretava a existéncia de duas retas assintoticas possuidoras de uma perpendicular

comum em um ponto ideal no infinito”. Saccheri ndo ficou convencido de que havia

® Duas retas que se aproximam assintoticamente [Figura 17 (a)] significam que elas se aproximam
indefinidamente, ficando tdo préoximas uma da outra quanto se queira, porém nunca se intersectam.
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realmente chegado a uma contradi¢do e partiu para uma segunda prova na qual também nao

obteve sucesso.

Outro matematico que também se dedicou a provar o quinto postulado foi o suico Johann
Heinrich Lambert (1728-1777), matematico, astronomo, fisico e filésofo, o qual forneceu a
primeira prova de que o numero 7 (pi) € irracional. Filho de um alfaiate pobre, Lambert, em
grande parte de sua vida foi um autodidata. Fez investigacdes geométricas e astrondomicas por

meio de instrumentos que ele mesmo projetou e construiu (BARBOSA, 2002).

Figura 18 — Lambert.

Fonte: <http://apprendre-math.info/history/photos/Lambert.jpeg> Acesso em 12/11/2012.

Segundo Eves (2004), trinta e trés anos apds a publicacdo da obra de Saccheri, Lambert
escreveu uma investigacdo semelhante, intitulada, Die Theorie der Parallellinien que s6 foi

publicada apds a sua morte.

Lambert escolheu um quadrilatero com trés angulos retos, e com relagdo ao quarto angulo
considerou trés hipoteses: angulo reto; angulo obtuso e angulo agudo (Figura 19). Como a
primeira hipdtese equivale ao quinto postulado, ele trabalhou as consequéncias das outras
duas e alcancou um nivel de conhecimento mais profundo do que Saccheri ao deduzir novas

proposi¢des. Entre elas, destaca-se a seguinte (BARBOSA, 2002).
Proposic¢ao:

A area de um triangulo é proporcional a diferenca entre a soma de seus angulos internos e

dois angulos retos.

Conforme a proposi¢ao anterior e assumindo a hipotese do angulo agudo tem-se a seguinte

expressdo para a drea S de um tridngulo ABC:


http://apprendre-math.info/history/photos/Lambert.jpeg
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S=k(r—A-B-0)
Entretanto, admitindo a hipdtese do angulo obtuso tem-se:
S=k(A+B+C—-n)
onde, ™ (rad) equivale a 180° ¢ k € R, com k > 0.

Assim como Saccheri, Lambert também eliminou a hipotese do angulo obtuso ao assumir que
a reta ¢ ilimitada. Porém, suas consideragdes finais sobre a hipdtese do angulo agudo também
foram insatisfatérias, pois, segundo Barbosa (2002, p. 33) parece que ele percebeu “que os
argumentos contra a Geometria baseada nesta hipdtese eram muito mais resultado de nogdes

preconcebidas sobre a validade da Geometria euclidiana”.

Figura 19 — Quadrilatero de Lambert.

A D

- N

| | [

B [

Fonte: Autores.

O matematico francés Adrian-Marie Legendre (1752-1833) também fez vérias tentativas de
demonstrar o postulado das paralelas a partir dos outros quatro, porém, ndo atingiu seu
objetivo. Oriundo de uma familia rica lhe foi dada uma educacdo de qualidade superior em

matematica e fisica no College Mazarin, em Paris (BARBOSA, 2002).

Figura 20 — Legendre.

Fonte: <http://apprendre-math.info/history/photos/Legendre.jpeg> Acesso em 12/11/2012.

Em 1794, Legendre publicou seus Eléments de Gémétrie (Elementos de Geometria). Tal obra
reordenou e simplificou as proposicdes de Euclides e, foi amplamente adotada na Europa, isto

¢, contribuiu expressivamente para popularizar o postulado das paralelas.


http://apprendre-math.info/history/photos/Legendre.jpeg
http://www.britannica.com/EBchecked/topic/184288/Elements-of-Geometry
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Segundo Eves (2004), Legendre considerou as hipdteses da soma dos angulos internos de um
triangulo ser menor do que, igual a ou maior do que dois angulos retos. Assumiu tacitamente
a infinitude da reta e descartou a hipotese da soma dos angulos internos de um triangulo ser
maior do que 180°, entretanto, apesar de vdrias tentativas, ndo foi capaz de eliminar a

primeira hipdtese.

Legendre, conforme Carmo (1987), também admitiu que dado um angulo e um ponto P no
seu interior, ¢ possivel passar por P uma reta que intersecta os dois lados do angulo (Figura
21). Entretanto esta afirmagao era equivalente ao quinto postulado.

Figura 21 — O fato de por todo ponto P no interior do 4ngulo ABC passar uma reta t que intersecta as retasr e s
¢ equivalente ao quinto postulado.

Fonte: Autores.

As secdes 1.3, 1.4, 1.5 e 1.6 apresentam uma breve discussdo sobre os feitos dos principais

matematicos que contribuiram diretamente para a descoberta das geometrias ndo-euclidianas.

1.3 Gauss

O matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855), considerado como um dos mais
renomados matematicos de sua geracdo por suas contribui¢des na Matematica e na Fisica,
incluindo a teoria dos nimeros, a andlise, a geometria diferencial, a geodésica, o0 magnetismo,

a astronomia e a otica foi oriundo de uma familia pobre.

De acordo com Mlodinow (2005) os pais de Gauss pertenciam a uma classe da populagao

chamada de “semicidaddos”. Sua mae se chamava Dorotéia, era analfabeta e trabalhava como
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empregada doméstica. Seu pai, Gebhard, desempenhava varias atividades, mal remuneradas,

desde abrir canais e assentar tijolos até fazer a contabilidade de uma sociedade funeraria local.

Figura 22 — Gauss.

Fonte: <http://www.rare-carth-magnets.com/images2/johann_carl_friedrich_gauss.jpg> Acesso em 12/11/2012.

Segundo Barbosa (2002), dos problemas relacionados ao postulado das paralelas, apenas
alguns resultados de Gauss tornaram-se publicos durante sua vida. Entretanto, ele contribuiu
consideravelmente para o desenvolvimento das ideias que levaram a descoberta da nova

Geometria. Gauss foi a primeira pessoa a chamar a nova Geometria de ndo-euclidiana.

Entretanto, o que se conhece a respeito ¢ que ele escreveu e trocou algumas cartas com
pessoas interessadas na demonstragdo do quinto postulado, apresentou criticas de tratados
sobre as paralelas e, deixou notas inéditas entre seus trabalhos, o que evidencia ter sido o
primeiro sujeito a compreender uma geometria logicamente precisa e diferente da Geometria

Euclidiana (BARBOSA, 2002).

Gauss, de maneira diferente de todos os criticos que o precederam, ndao procurou encontrar
uma forma mais aceitavel para o quinto postulado, nem torna-la desnecessaria demonstrando-
a por meio dos quatro primeiros postulados. Ele apenas questionava se o quinto postulado era

valido (MLODINOW, 2005).

Parece evidente nos documentos existentes que, no final da primeira década do século XIX,
Gauss ainda estava tentando demonstrar o postulado das paralelas pelo método de reducgdo a

um absurdo (BARBOSA, 2002).

Segundo Carmo (1997), em 1824 Gauss estava de posse das ideias fundamentais das
geometrias nao-euclidianas as quais ele confirma por meio de uma carta a Taurinus, um

advogado que era envolvido com a Matematica. De acordo com Mlodinow (2005, p. 122) a


http://www.rare-earth-magnets.com/images2/johann_carl_friedrich_gauss.jpg

36

carta dizia “A suposi¢cdo de que a soma dos trés angulos de um tridngulo ¢ menor do que 180°
leva a uma geometria especial, bem diferente da nossa, isto ¢, a euclidiana, que ¢

absolutamente consistente, e que eu desenvolvi de modo bem satisfatorio para mim mesmo”.

Gauss, porém, nunca publicou nada sobre o que acabara de descobrir, e insistiu com Taurinus
e outros para ndo publicarem suas descobertas. Em 1829 Gauss escreve a Bessel e menciona
que talvez nunca torne publico seus resultados, pois, “temia a gritaria dos beocios”. Isso
parece ser esclarecedor, pois, Gauss vivia numa época em que havia forte influéncia do mais
renomado e respeitado filosofo do século XVIII, Immanuel Kant, que apoiava suas ideias em

supostas verdades inquestionaveis da Geometria Euclidiana (MLODINOW, 2005).

1.4 Janos Bolyai

Durante seus estudos na Universidade de Gottingen — Alemanha, Gauss fez amizade com o
hungaro Farkas (Wolfgang) Bolyai (1775-1856), com qual discutiu problemas relacionados a
teoria das paralelas. Ap6s ambos deixarem a universidade, mantiveram contato por meio de
correspondéncias. Uma carta escrita por Gauss a Farkas em 1799 mostra que ambos estavam,

simultaneamente, tentando provar o quinto postulado.

Em 1804 Farkas apresentou um tratado intitulado Theoria parallelarum, o qual envia a Gauss
dizendo que havia conseguido provar o postulado das paralelas, entretanto, sua prova estava
errada e Gauss o respondeu apontando o erro. Farkas continuou tentando provar o postulado
das paralelas usando a mesma linha de raciocinio e, quatro anos mais tarde enviou novamente
uma carta a Gauss com um trabalho suplementando sua prova, porém Gauss ndo o respondeu

(BARBOSA, 2002, p. 47).

Farkas sempre esteve interessado nos fundamentos da geometria e do quinto postulado. Sua
principal obra, o Tentamen, publicado em dois volumes no ano de 1832, apresentou uma

tentativa de fundamentagao rigorosa e sistematica da geometria, aritmética, algebra e analise.

O filho de Farkas Bolyai, Janos (Johann) Bolyai (1802-1860) estudou matematica desde
pequeno, e como era de se esperar, muito jovem também se interessou pela teoria das

paralelas. Quando Janos Bolyai ingressou no Royal College de engenharia em Viena, 1817, ja
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havia despendido muito esfor¢o na tentativa de provar o quinto postulado, uma vez que seu

pai lhe recomendou expressamente que tal problema deveria ser deixado de lado.

Figura 23 — Janos Bolyai.

Fonte: <http://www.omikk.bme.hu/archivum/kozoskepek/bolyai_janos.jpg> Acesso em 12/11/2012.

Segundo Barbosa (2002), por volta de 1820, os esforcos de Janos Bolyai na tentativa de
provar o quinto postulado, por meio da substituicdo por uma afirmagdo que lhe fosse
contraditdria, forneceu resultados de uma natureza especial. Seu foco foi, gradativamente,
mudando na direcdo da possibilidade de formular uma Geometria geral, uma Ciéncia absoluta

do espaco, em que a Geometria de Euclides seria um caso particular.

Para negar o quinto postulado duas hipoteses possiveis deveriam ser consideradas, as quais

sao chamadas de H; e H,.

Hy: Nao existe nenhuma reta paralela a uma reta dada, passando por um ponto fora desta reta.

Figura 24 — Representacdo geométrica para H;.

[ ]

Fonte: Autores.

H,: Existe mais de uma reta paralela a uma reta dada passando por um ponto que ndo

pertence a reta dada.


http://www.omikk.bme.hu/archivum/kozoskepek/bolyai_janos.jpg
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Figura 25 — Representacéo geométrica para H,.

Fonte: Autores.

Partindo da segunda hipdtese, Janos Bolyai observou que a existéncia das duas tais retas

acarretaria na existéncia de uma infinidade delas.

Segundo Eves (2004) a grande questdo que levou Janos Bolyai a ndo receber o status de ser o
primeiro a descobrir outra geometria que ndo era a Euclidiana, foi o fato dele ter demorado
para publicar suas descobertas. Isso, s6 ocorreu em 1832 em um apéndice do Tentamen.
Ainda, conforme Eves (2004), apos esta publicagdo, ndo ha registros de outras obras, embora

Janos Bolyai mantivesse suas investigacdes sobre o assunto.

Em 1848 Janos Bolyai teve uma grande surpresa, quando ficou sabendo que o russo Nicolai
Ivanovich Lobacheswsky (1793-1856) havia publicado descobertas semelhantes em 1829, trés

anos antes das suas.

1.5 Lobachewsky

Segundo Smogorzhevski (1978), Lobachewsky era de uma familia pobre. Sua mae foi uma
mulher enérgica e sensata, que apesar das dificuldades financeiras enviou todos os seus filhos
para estudar no gindsio na cidade de Kazan — Russia, proximo a Sibéria. Lobachewsky
terminou seus estudos secundarios, ingressou na Universidade de Kazan, onde viveu a maior
parte de sua vida, pois, ele passou de aluno para professor e, também, ocupou por muitos anos

o cargo de reitor (EVES, 2004).
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Figura 26 — Lobachewsky.

Fonte: <http://apprendre-math.info/history/photos/Lobachevsky.jpeg> Acesso em 12/11/2012.

Em 1826, Lobachewsky realizou uma conferéncia para o Departamento de Fisica e
Matematica na Universidade de Kazan e “sugeriu uma nova Geometria na qual mais de uma
reta paralela a uma reta dada podiam ser tragcadas por um ponto e onde a soma dos angulos de
um tridngulo seria menor que dois angulos retos” (BARBOSA, 2002, p. 51). A conferéncia,
no entanto, ndo foi publicada, ou mesma discutida pelo Departamento, e seu conteudo

permaneceu desconhecido.

Lobachewsky, assim como Janos Bolyai, também considerou a Geometria Euclidiana um caso
particular da sua, pois,
Ele notou que, quando considerava figuras geométricas cujo tamanho diminuia, as
diferengas entre sua nova geometria ¢ a de Euclides tendiam desaparecer. Para
figuras geométricas grandes, comparadas com um certo comprimento caracteristico

do espago, as diferencas entre as geometrias se tornavam importantes. (SILVA,
MARTINS, 2006, p. 18).

De acordo com Eves (2004), foi entre 1829-1830 que Lobachewsky publicou o seu primeiro
artigo sobre geometria ndo-euclidiana em um periddico - O mensageiro de Kazan, da
Universidade de Kazan. Esse artigo teve pouca repercussdao na comunidade cientifica, devido
ao fato de escrevé-lo apenas em russo numa época em que o latim, o alemao e o francés eram

os principais idiomas para a divulgagao cientifica.

Lobacheswsky, para dar continuidade e expor seu trabalho para atingir um nimero maior de
leitores, publicou em 1840 um pequeno livro escrito em alemao intitulado Geometrische
Untersuchungen Zur Theorie der Parallellinien (Investigacdes Geométricas sobre a Teoria
das Paralelas). Em 1855, ja cego e um ano antes do seu falecimento, Lobachewsky fez outra

publicacdo, desta vez em francés, expondo todos os resultados da sua pesquisa com o titulo de


http://apprendre-math.info/history/photos/Lobachevsky.jpeg
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Pangéomeétrie (Pangeometria), na tentativa de obter reconhecimento pelo seu trabalho (EVES,

2004).

No entanto, apenas em 1867 os artigos de Bolyai e Lobacheswsky foram incluidos na segunda
edicao do influente livro Elemente der Mathematik de Richard Baltzer. Desta forma os artigos

se tornaram referéncia-padrdo entre os que trabalhavam com as novas geometrias

(MLODINOW, 2005).

Assim, a construcao explicita de uma geometria a qual se descarta o quinto postulado, e que
foi publicada de maneira independente e quase simultanea por Lobacheswsky e Bolyai ¢ a
geometria que hoje se chama Geometria Hiperbolica (batizada por Felix Klein em 1871). Sua

existéncia mostra que o quinto postulado ¢ independente dos demais.
1.6 Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann nasceu em 1826 Hanover — Alemanha, e morreu em 1866
Selasca — Italia, vitima de tuberculose. Suas origens sdo de uma familia pobre, cujo pai era um
pastor luterano e, sua mae morreu antes que ele crescesse. Sempre foi uma pessoa timida e

introvertida, de saude muito fragil.

Figura 27 — Riemann.

Q

Fonte: <http://content.answcdn.com/main/content/img/scitech/HSgeorgf.jpg> Acesso em 12/11/2012.

Com 19 anos de idade e sob a orientacdo de seu pai, Riemann ingressou na Universidade de

Gottingen, onde Gauss era professor, para estudar filosofia e teologia. Segundo Mlodinow
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(2005), sua matéria favorita era historia, particularmente a histéria do movimento nacional
polonés. Entretanto, ele acabou cursando Matematica, fazendo o primeiro ano em Gottingen,
transferindo-se depois para Berlim. Em 1849 Riemann volta para Gottingen para completar
sua tese de doutorado e, finalmente em 1851 torna-se doutor sob a orientacao de Gauss, com

um trabalho brilhante que introduz as chamadas Supeficies de Riemann (EVES, 2004, p. 613).

Em 1854 Riemann tornou-se professor ndo remunerado da Universidade de Géttingen e para
tal privilégio apresentou a famosa conferéncia probatoria sobre as hipoteses em que se
baseiam a geometria (EVES, 2004, p. 614). Na apresentagao surge a distin¢ao entre “infinito”
e “ilimitado”. Por exemplo: as circunferéncias maximas de uma esfera sdo finitas
(percorrendo-as sempre se volta ao ponto de partida), mas, ilimitadas (pode-se percorré-las

indefinidamente).

Sem conhecer os trabalhos de Bolyai e Lobachewsky, Riemann propds “uma generalizagao da
geometria que ndo apenas apresentava um conjunto de alternativas a de Euclides, mas
introduzia a possibilidade de espagos com mais de trés dimensdes”. (SILVA, MARTINS,
2006, p. 18). Salientamos que em nenhum momento ele mencionou o nome geometria nao-

euclidiana.

Riemann deu sua propria interpretagdo para ponto, reta e plano. Como plano ele escolheu a
superficie esférica. Seus pontos eram posigdes € as retas eram as circunferéncias maximas de

uma superficie esférica (MLODINOW, 2005).

O que Riemann fez foi generalizar a geometria diferencial, que ¢ a teoria das superficies
curvas, na qual uma superficie ¢ descrita pelo método das coordenadas e, depois empregando-
se o calculo diferencial. A geometria diferencial deve-se a Gauss, que a desenvolveu para

estudar as superficies curvas no espago tridimensional.

Na geometria diferencial hd um formalismo muito diferente do utilizado por Bolyai e
Lobachewsky, que foi o axiomatico. Sem levar em consideragdo a validade ou ndo do quinto
postulado “ela possibilita a descricao de diferentes tipos de espago, em que a métrica envolve

apenas as propriedades intrinsecas” (SILVA e MARTINS, 2006, p. 18).

Outras geometrias além da criada por Bolyai e Lobachewsky, e que podem ser abordadas pela
geometria desenvolvida por Riemann — Geometria Riemanniana, sdo as Geometrias Esférica e

Eliptica, esta ultima também batizada por Felix Klein.
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No entanto, foi apenas no final da década de 1860 e inicio da década de 1870 que as
geometrias ndo-euclidianas comegaram a ter reconhecimento, o que ocorreu devido as
tradugdes dos trabalhos de Bolyai, Lobachewsky e Riemann para varios idiomas e, também,
pela contribui¢do do matemadtico italiano Eugénio Beltrami (1835-1900), que em 1868
publicou um importante artigo: Ensaio de interpretacdo da geometria ndo-euclidiana, o qual
descreveu e defendeu a coeréncia da geometria de Lobachewsky difundindo, dessa forma, o

nome geometria nao-euclidiana.



43

CAPITULO Il - GEOMETRIA ESFERICA: UMA INTRODUCAO

2.1 Elementos da Geometria Esférica

Nesta secdo elencamos conceitos basicos (defini¢des e teoremas) sobre a Geometria Esférica,

os quais sdo utilizados para a resolugdo dos exemplos e das atividades propostas e, comparar a

Geometria Euclidiana com a Esférica.

Definicao 2.1.1 - Esfera: Seja O um ponto e r um niimero real positivo. Chama-se esfera de
centro O e raio r o conjunto dos pontos P do espaco, tais que, a distancia entre O e P seja

menor ou igual do que r, isto é, d(0,P) <.

Figura 28 — Esfera de centro O e raio 7.

L]
4
1

F~=cmm==

Fonte: Autores.

Definicio 2.1.2 - Superficie Esférica: Chama-se superficie esférica de centro O e raio r o

conjunto dos pontos P do espago, tais que, a distancia entre O e P seja igual a 7, isto &,
d(0,P) =r.

Figura 29 — Superficie Esférica de centro O e raio r.

Fonte: Autores.
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A defini¢do 2.1.2 ¢ de uma superficie esférica. Porém, existem também outras superficies,
como por exemplo: as superficies que representam uma folha de papel lisa, uma rosquinha,
uma camara de ar de pneu de automovel, a Terra, um ovo, a agua e etc. Como ilustragdo, o

quadro a seguir mostra outros modelos de superficies:

Quadro 2.1.1 — Exemplos de outras superficies.

Garrafa de Klein'’ Toro® Pseudoesfera™ Faixa de Mobius®

Fonte: Autores.

Mas, afinal o que sdo superficies? Segundo Sampaio (2008) superficies sdo objetos
geométricos de duas dimensdes que ndo existem no mundo real, mas somente em nossa
imaginacdo, pois ndo apresentam espessura. O que acabamos de responder ¢ apenas um
conceito intuitivo, pois, o estudo das superficies requer conceitos de topologia geral e de

calculo avangado abordado em um curso de graduagdo, fugindo do escopo deste trabalho®'.

Defini¢ao 2.1.3 - Corda da superficie esférica: Chama-se corda da superficie esférica o

segmento de reta determinado por dois pontos distintos da superficie esférica.

Figura 30 — Cordas AB, CD ¢ EF.

Fonte: Autores.

' Disponivel em: <http://www.geom.uiuc.edu/docs/dpve/Pictures/KleinBottle.gif> Acesso em 03/02/13.

'8 Disponivel em: <http:/www.math.cornell.edu/~mec/2008-2009/HoHonLeung/Torus.png> Acesso em
03/02/13.

' Disponivel em: <http://www.vialattea.net/curvatura/img/pseudosphere.gif> Acesso em 13/02/13.

2 Disponivel em: <http://utenti.quipo.it/base5/topologia/moebius05.gif> Acesso em 13/02/13.

*! Para a defini¢io formal de superficie consulte Carmo (2006).


http://www.geom.uiuc.edu/docs/dpvc/Pictures/KleinBottle.gif%3e%20Acesso%20em%2003/02/13
http://www.math.cornell.edu/~mec/2008-2009/HoHonLeung/Torus.png
http://www.vialattea.net/curvatura/img/pseudosphere.gif

45

Definicao 2.1.4 - DiAmetro da Superficie Esférica: Uma corda da superficie esférica que

contém o centro O ¢ dita didmetro da superficie esférica.

A Figura 31 mostra dois segmentos de reta que passam pelo centro da superficie esférica e sao

os seus diametros.

Figura 31 — Diametros AB e CD, cuja medida vale 2r.

Fonte: Autores.

Definicao 2.1.5 — Pontos antipodas: Dado um ponto qualquer P na superficie esférica, seu
antipoda P’, é o unico ponto da superficie esférica tal que o segmento de reta PP’ contém o

centro O.

De acordo com a Figura 31 o ponto A ¢ o antipoda do ponto B e vice-versa e, os pontos C e D
sao pontos antipodas um do outro. Em resumo, dois pontos distintos de uma superficie
esférica sdao antipodas quando sdo diametralmente opostos, isto €, sdo os extremos de um

diametro da superficie esférica.

Teorema 2.1.1: A interse¢do de uma superficie esférica com um plano passando pelo seu

, . A 222 .
centro ¢ uma circunferéncia” de mesmo centro e mesmo raio.

Prova: Sejam S uma superficie esférica com centro O e raio r e um plano @ (Omega) que
passa por O. A intersecdo QN S € o conjunto dos pontos de Q cuja distancia a O ¢ igual a 7.

Essa ¢ exatamente a definigdo de uma circunferéncia de centro O e raio 7.

¥ Neste trabalho adotamos a seguinte defini¢io para circunferéncia:

Chama-se circunferéncia de centro O e raio v > 0 o conjunto dos pontos P do plano, tais que, a distancia entre
O e P sejaigual ar,isto é, d(0,P) = .

Outra forma seria: Dados um plano £ (beta), um ponto O de f e¢ uma distdncia r ndo nula, temos que a
circunferéncia C de centro O e raio r é dadapor: C(0,r) ={P € B| d(P,0) =r}.

Lembre-se que o comprimento de uma circunferéncia ¢ dado por 2mr.
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Figura 32 — Intersecdo da superficie esférica S com um plano Q passando pelo seu centro O.

Fonte: Autores.

O plano Q (Figura 32) divide a superficie esférica em duas partes chamadas de hemisférios

que sdo superficies semiesféricas.

Defini¢ao 2.1.5 - Circunferéncia Maxima: A circunferéncia do teorema 2.1.1 ¢ chamada de

circunferéncia maxima.

As circunferéncias maximas sdo as circunferéncias de maior raio contidas na superficie

esférica, isto €, sdo aquelas que t€ém o mesmo raio da superficie esférica.

Definicio 2.1.6 - Elementos Notaveis da Superficie Esférica:

ii.
1il.

1v.

Eixo - e: E qualquer reta que contém o centro O.

Polos: Sao os pontos de interse¢do do eixo e com a superficie esférica.

Equador: E uma circunferéncia maxima cujo plano ¢é perpendicular ao eixo.

Paralelo: E uma circunferéncia cujo plano ¢é perpendicular ao eixo. Ela é “paralela” ao
Equador.

Meridiano: E uma semicircunferéncia maxima cujo plano passa pelo eixo e liga os
polos. Ressalta-se que os meridianos, ao contrario dos paralelos, ndo sao

circunferéncias.

A Figura 33 apresenta os elementos da definigao 2.16.
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Figura 33 — Elementos Notaveis da Superficie Esférica.

Polo Eixo

Paralelo

Equador

Meridiano

Folo

Fonte: Autores.

Defini¢ao 2.1.7 — Calota Esférica: Um plano Q que corta a superficie esférica S, divide sua

superficie em duas regides. Cada uma dessas regides se chama calota esfeérica.

Figura 34 — O Plano () divide a superficie esférica S em duas regides chamadas de calota esférica.

Calota

Fonte: Autores.

Se a intersecdo entre o plano () e a superficie esférica S ndo for uma circunferéncia maxima,

nem um ponto (plano tangente a superficie), entdo tal interseccdo ¢ chamada de
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“pequena circunferéncia”. Logo (Figura 34), C’ e s sdo respectivamente o centro e o raio

da pequena circunferéncia e, P e h sdo respectivamente o polo e a altura da calota esférica.

Definicao 2.1.8 — Zona Esférica: Se dois planos paralelos cortam a superficie esférica, entdao

a parte da superficie esférica compreendida entre eles se chama zona esférica.

Figura 35 — Zona Esférica: parte amarela.

Fonte: Autores.

Defini¢ao 2.1.9 — Angulo formado por dois arcos de circunferéncias maximas: Quando
dois arcos de circunferéncias maximas se intersectam, o angulo a formado por esses dois

arcos ¢ o angulo entre as semirretas tangentes a esses arcos.

Figura 36 — Angulo formado por dois arcos de circunferéncias maximas.

- -
— —————
-

Fonte: Autores.

O ponto I (Figura 36) ¢ ponto de intersec¢do dos dois arcos e, ¢ também, a origem das

semirretas que determinam o angulo a.

Definicdo 2.1.10 - Fuso Esférico ou Bidngulo Esférico: A regido da superficie esférica

compreendida entre dois meridianos é chamada de fuso esférico.
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Esses meridianos t€ém dois pontos (diametralmente opostos) em comum que sdo os vértices do

fuso. Os meridianos sdo os lados do fuso.

Figura 37 — Fuso esférico ou biangulo esférico cujo angulo mede a.

Fonte: Lima (2011, p. 96)

Definicio 2.1.11 - Angulo do Fuso Esférico: O angulo a (Figura 37) entre os dois

meridianos ¢ o angulo do fuso.

Note que cada um dos meridianos da Figura 37 est4d contido em uma circunferéncia maxima
distinta. Logo, as duas circunferéncias maximas determinam dois fusos esféricos antipodas

(Figura 38), isto ¢, um fuso completo ou duplo.

Figura 38 — Fuso esférico completo, isto ¢, duplo. ¢ ¢ o fuso antipoda de ¢.

Fonte: Lima (2011, p. 96)

A seguir, apresentamos dois teoremas que nos permitem calcular o volume de uma esfera e a

area de uma superficie esférica.

2 . , 4
Teorema 2.1.2 — Volume de uma esfera®’: O volume de uma esfera de raio 7 é 3 nr3.

» Uma demonstragio para este teorema encontra-se em Franco e Gerénimo (2010, p.296-297). Livros do Ensino
Médio também demonstram.
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4 , o r oo 24 . . , .
Teorema 2.1.3 — Area de uma superficie esférica™: A area de uma superficie esférica de

raio r é 4mr?.

Na sequéncia apresentamos dois coroldrios (consequéncias imediatas de um teorema), que

permitem calcular as areas de uma calota e uma zona esférica.

e { 7 e 2 r Jon r
Corolario 2.1.1 — Area de uma calota esférica®: A 4rea de uma calota esférica é dada por

2nrh, onde r € o raio da superficie esférica e h altura da calota.

Corolario 2.1.2 — Area da zona esférica’®: A area de uma zona esférica é dada por 2mrh,

onde r ¢ o raio da superficie esférica e h a distancia entre os planos paralelos.

Em seguida, sdo apresentados e resolvidos trés exemplos. Os dois primeiros sdo aplicagdes
diretas dos teoremas 2.1.2 e 2.1.3. Ja o terceiro, usa o corolario 2.1.1 e mais alguns conceitos
da Geometria Euclidiana Plana, como por exemplo, congruéncia e semelhanga de tridngulos e

razdes trigonométricas no triangulo retangulo.

Exemplo 2.1.1: A real forma fisica do Planeta Terra ndo ¢ uma esfera, pois apresenta um
achatamento nos polos Norte e Sul e outras irregularidades que chamamos de relevo
(superficie topografica). Na verdade sua forma fisica se aproxima mais a um elipsdide.
Entretanto, vamos desprezar o achatamento nos polos e suas irregularidades e, passamos a
considerar neste trabalho, o modelo esférico para a Terra, cujo raio médio € igual a 6370 km.
Assim, calcule a area aproximada da superficie terrestre composta por solo, sabendo que

aproximadamente 73% de toda superficie ¢ composta por agua.
Resolucio:

Como adotamos o modelo esférico para a Terra, vamos calcular a area total da superficie

terrestre aplicando o teorema 2.1.3.
Atotar = 4mr? = 4m(6370km)? = 509 904 363,8km?.
Como 73% da superficie € composta por dgua, entdo 27% ¢ composta pelo solo.

Portanto, 27% de A;y¢q; € igual a 137 674 178,2km?.

" Uma dedug@o da area de uma superficie esférica encontra-se em Dolce e Pompeo (2005, p.264).
 Uma demonstragio para este corolario encontra-se em Lima et al. (2007, p.270).
% Uma demonstragdo para este corolario encontra-se em Franco e Gerénimo (2010, p.301-302).
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No exemplo anterior citamos que a Terra se aproxima a um elipsoide. Desta forma, sugerimos

que o leitor pesquise o que ¢ um elipsdide e calcule o achatamento da Terra. Este achatamento
. ~ _a-b . .
¢ dado pela razao aT, onde a ¢ a medida do segmento de reta que tem extremos no Equador e

no centro da Terra e, b ¢ a medida do segmento de reta que tem extremos nos polos € no
centro da Terra. Realizando o calculo da razdo acima, o leitor notara que o valor obtido sera
extremamente pequeno. Em virtude disso, neste trabalho, o modelo adotado para a Terra ¢ a

esfera.

Exemplo 2.1.2: Considere a Lua uma esfera cujo raio mede 1737,4 km. Qual ¢ a razao entre

o volume da Lua e o da Terra?
Resolu¢do: Vamos aplicar o teorema 2.1.2.

VL %rr(1737,4km)3 1

Logo —_—
go, 0,0203

= 0,0203=>V; = -V, = 49V;. Dai, conclui-se que o volume

vr %11’(6370 km)3

da Lua ¢ aproximadamente 49 vezes menor do que o da Terra.

Exemplo 2.1.3: Um astronauta em sua nave espacial consegue visualizar em certo momento
exatamente 1/6 da superficie da Terra. Determine a que distancia ele esta da superficie do
nosso planeta, considerando 6370 km o raio da Terra. [Extraido e adaptado de Lima et al.

(2006, p.299)].

Resolucio: A fragdo visivel da Terra pelo astronauta ¢ uma calota esférica. Essa fracdo € o
quociente entre a area da calota esférica e a area da superficie terrestre. Esta situa¢do do

astronauta ¢ representada pela Figura 39.

Figura 39 — Distancia entre a Terra e o Astronauta.

Terra

Astronauta

Calota Esférica

Fonte: Autores
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Identificando elementos:

Os pontos A4, P, C e O representam respectivamente o astronauta, o polo da calota esférica, o

centro da circunferéncia que determina a calota e o centro da Terra. Tais pontos sdo

colineares. Da Geometria Euclidiana Plana as retas 717"; e TTZ sdo tangentes a circunferéncia
de centro 0. Logo, os tridangulos AT;0 e AT,0 sdo retangulos em T; e T, respectivamente e,
também, congruentes (caso LAL). Os tridangulos AT;0 e CT;0 sao semelhantes (caso AA),
logo, @ = S e, também, retangulos. A distancia entre o astronauta e a Terra ¢ a distancia entre

os pontos A e P que ¢ representada por d. A altura da calota ¢ h, o raio da Terra é r ¢

x =r-h=>h=r-—x.

Aplicando as relagdes trigonométricas (seno) no tridngulo retangulo CT; 0, temos:
x

senfl = sena = — = x = rsena.
r

Pelo corolario 2.1.1 a area da calota esférica ¢
Acaiota = 2mrh = 2mr (r — x) = 2nr(r — rsena) = 2nr?(1 — sena).
Vamos chamar de F a fragdo visivel.

2nr?(1-sena) _ 1-sena
4mrr2 2

Logo, F =

Agora, aplicando as relacdes trigonométricas (seno) no triangulo retangulo AT;0, temos:

r

sena = = .
d+h+x d+r

Entao, segue que:

F = 1-sena _(#) d:l-:—;r d 21.1
o2 2 2 7 2(a+n) (211
Portanto,
2Fr
d= =Y (2.1.2)

Vamos agora aplicar os dados na equagdo 2.1.2,onde F = 1/6er = 6370 km.
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6370km

2X%X6370km 6370km

Entdo, d = = 3185 km.

w | N|w

1
1—2XE
Portanto, a distancia entre o astronauta e a superficie da Terra ¢ 3185 km.

As equagdes 2.1.1 e 2.1.2 sdo uteis para determinarmos a distancia (d), o angulo de
visualizacdo (2a) e a fracdo visivel (F)) de um astronauta ou um satélite em relacao ao Planeta

Terra e, também, em relacao a outros corpos celestes.

Teorema 2.1.4 - Area do Fuso Esférico: A area do fuso esférico é 2ar?, onde r ¢ o raio da

superficie esférica e @ o angulo do fuso.

Prova: A drea do fuso esférico Asy, €std para a drea da superficie esférica 4mr?, assim como

o angulo do fuso a (em radianos) est4 para 2.

Logo,
Afuso _a _ 2
Az~ 2m ) Afuso = 2077

Na sequéncia, sdo apresentados e resolvidos outros trés exemplos. O primeiro ¢ uma aplicacao
direta do teorema 2.1.4. Para o segundo, se aplicam os teoremas 2.1.3 e 2.1.4. O terceiro,
também se aplica o teorema 2.1.4, porém ¢ necessario determinar o angulo do fuso, uma vez
que se conhece o raio da superficie esférica (raio da Terra). Para isso, uma conexdo com a

Geografia ¢ realizada.

Exemplo 2.1.4: Um fuso de angulo @ = m € um hemisfério cuja area € Agy g, = 2nr?, isto é,
a area de um fuso de adngulo a = m ¢ igual a metade da area da superficie esférica que o

contém.

r ~ r A T , .
Exemplo 2.1.5: Qual ¢ a razdo entre a area de um fuso de angulo a = S caarea da superficie

esférica que o contém?

Resolucio: Pelo teorema 2.1.4, temos: Agys, = 2ar? = nr?.

2
Afuso _nr

1 , . o) r
= — =-= Ag = 4Asys- Neste exemplo, a area da superficie esférica € 4
Ag 4nr 4

Logo,

vezes maior do que a area do fuso.
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Exemplo 2.1.6: A Terra leva 24 horas ou um dia para dar uma volta completa em torno do
seu eixo (movimento de rota¢do). Determine a drea de um fuso esférico contido na superficie

terrestre que corresponde ao intervalo de uma hora.

Resolu¢iio: A drea do fuso é dada por 2ar?, onde v = 6370 km é o raio da Terra e «

(radiano) o angulo do fuso. Devemos determinar o valor de a.

Para isso temos que 27 (uma volta completa) esta para a, assim como 24h esta para 1h.

2T 24h T
Logo,—=—=a =—=15°.
a  1h 12

A necessidade de dividir a Terra em 24 partes aproximadamente iguais, uma vez que ela leva
24 horas para realizar seu movimento de rotacdo, resultou no que se chama de fuso horario.
Cada fuso horario corresponde a uma faixa limitada por dois meridianos, distantes 15° um do
outro. Isto quer dizer que no intervalo de uma hora a Terra girou entorno do seu eixo polar (da

esquerda para a direita) 15°.

Um fato interessante ¢ que temos localidades distintas situadas dentro de um mesmo fuso
horario. A hora marcada nos reldgios de tais localidades sera a mesma. Isso se chama hora
oficial. Por exemplo: as cidades de Brasilia, Londrina e Foz do Iguacgu estdo situadas em
meridianos distintos, porém, estdo no mesmo fuso horario e tém a mesma hora oficial, que
neste caso € o de Brasilia, entretanto ndo tém a mesma hora verdadeira em virtude de estarem

localizadas em diferentes meridianos.

Voltando ao enunciado do exemplo vamos calcular a area do fuso.
Entdo, Afyso = 2a1% = 2 X 1—”2 X (6370 km)? = 21 246 015,16 km?.

Portanto a 4rea de um fuso esférico contido na superficie terrestre que corresponde ao
intervalo de uma hora, isto é 15° ¢é igual a 21246 015,16 km?. Isso equivale
aproximadamente a area de 1967 223 626 campos de futebol cujas dimensdes sao
(120m X 90m). Aqui sugerimos que o leitor verifique que a area do fuso corresponde a area

da quantidade de campos de futebol informada.

Na sequéncia apresentamos alguns conceitos e resultados a respeito de tridngulos esféricos.
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Definicao 2.1.12 — Triangulo Esférico: Uma figura sobre a superficie esférica S chama-se
triangulo esférico quando esta contida propriamente em algum hemisfério e ¢ limitada por

trés arcos de circunferéncias maximas, os quais sao os seus lados.

Tais arcos s3o menores do que uma semicircunferéncia maxima (Figura 40).

Figura 40 — Triangulo esférico ABC e seu antipoda A’'B’C’.

Fonte: <http://images.planetmath.org/cache/objects/5841/js/img2.png> Acesso em 16/03/2013.

O teorema abaixo ¢ de grande importancia, uma vez, que por meio dele provamos neste
trabalho o classico resultado da Geometria Esférica: A soma dos angulos internos de um

triangulo esférico ¢ sempre maior do que dois angulos retos (180°).

Teorema 2.1.5: Seja @ (fi) um fuso completo (Figura 41: ® = ¢ U ¢), cujo angulo mede a
radianos. Qualquer plano que passe pelo centro da superficie esférica S a decompde em dois
hemisférios He H (S = HU H'). As partes R ¢ R’ do fuso completo ® contidas em cada um
desses hemisférios tém a mesma 4rea 2ar?,

Figura 41 — A Regido hachurada (parte tracejada) R = t U s € a parte de um fuso completo a qual
pertence a um hemisfério H arbitrario. A area da regido R ¢é igual a 2ar.

Fonte: Lima (2011a, p. 97).


http://images.planetmath.org/cache/objects/5841/js/img2.png

56

Prova: Baseada em Lima (2011a).

Vamos provar que as partes R ¢ R’ do fuso completo @ tem a mesma area, pois, se

~ A
A(D = AR + AR' == ZAR entaO, AR = ?(I) = 2“7"2.
Onde, Ag: € a area do fuso completo, A e Ar' sdo respectivamente as areas de R e R

Pode-se notar que R e R’ formam figuras antipodas, isto é, cada ponto de R é o antipoda de

um ponto de R’ e vice-versa.

Conforme a Figura 41, R ¢ a reunido de dois tridngulos esféricos s ¢ ¢ com um vértice em
comum, isto é, R = s U t. Por outro lado, R’ ¢ a reunido dos tridangulos antipodas de s ¢ t, ou
seja, R' = s" U t'. Agora, basta provarmos que um tridngulo esférico, por exemplo, t ¢ seu

antipoda t’ tém areas iguais.

Podemos observar que t e t’ tem angulos de mesma medida e lados congruentes, dois a dois,
porém, t e t’ ndo sdo congruentes, isto €, ndo ¢ possivel, por um movimento rigido, mover um

deles no espago até sobrepor-se exatamente sobre o outro, a0 menos que t e t’ sejam isosceles.

Veremos agora, por meio das Figuras 42 e 43, duas tentativas de sobrepor tet'.

Figura 42 — Triangulos esféricos t e t’, com os trés vértices coincidindo.

t

P—

Ll Ey——err ™, |5 S

i

AN

Fonte: Lima (2011a, p. 97).

Na figura acima os vértices do triangulo esférico t coincidem com os vértices do triangulo t’.

Ja na Figura 43, coincide-se um angulo de t com outro angulo igual de t’.
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Figura 43 — Triangulos esféricos t e t’, coincidindo um angulo de t com outro angulo igual de t’.

Fonte: Lima (2011a, p. 97).

Podemos observar que se t e t’ sdo isosceles, entdo t é congruente ao seu antipoda t’. Logo, t

e t’ tem a mesma area, isto é, A, = Ag,.

De um modo geral, para mostrarmos que os tridngulos t e t’ tém areas iguais, procederemos

assim:

Sejam A, B e C os vértices do tridngulo esférico t. A intersec¢do entre um plano IT que passa
por A, B e C ¢ a superficie esférica S ¢ uma pequena circunferéncia Cypc €, portanto, o plano
[T divide a superficie esférica S em duas calotas esféricas, onde uma dessas calotas contém o

triangulo t.

Seja P o polo dessa calota. P ¢ o ponto de intersec¢dao da calota com a reta perpendicular ao

plano IT que passa pelo centro da pequena circunferéncia Cypc.

Os arcos de circunferéncia maxima PA, PB, e PC tem o mesmo comprimento. Logo, os

triangulos esféricos PAB, PAC e PBC sdo isOsceles.

Se o ponto P estiver no interior do triangulo esférico t = ABC (Figura 44), temos que
At = Apap + Apac + Appc. Entdo, uma construgcdo andloga pode ser feita com o tridngulo
antipoda t' = A’'B'C’, decompondo-o como a reunido justaposta dos tridngulos isosceles
P'A'B', P'A'C' e P'B'C’, cada uma deles antipoda do seu correspondente em t. Dai segue que

At = At"
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Figura 44 — O Ponto P esta no interior do tridngulo esférico ABC.

Fonte: Lima (201 1a, p. 98)

Se o ponto P estiver no exterior do tridngulo esférico t = ABC (Figura 45), temos que
At = Apyg + Apac — Apgc. Uma situagdo andloga ocorre com o triangulo antipoda

t' = A'B'C'. Dai, como no caso anterior, concluimos que A; = Ag,.

Figura 45 — O Ponto P esta no exterior do tridngulo esférico ABC.

Fonte: Lima (201 1a, p. 98)

Portanto, o teorema 2.1.5 est4 provado.

Vamos agora, provar o teorema que afirma que a soma dos angulos internos de um triangulo
esférico ¢ sempre maior do que dois angulos retos. Na Geometria Euclidiana essa soma ¢
sempre igual a dois angulos retos. Para provar este resultado euclidiano, basta tracar por um
dos vértices de um tridngulo plano uma reta paralela a reta que passa pelos outros dois lados e

considerar angulos alternos internos.

Teorema 2.1.6 — Soma dos angulos internos de um tridngulo esférico: Se a, f e ¥ sdo as

medidas (em radianos) dos angulos internos de um tridngulo esférico, entdo

a o A . . .
a+f+y=n+ = onde a ¢ a area desse triangulo e r o raio da superficie esférica.

Prova: Baseada em Lima (2011a).
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Vamos considerar um hemisfério H da superficie esférica que contenha o triangulo dado. Veja

a Figura 46.

Figura 46 — Hemisfério H, triangulo esférico e a regido R,,.

Fonte: Lima (2011a, p. 99).

Prolongando os lados que formam o angulo a nos dois sentidos até intersectarem o bordo do
hemisfério H, obtemos uma regido R, contida em H tal que, pelo teorema 2.1.5, a 4rea dessa

regido ¢ igual a 2ar?, isto &, Ag, = 2ar?.

Analogamente para os angulos f e y, obtemos as regides Rg € R,, cujas areas sdo

respectivamente Ap; = 2Pr? e Ag, = 2yr?.

Reunindo as regides R,, Rg ¢ R, obtemos o hemisfério H. Entretanto, fazendo isso, o

tridngulo esférico foi contado trés vezes, duas vezes a mais do que devia.
Pelo teorema 2.1.3 a 4rea do hemisfério H é igual a 2mrr?, isto é, Ay = 2mr2.
Logo, Ag, + ARB + ARy = Ay + 2a

Fazendo as substitui¢des, temos: 2ar? + 2pr? + 2yr? = 2nr? + 2a

Dividindo a equagio acima por 272, obtemos:
a+BHy=m+= (2.1.3)
O que conclui a nossa prova.

A equacdo (2.1.3) ¢ conhecida como a formula de Girard, um gedmetra francés que a

demonstrou em 1629. Ela, também mostra que a soma dos angulos internos de um tridngulo

esférico € sempre maior do que dois angulos retos, isto €, a + f + y > 180°, pois, % > 0.
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A equacdo (2.1.3) pode ser reescrita da seguinte maneira:

a

—=(a+p+y)—nm (2.1.4)

r2

A equacdo (2.1.4) representa o “excesso esférico”, isto €, em quanto a soma dos angulos
internos do triangulo esférico excede . Deve-se tomar cuidado, pois, a diferenca do lado

direito ¢ sempre maior do que zero.
Reescrevendo a equagao (2.1.4) temos
a=(a+p+y—m)r? (2.1.5)

A equagdo (2.1.5) representa a area do tridngulo esférico que estd contido em superficie

esférica de raio r.

Para um tridngulo esférico de area muito pequena, isto €, quando a tende para zero o excesso
esférico (equagdo 2.1.4) ¢ insignificante e, entdo a soma a + f§ +y tende para m = 180°,

porém, ndo assume este valor.
Verificando:

Se a tende para zero, temos: 0 = (a + B + ¥y — m)r2. Entdo, como r? > 0 conclui-se que

a + B + y tende para  (rad) = 180°.

Por outro lado podemos imaginar um triangulo esférico (Figura 47) que ocupe quase todo o
hemisfério que o contém. Para isso tome os trés vértices equidistantes € bem proximos da
circunferéncia maxima que separa um hemisfério do outro. Lembre-se que no outro
hemisfério temos o tridngulo antipoda. Logo, se isso ocorrer a area a do tridngulo esférico
tende para 2mr? que é a 4rea do hemisfério, entdio a soma a + f +y tende para

3n(rad) = 540°, entretanto, ndo assume este valor.
Verificando:

Se a tende para 2mr2, temos: 2nr? = (a + B +y — m)r? = a + B + y tende para 3.
P
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Figura 47 — Triangulo esférico ABC cobrindo quase todo o hemisfério H.

Hemisfério H

triangulo esférico ABC c

Fonte: Autores.

Assim, pela verificagdo realizada anteriormente, concluimos que para qualquer triangulo

esférico temos 180° < a + f + y < 540°.

O proximo exemplo destaca que um triangulo esférico pode ter até trés angulos retos, o que

ndo ocorre na Geometria Euclidiana.

Exemplo 2.1.7: Vamos considerar um tridngulo esférico sobre uma superficie esférica de raio
arbitrario que tem um lado sobre o Equador e um vértice em algum dos polos. Entdo os outros
dois lados serdo arcos de meridianos e formarao angulos retos na intersec¢do com o Equador.
Se a base for um arco de um quarto do Equador, os trés angulos deste tridngulo serdo todos

retos, isto ¢, a soma dos angulos internos ¢ 270° (Figura 48).

Figura 48 — Tridngulo Trirretangulo.

Fonte: Autores.

A observacgdo a seguir traz algumas nomenclaturas a respeito de tridngulos esféricos.
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Observacio 2.1.1: Um triangulo esférico que tem trés angulos retos ¢ chamado de tridngulo
trirretangulo. Entretanto, se tem dois angulos retos ¢ dito triangulo birretangulo. Vale
lembrar que os lados dos triangulos esféricos sdo arcos de circunferéncias maximas cuja
medida (de cada lado) ¢ menor do que mr, onde r € o raio da superficie esférica que os
contém. Cada lado de um tridngulo esférico estd associado ao angulo central”’ da
circunferéncia maxima que o contém. Assim, um tridngulo esférico que tem um lado medindo
90° ¢ chamado de retilatero. Se o tridangulo t€ém dois lados medindo 90° cada um ¢ dito
birretilatero. Entretanto, se os trés lados medem 90° ele se chama trirretilatero. Convém
notar que um triangulo esférico ¢ trirretangulo se, ¢ so se ¢ trirretilatero. Em um triangulo

trirretilatero os lados tém o mesmo comprimento.

O exemplo a seguir ¢ uma aplicagdo da equacdo 2.1.5 (célculo da area de um triangulo

esférico)

Exemplo 2.1.8: Prove que a area de um tridngulo esférico trirretilatero ¢ igual a um oitavo da

area da superficie esférica associada.

Prova: Como o tridngulo ¢ trirretilatero, ele também ¢ trirretdngulo, isto é, seus angulos

internos medem ¢ = f =y = 90° = %(rad). Seja r o raio da superficie esférica.

Entdo, aplicando a equagdo 2.1.5 temos:

T T T T
a=(a+:8+y_77:)r2=(E+E+E—H)T2=ET2.

Pelo teorema 2.1.3 temos que a 4rea da superficie esférica é Ag = 4mr?.

Logo,

T 2
a 57 1 Ag
Ag  4nr? 8 8

2 A . I A - . .

" Um angulo central de uma circunferéncia é um angulo que tem o vértice no centro da circunferéncia. Se 4 ¢ B
sdo dois pontos distintos de uma circunferéncia entdo o arco AB € o correspondente ao angulo central que
determina o arco AB.

B
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Um dos teoremas mais conhecido no meio escolar ¢ o Teorema de Pitdgoras, entretanto, o

exemplo a seguir apresenta uma discussdo a acerca da sua validagdo na Geometria Esférica.

Exemplo 2.1.9: O triangulo esférico da Figura 48 tem pelo menos um angulo reto. Entao, ai

surge uma questao: Serd que o Teorema de Pitagoras ¢ valido em uma superficie esférica?

De acordo com Silva (2011) o Teorema de Pitdgoras ndo vale na superficie esférica. Para
verificar isso, vamos aplicar o método de reducdo a um absurdo. Entdo, considerando o
triangulo trirretangulo da Figura 48 que também ¢ trirretilatero (cada lado mede 90°), temos

que os lados (arcos) do tridangulo esférico ABC tém o mesmo comprimento [ > 0.

Agora, supondo que o Teorema de Pitdgoras vale na superficie esférica, temos:
1?=1?4+1?2 =1=0, o que é um absurdo, pois, um lado ndo pode ter comprimento nulo.
Portanto, na Geometria Esférica o Teorema de Pitagoras ndo se verifica.

O préximo exemplo visa determinar a area de um tridngulo esférico contido na superficie da
Terra. Entretanto, os angulos internos do tridngulo sao dados em graus e, para que a equagao

2.1.5 seja aplicada, os angulos devem ser convertidos em radianos.

Exemplo 2.1.10: Determine a area de um tridngulo esférico que esta contido na superficie

terrestre, onde @ = 90°, f = 135° e y = 60°.
Resolucio:

Considerando o raio da Terra igual a 6370 km.

omo 7 (rad) equivale a , entdo a = =0 = =—ef = = -
C d) equivale a 180°, enti 90° =" 135° 3;’ 60° ==

Agora, aplicando os dados na equagao 2.1.5, temos:

a=(a+p+y-—mr?=(5+Z+2—1)(6370 km)? = 74 361 053,05 km?.

Portanto, a area do tridngulo esférico é igual a 74 361 053,05 km?2.

As seis atividades que propomos na sequéncia tem por objetivos trabalhar e fixar os

resultados que elencamos sobre tridngulos esféricos.
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A primeira atividade objetiva uma reflexdo sobre as possibilidades para a existéncia de um

triangulo esférico, no que diz respeito a soma dos angulos internos.

A segunda busca verificar o quanto a soma dos angulos internos ¢ maior do que 180° e,

também, procura trabalhar com a conversao de unidades.

A terceira visa o calculo da 4rea de um tridngulo esférico, que depende da medida do raio da
esfera em que tal tridngulo estd contido, porém, para isso, ¢ necessario converter unidades

para aplicar a equagdo 2.1.5.

A quarta objetiva refletir sobre a existéncia de poligonos esféricos contidos em uma superficie
esférica, além de realizar uma demonstracdo da area de um quadrilatero esférico conhecendo

a area de um triangulo esférico.

A quinta ¢ uma generalizagdo da quarta atividade, em que objetiva deduzir a 4rea de um

poligono esférico de n lados (n = 3) a partir da area de um tridngulo esférico.
A sexta atividade ¢ uma aplicacao do resultado obtido na quarta atividade.
Atividade proposta 2.1.1: Existe um tridngulo esférico cujos angulos internos medem:

a) 152°,136° e 148°? Justifique.
b) 180°, 180° e 180°? Justifique.
c) 90°, 55° e 35°? Justifique.

Atividade proposta 2.1.2: Qual ¢ o excesso esférico de um tridngulo esférico cujos angulos

internos medem 117°, 84° e 96°?

a) Expresse em graus;
b) Expresse em radianos;

¢) Expresse em angulos retos.

Atividade proposta 2.1.3: Determine a 4rea de um tridngulo esférico que esta contido em

uma superficie esférica de diametro igual a 12 metros, cujos angulos medem 82°, 98° ¢ 100°.

Atividade proposta 2.1.4: Mostre que a area de um quadrilatero esférico ¢ dada por,

(a+ B +y+6—2m)r?, onde, r é o raio da superficie esférica em que o quadrilatero esta
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contido e, a,f,y,8 (em radianos) os angulos do quadrilatero. Sugestao: Decomponha o

quadrilatero esférico em dois tridngulos esféricos.

Atividade proposta 2.1.5: Deduza a area de um poligono esférico de n lados (n = 3).

Sugestao: Decomponha o poligono esférico em (n — 2) tridngulos esféricos.

Atividade proposta 2.1.6: Calcule a area de um quadrilatero esférico que estd sobre a

superficie terrestre, sabendo que todos seus angulos sdo iguais a 100°.

A seguir apresentamos um exemplo que descreve uma situagdo real a respeito do
deslocamento de um navio sobre a superficie terrestre. Para resolvé-lo vamos considerar que
tal deslocamento ocorre sobre uma circunferéncia maxima. Da Geometria Euclidiana Plana, ¢é

possivel calcular a medida de um arco de circunferéncia.

Exemplo 2.1.11: Em alto mar, quantos quildmetros um navio percorre quando se move em 1°

de circunferéncia maxima.

Resolu¢ao: Queremos determinar o comprimento de um arco de circunferéncia maxima sobre
a superficie da Terra que esta associado a um angulo central cuja medida ¢ igual a 1°. Logo,
comprimento [ do arco estd para o comprimento 27tr da circunferéncia maxima assim como o

angulo central (1°) que determina o arco esta para o dngulo de uma volta (360°).

Entao,

l 1° o= 2mr _ 2mXx(6370km) =~ 111,17 km.

2nr  360° 360 360

Portanto, o navio percorre 111,17 km quando se desloca em 1° grau de circunferéncia

maxima sobre a superficie terrestre.

Tomando como ponto de partida o exemplo 2.1.11, vamos definir distancia entre dois pontos
distintos na Geometria Esférica. Lembre-se que na Geometria Euclidiana, a trajetéria de
menor comprimento ligando dois pontos distintos A e B ¢ o segmento de reta AB e seu
comprimento AB ¢ a distincia entre eles. Entretanto, na Geometria Esférica isso ndo se
verifica. Logo, para definirmos distancia na Geometria Esférica, precisamos compreender

inicialmente o que ¢ uma geodésica.
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Defini¢ao 2.1.13 — Geodésica: A curva que minimiza a distancia entre dois pontos distintos

em uma superficie ¢ chamada de geodésica.

Observacao 2.1.2: Na Geometria Euclidiana, uma geodésica ¢ uma reta. J4 na Geometria
Esférica uma geodésica ¢ uma circunferéncia maxima. Em algumas ocasides a palavra “reta”
¢ usada na Geometria Esférica fazendo referéncia a uma circunferéncia maxima, entretanto,

deve-se enfatizar que isto ¢ um abuso de linguagem.

Definicao 2.1.14 — Distincia entre dois pontos distintos em uma superficie esférica: A
distancia entre dois pontos distintos em uma superficie esférica ¢ o comprimento do menor

arco de circunferéncia maxima que passa esses pontos.

Destacamos que Murray (1908) prova que este arco ¢ o caminho mais curto que pode ser
tracado sobre a superficie da esfera ligando tais pontos. Alves (2009, p. 74 - 76) também

prova este resultado.

A Figura 49 representa uma superficie esférica e ilustra a defini¢do 2.1.14. Nela temos uma
circunferéncia maxima passando pelos pontos A e B e, outra passando pelos pontos C e D.
Vamos fixar nossa atencao nos arcos AB e CD (em vermelho). Tais arcos sdo aqueles que tém

0 menor comprimento que une cada par de pontos respectivamente.

Figura 49 — AB e CD — menor arco de circunferéncia maxima.
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Fonte: Autores.
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Até aqui, identificamos varios resultados especificos a Geometria Esférica. Desta forma, o
nosso intuito agora ¢ apresentar, por meio do quadro 2.1.2, uma lista de implicagdes

conceituais contendo questdes formuladas baseadas na teoria da Geometria Euclidiana e da

Geometria Esférica, visando compara-las.

Quadro 2.1.2 — Geometria Euclidiana x Geometria Esférica.

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

1. Qual é o poligono de menor nimero de | 1. Qual é o poligono de menor nimero de
lados? lados?

2. Se colocarmos dois pontos distintos em uma | 2. Se colocarmos dois pontos distintos em uma
reta, como fica dividida esta reta? circunferéncia maxima, como ela fica dividida?

3. Qual ¢ a soma dos angulos internos de um | 3. Qual ¢ a soma dos angulos internos de um
tridngulo? tridngulo?

4. O que o ocorre quando se traca duas retas | 4. O que ocorre quando se traga duas

em um mesmo plano?

circunferéncias maximas em uma mesma superficie
esférica?

5. Em quantas regides podem trés retas dividir | 5. Em  quantas  regides podem  trés

o plano? circunferéncias maximas dividir a superficie esférica?

6. Quantos angulos retos um tridngulo | 6. Quantos angulos retos um triangulo esférico

euclidiano pode ter? pode ter?

7. Qual ¢ o caminho mais curto entre dois | 7. Qual é o caminho mais curto entre dois

pontos distintos no plano? pontos distintos na superficie esférica?

8. No plano, retas concorrentes se intersectam | 8. Na superficie esférica, circunferéncias

em quantos pontos? maximas se intersectam em quantos pontos?

9. No plano, duas retas perpendiculares | 9. Na superficie esférica, duas circunferéncias

determinam quantos dngulos retos? maximas perpendiculares determinam quantos
angulos retos?

10. Quantas retas passam por dois pontos | 10. Quantas circunferéncias maximas passam

distintos? por dois pontos antipodas?

11. Por um ponto fora de uma reta, passam | 11. Existem “retas” paralelas na superficie

quantas retas paralelas a reta dada?

esférica? Por qué?

Fonte: Autores.

Uma maneira experimental de comparar a Geometria Euclidiana e a Geometria Esférica ¢é
trabalhar com softwares de geometria dindmica, por exemplo: 0 GeoGebra®® e, com materiais
concretos, como: alfinetes, latex colorido, esferas de isopor, canudos de refrigerante,

transferidores e etc.

Logo, com o intuito de compararmos as Geometrias Euclidiana e Esférica, apresentamos na
sequéncia onze (11) quadros procurando responder a cada uma das questdes elencadas no

quadro 2.1.2, em que utilizamos os recursos didaticos citados acima.

2 . ;. « A . , . . .
¥ 0 GeoGebra é um software de Matematica dindmica gratuito para todos os niveis de ensino, que combina
geometria, algebra, tabelas, graficos, estatistica e calculo em um Unico sistema.
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Quadro 2.1.2.1 — Poligono de menor niimero de lados na Geometria Euclidiana e Esférica.

Geometria Euclidiana Geometria Esférica

Qual ¢ o poligono de menor ntimero de lados? Qual ¢ o poligono de menor nimero de lados?

No plano, o tridngulo € o poligono de menor niimero de lados enquanto na superficie esférica € o biangulo,
cujos lados sdo formados por duas semicircunferéncias maximas distintas e, seus vértices sdo diametralmente
opostos.

Fonte: Autores.

Quadro 2.1.2.2 — Uma reta e uma circunferéncia maxima sendo separadas por dois pontos distintos.

Geometria Euclidiana Geometria Esférica
Se colocarmos dois pontos distintos em uma reta, | Se colocarmos dois pontos distintos em uma
como fica dividida esta reta? circunferéncia maxima, como ela fica dividida?

Na Geometria Euclidiana dois pontos distintos separam uma reta em trés partes, ja na Geometria Esférica,
separam uma circunferéncia maxima em apenas duas partes.

Parte 1 Parte 2 Parte 3

Fonte: Autores.

Quadro 2.1.2.3 — Medindo angulos de triangulos planos e esféricos.

Geometria Euclidiana Geometria Esférica

Qual ¢ a soma dos angulos | Qual ¢ a soma dos angulos internos de um tridngulo?
internos de um triangulo?

No plano, a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo ¢é igual a dois angulos retos, enquanto que, na
superficie esférica, a soma ¢ maior do que 180°. Para aferir as medidas dos angulos internos do tridngulo
esférico podemos utilizar o transferidor sobrepondo-o nos canudos de refrigerante, que representam as retas
tangentes em cada vértice (vide defini¢@o 2.1.9), e registrar cada medida para soma-las e assim, verificar que a
soma ¢ maior do que 180°.
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Fonte: Autores.

Quadro 2.1.2.4 — Posi¢ao relativa de duas retas no plano

e duas circunferéncias maximas na superficie esférica.

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

O que o ocorre quando se traga duas retas em um
mesmo plano?

O que ocorre quando se traca duas circunferéncias
maximas em uma mesma superficie esférica?

No plano, duas retas podem ser coincidentes, paral

pontos diametralmente opostos.

elas ou concorrentes. Ja na superficie esférica duas
circunferéncias maximas podem ser coincidentes ou concorrentes uma vez, que sempre se intersectam em

r = s (retas coincidentes)

(r e s retas paralelas)

s
(r e s retas concorrentes)

Interseccdo

Interseccdo

Fonte: Autores.

Quadro 2.1.2.5 — Numero de regides do plano e da superficie esférica.

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

Em quantas regides podem trés retas distintas
dividir o plano?

Em quantas regides podem trés circunferéncias
maximas distintas dividir a superficie esférica?

oito regides.

Quando se traga trés retas distintas na Geometria Euclidiana o plano pode ser dividido em 4, 6 ou 7 regides,
entretanto, na Geometria Esférica quando se tragam trés circunferéncias maximas distintas a superficie
esférica pode ser dividida em 6 ou 8 regides. Trés circunferéncias maximas que passam pelos mesmos pontos
diametralmente opostos dividem a superficie esférica em seis regides. Entretanto, duas circunferéncias
maximas que passam pelos mesmos pontos antipodas e outra que ndo passa, dividem a superficie esférica em
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Regido 1

Regido2

Regido3

Regido4

Regido 3

Regido 1

Regido 6 Regidos

Fonte: Autores.

Quadro 2.1.2.6 — Angulos retos em triangulos planos e esféricos.

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

Quantos angulos retos um tridngulo
euclidiano pode ter?

Quantos angulos retos um tridngulo esférico pode ter?

perpendicular ao Equador (vide exemplo 2.1.7).

No plano um tridngulo pode ter no maximo um angulo reto, enquanto que na superficie esférica trés angulos
retos. No plano, um tridngulo ou tem um ou nenhum angulo reto. J4 na superficie esférica um triangulo ou
tem trés, ou tem dois, ou tem um ou nenhum angulo reto. Deve-se lembrar que cada meridiano ¢

B

all C

Fonte: Autores.

Quadro 2.1.2.7 — Conceito de distancia na Geometria Euclidiana e Esférica.

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

Qual ¢ o caminho mais curto entre dois pontos
distintos no plano?

Qual ¢ o caminho mais curto entre dois pontos
distintos na superficie esférica?

Na Geometria de Euclides o menor caminho entre dois pontos distintos ¢ um segmento de reta que tem os
extremos nesses pontos. Enquanto na Geometria Esférica é o menor arco de circunferéncia maxima que passa
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por esses dois pontos.

Menor arco

Fonte: Autores.

Quadro 2.1.2.8 — Quantidade de pontos da interseccao.

Geometria Euclidiana Geometria Esférica
No plano, retas concorrentes se intersectam em | Na superficie esférica, circunferéncias maximas se

quantos pontos? intersectam em quantos pontos?
No plano, duas retas concorrentes se intersectam em um Unico ponto. Ja na superficie esférica duas “retas”
(circunferéncias maximas) se intersectam sempre em dois pontos distintos chamados de antipodas, isto &,

pontos diametralmente opostos.

Fonte: Autores.

Quadro 2.1.2.9 — Numero de angulos retos.

Geometria Euclidiana Geometria Esférica
No plano, duas retas perpendiculares | Na superficie esférica, duas circunferéncias maximas perpendiculares
determinam quantos adngulos retos? determinam quantos dngulos retos?

Na Geometria Euclidiana duas retas perpendiculares determinam sempre quatro angulos retos enquanto que na
superficie esférica duas “retas” perpendiculares sempre determinam oito dngulos retos.
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1]
1]

Fonte: Autores.

Quadro 2.1.2.10: Uma tnica reta passando por dois pontos distintos e infinitas circunferéncias maximas

passando por dois pontos antipodas.

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

Quantas retas passam por dois pontos distintos?

Quantas circunferéncias maximas passam por dois
pontos antipodas?

passam infinitas circunferéncias maximas.

Por dois pontos distintos no plano passa uma Unica reta ja na superficie esférica por dois pontos antipodas

Fonte: Autores.

Quadro 2.1.2.11: Numero de retas e circunferéncias maximas paralelas.

Geometria Euclidiana

Geometria Esférica

Por um ponto fora de uma reta, passam quantas retas
paralelas a reta dada?

Existem ‘“retas” paralelas na superficie esférica? Por
que?

Na Geometria de Euclides, passa uma unica reta paralela por um ponto fora de uma reta dada, enquanto que
na Geometria Esférica ndo ha “retas” paralelas, uma vez que quaisquer duas circunferéncias maximas sempre
se intersectam em dois pontos antipodas. Aqui, temos uma situacdo em que se nega o quinto postulado.
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o

ris

Fonte: Autores.

Acreditamos que as comparagdes realizadas nos onze (11) quadros, possibilitam ao leitor uma
reflexdo acerca das diferengas conceituais entre as Geometrias Euclidiana ¢ Esférica e,
também, ao professor uma alternativa de explorar tais geometrias em sala de aula por meio de

materiais manipulaveis e sofiwares de geometria dindmica, como por exemplo, o GeoGebra.

Na proxima se¢do vamos introduzir o sistema de coordenadas cartesianas no espago e, com
resultados da Geometria Analitica apresentamos as equacgdes reduzida e geral de uma

superficie esférica.

2.2 Coordenadas Cartesianas

Seja E o espaco euclidiano tridimensional. O espaco euclidiano tridimensional ¢ o produto
cartesiano de trés conjuntos iguais a R (Conjunto dos Numeros Reais), isto ¢, R3 = R X R X
R = {(x,y,2z)| x,y e z € R}. Devemos lembrar que R! = R = { x| x € R} representa a reta
real e, R2=RxR ={(x,y)|x,y € R} representa o plano cartesiano. Vamos agora,
considerar um sistema de trés eixos ortogonais 0X, OY e OZ de coordenadas cartesianas
(coordenadas retangulares) com origem no ponto O. Indicamos tal sistema por OXYZ. A
escolha do sistema OXYZ tem o objetivo de associarmos cada ponto P do espago a um terno

ordenado (x,y, z) de nimeros reais, chamados de coordenadas do ponto P.
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Figura 50 — Sistema OXYZ.

Z
[
[ %
0=(0,0,0) al \‘x\
A= 00 2P = (X, Y, 2)
B=(0.%.0) o
€=(0,0,2)

Fonte: Autores.

De acordo com a Figura 50, podemos notar que para o ponto P, ha dois angulos 6 (teta) e ¢
(fi) associados. Veremos mais adiante que tais angulos estdo relacionados com a longitude ¢

latitude, respectivamente, de um ponto sobre a superficie terrestre.

Os tridngulos OAP' e OP'P sio retangulos. Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo
OAP’', temos:

OP'? = x?> + y2 = OP' = \/x2 + y?2 (2.2.1)
Agora, aplicando o Teorema de Pitagoras no tridngulo OP'P, temos:
OP? = (x2+y2)?+ 222> 0P = Jx?2 +y2 + 22 >

d(0,P) =/x%? +y?+z? (2.2.2)

Estendendo o raciocinio, a distdncia entre dois pontos distintos do espago, por exemplo,

P = (x,y,2) e Cy = (x0, V0, Zo) (as coordenadas do ponto C;, sdo conhecidas) ¢ dada por:

d(P,Co) = /(x = x0)% + (¥ — ¥0)? + (2 — 20)? (2.2.3)
Uma demonstragdo para a equagao 2.2.3 estd no apéndice A.

Se considerarmos o ponto Cy = (X, Yo, Zp) como sendo o centro de uma superficie esférica S

de raio r e o ponto P = (x,y, z) pertencente a superficie S, entdo temos:
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d(P,Co) = V(x —x0)>+ (¥ —y0)> + (z—zp)2 =1
Logo,
(x—%0)*+ (= y0)* + (z—2)* =71° (2.2.4)

A equacdao 2.2.4 ¢ chamada de equacgdo reduzida da superficie esférica S. Entretanto,

desenvolvendo os quadrados, obtemos:
x% = 2x9x + x02 + y% — 2y0y + Vo© + 2% — 229z + 24> — 12 = 0.
Fazendo,
A= =2x0;B=-2y;C=—-2zygeD = xy% + yo% + o> — 2, temos:
x4+ y2+z2+Ax+By+Cz+D =0 (2.2.5)
A equacdo 2.2.5 é chamada de equagdo geral da superficie esférica S.

Em particular, se o centro da superficie esférica S for a origem do sistema OXYZ (Figura 51),

sua equagdo reduzida fica,
x2+y%+2z%2=r? (2.2.6)
Figura 51 — Superficie esférica com centro na origem do sistema OXYZ.

0=1(0,00)
A=(x 0,0)

B=0y0
C=1(0,072

Fonte: Autores.



76

Observacao 2.2.1: A intersec¢dao do plano que contém os eixos OX e OY com a superficie

esférica ¢ o Equador (definicao 2.1.6 iii). O ponto P pertence a algum meridiano.

Os dois exemplos apresentados na sequéncia visam escrever as equacgoes reduzida e geral da

superficie esférica, conhecendo o seu centro e raio.

Exemplo 2.2.1: Escreva a equacdo reduzida da superficie esférica que tem centro no ponto

(1,2,-1) eraior = 2.
Resolucdo: Aplicando a equagdo (2.2.4) temos: (x — 1)% + (y — 2)? + (z + 1)? = 4.

Exemplo 2.2.2: Escreva a equacdo geral da superficie esférica que tem centro no ponto

(—=1,0,2)eraior = 1.

Resolucdo: Aplicando a equagdo (2.2.5) temos:

x> +y2+z°+Ax+By+Cz+D =0

onde,

A=-2(-1)=2;B=-2(0)=0,C=-2(2)=-4

c,

D=(-1D?+(0)2+2)?-(1)2?=14+0+4—-1=4.
Portanto, a equagdo geral é: x2 + y2 +z2 +2x —4z+4 =0

O exemplo 2.2.4 objetiva determinar o centro e o raio de uma superficie esférica por meio de
uma técnica chamada “completar quadrados”. Para aplicar tal técnica, a equacao da superficie

esférica deve estar escrita na sua forma geral, com intuito de reescrevé-la na forma reduzida.

Técnica de Completar quadrado: Completar quadrado € escrever uma expressdo do tipo
m? + 2 - bm, como: m? + 2 - bm = (m + b)? — b?. Porém, ha casos em que o fator “2” nfio

esta presente. Quando isso ocorrer, devemos fazer com que ele “apareca”.

Vejamos: m? + bm =m? + 2 - (g) m.

Portanto, m?> + bm = m? + 2 - (g)m = (m + g)z - (g)z.



Exemplo 2.2.3: Aplique a técnica de completar quadrado em cada caso:

a) m*+10m=m?+2-5m=(m+5)?—-52

o mvam = sz Q= (n 2 - = (n 43 -3

c) m*—-6m+1=m?+2-(-3m+1=(m-3)2-(-3)2+1=(m-3)>-38
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Exemplo 2.2.4: Determine o centro ¢ o raio da superficie esférica que tem equacdo

x2+y?+2z2-2x+2y—2z2-6=0

Resolucio: Neste caso vamos completar quadrados. Vejamos:

x2=2x+y*4+2y+2z2—2z=x>+2-(-Dx+y*+2-1y+z>+2-(-1)z=6

Entio,
-D*-(D*+ @+ 1D -+ -1D*-(-1D*=6
S>@-1)2+@+D2+@Z-1D2-1-1-1=6
>@x-1D2+@+1D2+(z—-1)2%=9

Dai, temos que o centro é o ponto (1,—1,1)e, 72 =9 =>r = 3.

O exemplo a seguir ¢ uma aplicacdo direta da equagao reduzida de uma superficie esférica.

Exemplo 2.2.5: Escreva a equacdo reduzida da superficie terrestre considerando que o seu

centro ¢ a origem do sistema OXYZ.
Resolucio: O centro ¢ o ponto (0,0,0) eoraioér = 6370 km.
Logo, a equagio procurada é: x? + y2 + z2 = 63702,

Na sequéncia apresentamos duas atividades propostas.

A primeira tem como objetivo escrever a equacdo geral da cada superficie esférica

conhecendo o centro e o raio. A pratica desta atividade vai favorecer a compreensao e o

desenvolvimento dos exemplos e atividades propostas do Capitulo III sobre o GPS.

A segunda tem por objetivo determinar o centro e o raio das superficies esféricas aplicando a

técnica de completar quadrados. Entretanto, esta atividade também pode ser resolvida
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comparando cada equacao dada com a equagao 2.2.5 a fim de se determinar os coeficientes A,

B,CeD.

Atividade proposta 2.2.1: Escreva a equagao geral de cada uma das superficies esféricas a

seguir:

a) Si: centro (1, 2, 3) e raio 4.

b) S,: centro (—1,0,1) e raio 7.
c) S3: centro (0, 2, —2) e raio 10.
d) S,: centro (3,—1,1) e raio /5.
e) Ss: centro (5, 3, 1) e raio V11.

Atividade proposta 2.2.2: Determine o centro e raio de cada superficie esférica abaixo:

Sugestao: Complete quadrados.

a) Siix?+y?+2z2-2z—1=0.

b) Sp:x?+y2+z2—2x—4y—6z+9=0.
c) Sy:x?+y2+22—-2x+2y+2z=0

d) Sp:x?+y2+z2—6x+2y—4z—2=0
e) Se:x?+y2+z24+4x—4y—-2z—16=0

2.3  Coordenadas Geograficas:

A partir daqui, vamos adotar um sistema de coordenadas que possibilita determinar a
localizagdo de qualquer ponto ou uma regido sobre a superficie da Terra. Tal sistema ¢
denominado Sistema de Coordenadas Geograficas. Nesse sistema as coordenadas sdo

latitude e longitude.

Para fins didaticos, usamos a expressao globo terrestre para representar a superficie da
Terra. Inicialmente, vamos considerar o sistema OXYZ. A Figura 52 ¢ uma representacdo do

globo terrestre cujo centro € a origem do sistema OXYZ.
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Figura 52 — Globo Terrestre cujo centro ¢ a origem do sistema OXYZ.

Polo Norte O=(000
A=1(x 0 0)
B=(0,v0)

Paralelo €=0.102

Meridiano de Greenwich

Equador

Polo Sul

Fonte: Autores.

Na sequéncia apresentamos algumas defini¢des pertinentes ao estudo da localizagdo “lugar”

de um ponto ou uma regido sobre o globo terrestre, como latitude e longitude.

Definicao 2.3.1 — Meridiano de Greenwich: E o meridiano mais notéavel e ¢ definido como o

primeiro meridiano — meridiano principal.

Tal nome deve-se ao fato deste meridiano passar por uma localidade proxima da cidade de
Londres — Inglaterra, onde ha um observatério astrondmico. Este meridiano também ¢
utilizado como referéncia para estabelecer a relagdo entre os fusos horarios em qualquer lugar

do globo terrestre.

Definicdo 2.3.2 — Latitude: A latitude de um ponto P ¢ a medida (¢ em graus) do arco de

meridiano que passa por P situado entre o paralelo que contém P e o Equador.

A definigao 2.3.2 pode ser interpretada da seguinte maneira: Considere um meridiano
arbitrario. Sua intersec¢ao com o Equador ¢ um ponto R (Figura 52), por exemplo. Tome
outro ponto P (distinto de R) sobre tal meridiano. A medida (em graus) do arco PR ¢ a
latitude do ponto P. Conforme a Figura 52, o arco citado na defini¢do 2.3.2 é o arco PR que

estd associado ao angulo central ¢. A latitude se expressa em graus, minutos e segundos



80

(g'm’s"). Ela é medida de 0° a 90° norte (N) ou de 0° a 90° sul (S). Para fins de calculos
futuros, a parte norte (N) € positiva e a parte sul (S) ¢ negativa, respectivamente, acima e

abaixo da linha do Equador.

Definicao 2.3.3 — Longitude: A longitude de um ponto P ¢ a medida (6 em graus) do arco de
paralelo que passa por P situado entre o meridiano que contém P e o meridiano de

Greenwich.

A defini¢ao 2.3.3 pode ser interpretada da seguinte maneira: A longitude de um “lugar” ¢ o
angulo medido ao longo do Equador da Terra, tendo origem na interseccdo do meridiano de
Greenwich com o Equador, e extremidade em outro meridiano que também se intersecta com
o Equador. Conforme a Figura 52, o arco citado na defini¢do 2.3.3 ¢ o arco PH que estd

associado ao angulo central 6.

Podemos notar também que o arco GR (Figura 52) contido no Equador também estd associado
ao angulo 6, que ¢ o angulo do fuso esférico determinado pelo meridiano de Greenwich e o
meridiano que contém o ponto P. A longitude se expressa em graus, minutos e segundos
(g'm’s"). Ela é medida de 0° a 180° leste (E) ou de 0° a 180° oeste (W). Para fins de calculos
futuros, a parte leste (E) € positiva e a parte oeste (W) € negativa, respectivamente, a direita e

a esquerda do meridiano de Greenwich.

Com base nas trés definigdes anteriores, a Figura 53 representa o globo terrestre com suas
linhas de latitude e longitude, destacando o Equador e o meridiano de Greenwich (Prime
Meridian).

Figura 53 — Linhas de Latitude e Longitude.

Fonte: <http://static.yousaytoo.com/post_images/37/2e/61/9143452/remote_image 96447bfafe.jpg> Acesso em
04/12/2012.


http://static.yousaytoo.com/post_images/37/2e/6f/9143452/remote_image_96447bfafe.jpg
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O exemplo a seguir apresenta latitudes e longitudes de algumas cidades situadas nos

hemisférios Norte e Sul e, também, Leste e Oeste do meridiano de Greenwich.

Exemplo 2.3.1: Latitudes e Longitudes de algumas cidades:

Cidade Latitude Longitude
Foz do Iguacu — Brasil 25°32'S = —25°32' 54°35'W = —54°35'
Maring4 — Brasil 23°25'S = —23"25’ 51°56'W = —51°56
Londrina — Brasil 23°18'S = —23°18’ 51°11'W = —51°11'
Lisboa — Portugal 38°43'N = +38°43’ 9°9'W = —9°9
Berlim — Alemanha 52°31'N = +52°31’ 13°24'E = +13"24'
Toquio — Japdo 35°41'N = +35741’ 139°42'E = +139742’

Observacao 2.3.1: Tanto a latitude quanto a longitude, podem ser obtidas apenas em graus,

pois, valem as seguintes relacdes:

o 1° corresponde a 60’;

. 1’ corresponde a 60”

O exemplo a seguir tem por objetivo escrever o angulo dado somente em graus.
Exemplo 2.3.2: Transforme 20°45’ em apenas graus.

Resoluc¢do: Como 1° corresponde a 60’, entdo 45’ corresponde a 0,75°.

Logo, 20°45’ = 20,75°.

Dica: Para transformar segundos em minutos € minutos em graus, divide-se por 60, caso

contrario multiplica-se por 60.

Nas secoes 2.2 e 2.3 definimos as coordenadas cartesianas no espago e as geograficas de um
ponto P que pertence a superficie terrestre. Assim, na proxima se¢do vamos relacionar tais

coordenadas.

2.4  Relacao entre coordenadas cartesianas e geograficas

Podemos relacionar as coordenadas cartesianas com as coordenadas geograficas? Sim.
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Para isso, vamos considerar o sistema OXYZ (Figura 52) tal que o centro do globo terrestre
coincida com a origem O, o eixo OZ positivo com dire¢ao para o polo norte (N), o plano OXY
sendo o plano que contém o Equador, o eixo OX positivo intersectando o meridiano de
Greenwich e o eixo OY positivo intersectando o meridiano de longitude 90° E, isto ¢, 90° a

leste do meridiano principal.

Quando o ponto P = (x,y,z) esta sobre a superficie terrestre os angulos ¢ e 6 (Figura 52)

sdo respectivamente a latitude e longitude do ponto P.

Agora, se considerarmos o tridngulo retdngulo OPC (Figura 52), temos que
r =./x% + y? + z2 (equagdo 2.2.2).

Aplicando a razdo trigonométrica cosseno, temos:

cos(90° — ) = o= == 2.4.1)

Como cos(90° — @) = c0os90°cos¢p + sen90°sengp = sen¢g, obtemos:
seng = f =z = rseng (2.4.2)

Por meio da equagdo (2.4.3), ¢ assume um unico valor entre 0° ¢ 90° quando z > 0 e um
unico valor entre —90° e 0° quando z < 0. No primeiro caso a latitude do ponto P ¢ (¢)

“Norte” e, no segundo & (—¢) “Sul”.

A latitude do ponto P ¢ dada por:

@ = arcsen G) = arcsen (\/ﬁ) (2.4.3)

Quando z = 0, a latitude do ponto P serd ¢ = 0°, isto €, o ponto P estara sobre a linha do

Equador.

Agora, vamos considerar o tridngulo retangulo OAQ (Figura 52) e, aplicar as razodes

trigonométricas seno e cosseno.

Temos:

_4 _ v
senf = 00" Tot 2.4.4)



83

0OA x
cosf = — =

OQ lx2+y2

(2.4.5)

Por meio das equagdes (2.4.6) e (2.4.7), 8 assume um tUnico valor entre 0° e 180° quando
y > 0 e um Unico valor entre —180°¢ 0° quando y < 0. No primeiro caso a longitude do

ponto P ¢ (8) “Leste” e, no segundo é (—6) “Oeste”.

A longitude do ponto P ¢ dada por:

0 = arcsen (\/%yz) (2.4.6)
e)
0 = arccos (\/%3,2) (2.4.7)

Observacio 2.4.1: Para a longitude ser determinada quando sdo conhecidas as coordenadas x
e y, as equacdes (2.4.6) e (2.4.7) devem ser satisfeitas. Os valores de ¢ (equagdo 2.4.3)e 6

(equagoes 2.4.6 e 2.4.7) podem ser obtidos por meio de uma calculadora eletronica que

1

. ~ . =1 —
disponha das fungdes “sin = = arcsen" e “cos™" = arccos".

Vamos considerar agora o triangulo retangulo OQP (Figura 52). Aplicando nele a razao

trigonométrica cosseno, temos:

cosp =22 =2 o T4 y7 = reosp (24.8)

opP

Combinando as equagdes (2.4.4) e (2.4.8), obtemos:
y = rcosgpsenf (2.4.9)
Por outro lado, combinando as equacdes (2.4.5) e (2.4.8), obtemos:
X = rcos@cosl (2.4.10)

Portanto, as coordenadas cartesianas e geograficas relacionam-se por meio das seguintes

equacoes:

Z =rseng (2.4.2)
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y = rcospsend (2.4.9)

X = rcos@cost (2.4.10)

Logo, um ponto P do espaco e que pertenga a superfpicie terrestre pode ser escrito assim:
P = (x,y,z) = r(cospcos0O, cospsend, senp) (2.4.11)

onde, @ e @ sdo respectivamente a latitude e a longitude do ponto P e, r = 6,37 - 10°m o raio

da Terra.

Observacdo 2.4.2: Conhecendo as coordenadas cartesianas de um ponto P = (x,y,z)

qualquer do espago e aplicando-as em \/m , tal que o valor obtido seja maior do
que o raio da Terra, entdo a diferenga entre o valor encontrado e o raio da Terra ¢ chamada de
altitude ou elevacio do ponto P. Caso a diferenca seja nula, entdo dizemos que a altitude ¢
nula, isto €, o ponto esta ao nivel do mar. Se a diferenca for negativa o ponto esta no interior

do globo terrestre.

Os dois proximos exemplos tem por objetivos relacionar as coordenadas cartesianas de um

ponto do espaco com as coordenadas geograficas e vice-versa.

Exemplo 2.4.1: Vamos determinar a latitude, a longitude e a elevagdo de um ponto P cujas

coordenadas cartesianas sdao dadas por:
P = (3,6678 - 10°m, —4,5587 - 10°m, —2,5199 - 10°m).
Resolucio:

Lembre-se que o modelo adotado para representar a superficie terrestre ¢ uma superficie

esférica de raior = 6370 km = 6,37 - 10°m.

. y ~ . y _ zZ
A latitude ¢ dada pela equagdo (2.4.3), isto &, ¢ = arcsen (—m>

Entao,

(~2,5199-10%m) )

—_ o — o !
J(3,6678:106m)2 +(—4,5587-106m)2+(-2,5199-106m)2) 23,30 23°18'S.

QY = arcsen(
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A longitude ¢ dada pelas equagdes 2.4.6 ¢ 2.4.7. Como o valor da coordenada y ¢ menor do

que zero entdo @ sera negativo, isto ¢, longitude Oeste (W).
Neste caso, vamos aplicar os dados na equagdo (2.4.6), uma vez que cos6 = cos(—6).
Entao,

(—4,5587-10%m)
\/(3,6678:106m)2+(—4,5587-106m)2

6= arcsen( ) = —51,18° = 51°11'W.

Calculando a elevagdo do ponto P:

\/(3,6678 - 10°m)? + (—4,5587 - 10°m)? + (—2,5199 - 10°m)? = 6370589 m.
Entdo, a elevacao ¢ dada por:
6370589 m — 6,37 - 10°m = 589 m.

Portanto, consultando o exemplo 2.3.1 temos que ponto P esta localizado na cidade de

Londrina a uma altitude de 589 m.

Exemplo 2.4.2: Determine as coordenadas cartesianas de um ponto sobre a superficie do

globo terrestre que tem latitude 30° S e longitude 50° W.

Resolucdo: Como o ponto P estd sobre a superficie do globo terrestre, vamos utilizar a
equagdo (2.4.11), isto é, P = (x,y,z) = r(cospcosh, cospsend, seng), onde r ¢ raio da

Terra, ¢ ¢ latitude e 8 a longitude.

Entao,

P = 6,37 - 10°m(cos (—30°)cos (—50°), cos (—30°)sen(—50°), sen(—30°))
Portanto,

P = (3545990,443 m,—4 225 946,850 m,—3 185 000 m).

As atividades a seguir tem por objetivos fixar o conceito e o procedimento de como se obter
as coordenadas geograficas conhecendo as coordenadas cartesianas de um ponto. Salientamos
para que as atividades sejam realizadas, o professor e os alunos devem fazer uso de

calculadoras e softwares capazes de realizar calculos como aqueles apresentados no exemplo
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2.4.1. E, para finalizar as atividades, uma pesquisa deve ser realizada, por exemplo, em um
atlas geografico ou em um sitio da internet que fornega recursos para informar com maior

precisdo os locais em que se encontram tais pontos.

Atividade proposta 2.4.1: Dadas as coordenadas cartesianas do  ponto
P = (1741705m,—6 108 639m, 511 523m), determine a latitude, a longitude e a altitude
do ponto P. Considere o raio da superficie terrestre igual a 6,37 - 10°m e, para finalizar,

pesquise qual ¢ a cidade e o pais onde esta localizado tal ponto.

Atividade proposta 2.4.2: Joaquim, um pescador, encontrou nas quinquilharias de seu pai
um mapa que informa a posi¢do de um excelente ponto de pescaria. Segundo o mapa este

ponto tem as seguintes coordenadas cartesianas:
P = (4208636,187m,—4 779 363,066m, —148 223,252m).

Ajude Joaquim a encontrar este local de pescaria por meio das coordenadas geograficas.
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CAPITULO III - APLICACOES DA GEOMETRIA ESFERICA

3.1 Navegando sobre a superficie terrestre

A Geometria esférica ¢ usada por pilotos de aeronaves e capitdes de navios que navegam ao
redor do planeta. Porém, ao se trabalhar com a Geometria Esférica surgem resultados nao
intuitivos como, por exemplo, escolher a menor rota entre duas localidades do globo terrestre.
Sabemos (defini¢do 2.1.14) que tal rota deve ser o menor arco de circunferéncia maxima que

passa por tais localidades.

Vocé sabia que a menor distancia para voar de Porto Principe, no Haiti para Manila, nas Ilhas
Filipinas ¢ um caminho através do Alasca? As Ilhas Filipinas estdo ao Sul do Haiti, desta
forma, voar ao Norte (Alasca) ¢ o menor caminho, pois, pelo Porto Principe, pelo Alasca, e
pela Manila passa um menor arco de circunferéncia maxima comum a estas trés localidades
(Figura 54).

Figura 54 — Menor distancia entre Porto Principe e Manila.

Manila - Filipinas

Porto Principe - Haiti

Fonte: <http://www.professores.uff.br/hjbortol/arquivo/2006.1/applets/earth _br.html> Acesso em 22/01/2013.


http://www.professores.uff.br/hjbortol/arquivo/2006.1/applets/earth_br.html
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Outra situacdo semelhante ¢ viajar, por exemplo, de Butler Manor Woods, Ilha de Staten,
Nova York, EUA para Montecarmelo, Madrid, ESP que estdo localizados praticamente sobre

o mesmo paralelo de latitude 40°30° = 40,5°.
Figura 55 — Montecarmelo (A) e Butler Manor Woods (B).

f‘u-.r-"

Portugal ™

Fonte: <http://maps.google.com.br> Acesso em 14/01/2013.

Para fins de ilustragdo vamos considerar que tais localidades pertencam ao mesmo paralelo.
Logo, a rota mais curta nao ¢ aquela direta, isto ¢, viajar ao longo do mesmo paralelo, mas

sim aquela ao longo do menor arco de circunferéncia maxima conforme a Figura 56.

Figura 56 — Distancia entre Butler Manor Woods e Montecarmelo.

45 L

e

Fonte: Mlodinow (2005, p. 139).


http://maps.google.com.br/
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Os resultados que sdo apresentados a seguir nos possibilitam relacionar qualquer arco de
paralelo ao seu correspondente no Equador (se¢do 3.2) e, principalmente, calcular a menor

distancia entre quaisquer dois pontos distintos sobre a superficie terrestre (se¢ao 3.3).

3.2 Relaciao entre um arco de paralelo e seu correspondente no Equador

Inicialmente vamos considerar a Figura 57 que representa o globo terrestre.

Figura 57 — Relacdo entre o arco de paralelo PQ e o arco AB do Equador.

Paralelo de latitude g,

Equador

S

Fonte: Autores.

Do triangulo OCQ retangulo em C e aplicando a razdo trigonométrica seno, temos:

med(CQ)
sen(90° — @) = [cos(¢)] = med(00)
= med(CQ) = med(0Q) X cos () (3.2.1)

Por outro lado,

med(arco PQ) med(CQ) med(CQ)
med(arco AB)  med(0OB) med(0Q)

med(arco AB) X med(CQ)

= med(arco PQ) = med(00) (3.2.2)
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Observacio 3.2.1: A medida de um arco na superficie esférica significa calcular a distancia

entre os pontos extremos deste arco.
Combinando as equagdes (3.2.1) e (3.2.2), obtemos:
med (arco PQ) = med(arco AB) X cos(¢) (3.2.3)

A equagdo (3.2.3) nos diz que conhecendo a latitude ¢ de um paralelo, podemos determinar a
medida de um arco deste paralelo conhecendo a medida de um arco corresponde no Equador

e, vice-versa.

Podemos notar que o comprimento do arco AB (arco contido no Equador) esta associado a
uma variacdo de longitude, isto €, A0 = Ofinq; — Oiniciqr- Vamos considerar como longitude
inicial aquela mais ao Oeste (W) e como longitude final aquela mais ao Leste (E), uma vez
que o movimento de rotagdo em torno de seu eixo ¢ da esquerda para a direita, isto ¢, do Oeste

para o Leste.

Mas, afinal, qual ¢ o comprimento do arco AB? Como o arco AB estd contido em uma

circunferéncia maxima, o Equador, seu comprimento ¢ dado pela seguinte relacao:

med(arco de Equador) A

2nr 360
= med(arco de Equador) = M
360
onde, r € o raio da Terra.
Entdo, pelo exemplo 2.1.11, temos que:
med(arco de Equador) = 111,17 x A8 (3.2.4)

A unidade para a equagdo (3.2.4) ¢ o quilometro (km). Na verdade, esta equacdo possibilita

calcular a distancia entre dois pontos distintos que estao sobre o Equador.

Um raciocinio andlogo no que tange a distancia entre dois pontos distintos que estao sobre um

mesmo meridiano. Com isso, temos:

med(arco de meridiano) = 111,17 X Ag (3.2.5)



91

Logo, substituindo a equacao (3.2.4) na equagao (3.2.3) temos:
med(arco PQ) = 111,17 x A6 X cos(¢) (3.2.6)

Portanto, conhecendo a latitude de um paralelo e as longitudes dos extremos de um arco deste
paralelo, podemos calcular o comprimento deste arco, isto ¢, calcular a distancia entre os

extremos deste arco por meio da equagao (3.2.6).

Os quatro exemplos da sequéncia tem por objetivos mostrar como se obtém a distancia entre
dois pontos que se encontram na linha do Equador, ou em um mesmo meridiano, ou em um

mesmo paralelo.

Exemplo 3.2.1: Suponha que um navio mantenha sua rota navegando em um paralelo de
latitude 30° S e, seus pontos de partida e chegada tem, respectivamente, as seguintes

longitudes: 45° W e 15° W. Calcule quantos quildmetros o navio ird navegar.
Resoluc¢ido: Queremos determinar o comprimento do arco de paralelo, onde:
A latitude do navio € 30° S, ou seja, ¢ = —30°.

A longitude inicial do navio ¢ 45° W, ou seja, 8 = —45°.

A longitude final do navio ¢ 15° W, ou seja, 8 = —15°.

A8 = Ofinai — Oiniciar = —15° — (—45°) = 30°.

Logo, aplicando a equagao (3.2.6), temos:

med(arco) = 111,17 x 30 X cos(—30°) = 2 888,28.

Portanto, o navio navegard 2 888,28 km.

Exemplo 3.2.2 [Extraido e adaptado de Coutinho (2001)]: Um navio cargueiro transatlantico,
sob os comandos do capitdo André, percorre 5 000,4 km sobre o Equador, enquanto outro
navio de cruzeiro sob os comandos do Capitdo Hércules cobre o correspondente arco no

paralelo de latitude 60°. Determine a distancia percorrida pelo navio de cruzeiro.
Resolucio: Neste caso aplicar-se-a a equagao (3.2.3).

Logo, a distdncia percorrida = 5 000,4 km X cos(60°) = 2 500,2 km.
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Exemplo 3.2.3 [Extraido de Alves (2009)]: As cidades de Quito, Equador, ¢ Entebe, em
Uganda, estdo ambas sobre o a linha do Equador. A longitude de Quito ¢ 79° W enquanto que

a de Entebe é 32° E. Assim, determine a distancia entre elas.
Resolucio: Vamos aplicar os dados na equagao (3.2.4).

A longitude de Quito € 79° W, ou seja, 8 = —79°.

A longitude de Entebe ¢ 32° E, ou seja, 8 = +32°.

A = +32°—(=79°) = 111°.

Logo, med(arco de equador) = 111,17 x 111 = 12 339,87
Portanto, a distancia entre Equador e Entebe ¢ 12 339,87 km.

Exemplo 3.2.4 [Extraido de Alves (2009)]: As cidades de Curitiba e Goiania estdo localizadas
sobre o mesmo meridiano (49° W) e suas latitudes sdo respectivamente 26° S e 17° S. Assim,

determine a distancia entre elas.

Resoluc¢do: Vamos aplicar os dados na equagao (3.2.5).

A latitude de Goiania ¢ 17° S, ou seja, ¢ = —17°.

A latitude de Curitiba € 26° S, ou seja, ¢ = —26°.

Ap = —17°— (—=26°) = 9°.

Logo, med(arco de meridiano) = 111,17 X 9 = 1 000,53
Portanto, a distancia entre Curitiba e Goiania ¢ 1 000,53 km.

Os exemplos acima mostram como se calcula a distancia entre dois pontos da superficie
terrestre que se encontram no Equador, ou no mesmo meridiano ou no mesmo paralelo.
Assim, a proxima atividade tem por objetivo calcular o comprimento de uma circunferéncia

maxima da superficie terrestre.

Atividade proposta 3.2.1: Qual ¢ o comprimento do Equador terrestre?



93

3.3  Férmula fundamental para triingulos esféricos

Na sequéncia, vamos apresentar ¢ demonstrar a formula mais importante para a resolucao de
triangulos esféricos. Ela ¢ conhecida como formula fundamental ou formula dos quatro
elementos, pois, por meio dela ¢ possivel calcular a medida de um lado, conhecendo as

medidas dos outros dois e o angulo compreendido entre eles.

Na Geometria Euclidiana este fato se resolve aplicando a conhecida lei dos cossenos, isto €,
a? = b% + c? — 2bc X cosA. Entretanto, em um tridngulo esférico ABC de lados a, b e ¢

(medidos em graus), vale a relagdo:
cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b)sen(c)cos (A)

Na formula fundamental os lados a, b e ¢ do tridngulo esférico ABC ndo sdo vistos como os
comprimentos de arcos de circunferéncia méxima, mas como as respectivas medidas em graus

que determinam os comprimentos de tais arcos, conforme o exemplo 2.1.11.

Para demonstrarmos a férmula fundamental, vamos inicialmente considerar a Figura 58,
baseada em Hogben (1970), que apresenta uma superficie esférica S de centro O e raio r e,
contém um tridngulo esférico ABC de lados a, b e c, formado pelas interseccdes de trés

circunferéncias maximas.

Figura 58 — Demonstra¢do da féormula fundamental — parte espacial.

A

Fonte: Hogben (1970).
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As retas AP e 716 sdo tangentes a superficie esférica S e concorrem no ponto A. Isso quer
dizer que os segmentos de reta AO e AP e, AO e AQ sdo, respectivamente, perpendiculares. A
intersec¢ao da reta m com a reta que passa pelos pontos O e B, obtém-se o ponto Q. J& a
intersec¢ao da reta AP com a reta que passa pelos pontos O e C, determina o ponto P. Note
que os pontos O, A, P ¢ Q sdo os vértices de uma piramide triangular. Para tornar mais
didatica a nossa demonstracdo, o proximo passo ¢ planificar tal piramide (Figura 59), pois,

com isso, aplicaremos algumas regras de resolugdo dos tridngulos planos.

Figura 59 — Demonstracao da formula fundamental — parte planificada.

A

Fonte: Hogben (1970).

Os tridngulos OAP e OAQ sao retangulos em A. Dai, temos:

A0
cos(b) = 55 (3.3.1)
AP
sen(b) = 55 (3.3.2)
= 40 3.3.3
cos(c) = QIO (3.3.3)
sen(c) = g:g (3.3.4)
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P02 = 407 + AP> (3.3.5)
Q0% = A0? + AQ? (3.3.6)
Somando as equagdes (3.3.5) e (3.3.6) e reorganizando, obtemos:
2407 = (P02 — AP?) + (Q0? — AQ?) (33.7)
Agora, aplicando a lei dos cossenos nos triangulos PQO e PQA, temos:
PQ? = P0% + Q0% — 2 PO x QO X cos (a) (3.3.8)
PQ? = AP? + AQ? — 2 AP X AQ X cos (A) (3.3.9)
Fazendo (3.3.8) — (3.3.9), obtemos:
0 = (PO% —AP?) + (Q0? — AQ%) — 2P0 x QO x cos(a) + 2 AP x AQ X cos (4)
Entao,
2P0 x QO X cos(a) = (PO? — AP?) + (Q0% — AQ?) + 2 AP x AQ x cos(A)
Substituindo a equacao (3.3.7) na equagdo acima, temos:

2P0 x QO x cos(a) = 240% + 2 AP X AQ x cos(4) (3.3.10)

Agora, dividindo a equagdo (3.3.10) por (2 PO x Q0), obtemos:

cos(a) = X — x cos(4) (3.3.11)

3|3
X
SE
+
S
QI
SBS

E, finalmente substituindo as equag¢des (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3) e (3.3.4) na equacdo (3.3.11),

obtemos a formula fundamental para tridngulos esféricos:
cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b)sen(c) cos(A) (3.3.12)

O exemplo a seguir mostra detalhadamente uma aplicagcdo da formula fundamental.
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Exemplo 3.3.1: [Adaptado de Hogben (1970)]. A cidade de Kingston, Jamaica, tem as
seguintes coordenadas geograficas: latitude 18°5° N e longitude 76°58° W, enquanto que a
cidade de Bristol, Inglaterra, tem latitude 51°26 " N e longitude 2°35° W. De posse dos dados,

determine a distancia entre Kingston e Bristol.

Resolucio: Vamos considerar o globo terrestre (Figura 60), onde o vértice A do tridangulo
esférico ABC coincide com o polo Norte. Esta escolha justifica-se, pois, conhecendo as
latitudes e longitudes dos pontos B ¢ C nos possibilita determinar os valores de b ¢ ¢ e do

angulo A.

Figura 60 — Distancia entre Kingston e Bristol.

Polo Norte

Bristol

Kingston

Equador

g

Fonte: Autores.

Como o arco AD tem 90° e o arco BD tem 51°26° (latitude de Bristol), entdo
c =90° — 51°26° = 38°34'. Analogamente, temos b = 71°55". O angulo A est4 associado
ao arco DE. Entdo, para determina-lo, basta fazer a diferenca entre as longitudes, isto €,
A = —-2°35"— (=76°58") = 76°58" — 2°35 = 74°23". Agora é s6 aplicar os dados na

formula fundamental.
Entao,

cos(a) = cos(71°55") cos(38°34") + sen(71°55")sen(38°34") cos(74°23")
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= cos(a) = 0,40223
= a = arccos(0,40223) = 66,28°

Como 1° de circunferéncia maxima corresponde a 111,17 km na superficie terrestre
(exemplo 2.1.11), temos que: a = 66,28 X 111,17 km = 7 368, 35 km. Portanto, a distancia

entre Kingston e Bristol ¢ aproximadamente de 7 368, 35 km.

Porém, com o intuito de usarmos apenas as latitudes e longitudes de dois pontos distintos e,
sem que haja a necessidade de fazer as subtragdes como aquelas feitas para os arcos de
meridiano b ¢ ¢ no exemplo 3.3.1, vamos considerar, a partir daqui, que o vértice A do
tridangulo esférico ABC construido para a férmula fundamental coincida, por exemplo, com o

polo Norte. Com isso, temos a Figura 61.

Figura 61 — Triangulo esférico com um vértice no polo norte.

Polo Norte
A=N

5
Polo Sul

Fonte: Autores.

Pela Figura 61 temos que a latitude do ponto B é dada por lat.1 e a latitude do ponto C ¢
dada por lat. 2. Ja o angulo A é dado pelas diferencas de longitudes dos pontos B e C, onde,

long.1 ¢ a longitude de B e long. 2 ¢ a longitude de C.



Agora, vamos considerar as seguintes equagoes:
cos(b) = cos(90° — lat.2) = sen(lat.2)
sen(b) = sen(90° — lat.2) = cos(lat.2)
cos(c) = cos(90° — lat.1) = sen(lat.1)
sen(c) = sen(90° — lat.1) = cos(lat. 1)

Sugestao: use o cosseno e o seno da diferenca para prova-las.

98

(3.3.13)
(3.3.14)
(3.3.15)

(3.3.16)

Logo, como a representa em graus a distancia entre os pontos B e C, a formula fundamental

fica representada pela equacgao (3.3.17):

cos(dist.) = sen(lat.1) sen(lat.2) + cos(lat.1)cos(lat.2) cos(long.1 — long.2)

Com a equagao (3.3.17) podemos calcular qualquer distancia entre dois pontos distintos sobre

a superficie terrestre. Para isto, basta conhecer as latitudes e as longitudes dos pontos.

Assim, o proximo exemplo apresenta as latitudes e as longitudes de duas capitais de estados

brasileiros e das capitais dos Estados Unidos e da Espanha. Logo, de posse de tais

coordenadas geograficas, a distancia entre Curitiba e Washington (Figura 62) sera calculada

aplicando-se a equacdo 3.3.17.

Exemplo 3.3.2: Dadas as latitudes e longitudes das seguintes cidades:

Latitude Longitude
Curitiba — Brasil 25,43°S = 25°26’S 49,27°W = 49°16°'W
Rio de Janeiro - Brasil 2290°S = 22°54°S 43,20°W = 43°12°W
Washington — EUA 38,90°N = 38°54'N 77,04°W = 77°02°W
Madrid - Espanha 40,42°N = 40°25’'N 3,70°W = 3°42°W




Figura 62 — Rio de Janeiro — Madrid e Curitiba — Washington.

—‘.

Washingron(Estados Unidos)

Curitiba(Pazand (Brasil)

Fonte: <http://www.professores.uff.br/hjbortol/arquivo/2006.1/applets/earth _br.html> Acesso em 13/01/2013.

Responda os seguintes itens:

a) Determine a distancia entre Curitiba e Washington;
b) Determine a distancia entre Rio de Janeiro e Madrid;
c) Determine a distancia entre Curitiba e Rio de Janeiro;
d) Determine a distancia entre Madrid e Washington;

Resolucio: item (a):

Vamos aplicar os dados na equacao (3.2.17).

Inicialmente faremos: long.1 — long.2 = —49,27° — (=77,04°) = 27,77°.

Logo,

cos(dist.) = sen(—25,43°) sen(+38,90°) + cos(—25,43°)cos(+38,90°) cos(27,77°)
Entdo, cos(dist.) = 0,35223

Logo, dist.= arccos(0,35223) = 69,36°.

Entdo, a dist.= 69,36 x 111,17 = 7 710,75

Portanto, a distancia entre Curitiba e Washington ¢ aproximadamente 7 710,75 km.
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Os demais itens podem ser resolvidos usando a mesma ideia.

Sugerimos que o leitor acesse a Home Page’ do professor Humberto José Bortolossi da
Universidade Federal Fluminense — UFF. La ha varios trabalhos e, um deles ¢ um Applet
JAVA intitulado "Latitude e Longitude: Representando Pontos na Superficie da Terra”. Ele
permite esclarecer o conceito de latitude e longitude, bem como visualizar os varios
elementos geograficos do globo terrestre e, também, ¢ possivel calcular a distdncia entre

algumas principais cidades do mundo.

Outra Home Page que sugerimos é a National Weather Service™. Neste sitio é possivel
calcular a distancia entre quaisquer duas localidades do globo terrestre. Para isto, basta apenas

informar as latitudes e longitudes de tais localidades e solicitar o calculo.

Também sugerimos a Home Page Satellite Signals® que ¢ um sitio de busca para latitudes e
longitudes e, acompanha um mapa de visualizagdo para refinar a precisdo das coordenadas

geograficas.

Sugerimos ao professor que desenvolva com os alunos todos os itens do exemplo 3.3.2, de
trés maneiras diferentes, isto ¢, aplicando os dados na equagdao 3.3.17, consultando e
explorando o applet do professor Bortolossi e, também, fazendo os calculos por meio do sitio
National Weather Service. Apds estas trés etapas, uma discussao deve ser realizada com os

alunos acerca dos resultados obtidos.

Com os resultados elencados até aqui, apresentamos na sequéncia, trés atividades propostas

que tém por objetivo determinar a distancia entre duas localidades do globo terrestre.

A primeira tem o intuito de comprovar os dados informados pela Figura 56. Pode ser
verificado por meio da equagdo 3.3.17 ou pelo recurso de calculo disponibilizado no sitio

National Weather Service.

A segunda tem o objetivo de calcular a menor distancia entre as localidades informadas. Para
isto deve-se realizar uma pesquisa, por exemplo, por meio do sitio Home Page Satellite

Signals, com o intuito de conhecer as coordenadas geograficas de cada local.

* Disponivel em: <http://www.professores.uff.br/hjbortol/> Acesso em: 13/01/2013.
** Disponivel em: <http://www.nhc.noaa.gov/gccalc.shtml> Acesso em: 16/01/2013.
*! Disponivel em: <http://www.satsig.net/maps/lat-long-finder.htm> Acesso em 16/01/2013.


http://www.professores.uff.br/hjbortol/
http://www.nhc.noaa.gov/gccalc.shtml
http://www.satsig.net/maps/lat-long-finder.htm
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A terceira representa uma situa¢do de guerra, onde um missil deverd ser langado por um
submarino. Para isso, deve-se determinar a distancia entre o submarino e o alvo. Ainda, nesta
atividade, a direcao de lancamento do missil também devera ser determinada aplicando a Lei

dos senos para tridngulos esféricos.

Atividade proposta 3.3.1: Verifique que a menor distancia entre Butler Manor Woods
(Latitude: 40,5° N, Longitude: 74,225° W) e Montecarmelo (Latitude: 40,5° N, Longitude:
3,7°W) ¢ aproximadamente 3599 milhas conforme a Figura 56. Sugestao: Aplique as

equagoes (3.2.6) e (3.3.17) e, use a seguinte correspondéncia: 1 milha = 1,609 km.

Atividade proposta 3.3.2: Consultando latitudes e longitudes como, por exemplo, na Home
Page Satellite Signals, calcule as distancias que, navegando sobre arcos de circunferéncias
maximas, os navios tém de percorrer para ir do porto de (a) Paranagud — PR ao porto da
Cidade do Cabo — Africa do Sul (b) Itajai — SC ao porto de Namibe — Angola (c) Natal — RN
ao porto de Aveiro — Portugal. Os calculos com manobras para entrar e sair dos portos nao

devem ser considerados.

Observacdo 3.3.1: Na navegacdo maritima ou aérea ¢ comum a utilizagdo do termo
ortodromia (Figura 63), que significa o0 menor arco de circunferéncia méxima que passa por
dois pontos distintos na superficie da Terra. H4 também, o termo /oxodromia, cujo significado
¢ uma curva que forma um angulo constante com todos os meridianos que intersecta. Esta

curva apresenta-se como uma espiral que tende para o polo (Figuras 63 e 64).

Figura 63 — Ortodromia e Loxodromia.

Curva
Ortodrémica

Curva
Loxodrémica

Fonte: <http://www.navworld.com/navcerebrations/flight3.gif> Acesso em 24/01/2013.


http://www.navworld.com/navcerebrations/flight3.gif
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Figura 64 — A curva loxodromica corta os meridianos com angulo constante.

Polo Norte

Fonte: <https://perso-sdt.univ-brest.fr/~jacdev/ens/posi/images/image47.gif.

Atividade proposta 3.3.3 [Adaptada de Coutinho (2001)]: O comandante de um Submarino
armado com misseis de ogivas nucleares, localizado no ponto S de latitude 30°15° N e
longitude 45°30° W, recebe ordem para disparar um missil de longo alcance contra uma
instalacdo inimiga localizada no ponto I, cujas coordenadas geograficas sdo, respectivamente
50°20° N e 5°40° W. Sabendo que o ponto P representa o polo norte, determine a distAncia

que o missil deve percorrer para atingir o alvo e a dire¢do 0 que ele deve ser langado.

Figura 65 — Disparo de um missil.

Fonte: Coutinho (2001, p. 99).

Sugestiao: Para determinar o valor de 0, use a lei dos senos para tridngulos esféricos e

considere o arco PI e o angulo P.

Lei dos senos para triangulos esféricos: “Em todo triangulo esférico os senos dos lados sdao

proporcionais aos senos dos angulos opostos”.

sen(a) _sen(b) sen(c)
sen(4) ~ sen(B) sen(C)

(Demonstragao vide apéndice).


https://perso-sdt.univ-brest.fr/~jacdev/ens/posi/images/image47.gif
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Nas proximas se¢des apresentamos informagdes e conceitos acerca do GPS. Inicialmente um
historico € realizado, na sequéncia a fundamentagdo matematica ¢ demonstrada e, finalmente
uma atividade ¢ desenvolvida passo a passo mostrando como um ponto ¢ localizado na

superficie da Terra ou fora dela.

3.4  GPS: Uma aplicacdo da Geometria Esférica

De acordo com Langendolff (2008) foram langados no espaco em dezembro de 1993, vinte e
quatro (24) satélites, organizados em seis (6) planos orbitais, a uma altitude de 20200 km,

aproximadamente.

Figura 66 — Distribuiggo orbital dos Satélites.

Fonte: <http://www.colorado.edu/geography/gcraft/notes/gps/gps_f.html> Acesso em 18/01/13.

Os satélites completam uma orbita a cada 12 horas e, cada satélite tem aproximadamente 28°

de visualizacao sobre a Terra. O exemplo 3.4.1 prova este ultimo resultado.

Exemplo 3.4.1: Mostre que o angulo de visualizacdo de um satélite sobre a Terra é proximo
de 28°, quando este satélite estd em uma Orbita em torno do planeta a uma altitude de

aproximadamente 20200 km.


http://www.colorado.edu/geography/gcraft/notes/gps/gps_f.html
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Resolucao:

A posicdo e a distancia de cada satélite em sua Orbita tem uma representagdo analoga aquela

apresentada no exemplo 2.1.3, vide Figura 39. Entretanto, o angulo de visualizacgdo ¢ 2a.
A distancia entre o satélite e a superficie da Terra é aproximadamente d = 20200 km.

Vamos trabalhar com a equagdo 2.1.1.

1-sena d d d
F = = >1l—-sena=—=sena=1——
2 2(d+1) d+r d+r

d
= a = arcsen(l — —).
a+r

d
Portanto, 2a = 2arcsen(1 — —).
a+r

20200 km
20200 km+6370 km

Logo, 2a = 2arcsen (1 — ) = 28° como queriamos mostrar.

Os satélites sdo utilizados até hoje em diversas atividades humanas com o chamado Sistema

de Posicionamento Global — GPS:
Desde o lancamento dos primeiros receptores GPS no mercado, tem havido um
crescente numero de aplicagdes nos levantamentos topograficos, cartograficos e de
navegacdo, face as vantagens oferecidas pelo sistema quanto a precisdo, rapidez,
versatilidade e economia. Com o desenvolvimento da navegacdo espacial adjunto ao
surgimento do Sistema de Posicionamento Global (GPS), vem se observando um
grande interesse cientifico na criagdo de bancos de dados georreferenciados com

extrema precisdo, pois o sistema ¢ uma grande ferramenta para estudos geodésicos,
além de permitir em tempo real o posicionamento em 3D (BERNARDI, 2002, p. 3).

O GPS pode ser usado em diversas situacdes, pois expressa a posi¢do de um ponto na

superficie terrestre indicando a latitude, a longitude e a altitude.

Diversas atividades humanas dependem desse sistema de localizagdo, por isso estudos para
sua melhoria sdo realizados em diversos paises. Bernardi (2002) cita alguns exemplos da
utilizagdo do GPS: a navegacdo maritima, aérea e terrestre e outros meios de transporte, além

de identificar o posicionamento de objetos no espago.

A Figura 67 ilustra geometricamente o funcionamento do GPS, que foi projetado de forma
que em qualquer lugar e a qualquer momento da superficie da Terra existam pelo menos
quatro satélites acima do plano horizontal do observador, que permite visualizar todo ponto

do globo terrestre ou fora dele.
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Figura 67 — Receptores GPS recebendo sinais de quatro satélites.

GPS NAVIGATION

F HDang 31704

Fonte: <http://www.colorado.edu/geography/gcraft/notes/gps/gps_f.html> Acesso em 18/01/13.

Inicialmente, o projeto lancado pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos tinha o
objetivo de determinar com exatiddo a posicdo de aeronaves e navios militares para auxiliar
no lancamento de misseis contra tropas inimigas durante a Guerra Fria. Entretanto, o GPS
também foi projetado para uso civil, com menor precisdo do que para as operagdes militares.
Contudo, apods o fim da Guerra fria, o GPS passou a oferecer uma precisdo muito maior para o

usuario civil, disponibilizando assim a mesma precisdo que os militares tinham (ALVES,

2006).

Atualmente, todos os satélites sdo controlados por seis estacdes terrestres de gerenciamento,
sendo que a principal esta localizada em Colorado, EUA. Juntas essas estagdes monitoram o

desempenho do sistema e corrigem as posigdes dos satélites.

Para determinar a localizagdo de um ponto sobre a superficie terrestre cada um dos satélites
transmite por ondas de rddio um padrao fixado, que € recebido por um receptor GPS na Terra.
Este receptor mede a diferenca entre o instante de tempo que o padrdao foi recebido e o
instante de tempo que foi emitido, chamado lapso de tempo. Desta forma o receptor GPS

funciona como um crondmetro extremamente acurado (ALVES, 2006).

Cada satélite ¢ programado para emitir uma efeméride, que informa a posicao deste satélite
em determinado instante, em relacdo a um fixo sistema cartesiano de trés eixos ortogonais,
cuja origem coincide com o centro da Terra. De acordo com Alves (2006, p.19) “coletando-se
sinais emitidos por quatro satélites, o receptor determina a posi¢do do usudrio calculando-a

como intersec¢do das quatro superficies esféricas obtidas”. A Figura 68 ilustra esta afirmacao.


http://www.colorado.edu/geography/gcraft/notes/gps/gps_f.html
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Figura 68 — Intersec¢éo de 4 superficies esféricas.

Solving the GPS
Geomelry Problem

Fonte: <http://www.colorado.edu/geography/gcraft/notes/gps/gps_f.html>
<http://www.ausairpower.net/ XIMG/GPS-Spheres-Chart-1S.png> Acesso em 18/01/13.

A localizagdo do receptor GPS (GPS Receiver Figura 68) ndo ¢ dada em coordenadas

cartesianas, mas por meio das coordenadas geograficas: latitude, longitude e altitude.

Uma das principais fungdes do GPS ¢ a navegacdo e por isso € utilizado em aeronaves,

navios, veiculos e por pessoas (que possuem um receptor portatil).

O GPS faz o monitoramento de abalos sismicos, os quais sdo precedidos por alteracdes no
campo gravitacional, que distorcem as ondas de radio, o que permite prever a ocorréncia de
um terremoto com algumas horas de antecedéncia. Também fornece informagdes sobre a
meteorologia, e faz um mapeamento ambiental por meio de imagens de satélites, indicando
areas infectadas por pestes por meio de fotografias aéreas. Ele ¢ muito util para elaborar
roteiros de viagens, faz o monitoramento de trens, carros ou caminhdes de carga. Para o uso
militar fornece as coordenadas de ataque, orientagdo e controle para misseis balisticos,

rastreamento de submarinos, localizacdo de minas e radares inimigos.


http://www.colorado.edu/geography/gcraft/notes/gps/gps_f.html
http://www.ausairpower.net/XIMG/GPS-Spheres-Chart-1S.png
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3.5 Fundamenta¢ao Matematica do Funcionamento do GPS

Matematicamente o GPS funciona por meio da aplicagdo de um teorema o qual iremos
enuncid-lo e demonstra-lo a seguir. Porém, inicialmente vamos elencar alguns resultados da
Geometria Analitica e da Algebra Linear disponiveis em Lima (2011b) que servirdo de apoio

para tal demonstragao.
Sejam:

1) ax + by + cz = d (equagdo de um plano no espaco Euclidiano tridimensional);

ii) x%+y?+z%+ ax + by + cz + d = 0 (equagdo geral de uma superficie esférica);

1ii) ax + b,y + ¢,z = d, (Sistema de trés equagdes lineares e trés incognitas);

{alx +byy+cz=d,
azx + byy + c3z =d;

O sistema (iii) tem uma Unica solugdo se, e somente se, o determinante da matriz

dos coeficientes for diferente de zero, isto ¢, det (M) # O.

a; by
1v) M = [az b, 02] (matriz dos coeficientes do sistema (ii1));
as; by c3
B—-A Uy —Up V=V W =W,
V) det|C—A|=|Us — U V33—V Wz—Wi|+0;
D—-A Ug — U Vg =V Wp—Wq

Onde, A = (uq,v,wy), B = (Up,vy,wy), C = (u3,v3,W3) € D = (Uy, vy, Wy)
sdo pontos do espaco Euclidiano tridimensional. O resultado do item (v) quer

dizer que os pontos A, B, C e D sdo ndo coplanares.

Uma interpretacdo geométrica para o resultado do determinante do item (v) ¢ a

seguinte:
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O modulo do determinante do item (v) € igual ao volume do paralelepipedo, que
tem como quatro dos seus oito vértices os pontos A,B,C e D, sendo eles ndo

coplanares, conforme a Figura 69.

Figura 69 — Paralelepipedo: os pontos A, B, C e D sdo ndo coplanares.

Fonte: Autores.

No plano temos um resultado semelhante envolvendo o calculo de um

determinante 3x3.

Vejamos:

A area de um tridngulo qualquer de vértices A; = (x1,¥1), A = (x3,¥2) €

x1 y1 1
A; = (x3,y3) € igual a3 metade do modulo do determinante |x; Yy, 1|. Se o
x3 y3 1
determinante € nulo, entdo, dizemos que os pontos pertencem a uma mesma reta.
Vl) ka2 kbz kCZ = k3 a, bz Cy
ka; kb; kcs as bz c3

(propriedade dos determinantes: k ¢ uma constante real).

Teorema 3.5.1:

Sejam S, S, S3 ¢ S, quatro superficies esféricas distintas tais que S;NS,N S3NS, # @. Se os
seus centros, respectivamente C;, C,, C3 ¢ C4, ndo pertencem ao mesmo plano, entdo esta

intersec¢do resulta em um Unico ponto.

Prova: A demonstracdo que faremos esta baseada em Alves (20006).
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Sejam S;, S5, S3 ¢ S, as quatro superficies esféricas distintas de centros C; = (X1, V1,21),
Cy = (%2,¥2,22), C3 = (x3,¥3,23) € C4 = (X4,Ys,24) respectivamente satisfazendo as

hipdteses (S;NS,N S3NS, #= @ e Cy, C,, C3 e C4 sd0 ndo coplanares).

As equagdes gerais das superficies esféricas sao [item (i1)]:

Spix?+y*+z°+ayx+byy+cz+d, =0 (3.5.1)
Sy:x?+y?+z2+ax+b,y+c,z+d, =0 (3.5.2)
Syix?+y2+z24+azx+byy+c;z+d; =0 (3.5.3)
Spx?+y2+z24+ax+by+c,z+d,=0 (3.5.4)
Observacio 3.5.1: Para a superficie esférica S; com centro C; = (x;,y;, z;) tem-se a; = —2Xx;;

bi = —Zyl, Ci = —ZZL' € di = xl-z +yi2 +Zi2 —Tiz, onde i = 1, 2, 3,4 en ¢ o raio de Si-

(Vide equacdo 2.2.5 — equagdo geral de uma superficie esférica).

A seguir vamos subtrair as equagdes das superficies esféricas duas a duas com o objetivo de
eliminarmos os termos quadrados e obtermos equagdes lineares em x,y ¢ z. Cada equagao
linear obtida determina a equagao de um plano [item (i)] que contém a intersec¢ao das duas

superficies esféricas envolvidas.

Por exemplo, subtraindo as equagdes de S; e S,, obtém-se a equacdo de um plano que contém
a interseccao S;/S,. Logo, subtraindo as equagdes de S; e S3 e de S; e S, tem-se a equacao

de outros dois planos que contém respectivamente as intersec¢des S;1S3 e S11S,.

Considerando as subtragdes (S§; —S;); (S —S3) e(S; —S,), tem-se o seguinte sistema

linear:

(ar—a)x+ (by — b))y + (c1—¢2)z+(dy —dy) =0
(aq —az)x+ (by —b3)y+(ci, —c3)z+(d; —d3) =0 (3.5.5)
(a1 —ag)x+ (by —by)y+ (c1—cy)z+(dy —dy) =0

O fato do sistema 3.5.5 possuir uma unica solugdo significa encontrar as coordenadas de um

ponto que pertence simultaneamente as quatro superficies esféricas.



110

Logo, se o ponto P = (x,y,z) pertence a intersec¢do S;NS,N S3NS,, isto é, satisfaz
simultaneamente as equagdes das quatro superficies esféricas, entdo (x,y,z) ¢ solucao do

sistema 3.5.5.

Porém, para terminarmos a prova do teorema devemos mostrar que a solug@o do sistema 3.5.5
¢ Unica, pois, caso exista dois pontos distintos que pertengam a intersecgdo S;MNS,MN S3NS,,

teriamos duas solucdes para o sistema 3.3.5.

Para provarmos que a solugdo do sistema 3.5.5 ¢ tinica, devemos mostrar que o determinante

da matriz dos coeficientes do sistema 3.5.5 ¢ diferente de zero [itens (ii1) e (iv)].

Logo,
(ag —az) (by—by) (c1—c2)
A=|(a; —az) (by—D>b3) (cq— c3)|[matriz dos coeficientes do sistema 3.5.5].
(a1 —ay) (by—Dbs) (c1—c4)
Pela observagdo 3.5.1, temos que a; — a, = —2x; — (—2x,) = 2(x, — x;1). Prosseguindo da

mesma maneira para os demais casos, a matriz A fica:

20, —x1) 22— Y1) 2(22—71)
A=2(x3—%1) 2(73—y1) 2(z3—2z)
204 —x1) 2(Va— Y1) 2(24—71)

Entao,
2(x; —x1) 2(y2—y1) 2(22 —71) (X2 —x1) (2—y1) (22—2)
det(A) = |2(x3 —x1) 2(y3—y1) 2(z3—2z)|=2°|(x3—x1) (V3—¥1) (23— 7)
24 —%1) 2(Va— Y1) 2(24—71) (X4 —x1) Va—Yy1) (Za—21)

(X2 —x1) (2—y1) (22—2)
Logo, det(A) =8|(x3 —x1) (V3 —y1) (23 —2z1)|# 0, pois, por hipdtese os centros C;,
(2 —x1) a—Y1) (2a—21)

C,, C3 e C4 sdo ndo coplanares [resultado do item (v)].

Portanto, o que acabamos de provar ¢ que o sistema 3.5.5 tem uma Unica solu¢ao quando os
centros das quatro superficies esféricas ndo pertencem ao mesmo plano. Entretanto, pode
ocorrer que a intersec¢ao das quatro superficies esféricas nao consiste em um unico ponto. Por

isso, a hipotese S; NS, N S3NS, # @ € essencial para que o teorema seja valido.
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Resumindo: Quatro superficies esféricas se intersectam em um unico ponto se seus centros

sdo ndo coplanares.

A seguir vamos dar um exemplo pratico que ¢ uma aplicagdo do teorema 3.5.1, onde os

centros das quatro superficies esféricas sdo ndo coplanares e S;NS,NS;NS, = {P}.

Exemplo 3.5.1: Dados os centros e os raios de quatro superficies esféricas, determine o ponto

de intersecdo delas.

Centro Raio
S, (0,0,0) 1
S, (1,0,0) V2
S, (0,4,0) 3
S, (0,0,2) V5

Resolucio: Os centros ndo pertencem a um mesmo plano. Verifique isso com uma ilustragdo.

Inicialmente vamos aplicar os dados na equacdo reduzida de uma superficie esférica, isto &,

(x=x0)*+ (V= y0)* + (z—2)* =12.
Entao,

Siix?+y2+42z2 =12

Sy (x — 12 4+ y? + 2% = (V2)?
Sy:x?+ (y—4)% + 2% =32
Sy x2+y2 4+ (z—2)2 = (V5)2
Logo,

Spxt+y*+z2=1
Syx?+yi+z2-2x=1
Sy:x?+y?+2z2—-8y=-7
Spx?+yr+z2—4z=1

2x =0
Agora, fazendo (51 — S3), (51 — S3) e (51 — S4), temos o seguinte sistema: {8y = 8
4z =0
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Resolvendo, obtemos que x = 0,y = 1ez = 0.
Portanto, o ponto de intersec¢do das quatro superficies esféricas é o ponto P = (0,1,0).

Na sequéncia apresentamos trés atividades com o intuito de determinar a quantidade de

pontos da intersecao de superficies esféricas.

A primeira e a segunda tém por objetivo listar a quantidade de pontos da interse¢do entre duas

e trés superficies esféricas.

A terceira tem o intuito de determinar o ponto de interse¢ao de quatro superficies esféricas

como uma aplicac¢ao do teorema 3.5.1

Atividade proposta 3.5.1: Liste todas as possibilidades para a quantidade de pontos de

intersec¢do de duas superficies esféricas. Sugestao: Faga desenhos.

Atividade proposta 3.5.2: Liste todas as possibilidades para a quantidade de pontos de

intersec¢do de trés superficies esféricas. Sugestao: Faca desenhos.

Atividade proposta 3.5.3: Determine o ponto de intersec¢do das seguintes superficies

esféricas:
S,: Centro (1,0,0) e raio v2; S,: Centro (0,1,0) e raio v2;
S3: Centro (0,0,1) e raio V2; S, Centro (0,0,0) e raio V3;

3.6  Uma aplicacio do uso do GPS

A atividade que vamos resolver a seguir foi extraida e adaptada de Alves (2006). Ela ¢ um
bom exemplo para que possamos compreender como o GPS localiza um ponto na superficie
terrestre ou fora dela. A atividade tem por objetivo determinar a latitude, a longitude ¢ a
altitude de uma aeronave que tem abordo um receptor GPS em funcionamento, que recebeu
sinais de quatro satélites. Na sequéncia, sdo apresentadas as efemérides de cada um dos quatro

satélites e também, os seus respectivos lapsos de tempo.
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Efemérides (em metros): Posicdo cartesiana exata de cada satélite no instante que ¢ emitido
um sinal para o receptor GPS instalado na aeronave. O centro da Terra ¢ considerado a origem

do sistema cartesiano OXYZ.

X y z
Satélite 1 1,877191188 - 10° —1,064608026 - 107 2,428036099 - 107
Satélite 2 1,098145713 - 107 —1,308719098 - 107 2,036005484 - 107
Satélite 3 2,459587359 - 107 —4,336916128 - 10° | 9,090267461 - 10°
Satélite 4 3,855818937 - 10° 7,251740720 - 10° | 2,527733606 - 10’

Lapsos de tempo (em segundos): variagdo de tempo entre o instante em que o sinal ¢ emitido

por cada satélite e o instante que o sinal ¢ recebido pelo receptor GPS.

Satélite 1 Satélite 2 Satélite 3 Satélite 4
0,08251731391 0,07718558331 0,06890629029 0,0781582694.0

Segundo Alves (2006) as informagdes transmitidas pelo GPS envolvem, por uma questdo de
precisio, dez ou mais digitos decimais e niimeros da grandeza em modulo de 108, fazendo
com que o uso de calculadoras ou softwares capazes de resolver sistemas lineares tornem-se
imprescindiveis para a resolugdo. Entretanto, para esta atividade vamos trabalhar com um
numero menor de digitos decimais (até quatro) e com a notagdo cientifica (poténcia de base

dez).
Resolucio:
A distancia d entre o receptor GPS e cada satélite ¢ dada pela equagao:
d=c-At (3.4.1)

Onde, ¢ = 2,99792458 - 108m/s ¢ 0o modulo da velocidade da luz no vacuo e At o lapso de

tempo de cada satélite.

Pelo teorema 3.5.5 sabemos que a interseccdo de quatro superficies esféricas de centros nao
coplanares determina um unico ponto. Logo precisamos de pelo menos 4 satélites para que

possamos determinar a posi¢ao de um ponto no globo terrestre.

Entdo, cada satélite ¢ considerado o centro de uma imaginaria superficie esférica. Logo, o

receptor GPS pertence a cada uma das quatro imagindrias superficies esféricas. Assim, a
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distancia d entre o receptor GPS e cada satélite ¢ o raio de cada uma das imaginarias

superficies esféricas (Figura 68).

Na sequéncia apresentamos os calculos passo a passo.

Calculando os raios:

1, =d; =c-At; =2,99792458 - 108 x 0,08251731391 = 24738068,36
= 1% =611,972- 102

r, =dy = c - At, = 2,99792458 - 108 x 0,07718558331 = 23139655,74
= 1,2 = 535,444 - 1012

13 = d3 = c - Aty = 2,99792458 - 108 x 0,06890629029 = 20657586,10
= 132 = 426,740 - 1012

1, =d, =c- Aty = 2,99792458 - 108 x 0,07815826940 = 23431259,70
= 1,2 = 549,024 - 102

Agora, vamos escrever as equagoes reduzidas das quatro superficies esféricas centradas em

cada satélite.

S;:(x—1,8771-10%)2 + (y + 10,6460 - 10°)? + (z — 24,2800 - 10°)? = 611,972 - 1012
Sy:(x — 10,9810 - 10%)2 + (y + 13,0870 - 10°)? + (z — 20,3600 - 10°)? = 535,444 - 1012
S3:(x — 24,5950 - 10%)% + (y + 43,3690 - 10°)? + (z — 9,0900 - 10%)? = 426,740 - 102
S4:(x —3,8558-10%)% + (y — 7,25170 - 10°)% + (z — 25,2770 - 10%)? = 549,024 - 102
Desenvolvendo os quadrados e reorganizando os termos, obtemos as equagdes gerais:

Sy:x? —3,7542x - 10° + y2 + 21,292y - 10° + z2 — 48,56z - 10° + 94,4072 - 102 = 0
Sy:x? —21,962x - 10° + y? + 26,174y - 10° + z2 — 40,72z - 10 + 170,938 - 1012 = 0

S3:x? —49,19x - 10 + y2 + 86,738y - 10° + z% — 18,1804z - 10° + 279,619 - 1012 = 0
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Seix? —7,7116x - 10° + y2 — 14,5034y - 10° + z2 — 50,554z - 106 + 157,357 - 1012 = 0

Fazendo (S; —S,); (S; —S3); (S; —S,) e dividindo cada diferenca por 10°, obtemos o

seguinte sistema linear:

18,2078x — 4,882y — 7,84z = 76,5307 - 10°
45,4358x + 12,6182y — 30,3796z = 185,211 - 10°
3,9574x + 35,7954y + 1,994z = 62,95 - 10°

Normalmente no Ensino Médio a técnica ensinada e utilizada para resolver um sistema linear
com trés equagdes e trés incognitas ¢ a regra de Cramer. Entretanto, o sistema anterior tem
coeficientes com até quatro digitos decimais e termos independentes da ordem de 10°. Neste
caso, vamos resolvé-lo aplicando uma técnica chamada de escalonamento, que consiste em
zerar o coeficiente de x na segunda linha e zerar os coeficientes de x e y na terceira linha. A

primeira linha do sistema nao sera alterada.
Escalonando o sistema:
A nova segunda linha fica: L, = (45,4358 + 18,2078) - L; — L,
A nova terceira linha fica: L; = (3,9574 + 18,2078) - L, — L
Logo, obtemos um novo sistema linear que € equivalente ao primeiro.
18,2078x — 4,882y — 7,84z = 76,5307 - 10°
0x — 24,8007y + 10,8156z = 5,7639 - 10°
0x — 36,8564y — 3,6979z = —46,3162 - 10°
Escalonando o novo sistema:
A nova terceira linha fica: L, = (36,8564 + 24,8007) - L, — L
Entao, temos:
18,2078x — 4,882y — 7,84z = 76,5307 - 10°

0x — 24,8007y — 10,8156z = 5,7639 - 10°
Ox+ 0y + 19,7709z = 54,8819 - 10°
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Este ultimo sistema que obtemos ¢ equivalente ao segundo, que por sua vez ¢ equivalente ao

primeiro. Resolvendo ele, temos que a tnica solugdo procurada ¢ dada por:
x = 5,6606-10°m; y = 0,9781-10°m e z = 2,7758 - 10°m.

Portanto, o que acabamos de determinar sdo as coordenadas cartesianas da aeronave, isto €, do
ponto P = (5,6606 - 10°, 0,9781-10°% 2,7758-10°) que é o ponto da intersecdo das

quatro imaginarias superficies esféricas centradas em cada satélite.

Agora, vamos determinar a latitude, a longitude e a altitude do ponto P que representa a

acronave.

Para isso vamos aplicar as equagdes (2.4.3), (2.4.6) e (2.4.7), onde:

. VA
Latitude: ¢ = arcsen (—m)a

— x .
) e 8 = arccos (—W>,

Longitude: 8 = arcsen(

y

A altitude ou elevagdo ¢ dada pela diferenga entre \/x? + y2 + z2 ¢ o raio da Terra que para

esta situacdo sera considerado como 6,378164 - 10° metros.
Entao,

2,7758:10°
/(5,6606-106)2+(0,9781-106)2+(2,7758-106)2

Latitude: ¢ = arcsen( ) = 25,79°N

0,9781-10°
/(5,6606-106)2+(0,9781-106)2

Longitude: 8 = arcsen( ) = 9,80°F

e,

5,6606-10°
J/(5,6606-106)2+(0,9781-106)2

0 = arccos( ) = 9,80°F

Logo,

VX2 +y?2 + 22 = /(56606 - 105)2 + (0,9781 - 106)2 + (2,7758 - 106)2 = 6379979 m.

Entdo a altitude da aeronave é: 6379979 m — 6378164m = 1815m.
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Assim, conhecendo a latitude e a longitude da aeronave ¢é possivel identificar a sua
localizagdo. Ela encontra-se nas aproximacdes da fronteira entre a Libia ¢ a Argélia, na Africa
(Figura 70). Isso pode ser verificado consultando um atlas geografico, ou um globo terrestre
(aquele objeto didatico usado nas aulas de Geografia) ou ainda sitios na internet, como por

exemplo, o Google Maps ou o Satellite Signals.

Figura 70 — Posicdo da acronave (baldo vermelho).
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Fonte: <http://www.daftlogic.com/sandbox-google-maps-find-altitude.htm> Acesso em 21/01/2013.

Observacio 3.6.1: Para a resolucdo de uma atividade como esta que acabamos de realizar, ¢
evidente que quanto maior for o nimero de digitos decimais utilizados, maior sera a precisao
para a localizagdo do receptor GPS. Pois, trabalhando com um numero menor de digitos o
erro ¢ maior, e isto implica em latitudes, longitudes e altitudes diferentes daquelas

consideradas reais.

Na sequéncia propomos uma atividade que tem por objetivo resolver o sistema nao
escalonado da secdo 3.6 via regra de Cramer, pois, no Ensino Médio ¢ a técnica mais utilizada
para resolver sistemas lineares. Entretanto, para resolver tal sistema serd necessario calcular
quatro determinantes 3x3. A resolugdo via Cramer consiste em um nimero maior de calculos
0 que consequentemente aumenta o tempo de resolu¢do. Desta forma, queremos que o leitor
faca uma reflexdo ao final da resolucao verificando a viabilidade desta técnica, pois, existem

softwares e computadores que resolvem sistemas muito mais complicados.

Atividade proposta 3.6.1: Resolva o sistema nao escalonado do item 3.6 aplicando a regra de
Cramer. Qual resolugdo tem o menor custo operacional: Escalonar ou aplicar a regra de

Cramer? Justifique.


http://www.daftlogic.com/sandbox-google-maps-find-altitude.htm
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A proxima atividade € uma aplica¢@o do uso do GPS. Ela tem por objetivos fixar os conceitos
matematicos que fomentam o funcionamento de tal tecnologia e mostrar como um ponto ¢é
localizado na superficie terrestre ou fora dela. A atividade proposta deve ser resolvida etapa
por etapa, pois, a principio os raios devem ser determinados, em seguida as equagdes reduzida
e geral de cada uma das superficies esféricas devem ser montadas para que um sistema linear
3x3 possa ser resolvido. Com a solugdo de tal sistema as coordenadas geograficas sdo
determinadas. E, finalmente por meio de uma pesquisa determina-se o local onde se encontra

o receptor GPS.

Atividade proposta 3.6.2: A seguir sdo dadas as efemérides de quatro satélites e seus

respectivos lapsos de tempo com relagao a um aparelho GPS.

Efemérides (em metros):

X y z

Satélite 1 2,421342775 - 10° —1,139152212 - 10’ 2,387787032 - 107
Satélite 2 9,381422224 - 107 —1,200767287 - 107 2,176205592 - 107
Satélite 3 2,379277197 - 107 —6,375254002 - 10° | 9,952010361 - 10°
Satélite 4 7,868966904 - 10° 4,543150161 - 10° | 2,496440495 - 107

Lapsos de tempo (em segundos):

Satélite 1 Satélite 2 Satélite 3 Satélite 4
0,07643363862 0,07272752562 0,06948372948 0,07173271158

Determine:

a) A distancia entre cada satélite e o receptor GPS;

b) A equacdo reduzida de cada superficie esférica centrada em cada satélite;
¢) A equagdo geral de cada superficie esférica;

d) O sistema linear gerado pelas diferengas (S; — S3); (51 — S3); (51 — S4);
e) O que a solucao do sistema linear representa;

f) A latitude, a longitude e a elevacao do receptor GPS;

g) O local em que se encontra o receptor GPS sobre ou fora do globo terrestre.
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CAPITULO IV — CONSIDERACOES

Refletir sobre o que ¢ ensinar, para quem ensinar, COmo ensinar € 0 que se ensina ¢ a marca
registrada da profissao professor. H4 uma grande quantidade de recursos metodologicos que
se pode dispor para facilitar o ensino e a aprendizagem, cabe entdo ao professor pesquisa-los,

conhecé-los, aplica-los e adapta-los sempre que necessario.

Acreditamos que os resultados elencados neste trabalho a acerca da Geometria Esférica
possam contribuir com a formacgao profissional dos professores de Matematica da Educagao
Basica. Pois, nosso estudo apresenta um material rico em informagdes e conceitos da
Geometria Esférica o que proporciona ao professor condigdes para ampliar seus
conhecimentos, enriquecendo suas competéncias ¢ habilidades para além do que se faz
tradicionalmente. Estamos convictos que a consciéncia desses conhecimentos faz o professor

refletir em suas aulas de geometria.

Nesta perspectiva, este trabalho apresentou por meio da Histéria da Matematica, o longo e
arduo processo, porém, sem €xito, as varias tentativas de demonstrar o quinto postulado de
Euclides usando os outros quatro. Estas tentativas ao longo dos anos culminaram na
descoberta das geometrias ndo-euclidianas no século XIX, fato este que originou-se da

negacao do postulado das paralelas.

Acreditamos que o conhecimento de fatos historicos como este que levou a descoberta de
outras geometrias diferentes daquela de Euclides, pode despertar no professor de Matematica
da Educag¢do Baésica o ensejo de melhorar o ensino e a aprendizagem em sala de aula, pois, o
mesmo pode promover a discussdo com os alunos sobre que tipo de geometria melhor se
aplica para explicar a nossa realidade e, também, discutir a curvatura do espaco em que
vivemos. Entretanto, para isso, vale uma profunda reflexdo segundo as palavras do
matematico Henri Poincaré, as quais afirmam que “nenhuma geometria ¢ mais correta do que

qualquer outra, apenas € mais conveniente”.

Esta frase quer dizer que, uma geometria ndo ¢ melhor do que outra, mas, se aplica aquela que
melhor descreve um determinado contexto. Pois, segundo Coutinho (2001) para o pedreiro, o

carpinteiro, o topdgrafo, o arquiteto ou o engenheiro a geometria mais adequada ¢ aquela que
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estudamos na escola — a Geometria Euclidiana, enquanto para o piloto de um avido ou o

capitdo de um navio nas suas viagens a geometria que mais se usa ¢ a Geometria Esférica.

Salientamos que para a realizagao deste trabalho varios resultados da Geometria Esférica
foram obtidos usando previamente resultados da Geometria Euclidiana. Por exemplo, para a
demonstragdo da formula fundamental para tridngulos esféricos usamos as razdes
trigonométricas para tridngulos planos retangulos, o Teorema de Pitagoras, que s6 ¢ valido na

Geometria Euclidiana e, também, a lei dos cossenos para triangulos planos.

O exemplo acima ressalta a importancia e a presenca de conceitos da Geometria Euclidiana
para a compreensdo de outras geometrias. Por isso, ela continua sendo a principal geometria
estudada nas escolas, entretanto, cabe ao professor de Matematica explorar as geometrias nao-

euclidianas em sala de aula, em particular a Geometria Esférica.

Destacamos também, que a demonstracio do teorema que garante a fundamentagdo
matematica do funcionamento do GPS — uma aplicacdo da Geometria Esférica, so foi possivel
uma vez que buscamos resultados prévios em outras areas da Matematica como a Geometria

Analitica e a Algebra Linear.

Com o intuito de compararmos a Geometria Euclidiana e a Geometria Esférica, elaboramos o
Quadro 2.1.2 que apresenta um rol de questionamentos a respeito de implicagdes conceituais
de ambas as geometrias. Na sequéncia apresentamos onze (11) quadros com o intuito de
responder ¢ exemplificar as diferengas entre as duas geometrias. E importante ressaltar que
para a elaborag¢do dos quadros comparativos foram utilizados materiais manipulaveis de facil

acesso e baixo custo, além do software livre de geometria dindmica o GeoGebra.

As comparagoes elencadas nos quadro favorecem a visualizagdo tanto do professor quanto
dos alunos, pois, conceitos da Geometria Euclidiana e da Geometria Esférica sdo apresentados
lado a lado. Destacamos a importdncia de realizar uma atividade baseada nos quadros
comparativos com os alunos, objetivando realizar um trabalho em equipe e promover a
discussao em grupo sobre os conceitos envolvidos das Geometrias Euclidiana e Esférica. Uma
parte da atividade pode ser desenvolvida no laboratorio de informatica da Escola e a outra em

sala com os materiais manipuléveis.

Outro ponto que merece destaque neste trabalho sdo as equagdes reduzida e geral da

superficie esférica que dependem exclusivamente de coordenadas cartesianas no espago.
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Conforme Lima (2001) dos trinta e seis (36) volumes de doze (12) cole¢des de livros de
Matematica, utilizados no Ensino Médio das escolas do Brasil que foram analisados, nenhum

contempla as coordenadas no espaco.

E relevante destacar que durante o desenvolvimento deste trabalho pudemos relacionar
diretamente a Matematica com a Geografia, pois, o modelo adotado para representar a
superficie da Terra foi a superficie esférica. Outra relagdo que merece destaque ocorreu com
as coordenadas cartesianas de um ponto no espaco € com as coordenadas geograficas:

latitude, longitude e a altitude e que culminaram mais tarde na atividade do uso do GPS.

Salientamos que para realizar a conversao entre as coordenadas cartesianas e geograficas foi
aplicado o calculo da imagem inversa das fung¢des seno e cosseno, pois, de posse das
coordenadas cartesianas de um ponto no espaco, determina-se a sua latitude, longitude e
altitude. Entretanto, conhecendo as coordenadas geogréficas as coordenadas cartesianas sdo

obtidas.

Porém, para obtermos as coordenadas geograficas conhecendo as cartesianas e vice-versa, o
uso da calculadora eletronica cientifica foi imprescindivel, uma vez que por meio dela as

imagens inversas dos senos e cossenos foram determinadas (vide exemplo 2.4.1).

Destacamos que as DCE sugerem que alguns recursos tecnologicos, como calculadoras e
softwares, devem ser utilizados em sala de aula, pois favorecem as experimentagdes
matematicas e potencializam algumas formas de resolu¢do de problemas. Segundo Lima
(2011), o uso das calculadoras eletronicas em atividades matemadticas possibilitam aos
educandos precisdo e rapidez nos calculos aritméticos e trigonométricos, além de deixa-los

com mais tempo para aprimorar sua capacidade de raciocinar e desenvolver-se mentalmente.

A escola ndo pode se distanciar da realidade do aluno. Ademais, a incorporacdo do
instrumento tecnoldgico na sala de aula permite explorar relagdes matematicas e refletir sobre

a grandeza numérica.

Neste sentido, ¢ importante destacar que os estudantes devem aprender a dominar diferentes
estratégias de célculo e, conhecer os limites de cada recurso. Foi o que propomos no
desenvolvimento deste trabalho, que esta estruturado com vinte e nove (29) exemplos
resolvidos e dezoito (18) atividades propostas, sendo que algumas delas descrevem problemas

do contexto real, que visam se apropriar de alguns conceitos da teoria desenvolvida.
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Acreditamos que, com isso, o leitor possa se familiarizar e internalizar os conceitos e
conteudos que foram trabalhados. O professor pode usa-los ou mesmo adapta-los para a sala
de aula. O corpo do trabalho estd estruturado com um grande numero de figuras na sua
maioria construida no GeoGebra, as quais, acreditamos que em muitas situagdes trazem

detalhes minuciosos para a compreensao dos conceitos envolvidos.

No apéndice demonstramos como se calcula distancia entre dois pontos do espago euclidiano
tridimensional e, também, a lei dos senos para triangulos esféricos. O primeiro resultado
permite ao leitor comparar como se calculam distancias tanto na Geometria Euclidiana como

na Geometria Esférica (férmula fundamental ou equagdo 3.3.17).

Estas distintas maneiras de realizar o calculo da distancia entre dois pontos estdo atreladas ao
conceito de curvatura que cada tipo de superficie possui em alguma determinada geometria.
Por exemplo, a Geometria Euclidiana tem uma superficie de curvatura constante nula,
enquanto que a Geometria Esférica tem uma superficie de curvatura positiva constante. Desta
forma, sugerimos ao leitor que pesquise mais detalhes sobre o conceito de curvatura e que se

existe alguma geometria que possui uma superficie de curvatura negativa.

Portanto, este trabalho apresentou-se por meio de uma sequéncia gradual de conteudos,
referindo-se a ordem em que os resultados foram sendo elencados pelos autores. Acreditamos
que ele ou parte dele pode ser aplicado no Ensino Médio, possibilitando assim uma melhoria

para os processos de ensino e aprendizagem da Matematica.

Assim, trabalhos futuros para o Ensino Médio podem ser desenvolvidos com a Geometria
Esférica fazendo uma conexdo entre a Matematica, a Geografia, a Fisica e a Astronomia no
contexto da Trigonometria Esférica, como por exemplo, determinar a declinagdio de um
planeta ou determinar a dire¢do do nascer ou do ocaso de um corpo celeste em uma dada

latitude.
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APENDICES

Apéndice A: Distancia entre dois pontos no espaco euclidiano tridimensional

A distancia entre dois pontos distintos do espago na Geometria Euclidiana ¢ dada por:

d(P,Q)=\/(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2

Figura 71 — Distancia entre os pontos P ¢ Q.
Z,

z

/" B
X
Fonte: Autores.

Prova:

Sejam P = (x,y,z) e Q = (a, b, ¢) pontos distintos do espago Euclidiano.

Se P e Q estdo sobre uma mesma reta paralela a um dos eixos coordenados, entdo eles tém
coordenadas duas a duas iguais. Vejamos: P = (x,y,2), Q = (a,y,z) ex # a; P = (x,y,2),

Q=(xbz)ey+b;P=(x,9,2),Q =(x,y,c) e z+# c. Neste caso a distdncia entre eles é

dada pelo modulo da diferenca das coordenadas diferentes.

Agora, vamos supor que P e @ ndo estdo sobre uma reta paralela a um dos eixos coordenados
e, para isto, consideremos os pontos A = (x,y,¢), B = (x,y,0), C = (a,b,0) e D = (a,y,0)
(Figura 70).

Pela observagio feita acima temos: d(B,D) = |x —a| ed(D,C) = |y — b|.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo BDC retangulo em D, obtemos:

d(B,C)> =d(B,D)>*+d(D,0)* =|x—al>+|y—b|?=(x—a)* + (y — b)?.

Note que os segmentos AQ e BC sdo lados opostos do retangulo ABCQ. Dai, temos:
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d(4,Q)*? =d(B,0)* = (x —a)* + (y — b)*.

Por outro lado os pontos P e A estdo sobre uma mesma reta paralela ao eixo 0Z.

Logo, d(P,A) = |z — c|.

Como o tridangulo PAQ ¢ retangulo em A e aplicando o Teorema de Pitagoras, obtemos:
d(P,Q)? =d(P,A)* +d(4,Q)* = (z-0)*+ (x—a)® + (y —b)?,

isto &,

d(P,Q)=\/(x—a)2+(y—b)2+(z—c)2

Apéndice B: Lei dos senos para tridngulos esféricos

Queremos mostrar que em um tridngulo esférico vale:
sen(a) _sen(b) sen(c)
sen(d) sen(B) sen(C)

Prova:
Seja o triangulo esférico ABC de lados a, b e ¢ respectivamente (Figura 71).

O Ponto O ¢ o centro da superficie esférica que contém o triangulo esférico ABC.

Figura 72 — Demonstrag@o da Lei dos senos para tridangulos esféricos.

A

B
Fonte: Hogben (1970).

Vamos considerar a reta perpendicular ao plano BOC cuja intersec¢ao determina o ponto P e
que tal reta passa pelo vértice A. Por P tracamos as retas perpendiculares aos segmentos BO e
CO que resulta nos pontos Q e R respectivamente. Agora pelo ponto A, também tragcamos as

perpendiculares a os segmentos BO e CO cujas intersecgdes sao os pontos Q e R.
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O angulo B é formado pela intersec¢do dos planos que passam por COA e COB. Como as
retas m e (Q_P> sdo perpendiculares no ponto Q, entdo o angulo AQP ¢é congruente ao dngulo
B.

O angulo C ¢ formado pela intersec¢do dos planos que passam por BOA ¢ BOC. Como as
retas AR e RP sdo perpendiculares no ponto R, entdo o angulo ARP é congruente ao angulo
C.

No que acabamos de elencar, temos quatro triangulos planos retangulos (Figura 72).

Figura 73 — Quatro triangulos planos retangulos.

A A
» A A

C
Q , . R o L o

Fonte: Autores.
Logo, temos:
sen(B) = %; sen(C) = %; sen(c) = % e sen(b) = %;
Entao,
AP = AQ sen(B) = ARsen(C); AR = AOsen(b)e AQ = AOsen(c)
Logo,
AO0sen(b)sen(C) = AOsen(c)sen(B)
Portanto,

sen(b)  sen(c)
sen(B)  sen(C)

Uma constru¢do analoga a que fizemos, porém, considerando o vértice B ou C temos que a
. . ~ _ Ssen(a)
igualdade anterior vale para a razdo ——.

sen(4)
Assim, concluimos que:

sen(a) _ sen(b) sen(c)
sen(4) B sen(B) B sen(C)




