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RESUMO

O presente trabalho refere-se a possibilidade de abordar tépicos de
Programacao Linear (PL) no ensino médio com uso de recursos tecnoldgicos, e
tem como objetivo desenvolver uma sequéncia didatica para aplicacdo desses
tépicos. Para tanto, na introducéo, justificamos o interesse pelo tema, uma vez
gue, este pode ser visto como aplicacdo de conteidos abordados no ensino
médio, tais como, funcdo e inequacdo do primeiro grau, sistemas lineares,
matrizes e vetores. Ademais, apresentamos um breve estudo sobre a Pesquisa
Operacional (PO), em que mostramos a sua importancia para a tomada de
decisdes. Posteriormente, apresentamos a sua principal ferramenta de
aplicacdo, a Programacdo Linear e as principais formas para resolver
Problemas de Programacéao Linear (PPL), a saber, o método gréafico, o método
simplex e o método de pontos interiores. Além disso, discutimos sobre os
elevados indices de ndo aprovacdo na disciplina de Matematica e também
sobre a busca de alternativas para reverter este quadro, dando énfase ao uso
de problemas contextualizados que simulem a realidade e o uso de recursos
tecnolégicos para o ensino. Nesse viés, propomos problemas que fossem
resolvidos com o suporte dos softwares GeoGebra, Programacao Linear e
Scilab.

PALAVRAS-CHAVE: Softwares educacionais. Programacdo Linear.

Dificuldades de aprendizagem.



ABSTRACT

The present work refers to the possibility of addressing topics of Linear
Programming (PL) in high school with the use of technological resources, and
aims to develop a didactic sequence for the application of these topics.
Therefore, in the introduction, we justify the interest in the theme, since it can be
seen as the application of content addressed in high school, such as, function
and inequality of the first degree, linear systems, matrices and vectors. In
addition, we present a brief study on Operational Research (PO), in which we
show its importance for decision making. Subsequently, we present its main
application tool, Linear Programming and the main ways to solve Linear
Programming Problems (PPL), namely, the graphical method, the simplex
method and the method of interior points. In addition, we discussed the high
rates of non-approval in the discipline of Mathematics and also about the search
for alternatives to reverse this situation, emphasizing the use of contextualized
problems that simulate reality and the use of technological resources for
teaching. In this bias, we propose problems that could be solved with the

support of GeoGebra, Linear Programming and Scilab software.

KEY WORDS: Educational software. Linear Programming. Learning

difficulties.
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INTRODUCAO

O ensino e aprendizagem de Matematica vém sendo constantemente
debatido no ambito educacional, pois os indices de aprendizagem estdo
baixos. Segundo dados do Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes
(PISA) em 2018, 68,1% dos estudantes brasileiros ndo possuiam nivel basico
de Mateméatica. O estudo apontou que o Brasil tem baixa proficiéncia em
Leitura, Matematica e Ciéncias, se comparado a outros 78 paises que
participaram da avaliacao.

Buscam-se respostas para compreender essa dificuldade dos
estudantes, mas €& notorio que, em parte, esses resultados decorrem da
desmotivacdo dos alunos com relacdo as aulas de Matematica. Nessa
perspectiva, € crescente o numero de pesquisas que buscam formas didaticas
mais adequadas, favoraveis e inovadoras que possam contribuir para uma

melhora na relacdo de ensino e aprendizagem.

Comumente, os professores sdo questionados sobre a utilidade da
Matematica fora do ambiente escolar e costumam responder que € essencial
para ingressar em uma universidade. Em contrapartida, muitos alunos néo
desejam cursar o ensino superior. Nessa direcdo, buscamos abordar um tema
gue pudesse ser aplicado pelos alunos em diversas atividades do seu
cotidiano, possibilitando assim, respondé-los quanto a utilidade da Matematica,
bem como, motiva-los nas aulas ou até mesmo a ingressar em universidades

OU cursos técnicos.

Além disso, buscamos abordar um tema que pudesse atender as
competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matematica no Ensino
Médio evidenciadas nos Parametros Curriculares Nacionais (PCNEM)
(BRASIL, 2000), a saber:

e Representacdo e comunicacao
o Ler e interpretar textos de Matemética.
o Transcrever mensagens matematicas da linguagem

corrente para linguagem simbdlica.
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e Investigacao e compreensao
o Procurar, selecionar e interpretar informacgdes relativas ao
problema.

o Interpretar e criticar resultados numa situagao concreta.

e Contextualizacdo socio-cultural
o Aplicar conhecimentos e métodos matematicos em
situacdes reais, em especial em outras areas do
conhecimento.
o Utilizar adequadamente calculadoras e computadores,

reconhecendo suas limitagdes e potencialidades.

Assim, notamos que a Pesquisa Operacional (PO) pode nos auxiliar
nesse processo, tendo em vista, que ela resolve problemas cotidianos em
diversas areas como, por exemplo, na medicina, engenharia, administracao,
nutricdo, agronomia, estatistica, transporte, marketing e economia. Segundo
Arenales et al (2007), a PO surgiu durante a Segunda Guerra Mundial com o
intuito de utilizar métodos cientificos para resolver problemas relacionados a
logistica e estratégias militares, por isso, 0 termo operacional. Em resumo, a
PO é o estudo e aplicacdo de métodos cientificos no apoio a tomada de

decisao.

Para resolver um problema de PO, inicialmente, devemos traduzir os
dados para sentencas l6gicas representando-as por um modelo matematico.
Em seguida, deve-se analisar e resolver por meio de algoritmos especificos, o
resultado obtido sugere uma tomada de decisdo a qual deve ser analisada e
interpretada. Caso esta ndo seja valida, o modelo deve ser reformulado e

resolvido novamente.

No decorrer deste trabalho, apresentaremos alguns métodos de
resolucdo como: o método grafico, o algoritmo simplex e o algoritmo de pontos
interiores. Ademais, utilizaremos como apoio a resolucdo dos problemas, 0s
softwares gratuitos GeoGebra, Programagédo Linear e Scilab. O que pode

tornar as aulas mais dinamicas e motivadoras.

11



Estrutura da dissertacao

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos. Iniciamos com a
presente introducdo em que situamos o leitor sobre a pesquisa, mostrando-lhe
como surgiu o interesse pelo tema e discutindo de forma sucinta sobre
Pesquisa Operacional. O capitulo 1 destina-se a teoria da programacéo linear,
onde veremos definicdes, teoremas e exemplos, afim de dar subsidios a
professores e alunos interessados pelo tema. Ademais, nos capitulos 2, 3 e 4
apresentamos 0s principais métodos para resolver problemas de programacao
linear, a saber, o método Grafico, 0 método Simplex e o método de Pontos
Interiores. Posteriormente, no capitulo 5, construimos uma sequéncia didatica
para abordar topicos de programacao linear no ensino médio com suporte dos
softwares GeoGebra, Programacédo Linear e Scilab. Por fim, tecemos as

consideracoes finais.
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CAPITULO 1- PROGRAMACAO LINEAR

A escassez de recursos (matéria prima, mao de obra, capital, maquinas,
etc.) e a disputa entre as empresas motivam a busca por processos de
otimizagdo, nos quais Os principais objetivos s&o de minimizar custos e
maximizar lucros. Nesse Vviés, surge a necessidade de prever resultados para
avaliar o impacto futuro de determinadas decisdes. Nessa perspectiva,
destaca-se a possibilidade de utilizar ferramentas da Pesquisa Operacional
(PO). Neste texto abordaremos a principal ferramenta da PO, a Programacéao
Linear (PL), cujo modelo é descrito por meio de funcdes, equacdes e
inequacgoes lineares. A PL na sua forma mais basica exige o conhecimento de
contetdos abordados no ensino médio, como fun¢des do 1° grau, matrizes e

sistemas lineares.

Podemos destacar dois grupos de ferramentas da PO, um cujo modelo é
deterministico e outro cujo modelo é estocastico. No modelo deterministico
todas as variaveis envolvidas em sua formulacdo sdo constantes e conhecidas.
Por outro lado, os modelos estocasticos utilizam uma ou mais variaveis
aleatorias, em que pelo menos uma de suas caracteristicas operacionais €
definida por meio de funces de probabilidade (FAVERO; BELFIORE, 2013,
p.8). Na tabela 1.1 sdo destacadas essas ferramentas com relacdo ao modelo.
Neste trabalho abordaremos apenas a programacdo linear, para um estudo
mais aprofundado de todas as ferramentas da PO sugerimos Favero e Belfiore
(2013).

Tabela 1.1: Ferramentas da pesquisa operacional

Modelos Deterministicos Modelos Estocasticos
Programacéo Linear Teoria das filas
Programacgéo em redes Modelos de Simulacéo
Programac&o Binaria e Inteira Programacgéo Dindmica Estocéstica
Programacao por Metas ou Multiobjetivo (Cadeias de Markov)
Programac&o N&o Linear Teoria dos Jogos
Programacgé&o Dindmica Deterministica

13




Um Problema de Programacéao Linear (PPL) tem como intuito maximizar
ou minimizar uma funcéo linear de n variaveis sujeita a algumas restricbes
descritas como desigualdades ou igualdades lineares. A funcao a ser otimizada
€ denominada funcdo objetivo. Ou seja, resolver um PPL é obter um maior
valor possivel para a fungéo objetivo, quando o problema é de maximizacao, ou
obter um menor valor ao objetivo, quando o problema é de minimizacao, em

gue se devem respeitar as restricoes.

Vale ressaltar, que a solucdo encontrada sugere uma tomada de
decisdo. Portanto, deve-se julgar se esse resultado é de fato coerente com as
exigéncias. Por exemplo, se ao resolver um determinado problema encontra-se
gue é preciso mado de obra de 3,4 pessoas € obvio que deve-se analisar e
decidir se este valor podera ser arredondado para 4 ou para 3 ou ainda pra um

outro valor.

Geralmente, os PPL sao descritos em uma forma padrdo. Desse modo,
nessa secao, apresentaremos as principais definicbes e teoremas
considerando os problemas neste formato, uma vez que todo PPL pode ser
reformulado para essa forma padrdo. De acordo com Févero e Belfiore (2013),
para que um problema possa ser representado por um modelo de PL deve

satisfazer algumas hipéteses, a saber:

Proporcionalidade: para cada variavel de decisdo considerada no
modelo, a sua contribuicdo em relacdo a funcdo objetivo e as restricbes do

modelo deve ser diretamente proporcional ao valor da variavel de deciséo.

N&o negatividade: cada uma das variaveis de decisdo consideradas no
modelo pode assumir quaisquer valores ndo negativos dentro de um intervalo,
incluindo valores fracionarios, desde que satisfaca as restricbes do modelo.
Quando as variaveis em estudo podem assumir apenas valores inteiros, o

modelo é chamado de programacéo linear inteira (PLI).

Aditividade: o valor total da funcdo objetivo ou de cada funcdo de
restricdo de um modelo de programacao linear € expresso pela soma das

contribui¢cdes individuais de cada variavel de decisao.

14



Certeza: os coeficientes da funcdo objetivo, os coeficientes das
restricoes e os termos independentes de um modelo de programagao linear

sdo deterministicos (constantes e conhecidos com certeza).

Um PPL pode possuir muitas variaveis e restricbes de modo que se
torna demasiadamente cansativo resolvé-lo manualmente. Nesse Vvieis,
destaca-se a possibilidade do uso de ferramentas tecnolégicas. Em verdade, o
avanco tecnoldégico tem contribuido para resolver modelos complexos de
programacao linear e outros que seriam praticamente impossiveis de serem
resolvidos de outra forma (GOLDBARG, 2005). No capitulo 5 mostraremos
como resolver PPL utilizando os softwares GeoGebra, Programacao linear e
Scilab. Vejamos um exemplo inicial de um PPL.

Exemplo 1.1: Uma madeireira deseja obter 1000kg de lenha, 2000kg de
madeira para moveis e 50m? de casca de arvore, dispondo de carvalhos e de
pinheiros, sendo que o carvalho gera 40kg de lenha, 150kg de madeira e 3m?
de casca aproveitavel, o pinheiro 100kg de lenha, 60kg de madeira e 8m? de
casca aproveitavel. Precisamos minimizar os custos sabendo que cada

carvalho custa R$ 1500,00 para a empresa e cada pinheiro R$ 1200,00.

Este € um exemplo de um PPL em que nosso objetivo € minimizar o
custo; cabe entdo modelar o problema e resolvé-lo. Seja x; a quantidade de
carvalhos e x, a quantidade de pinheiros a serem utilizados. Temos que a
fungdo a ser minimizada é f(xq,x,) = 1500x; + 1200x, pois, cada carvalho
custa R$1500,00 e cada pinheiro custa R$1200,00. Devemos também

considerar as restricbes de lenha, madeira e casca.
R} enna: 40x; +100x, > 1000
Ryadeira: 150x; + 60x, = 2000

RCasca: 3x1 + 8x2 = 50

15



Assim, o0 modelo mateméatico do problema € dado por

Minimizar: f(xq,x,) = 1500x; + 1200x, (1.1)
Sujeitoa: 40x; + 100x, = 1000 (1.2)
150x; + 60x, = 2000 (1.3)

3x; + 8x, > 50 (1.4)

x; =0 (1.5)

x, =0 (1.6)

Em que a expresséo (1.1) é chamada funcdo objetivo, as inequacdes
(1.2), (1.3) e (1.4) sao as restricdes impostas pelo problema e (1.5) e (1.6) séao
as restricbes de nao negatividade. Observe na tabela 1.2 o valor da funcéo

objetivo e a quantidade obtida de lenha, madeira e casca para determinadas

guantidades de carvalhos (x;) e pinheiros (x;).

Tabela 1.2: valores arbitrarios para x4 e x,

Valores arbitrarios X1 =2 x1=1 x1 =10 Xy =5
para xj € xa. X2 =5 X2 =13 x2=7 x2:4
Valor gasto pela
g P R$ 9.000,00 | R$ 17.100,00 | R$ 23.400,00 | R$ 12.300,00
empresa
Quantidade de
lenha 580 kg 1340 kg 1100 kg 600 kg
Quantidade de
Madeira 600 kg 930 kg 1920 kg 990 kg
Quantidade de
46 m3 107 m3 86 m3 47 m3
casca
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1.1 — Modelo de um PPL.

Nesta secdo, apresentaremos as principais definicbes e operacdes da
Programacédo Linear, bem como, problemas classicos e seus respectivos
modelos. Consideraremos que um PPL esta na sua forma padrdo se for um
problema de maximizagdo, todas as suas restricdes forem de igualdades e
suas variaveis forem todas ndo negativas. Vale ressaltar que, caso o modelo
ndo esteja neste formato, € possivel realizar manipulacfes algébricas para
reescrevé-lo (veja secdo 1.1.2). Para um estudo mais aprofundado
recomendamos Arenales et al. (2007), Goldbarg (2005), e Favero e Belfiore
(2013).

1.1.1- Forma padrdo.

Maximizar:  f(xq, X3, .. Xp) = C1X1 + C2X3 + oo+ Cpxp
Sujeitoa:  aq1xq + aqx, + o+ apxy = by

az1Xq + arrX> + -+ AorpnXpy = b2

Am1X1 + QpaXy + -+ QnXn = by

Comx; =20 parai=1,2,..,n

A forma padréo pode ser sintetizada como

Max: cTx
s.a: Ax=0b>
x=0

onde, A,,xn, € uma matriz numeérica com coeficientes reais e de posto
completo, b € R™, c € R" e x € R™ sédo vetores. Resolver um PPL é encontrar

0 vetor de variaveis x que otimize o valor da funcéo objetivo e satisfaca todas

as restricoes.
1 X1 ai1 Q12 -+ Qip b,
c= C2 X2 z1 Q22 -+ Q2 b,
Cn Xn Am1 Amz2 " Omn b,,

17



1.1.2 — Converter um PPL para a forma padréo.

Nessa seg¢ao mostraremos como converter um problema de
programacao linear para a forma padréo, sem que haja qualquer tipo de perda
para as suas propriedades mateméaticas. Esse processo de transformacdo é

realizado através das seguintes operacoes:

e Mudanca no critério de otimizagdao.

Para transformar um problema de minimizagdo em um problema de

maximizacédo, basta notar que a seguinte propriedade é valida:
(i) Maximizar f(xq, x5, ..., x,) corresponde a minimizar —f (xq, Xz, ..., X5 )-

i) Minimizar f (x4, x5, ..., X,,) corresponde a maximizar —f (xq, X3, ..., Xn)-
1,42 n P

e Desigualdades.

() ajixq + ajpxy + -+ ajpxy, = by € equivalente a a;;x; + ajpx, + -+ aiXxy — Sk = by

com s, = 0.

(i) aj1xq + ajpxy + -+ ajpmx, < by € equivalente a a; x; + apx, + -+ apxy, + U = by

com uy;, = 0.

As variaveis s, e u;, sdo chamadas de variaveis de folga.

e Variaveis livres.

Se em um problema ndo for previamente estabelecido que uma

determinada variavel x; é positiva podemos reescrevé-la como

xX;=p—q,comp,q=0.
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Exemplo 1.2

Min: xq — 3x, + 5x3 (1.2)
s.a: 4x;+x, =10 (1.2)
x; — 3x3 < 20 (1.3)
X3 +x, =15 (1.4)
xX1,% =0 (1.5)

(i) Para transformar o problema de minimizagcdo em maximizagdo, basta

multiplicar a funcéo objetivo por —1. Ou seja

Min: x; —3x, + 5x3 € 0 mesmo que Max: —x; + 3x, — 5x3

(ii) Inserindo as variaveis de folga em (1.2) e (1.3) obtemos
4x, +x, —s =10

x1 —3x3+u=20

(iii) Note que a variavel x5 pode ser negativa, portanto devemos fazer

X3=p—gq, comp,q = 0.

Segue de (i), (ii) e (iii) que o exemplo 1.2 pode ser reescrito como

Max: —x, +3x; = 5p + 5q (2.1)
s.a: 4x;+x,—s =10 (2.2)
x1—3p+3q+u=20 (2.3)
P—q+x;=15 (2.4)
X1, X2,0,q,5,u = 0 (2.5)

19



1.2 — Problemas cléassicos

Nesta secdo, apresentaremos alguns problemas classicos de
Programacdao Linear. Nosso intuito € mostrar como obter um modelo a partir de
uma situacao contextualizada que simula uma situacao real. Assim, o leitor
pode notar a aplicabilidade da PL em problemas do cotidiano. N&o
resolveremos aqui estes problemas, faremos apenas sua representacdo
algébrica em termos das suas variaveis. Nos proximos capitulos discutiremos

métodos para resolver problemas de programacéao linear.

1.2.1- Problemas de Mistura.

Problemas de mistura consistem em combinar materiais para obter
novos produtos com caracteristicas pré-definidas. Assim, o objetivo desses
tipos de problemas é determinar a proporcéo de cada ingrediente na mistura de
modo que 0 custo seja minimo ou que a receita seja maxima. Portanto, para
definir um modelo de mistura devemos identificar preliminarmente os
ingredientes da mistura, as propor¢cdes dos componentes destes ingredientes,
bem como os custos de cada ingrediente. Além disso, supde-se que nao ha

alteracdes na composicao dos ingredientes quando estes se misturam.

e Formulacdo do modelo

Seja n 0 numero de ingredientes que podem ser utilizados na mistura e
m 0 numero de componentes relevantes para a mistura. Vale ressaltar, que o
objetivo é determinar as quantidades dos ingredientes que serdo utilizados na

producédo da mistura. Assim definiremos:

xj : a quantidade do ingrediente j que deve ser utilizado em uma unidade da

mistura,, comj =1,2,3,...,n;

a;j : a fracdo do componente i no ingrediente j, com i=1,2,3,..,m e j =

1,2,3,..,n;
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b; : a fracdo do componente i na mistura, comi =1,2,3,...,m;

¢; : 0 custo unitario do ingrediente j, com j =1,2,3,..,n.

(i) Restricdes

Note que dessa forma a;; - x; € a quantidade do componente i em x;
unidades do ingrediente j. Portanto, a;;x; + a;x, + -+ + a;,x, € a quantidade
total do componente i em uma unidade da mistura. Além disso, a quantidade

do componente i em uma unidade da mistura deve ser igual a b;. Assim temos

i1 X1 + Aipxy + 0+ QX = by, comi=1273,..,m

Por outro lado, temos que x; € a quantidade do ingrediente j que deve

ser utilizada para produzir uma unidade da mistura, com j = 1,2,3,...,n. Desse

modo,

Xpt+x,++x,=1

(ii) Funcéao objetivo

Representamos por x;a quantidade do ingrediente j que deve ser
utilizado em uma unidade da mistura e ¢; € o custo unitario do ingrediente ;.

Assim, o custo total de uma unidade da mistura é a soma dos custos de todos

os ingredientes utilizados, ou seja,

Clxl + C2x2 + b + Cnxn

(iii) Modelo matemético do problema

Como desejamos minimizar o custo da mistura temos que o modelo do

problema é dado por
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Minimizar: f(xq,Xg, ., Xp) = C1X1 + C2X5 + .4 Cpxp
Sujeito a: ay1x1 + A%y + -+ ayp Xy, = by

az1X1 + Ar2Xy + -+ aann = bz

Am1X1 + AmaXy + -+ A Xy = by
x1+x2+"'+xn=

Comx; 20 parai=1,2,..,n

Exemplo 1.2.1: Uma metallrgica deseja produzir uma nova liga metalica com
40% de estanho, 35% de zinco e 25% de chumbo a partir de varias outras ligas
metalicas, cujas propriedades estao na tabela a seguir. O objetivo € determinar
a proporcéo de cada liga (1, 2, 3, 4 e 5) que deve ser usada para produzir a

nova liga com custo minimo.

Propriedade Liga
1 2 3 4 5
% de estanho 60 25 45 20 50
% de zinco 10 15 45 50 40
% de chumbo 30 60 10 30 10
Custo ($/kg) 22 20 25 24 27

Modelo matematico do problema

Em geral, para determinar o modelo matematico de um PPL devemos
inicialmente identificar as variaveis de decisdo, uma vez que, as restricdes e a
funcdo objetivo dependem dessas variaveis. Precisamos minimizar o custo da
empresa e isso depende da propor¢cdo de cada tipo de liga que sera utilizada.

Assim, é natural definirmos
x; . Afracdo daliga 1 utilizada para fazer a nova liga;

x, . A fracdo da liga 2 utilizada para fazer a nova liga;
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x5 . A fracdo da liga 3 utilizada para fazer a nova liga;
x4 . A fracdo da liga 4 utilizada para fazer a nova liga;

Xs . A fracdo da liga 5 utilizada para fazer a nova liga.

Os custos com cada quilograma das ligas 1, 2, 3, 4 e 5 sdo, em reais,
respectivamente, 22, 20, 25, 24 e 27. Portanto, para saber o custo total basta
multiplicarmos o custo unitario pela fracdo utilizada da liga, ou seja, a funcéo

objetivo que devemos minimizar € dada por
f(x1, %0, X3, %4, X5) = 22x1 + 20x, + 25x3 + 24x, + 275

Além disso, as restricbes do problema estdo relacionadas com a
porcentagem de estanho, zinco e de chumbo presentes na nova liga metalica.

Assim temos as seguintes restrices
R;: porcentagem de estanho na nova liga
Ry:60x, + 25x, + 45x3 + 20x4 + 50x5 = 40
R,: porcentagem de zinco na nova liga
R,:10x; + 15x, + 45x3 + 50x, + 40x5 = 35
R;: porcentagem de chumbo na nova liga
R3:30x; + 60x; + 10x3 + 30x, + 10x5 = 25
R,: A mistura deve resultar em uma unidade da nova liga
Ry X1 +x,+x3+x,+x5=1
R:: Restricdes de ndo negatividade
Rs: xq,X5,X3,%X4,X5 = 0

Assim, considerando a funcdo objetivo e as restricbes do problema,

chegamos ao seguinte modelo matematico.
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minimizar: 22x; + 20x, + 25x3 + 24x, + 27x5
sujeito a: 60x; + 25x, + 45x3 + 20x, + 50x5 = 40
10x, + 15x, + 45x3 + 50x, + 40x5 = 35

30x; + 60x, + 10x5 + 30x, + 10x5 = 25

X1+ Xy +x3+x,+x5=1

X1,X2,X3,X4,X5 =0

1.2.2 - Problema de Mix producé&o.

Problemas que envolvem a fabricacdo de diversos produtos sao
chamados de problema de Mix de producdo. O objetivo desses tipos de
problema é encontrar a quantidade ideal a ser fabricada de determinada linha
de produtos, de modo que o custo de producao seja 0 minimo possivel ou que
0 lucro liquido seja o maximo possivel. Para tanto, deve-se considerar a
capacidade limitada de recursos (maquinas, capital, matéria-prima, capacidade

maxima de producéo, disponibilidade de méo de obra, demanda, entre outras).
e Formulacdo do modelo
Como devemos encontrar a quantidade que deve ser fabricada de um

determinado produto é natural definirmos as variaveis de decisdo como

x;j . a quantidade do produto j, com j = 1,2, ...,n, a ser produzida em um

periodo de tempo estabelecido previamente;
l; - lucro unitario do produto j, comj = 1,2, ..., n;
R;: capacidade do recurso i, comi = 1,2, ..., m, disponivel no periodo;

a;; . quantidade do recurso i utilizada para fabricar uma unidade do

produto j;
d; : a demanda minima do produto j;

D; : A demanda maxima do produto j.
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(i) Restricdes

As restricbes do problema estdo relacionadas com a capacidade dos
recursos e as demandas maximas e minimas; a quantidade do recurso i
utilizada nao pode ultrapassar a quantidade de recurso i disponivel. Por outro
lado, a quantidade produzida do produto j tem que satisfazer a demanda

maxima e a demanda minima. Desse modo, as restricbes sao do tipo
Restricdo de Recurso: a;1xq + appx, + -+ apnx, < R;, com i=1,2,..,m.

Restricdo de demanda: d; < x; < D;, comj =1,2,..,n.
(if) Funcé&o objetivo

Note que x; representa a quantidade do produto j a ser produzida, e
cada unidade desse produto contribui com um lucro [;. Portanto, o lucro total &

obtido multiplicando a quantidade de produtos vendida pelo lucro unitario.

Assim, a funcéo objetivo é dada por

fOxy, %0, v xn) = X1l + x50 + o+ x50,
(iii) Modelo matematico do problema

Como desejamos maximizar o lucro respeitando as restricbes, obtemos

0 seguinte modelo do problema de Mix de producéo

maximizar: f(xq, X5, o, Xp) = X1l + x50 + oo+ x50,
sujeito a: aq1Xq + A%, + .t apXy < Ry

Ay1Xq + AppXy + ot AypXxy < R,

Am1X1 + QpaXy + oo+ QnXn < Ry,
di <x; <D

d, <x, <D,

d, <x, <D,

X1, X9, e, Xp =0
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Exemplo 1.2.2: Uma fabrica produz utensilios domésticos feitos de metal. S&o
feitos trés produtos por meio de trés operacdes (estamparia, perfuracdo e
montagem), sendo que cada operacdo possui um limite méximo de horas
disponiveis. A fabricacdo dos produtos 2 e 3 consome um material que esta
disponivel em quantidades limitadas em estoque. A disponibilidade do material
e de horas em cada operacdo, bem como o quanto cada unidade produzida

consome desses recursos sao descritos na seguinte tabela:

Taxa de producédo (horas por unidade) Recurso
Setor disponivel
Produto 1 Produto 2 Produto 3
Estamparia 0,03 0,15 0,10 400 h
Perfuracéo 0,06 0,12 0,10 400 h
Montagem 0,05 0,10 0,12 500 h
Material ———- 2,0 1,2 2000 m2

A fabrica fez um levantamento de qual o custo unitario e o pre¢co de venda
adequado para cada produto, bem como uma estimativa para o minimo e

maximo de vendas, sendo:

Produto 1 Produto 2 Produto 3
Preco unitario 10 25 20
Custo unitario 6 15 14
Minimo vendas 1000 100
Maximo vendas 6000 500 1000

Deseja-se determinar quanto fabricar de cada produto, de modo a maximizar o

lucro.

Modelo matematico do problema

Como desejamos determinar a quantidade fabricada de cada produto é
natural definirmos as variaveis de decisdo como

x, : quantidade a ser fabricada do produto 1,

X, : quantidade a ser fabricada do produto 2;
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X3 : quantidade a ser fabricada do produto 3.

Inicialmente, note que o lucro unitario de cada produto é dado pela
diferenca entre o preco de venda e o preco de custo. Portanto, o lucro do
produto 1 € 4, do produto 2 é 10 e do produto 3 é 6. Desse modo, a funcao

gue representa o lucro total € dada por

f(xl,xZ, X3) = 4‘X1 + 10x2 + 6x3

As restricbes do problema estdo relacionadas com o limite maximo de
horas para a estamparia, perfuracdo e montagem. Além disso, h4 uma
guantidade escassa de material e cada produto possui uma demanda maxima
e minima. Desse modo, as restricbes do problema sdo dadas por
R; : limite maximo de horas para a estamparia

Ry : 0,03x; + 0,15x, + 0,10x5 < 400
R, : limite maximo de horas para a perfuracao

R, : 0,06x; 4+ 0,12x, + 0,10x; < 400
R; : limite maximo de horas para a montagem

R; : 0,05x; 4+ 0,10x, + 0,12x; < 500
R, : disponibilidade do material

R, : 2,0x, + 1,2x5 < 2000.

R: : demanda maxima e minima do produto 1

Rs:1000 < x; < 6000.

R, : demanda maxima e minima do produto 2

Rg: 0 < x, <500.

R, : demanda maxima e minima do produto 3

R,: 100 < x5 < 1000.
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Assim, considerando que devemos maximizar a funcédo objetivo que

representa o lucro e satisfazer as restricdes, temos o seguinte modelo do PPL

Maximizar: f(xq,%5,%3) = 4x1 + 10x, + 6x3
Sujeitoa: 0,03x; +0,15x, + 0,10x; < 400

0,06x; + 0,12x, + 0,10x; < 400
0,05x; + 0,10x, + 0,12x; < 500
2,0x, +1,2x5 < 2000
1000 < x4 <6000
0 < x, <500
100 < x5 < 1000

X1,X2,X3 =0

1.2.3 - Problema da dieta.

Um problema classico que pode ser modelado por meio de um PPL é o
da dieta, em que o objetivo € determinar as quantidades de certos alimentos
gue deverdo compor uma refeicdo, de modo que determinadas exigéncias
nutricionais sejam satisfeitas e que o0 custo com tais alimentos seja 0 menor
possivel. Em geral, baseia-se em uma tabela de alimentos com seus

respectivos contetdos nutricionais.

e Formulacdo do modelo

Como desejamos determinar as quantidades dos alimentos que vao
compor a refeicdo, é natural que as variaveis de decisdo sejam as respectivas

guantidades desses alimentos. Assim definimos
x;j . a quantidade do alimento j na refei¢cdo, com j =1,2,..,n;
¢; - 0 custo do alimento j em uma unidade de medida padronizada.

Por outro lado, as exigéncias nutricionais podem ser limitadas

superiormente e inferiormente. Desse modo definiremos
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b; : o limite inferior,comi =1,,...,m;
B; : o limite superior, comi=1,,..,m;

a;j - quantidade do nutriente i no alimento j.
(i) Restricdes

As restricbes do problema estdo relacionadas com as exigéncias
nutricionais, de modo que a quantidade do nutriente i ndo exceda o limite
maximo e também que ndo seja inferior ao minimo estabelecido. Portanto, as

restricdes sao do tipo

b; < apxi+apx,+ .. +apx, <B;, comi=1,,..,m

(if) Funcé&o objetivo

O custo total da refeicdo € igual a soma dos custos de cada alimento
multiplicado pela quantidade de alimento utilizada. Assim, a funcao objetivo que

devemos minimizar € dada por
f(xq, X0, ey Xp) = €1X1 + C2X3 + oo+ CpXp

(iii) Modelo do problema

Considerando as restricdbes do problema e que devemos minimizar a

funcao custo, chegamos ao modelo matematico do problema da dieta.

Minimizar: f(xq,X2, ., Xp) = C1X1 + C2X5 + o+ CpXp
sujeitoa: by < a;xXq +apxy; + o+ agpx, < By

b, < ay;x; +ayx, + ...+ ax, <B,

by < amix1 + QpaXy + ot Qpnxn < By

X1,X0,0,Xy =0
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Exemplo 1.2.3: (FAVERO; BELFIORE, 2013, p.34) A anemia € uma doenca
decorrente de baixos niveis de hemoglobina no sangue, proteina esta
responsavel pelo transporte de oxigénio. Segundo a hematologista Adriana
Ferreira, a “ferropriva” é a anemia mais comum e é causada pela deficiéncia de
ferro no organismo. Para sua prevencdo, deve-se adotar uma dieta rica em
ferro, vitamina A, vitamina B12 e acido félico. Esses nutrientes podem ser
encontrados em diversos alimentos, como espinafre, brocolis, agrido, tomate,
cenoura, ovo, feijao, grdo de bico, soja, carne, figado e peixe. A tabela abaixo
apresenta as necessidades diarias de cada nutriente, a respectiva quantidade
em cada um dos alimentos e o preco por alimento. A fim de prevenir que seus
pacientes apresentem esse tipo de anemia, o Hospital Metropole esta
estudando uma nova dieta. O objetivo € selecionar os ingredientes, com o
menor custo possivel, que fardo parte das duas principais refeicbes diarias
(almogo e jantar), de forma que 100% das necessidades diarias de cada um
desses nutrientes sejam atendidas nas duas refeicoes. Além disso, o total

ingerido nas duas refeicdes néo pode ultrapassar 1,5 kg.

Porcédo de 100 gramas

Ferro Vitamina A Vitamina B12  Acido félico Preco

(mg) (un (mcg) (mg) (R$)
Espinafre 3 7400 0 0,4 0,30
Brocolis 1,2 138,8 0 0,5 0,20
Agrido 0,2 4725 0 0,1 0,18
Tomate 0,49 1130 0 0,25 0,16
Cenoura 1 14500 0,1 0,005 0,30
Ovo 0,9 3215 1 0,05 0,30
Feijao 7,1 0 0 0,056 0,40
Grao de bico 4,86 41 0 0,4 0,40
Soja 3 1000 0 0,08 0,45
Carne 1,5 0 3 0,06 0,75
Figado 10 32000 100 0,38 0,80
Peixe 1,1 140 2,14 0,002 0,85
Necessidades 8 4500 2 0,4

diarias
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Modelo matemético do problema

Inicialmente, devemos definir as varidveis de decisdo. Note que os
dados da tabela estdo definidos em porcdes de 100 gramas, logo para
determinar as quantidades de alimentos em quilogramas multiplicaremos todos
os dados da tabela por 10. Assim, definimos:

x; . a quantidade do alimento j consumido diariamente, com j = 1,2, ..., 12.

Note que o custo total da refeicdo é dado pela soma dos custos de cada
alimento utilizado. E o custo com cada alimento € obtido multiplicando o custo
unitario pela fragdo consumida. Desse modo, a funcéo objetivo € dada por

fxq, %, 00, x12) = 3% + 2x, + 1,8x5 + 1,6, + 3x5 + 3x¢ + 4x, + 4xg +

4,5x9 + 7,5x19 + 8x11 + 8,5x1,

As restricOes referem-se as necessidades diarias de ferro, vitamina A,
vitamina B12 e acido folico. Além disso, o total ingerido nas duas refeicdes nao
pode ultrapassar 1,5 kg. Portanto, as restricbes sdo dadas por
R;: Necessidades minimas diarias de ferro.
30x; + 12x, + 2x3 + 4,9x, + 10x5 + 9x4 + 71x, + 48,6xg + 30xg + 15x4¢ +
100x,; + 11x4, = 80
R,: Necessidades minimas diarias de vitamina A.
74.000x, + 1.388x, + 47.250x; + 11.300x, + 145.000x5 + 32.150x, +
410xg + 10.000x, + 320.000x,; + 1.400x;, > 45.000
R;: Necessidades minimas diarias de vitamina B12
x5 + 10x¢ + 30x49 + 1.000x4; + 21,4x4, = 20
R,: Necessidades minimas diarias de acido félico

4x; + 5%, + x3 + 2,5%x4, + 0,05x5 + 0,5%, + 0,56x; + 4x5 + 0,8x9 +

31



0,6x19 + 3,8x4; + 0,02x4, = 4

Rs: O total consumido diariamente nao pode ser superior a 1,5kg

X1 + Xy + X3+ X4 + X5+ Xg + Xy + Xg + Xg + X9+ X1 FX2=515
Re: as variaveis ndo podem ser negativas

xj =20, paratodoj =1,2,..,12.

Assim, considerando a func&o objetivo e as restricdes do problema

obtemos o seguinte modelo matematico.

min:  f(xq, Xz, ., X12) = 3x; + 2%, + 1,8x3 + 1,6x, + 3x5 + 3x4 + 4x; + 4xg +
4,5x9 + 7,5x19 + 8x11 + 8,5x1,

s.a: 30xy + 12x, + 2x3 +4,9x4 + 10x5 + 9x¢ + 71x, + 48,6xg + 30x9 +
15x,9 + 100xy1 + 11x,, = 80

74.000x, + 1.388x, + 47.250x; + 11.300x, + 145.000xs + 32.150x, +
410xg + 10.000x, + 320.000x,, + 1.400x,, > 45.000

xs + 10x, + 30x;0 + 1.000xy; + 21,4x;, > 20

4x, + 5x, + x5 + 2,5x4 + 0,05x5 + 0,5x4 + 0,56x; + 4xg+ 0,8x9 +

0,6x;9 + 3,8x4; + 0,02x,, = 4
X1+ X+ X3+ x4+ Xg+ X5+ X7+ Xg+ X9 + X990 + X114 + X2 <15

xj =0, paratodoj =1,2,..,12.

1.2.4 - Problema de transporte

O problema do transporte consiste em minimizar o custo total com o
transporte de produtos dos centros de producdo (origens) aos mercados
consumidores (destinos). Para tanto, as quantidades produzidas ou ofertadas

nos centros de producédo, as demandas dos mercados consumidores, bem
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como, 0s custos de transporte de cada origem para cada destino devem ser
conhecidas. Vale ressaltar que deve-se respeitar as limitacdes de oferta e

atender a demanda.

e Formulagdo do modelo

Suponhamos que existem m origens e n destinos para o produto. Sejam:

c;j - 0 custo para transportar uma unidade desse produto da origem i para o

destinoj,comi=12,..,mej=1,2,..,n;

a; . a oferta do produto na origem i;

b;: demanda do produto no destino j;

x;; - quantidade transportada do produto da origem i para o destino j.
(i) Restricdes

As restricbes do problema referem-se a demanda dos destinos, as

limitacdes da oferta e a ndo negatividade das variaveis de decisdo. Ou seja,

n
inj < a; (11)

=
m
i=1

A restricdo (1.1) refere-se ao fato de que o que for transportado de cada
origem i a cada destino j ndo pode ultrapassar a quantidade disponivel de
produtos na origem i. Enquanto que, a restricdo (1.2) nos diz que as
guantidades transportadas das origens devem satisfazer as necessidades dos
destinos, ou seja, a quantidade deve ser igual a demanda requerida do destino.
Além disso, a restricdo (1.3) evidencia que ndo faz sentido transportar uma

guantidade negativa de produtos.
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(i) Funcéao objetivo

Como c¢;; € o custo para transportar uma unidade do produto da origem i
para o destino j, temos que c;;x;; € 0 custo para transportar a quantidade total
do produto da origem i para o destino j. Portanto, o custo total do transporte é
a soma dos custos do transporte de todas as quantidades transportadas de

todas as origens i a todos os destinos j. Logo, o custo total € dado por

n

m

i=1 j=1

(iif) Modelo mateméatico do problema

Desse modo, considerando o custo do transporte e as restricdes o

modelo do problema é dado por

n

m
minimizar:  f(Xqq, X12, = Xmn) = Z Z CijXij

i=1 j=1

n
sujeito a: Z Xijj=a
j=1

m

Xij = b; j=12,..,n
i=

1
xUZO i=12,..,mej=12,..,n

Exemplo 1.2.4: Uma fabricante de bebidas possui dois centros de producéo:
um em Ribeirdo Preto-SP e outro em Cariacica-ES. A empresa deseja planejar
gual a melhor forma de atender a demanda para a préxima semana, de
mercados consumidores em trés capitais: Sdo Paulo, Belo Horizonte e Rio de
Janeiro. O custo unitario de se transportar um fardo de bebida de cada centro
de producdo a cada mercado consumidor é dado na tabela a seguir,
juntamente com as demandas de cada mercado e as quantidades disponiveis

em cada centro de producao:

34



Custo (R$/unid) SP BH RJ Disponivel

Ribeirdo Preto 3,70 4,30 6,10 1100
Cariacica 9,80 6,90 2,10 1800
Demanda (unid) 960 510 895

A empresa deseja determinar como atender a demanda de cada mercado

consumidor, minimizando o0s gastos totais com transporte.

Modelo matemético do problema

Devemos definir as variaveis de decisdo considerando as origens
(Ribeirdo Preto, Cariacica) e os destinos (SP, BH, RJ). Sejam a origem 1
Ribeirdo preto e a origem 2 Cariacica. Analogamente, sejam Sao Paulo o
destino 1, Belo Horizonte o destino 2 e Rio de Janeiro o destino 3. Assim,

definimos

x;j. quantidade de fardos a ser transportada da origem i ao destino j, com i =

1,2 ej=1,23;
c;j- 0 custo para transportar um fardo da origem i ao destino ;.

Assim, a funcéo objetivo que devemos minimizar é dada pelo custo total

do transporte de todas as origens para todos os destinos, ou seja,
f(xll,xlz,x1,3,x21,x22,x23) =3,7x11 +4,3x1, + 6,1x13 + 9,8x,1 + 6,9x,, + 2,1x53
As restricdes do problema estéo relacionadas as limitacdes da oferta nos

centros de producdo e as demandas exigidas nos destinos. Desse modo,

temos as seguintes restricoes

R;: A quantidade de produtos que sai de Ribeirdo Preto para todos os destinos

nao pode ultrapassar a quantidade disponivel
Ryt xq1 + X415 + x43 < 1100.

R,: A quantidade de produtos que sai de Cariacica para todos os destinos nao

pode ultrapassar a quantidade disponivel
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Ryt X1 + X535 + X33 < 1800.

R;: Todo o produto entregue em Sao Paulo tem que satisfazer a demanda
R3: x4 + x5, = 960.

R,: Todo o produto entregue em Belo Horizonte tem que satisfazer a demanda
Ryt x15 + x5, = 510.

R:: Todo o produto entregue no Rio de Janeiro tem que satisfazer a demanda
Rs : x5 + x,3 = 895.

Rs: N&o negatividade
Rg: ;=20 ,comi=12ej=1,2,3.

Assim, considerando a funcédo objetivo e as restricdes do problema

obtemos o seguinte modelo matematico

minimizar: f(xll,xlz,xl,g,xm,xzz,ng,) =3,7x11 +4,3x1, + 6,1x13 + 9,8x,; +

6,9x5, + 2,1x53

sujeitoa: xq1 + x4, + x93 < 1100
Xp1 + Xpp + X3 < 1800
X117 + x5 =960
X172 + x5, = 510
X3 + X3 = 895
x;20 i=12ej=123

Neste capitulo, a partir dos exemplos apresentados, ficou evidente a
possibilidade de utilizar a programacao linear em problemas do cotidiano, a fim
de minimizar gastos ou de maximizar lucros. Desse modo, pode-se observar a
aplicabilidade desta ferramenta em diversos contextos. Nos préximos capitulos,
apresentaremos 0s principais métodos utilizados para resolver problemas de

programacao linear.
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CAPITULO 2 - SOLUCAO GRAFICA DE UM PPL

Neste capitulo, mostraremos como obter a solu¢cdo de um problema de
programacdo linear a partir da analise da regido factivel. O método de
resolucdo apresentado, apesar de possuir limitacdes, € essencial para
compreendermos 0S principais conceitos da programacao linear, tais como:
solucdo viavel, regido factivel, valor 6timo, semiespaco, etc. Além disso, utiliza-
se nesse processo conteldos béasicos do ensino médio como fungcdo do
primeiro grau, sistemas lineares e inequacdes. O que pode motivar os alunos,
uma vez que, visualizam aplicacfes praticas para os contetdos estudados na

escola. A resolucao grafica estéa restrita a problemas de até trés variaveis.

2.1 - Conceitos prévios

Definicdo 2.1.1: Dizemos que uma solucdo é factivel (ou viavel) se satisfaz
todas as restricbes do modelo, inclusive as de ndo negatividade.
Analogamente, uma solucdo € nao factivel se viola pelo menos uma das

restricdes do modelo.

Definicdo 2.1.2: Chamamos de regido factivel (ou regido viavel) o espaco que

contém todas as solucdes factiveis.

Definicdo 2.1.3: Chamamos de solucédo 6tima a solucao factivel que resulta
no melhor valor para a funcdo objetivo. Desse modo, se o problema for de
maximizacdo, a solucdo 6tima é a que fornece o maior valor para a funcao
objetivo; e se o problema for de minimizacdo, a solu¢do 6tima € a que resulta

no menor valor para a funcao objetivo.

Definicdo 2.1.4: Um subconjunto D do R™ é chamado convexo se para
guaisquer dois pontos A e B pertencentes a D o segmento AB esta

inteiramente contido em D. Um ponto da forma
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n
a1A; + aA, + -+ ay Ay, com Zai=1 ea =0
i=1

€ denominado combinacgdo convexa dos pontos Ay, 4,, ..., A,.
Em particular, a combinagéo convexa de dois pontos A e B é dada por
aA+ (1 —a)B, coma € [0,1].

Portanto, um conjunto D é convexo se, para quaisquer A,B €D, a

combinagao convexa de A e B pertence a D. (figura 2.1).

Conjunto convexo Conjunto nido convexo

Figura 2.1. Conjunto convexo e ndo convexo

Definicdo 2.1.5: Um ponto T em um conjunto convexo S € definido como
ponto extremo de S, se ndo existem dois pontos distintos A,B € S, tais que
T=aA+ (1—a)B com a € [0,1]. Na figura 2.2 os pontos A,B,C,D,E e F séo

pontos extremos.

Teorema 2.1.1 Todo ponto ndo extremo pode ser escrito como combinacéo

convexa de pontos extremos.
Demonstracao

Faremos a demonstracdo considerando uma regido factivel em R?, o

caso em R3 é analogo. Considere uma regiéo factivel (figura 2.2).
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Figura 2.2. Ponto extremo

Temos dois casos a considerar:
(i) O ponto nao extremo esta sobre uma aresta.

Nesse caso, este ponto pode ser escrito como combinagdo convexa dos
pontos extremos dessa aresta. Por exemplo, o ponto Q pode ser escrito como
vE + (1 —y)D comy € (0,1)

(if) O ponto ndo extremo esta no interior da regido factivel.

Seja P um ponto no interior da regido factivel, mostraremos que P pode
ser escrito como combinacdo convexa de pontos extremos. Considere a reta
gue passa por P e por algum ponto extremo, digamos D. Essa reta intersecta o
a regiao factivel em um ponto pertencente a uma aresta. Se intersectar em um
ponto extremo a demonstracdo termina. Suponha que intersecte em um ponto

H na aresta AB. (figura 2.3).

Figura 2.3- Reta passando porDe H
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Desse modo, H pode ser escrito como combinagdo convexa dos pontos

A e B. Digamos
H=aAd+ (1 -a)B (I

Por outro lado, P pode ser escrito como combinacdo convexa dos pontos H e

D. Digamos

P=pD+(1—-pB)H (1)

Substituindo (I) em (II) temos
P=BD+(1-pB)ad+ (1 —a)B]
=pD+(1-pBaA+(1-p)(1—-a)B
Para o que falta, basta mostrar que g8 + (1 — B)a + (1 — B)(1 — a) = 1. De fato,

P+A-Ra+(@-pA-a)=p+a—-Pa+l—a—-B+af =1

Definicdo 2.1.6: Um hiperplano H ¢ R™ € o conjunto de todas as solucdes de

uma equacao da forma:
a X1+ azx, + ...+ ax, =b

com, pelo menos, um a; #0, i =1,2,...,n. Assim, H representa em R um

ponto, em R? uma reta e em R3 um plano.

Definicdo 2.1.7: Em R™ um semiespaco é a regido de um dos lados de um
hiperplano. Desse modo, os semiespa¢cos do hiperplano a;x; + a,x; + -+

a,x, = b sdo dados por
a Xy + azx, + ..+ ax, <b

a X1+ azx, + ..+ ax, =b
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Assim, em R um semiespaco é um dos lados da reta real relativo a um
dado ponto, em R2 é uma das regifes planares relativa a uma dada reta e em
R3 é uma das regides espaciais relativa a um dado plano. (figuras 2.4, 2.5 e
2.6)

: H :
Semiespaco 1 Semiespaco 2

< ®
4

Hiperplano

Figura 2.4. Semiespago em R

H Hiperplano

Semiespaco 2

Semiespaco 1

AN

Figura 2.5. Semiespaco em R?

Semiespaco 1

H - Hiperplano

Semiespaco 2

\

_‘_-.‘_'F""'—'-_..._

Figura 2.6. Semiespaco em R3
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Definicdo 2.1.8: A intersecdo de um numero finito de semiespacos em R™ é

um poliedro.

Exemplo 2.1.1 Poliedro definido por restricdes.

—le+xZ <-3
—-x1+3x, =21
2 X120

1 x, >0

10 / 2 3 4 ] g 7 ] 9 10 11 12 13 14
-1

Figura 2.7. Exemplo de poliedro

Definigc&o 2.1.9: Um poliedro limitado & chamado de politopo.

Exemplo 2.1.2 Politopo determinado por restri¢coes.

> —2x; +x, < -3

—x1+3x, 21

4x; + 9x, < 36
x,=0

x, =0

“/

0 i/'z'aix'sr'a%é

Figura 2.8. Exemplo de politopo

Definicdo 2.1.10: Uma n-tpla x = (x4, x5, ..., x,) = 0 se, e somente se, x; = 0,

paratodoi = 1,2,...,n.

Teorema 2.1.2: O conjunto C de todas as solu¢cdes do problema de

programacao linear € um conjunto convexo.

42



Demonstracéo.

Queremos mostrar que para quaisquer dois pontos distintos x;,x, € C a
combinacdo linear convexa desses pontos também pertence a C. Note que 0s
pontos x' € C séo, tais que, Ax' = b e x' = 0. Considere duas solu¢fes distintas
X1 € x, pertencentes a C. Dessa forma, Ax, = b e Ax, = b, tomando x = ax; +

(1 — a)x,, temos que x = 0, poisx; =0, x, =0 e a € [0,1]. Dai,

Ax = Alax; + (1 — a)x,]
= Aax; + A(1 — a)x,
= Aax; + Ax, — Aax,
= alAx; + Ax, — alx,
=ab+b—ab
=b

Portanto, x € C

2.2 — Derivadas direcionais.

Nesta secdo apresentaremos o conceito de derivadas direcionais. Em
resumo as derivadas direcionais nos permitem calcular taxas de variacao de
uma funcédo em relacdo a qualquer direcdo. As derivadas parciais, por exemplo,
sdo casos particulares das derivadas direcionais, donde a direcdo utilizada é

paralela a um dos eixos.

Definicdo 2.2.1: Se f(x,y) for uma funcao e se u = (uy,u,) for um vetor
unitario, entdo a derivada direcional da funcédo f na direcdo e sentido de u

em (x,,¥,) € denotada por D, f (x,,y,) € definida por

f(xg + suq, yo + suy) — f(x0,¥0)
s

Duf(xO'yO) = LI_I)T(I)

desde que esse limite exista.
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A definicdo para uma funcéo de trés variaveis é analoga. Desse modo,
apresentaremos o0 desenvolvimento dessa secdo para funcdes de duas
varidveis, devido a possibilidade de representar as informacfes
geometricamente. Analiticamente, a derivada direcional representa a taxa de
variacdo instantanea de z = f(x,y) em relacéo a distancia na direcédo e sentido

de u no ponto (xq, V).

Inclinagdo na dire¢do u = taxa de
variagdo de z emrelagdo as.

A<

| _——S5 ”"//
gy (x5
(x0, ¥0)

Figura 2.2.1. Interpretagdo geométrica da derivada direcional

Fonte: Anton et al. (2007, p.979).

Teorema 2.2.1: Se f(x,y) for diferenciavel em (x,,y,) € se u = (uq, u,) for um

vetor unitario, entdo a derivada direcional D, f(x,y,) existe e é dada por
Dy f (x0,¥0) = fr (X0, yo)us + £, (x0, yo)u, D
Demonstracao

A funcéo z = f(xq + suy, yo + su,) é a composi¢ao da funcdo f(x,y) com as

funcdes
x=x(s)=x¢+su; e y=y(s)=1y,+su,

Assim, a regra da cadeia nos fornece, imediatamente

d
Dy f (x0,¥0) = ds [f(xo + suy, Yo + suz)ls=o

dz

=22(0) = £ (x0, Yo)us + f;, (X0, Yo Uz

ds
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Além disso, a férmula (I) pode ser dada em termos do produto escalar como
D, f(x0,y0) = (fx(on’o); fy(xo;%)) - (uq, up)

= (AGoy0) fy G 0)) - w (D

Definicdo 2.2.2: Se f for uma funcdo de x e y, entdo o gradiente de f é

definido por

V) = (£, fGy)) QD
Segue de (III) que

Dyf(x0,¥0) = Vf(x0,¥0) - u (V)

Ademais, a formula (IV) pode ser reescrita em termos do angulo 6

formado entre os vetores Vf(x,y) e u, pois

Dyf(x,y) =Vf(x,y) -u=[[VF(Ce, I - llull - cos(8) = [IVFf(x, y)l - cos(8)

Assim,
D.f(x,y) = |IVf(x,y)Il - cos(8) (V)

Proposicdo 2.2.1: Dentre todas as diregbes ao longo das quais a funcéo f

cresce, a direcdo do gradiente é a de crescimento mais rapido.

De fato, da equacado (V) podemos concluir que o valor maximo de
D, f(x,y) é |IVf(x,y)|l e isso ocorre quando cos(6) assume seu valor maximo,
isto &,
cos(@) =1<=0=0

Desse modo, 0 maximo ocorre quando u estd na mesma direcdo e
sentido de Vf(x,y). Portanto, a taxa de variacdo cresce mais rapidamente

guando o deslocamento € na dire¢do do vetor gradiente. Analogamente, o valor
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minimo de D,f(x,y) € —||Vf(x,y)|l e isso ocorre quando cos(f) assume seu
valor minimo, isto é,

cos(@)=-1o=6=nx

Logo, o minimo ocorre quando u esta na mesma direcdo de Vf(x,y) e
no sentido oposto.

Definicdo 2.2.3: O conjunto de pontos que atribui 0 mesmo valor a funcdo

objetivo € chamado curva de nivel.

Proposicao 2.2.3: O gradiente de fno ponto (x,v,) € perpendicular a

superficie de nivel de f que passa por esse ponto.

Mostraremos que o gradiente € normal as curvas de niveis. Suponha
que (xq,¥,) Seja um ponto na curva de nivel f(x,y) = cde f e suponha que

essa curva é dada por uma parametrizacdo suave como
x=x(s), y=y(s) (V)
O vetor tangente unitario a (VI) é

dx dy)

=16 = (G 5

Para mostrar nossa afirmacéo, derivamos ambos os lados da equacgéao
f(x,y) =c em relacdo a s. Suponha que f seja diferenciavel em (x,y),

podemos usar a regra da cadeia para obter

6fdx+6fdy_0
dxds Jdyds

Ou ainda,

(5e3) (@)=

Que pode ser reescrito como

Vf(x,y)-T=0 (VII)
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Portanto, se Vf(x,y) # 0, entdo ocorre (VII) quando Vf(x,y) € normal a

curva de nivel f(x,y) = ¢ em qualquer ponto (x,y) dessa curva.

Apresentamos nessa sec¢do um estudo sucinto de derivadas direcionais
e das propriedades do vetor gradiente. Para um estudo mais aprofundado
recomendamos Anton et al. (2007) e Lima (2014).

2.3 — Solucao grafica de um PPL

Teorema 2.3.1: Seja S um politopo definido pelas restricdes de um problema
de programacao linear. Entdo, se existe solucao Otima para o programa linear,

existe um ponto extremo em S com o valor 6timo.

Intuitivamente, é facil ver que tracando um hiperplano ortogonal ao
gradiente da funcdo objetivo (curva de nivel) e movendo esse hiperplano na
direcdo do gradiente (no caso de maximizar), existe uma distancia maxima que
esse movimento pode ser feito de modo que o hiperplano intersecte o poliedro.
Assim, quando a distancia for maxima, o hiperplano intersectara o poliedro em
um ponto extremo, pode tocar em uma aresta ou face, mas ainda assim tocara

num ponto extremo.

\ \ A\ \ A A\ \ \ \

Figura 2.3.1. Interpretagdo geométrica do teorema 2.3.1

Demonstracéao (teorema 2.3.1)

Note que, como S € um politopo, entdo S tem um numero finito de pontos
extremos, sejam xj, x;, .., X, €SSes pontos. Seja x, um ponto viavel

maximizando a funcédo objetivo ¢"x em S. Assim,
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cTxyg= cTx, Vx€S

Suponhamos que x, ndo € um ponto extremo de S. Entdo x, pode ser

escrito como combinagao convexa dos pontos extremos de S.

x0=

-

aix;, coma; =0 e Zal-=1

i=1

Seja x; 0 ponto extremo com maior valor para a fungdo objetivo.

Portanto,
cTxf < cTx;

Segue dai que,

Desse modo, obtemos cTx, < cTx;. Como x, é 6timo, cTx, = cTx;.

Portanto, existe o ponto extremo x,: onde o valor da funcao objetivo é 6timo.

A partir do teorema 2.3.1 obtemos uma forma de resolver problemas de
programacao linear. Para tanto, basta tracarmos a regido factivel e buscar
dentre os pontos extremos o que resulta em um melhor valor para a funcéo

objetivo.
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Exemplo 2.3.1: Encontrar o melhor valor para o PPL.

max:

f(xq,%5) = 5x; + 3x,

X1+x222

X1 <3

—x1+x2S2

—3x1 + X2 > —6

X120

XZZO

Ao tracar as regibes definidas por cada restricio encontramos um

politopo S, em que todos 0s pontos pertencentes a ele satisfazem todas as

restricbes, pelo teorema 2.3.1 sabemos que a solugcdo oOtima é um ponto

extremo de S. Basta entdo verificar o valor da funcéo objetivo nesses pontos.

Note que os pontos extremos de S sdo A = (0,2), B=(2,0), C=(3,3) e

D = (3,5). Veja na tabela abaixo o valor da fungéo objetivo nesses pontos.

Pontos extremos

A=1(02)

B =(2,0)

c=(33)

D = (3,5)

f(x1,%3) = 5x; + 3x;

f(0,2) =6

£(2,0) = 10

£(3,3) = 24

£(3,5) = 30

Portanto, o ponto 6timo que maximiza a funcdo objetivo é o ponto D,

com valor 6timo igual a 30. Nenhum outro ponto da regido S obtera melhor
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valor do que o ponto D. Esse método, apesar de ser simples, torna-se
demasiadamente cansativo quando a regido factivel apresenta um numero
grande de pontos extremos. Uma forma de contornar esse problema é levar

em consideracao o vetor gradiente da funcéo objetivo.

Segue da definicdo 2.2.2 que o vetor gradiente de uma funcao

f(xl, xZ) = ai1xXq + arXxX, é dadO pOI’

of of

dx,  0x,

Vf(xy,xz) = ( ) = (ay, a;)

Portanto, no decorrer deste trabalho iremos nos referir ao vetor gradiente
como o0 vetor cujos componentes sdo os coeficientes da funcéo linear f.
Ademais, da definicdo 2.2.3 temos que uma curva de nivel da funcao f(xq,x,)
€ dada pela reta

a;xq + Ar,X, = k

Exemplo: 2.3.2: Um agricultor acabou de comprar uma fazenda para o plantio
de trigo e arroz. A éarea total disponivel para plantio é de 7 hectares, e o
agricultor deseja plantar, no minimo, 1 hectare de trigo e 2 hectares de arroz.
Estima-se que o lucro do trigo seja de R$ 5.000,00 e do arroz de R$ 3.000,00,
por hectare plantado. O agricultor deseja determinar quanto plantar de cada

cultura, de modo a maximizar seu lucro.

Modelo do problema

Sejam x; a area a ser plantada de trigo e x, a area a ser plantada de
arroz. Note que a area disponivel para plantar arroz e trigo € no maximo de 7
hectares, portanto x; +x, <7. Além disso, deve-se plantar no minimo 1
hectare de trigo e 2 hectares de arroz, algebricamente, x;, > 1 e x, = 2, note
ainda que nao é possivel plantar uma area negativa, dai, x; > 0e x, = 0. Por
fim, como o lucro do trigo € de R$ 5.000,00 e do arroz é de R$ 3.000,00 temos
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que a fungéo que representa o lucro € dada por f(x;,x;) = 5x; + 3x,. Portanto,
o0 modelo do problema € dado por

max: f(xq,x;) = 5x; + 3x,
s.a: xy+x, <7

x, =1

X, =2

x;1 =0

XZZO

Representaremos em um mesmo sistema cartesiano as regides
limitadas pelas restricdes do problema, donde a intersecdo dessas regides € a
regido factivel. Considere x; 0 eixo horizontal e x, 0 eixo vertical. As restricoes
de ndo negatividade limitam a regido factivel ao primeiro quadrante. Além
disso, a inequacao x; + x, < 7 representa um semiplano. Para determina-lo
inicialmente tracamos a reta x; +x, =7, que divide o plano em dois
semiplanos. Para esbocar a reta x; + x, = 7 basta encontrar as intersegdes

com 0s €eixos, ou seja, 0 ponto em que x; = 0 e 0 ponto em que x, =0
x1=0=0+x,=7=>x,=7
X, =0=>x,+0=7=>x;=7

Portanto a reta contém os pontos A = (7,0) e B = (0,7).
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Para determinar qual semi-plano representa a inequagado x; +x, <7
basta substituir um ponto P ndo pertencente a reta e verificar se satisfaz ou nao
a inequacao. Considere, por exemplo, P = (2,3) substituindo esse ponto na
inequacao obtemos

24+3=5<7

Logo, o semi-plano que contem o ponto P € o0 que representa a

inequagao x; + x, <7

81%2

70 B

A restricdo x; =1 nos da um semiplano a direita da reta x; = 1.

Enquanto que a restricdo x, > 2 € o semiplano acima da reta x, = 2.

X5 22

Por fim, representaremos em um mesmo plano todas as restricbes
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A intersecdo das restricdes determinam no plano a regido triangular de
vértices A = (1,6), B =(1,2) e C = (5,2). Esses pontos sdo os candidatos a
solucdo do problema. Nesse exemplo, por se tratar de poucos pontos,
poderiamos substituir esses valores na fungéo objetivo e encontrar o ponto que
maximiza o lucro. Por outro lado, um PPL pode possuir varias restricdes, por
isso definiremos uma forma de obter o ponto 6timo sem precisar fazer testes.
Para isso, inicialmente note que o vetor gradiente da funcédo é dado por v =

(5,3) e este aponta na direcdo de maior crescimento da funcao.

82
7
s A
5
4
3
2 B. -
1 v
LS
0 1 2 3 4 5 ] 7 8 9
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7

Em seguida, tragamos a curva de nivel, isto é, igualamos a funcgéo
objetivo a um valor inicial k, de modo que a reta 5x, + 3x, = k fique préxima a

regido factivel. Por exemplo, tomando k = 3 obtemos aretar: 5x; + 3x, =3

Agora, tracamos retas paralelas a reta r:5x; + 3x, = 3 na dire¢do do
vetor gradiente, de modo que a reta intersecte a regiao factivel, o ultimo ponto
em que a reta tocar é o ponto 6timo. Veja na sequéncia de figuras abaixo esse

procedimento.

5x; +3x, =11 5x; + 3x, = 23 5x; + 3x, =31
5)(2 S“XZ 9X2
8 \ 8
7 7 7
5 A 61 A 6 A
5 5 5
\ 4 4
3 3 3
2| B c 2| B . 2| B °
1 v 1 v 1 v
1o 1 2\ 3 4 5 6 7 0 T2 3 4N 6 7 0 T2z 3 a4 5 6\ 7
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Assim, podemos concluir que o ponto C = (5,2) maximiza a fungao
objetivo, e o valor 6timo é 31. Portanto, para maximizar o lucro o agricultor
deve plantar 5 hectares de trigo e 2 hectares de arroz, e obter4d um lucro de
R$31.000,00. De modo anélogo, podemos proceder para resolver PPL de

minimizacédo, basta considerar a dire¢do contraria ao gradiente.

2.4 - Casos especiais

Ao esbocar a regido factivel de um PPL, pode-se obter uma regido
limitada, ilimitada ou vazia. A partir da analise dessa regidao pode ocorrer
alguns casos especiais 0s quais mostraremos a seguir. Apresentaremos 0S
exemplos para o caso em R?, pois em R3 ha uma dificuldade consideravel para
visualizar a regido factivel. Ademais, 0s casos expostos podem ser

generalizados para o caso espacial.

Solucédo inviavel: Ocorre quando a regidao factivel € um conjunto vazio, ou
seja, ndo ha pontos no primeiro quadrante que satisfacam todas as restricbes

simultaneamente.

max  f(xq,x;) = x1 + 2%,

s.a —4x; +8x, < -16

—x1+X221
4 x120
2 x220

Multiplas solucdes 6timas: Ocorre, em geral, quando a funcéo objetivo é um
multiplo de alguma funcdo restricdo. Nesse caso, todos os pontos de um
hiperplano que compfe a fronteira do poliedro sdo solugdes Otimas do

problema.
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f(xq,x;) = 5x; + 10x,
X1 +2x,<6

x1+x, <5

x =1

x1 =0

x, =0

Solucgdes ilimitadas: Ocorre quando a regidao factivel € ilimitada na

direcdo de crescimento do gradiente da funcéo objetivo.

max

f(xq,x3) = 2x1 + 3x,
2X1 — Xy = —2

X1 +x, 25

—x;+x, =2 -1

x1 =0

x, =0

SolugBes degeneradas: Ocorre quando um dos vértices da regido

factivel é obtido pela intersecdo de mais de duas retas distintas. Ademais, se a

degeneracdo ocorrer na solugdo Otima, tem-se um caso conhecido como

solucdo otima degenerada.
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max: 4x, + x,

s.a: x,+x, <7
X1 — Xy = —3
x =1

X, =2

x <5
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CAPITULO 3 — METODO SIMPLEX

Apresentaremos nesse capitulo o método analitico para resolver
problemas com duas ou mais variaveis, contudo esse método, apesar de ser
mais eficiente do que o método gréfico, limita-se a problemas com poucas
restricdes e variaveis, uma vez que analisa todas as soluc¢des basicas (factiveis

ou néo) de um PPL.

Posteriormente, apresentaremos o método SIMPLEX. Este método € um
dos mais utilizados devido a sua eficiéncia e praticidade, e estd inserido em
diversos softwares gratuitos. Em resumo, o método SIMPLEX parte de uma
solucéo basica factivel e vai identificando, a cada interagcdo, um nova solucao
basica factivel em que o valor da funcdo objetivo € melhor ou igual a anterior.
Para tanto, o algoritmo utiliza ferramentas baseadas na Algebra Linear para

determinar a solucao 6tima de um PPL.

3.1 - Solucéo Analiticade um PPL.

Nessa secdo, apresentaremos o0 método analitico para resolver
problemas de programacao linear nos casos em que o numero de equacdes
lineares (m) é menor do que o numero de variaveis (n). Baseamo-nos nessa
secdo em Favero e Belfiore (2013), Taha (2008) e Hefez e Fernandes (2016).

Definicdo 3.1.1: Um sistema linear € chamado de impossivel, quando nédo tem
solucéo, possivel e determinado, quando tem uma Unica solucdo e possivel e

indeterminado, quando tem mais de uma solucéo.

Definicdo 3.1.2: Sejam A uma matriz com m linhas e n colunas e A’ a matriz
na forma escalonada equivalente a A. Define-se como posto de A o nimero de

linhas ndo nulas de A’.
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Teorema 3.1.1: Consideremos um sistema linear com m equacbes e n
incégnitas AX = B. Sejam pyp 0 posto da matriz ampliada do sistema e p, 0
posto da matriz dos coeficientes do sistema. Entao

(i) O sistema é possivel se, e somente se, pug = Pa-
(i) O sistema é possivel e determinado se p g = p4 = n.

(iii) O sistema é possivel e indeterminado se p,z = p4 < n. Neste caso, n — p,
€ 0 numero de incognitas livres do sistema, ou seja, incognitas que podem

assumir qualquer valor real.

Demonstracao. Ver Hefez e Fernandes (2016, p.49).

Em geral, um PPL tem mais variaveis do que equacées (m < n). A vista
disso, nos aprofundaremos em resolver problemas dessa natureza.
Consideremos a matriz A de posto completo, para resolver um sistema Ax = b,
em que m < n, devemos inicialmente escolher um conjunto de n — m variaveis
de x, denominadas de variaveis ndo basicas (VNB) as quais atribuiremos
valor zero. Assim, as m variaveis restantes, chamadas de variaveis basicas
(VB), serdo determinadas. Essa solucdo se for Unica, é denominada solucéao
basica (SB). Além disso, se a solucdo basica satisfaz as restricbes de nao
negatividade, entédo ela é dita solucdo basica factivel (SBF). Chamamos de

base o conjunto de variaveis basicas.

Para obter a solucdo 6tima, basta verificar o valor da funcéo objetivo
para todas as possiveis solucdes basicas e escolher a que otimiza a funcdo. O

namero maximo de solu¢cdes basicas a serem calculadas é:

N n!
Cm= m!- (n —m)!

Que corresponde a analisar todas as possiveis combinacdes de
n variaveis escolhidas m a m. Veremos no préximo exemplo como resolver um

PPL pelo método analitico.
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Exemplo 3.1:  max: f(xq,x;) = 20x; + 12x,
s.a: x;1+3x, <6
3x; +2x, < 6 (3.1

X1,%, =0

Para resolver esse problema usando o método analitico, devemos
inicialmente, transformar o problema para a forma padrédo. Como as restricbes
sdo de desigualdade basta adicionar as variaveis de folga x; e x,. Desse

modo, o PPL passa a ser dado por:

max: f(xq,x,) = 20x; + 12x, + 0x5 + 0x,
s.a: x;+3x,+x3=06
3x1 + sz + X4 = 6 (32)

xl) xZJ x3) x4 2 0

Note que, o sistema tem m =2 equacdes e n =4 variaveis. Para
determinar as solucdes basicas atribuiremos valor zero as n—-m=4—-2=2
variaveis ndo basicas, de modo que o valor das demais m = 2 variaveis
basicas sejam determinadas resolvendo o sistema (3.2) resultante da
substituicdo dos valores das variaveis ndo basicas. O numero maximo de
solucdes basicas é:

4!

4_—2
= 21- (4 —2)! 6

Solucdo A: VNB = {xy,x,} € VB = {x3,x,}.

A principio atribuimos valor zero as variaveis nao basicas, ou seja, x; = x, = 0.

Por seguinte, resolveremos o sistema

{ 0+3-04+x;=6
3:-042:0+x,=6

Encontrando a solucéo basica x; = 6 e x, = 6. Dai, temos:
Solucéo bésica:x; =6ex, =6

Solucéo: (x4, x4, x3,%x4) = (0,0,6,6)
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Valor da funcgédo objetivo: f(xy,x;,) =0

Encontraremos as demais solu¢cdes de modo analogo, considerando
todas as combinacfes possiveis para escolher o conjunto de variaveis nao
basicas. A cada nova solucdo, uma variavel do conjunto das variaveis nao
basicas entra no conjunto das variaveis basicas. Desse modo, uma variavel
bésica se tornara ndo béasica e assumira valor zero, ao passo que uma variavel

ndo basica se tornara basica.

Note que x, entra na base no lugar da variavel x;. Assim, fazendo x; =

x3 = 0 obtemos o sistema:

{ 0+3x,+0=6
3:0+2x,+x,=06

E resolvendo-o encontramos a solugéo basica x, = 2 e x, = 2. Desse modo:
Solucéo basica: x, =2 e x, = 2
Solucao: (x4, x5, x3,x4) = (0,2,0,2)

Valor da funcgao objetivo: f(xq,x,) = 24.
Solugéo C: VNB = {x;,x,} € VB = {x,, x3}.

Note que x; entra na base no lugar da variavel x,. Assim, fazendo x; =

x, = 0 obteremos o sistema:

{0+3x2+x3:6
3:0+2x,+0=6

E resolvendo-o encontramos a solu¢éo basica x, = 3 e x; = —3. Desse modo:
Solucéo basica: x, =3 e x; = -3

Solucéo: (x4, x4, x3,%x,) = (0,3,—-3,0)
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Como x5 < 0, a solucao é infactivel.

Note que x; entra na base no lugar da variavel x,. Assim, fazendo x, =

x, = 0 obteremos o sistema:

{X1+30+X3=6
3%, +2-04+0=6

E resolvendo-o encontramos a solugéo basica x; = 2 e x3 = 4. Desse modo:
Solucéo béasica: x; =2 e x; =4
SO|U(;§.0 (.xl,xz, x3,x4) = (2, 0, 4‘, 0)

Valor da fungéo objetivo: f(x;,x,) = 40.
Solugéo E: VNB = {x,,x3} e VB = {x1,x,}.

Note que x, entra na base no lugar da variavel x;. Assim, fazendo x, =

x; = 0 obteremos o sistema:

{x1+3-0+0=6
3x1+2'0+x4:6

E resolvendo-o encontramos a solugéo basica x; = 6 e x; = —12. Desse modo:
Solucéo basica: x; = 6e x, = —12
Solucdo: (x4, x4, x3,%x4) = (6,0,0,—12)

Como x, < 0, a solucéo é infactivel.

Solucdo F: VNB = {x3,x,} e VB = {xq,x,}.

Note que x, entra na base no lugar da variavel x,. Assim, fazendo x; =

x, = 0 obteremos o sistema:

{x1+3x2+0:6
3x1+2x2+0:6
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~ o 6 12
E resolvendo-o encontramos a solugéo basica x; = S€Xy = Desse modo:

~ ;s - 6 12
Solugéo basica: x; = Sex, =

6 12
7’7

SO|U(;6~10 (xl,xz, X3,x4) = ( ,0, 0)

Valor da funcédo objetivo: f(xq,x,) = % = 37.7.
Analisando o valor da func&o objetivo em cada ponto temos que o valor
otimo é f(x,,x,) = 40, obtendo esse valor para x; = 2 e x; = 4. Se 0 problema

fosse de minimizac&o, procurariamos o menor valor dentre todos 0s obtidos.

Ao adicionarmos as variaveis de folga, o problema passa a ter quatro
variaveis (xq,x,,x3,x,), €m vez de apenas as duas primeiras (x;,x,). Porém,
qualquer ponto em R? determina unicamente essas quatro variaveis, ou seja,
dado o par (x;,x,) podemos determinar os valores de x; e x, pelo sistema
(3.2).

X1 +3x,+x3 =6 = x3=6—x; — 3x,

3x;+2x, +x, =6 = x,=6-—3x; —2x,

Ponto A Ponto B Ponto C

x1 =0 x1 =0 x1 =0

x, =0 Xy = 2 X, =3

Xx3=6—0—3-0=6 X3=6—-0—-3-2=0 Xx3=6—0—3-3=-3

X,=6-30-2:0=6 |x,=6-3-0-2-2=2 X, =6-3:0—2-3=0

Ponto D Ponto E Ponto F

X, =2 X, =6 x, =6/7

x, =0 x, =0 x, =12/7

X3=6-2-3-0=4 X3=6-6-3-0=0 x3=6—6/7—3-%=0

X =6—3-2—-2:-0=0 |x,=6—-3-6—-2-0=-12
x4=6—3-6/7—2-%=0
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Assim, cada solucao béasica corresponde a um ponto extremo que pode
ser factivel ou infactivel. A figura abaixo mostra a regido determinada pelas
restricbes do problema e cada ponto representa a sua respectiva solucdo
basica. Note que os pontos C e E ndo pertencem a regido viavel, pois como
vimos, a restricdo de nao negatividade ndo é satisfeita para todas as variaveis.
Além disso, observando a direcao do vetor gradiente € facil ver que a solugéo

Otima € obtida no ponto D, como haviamos encontrado pelo método analitico.

X

Figura 3.1.1: Regido factivel

Vale ressaltar, que esse método € mais eficiente do que o método
grafico, pois podemos resolver problemas com mais de trés variaveis. Contudo,
€ limitado a resolver problemas com poucas equacdes e variaveis, por
exemplo, no caso de um PPL de 7 equacdes e 15 variaveis teremos que
analisar (3°= 6.435 solucbes basicas. Na proxima secdo, apresentaremos o

método simplex, que resolve problemas com duas ou mais variaveis.
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3.2- Método Simplex

A origem do método simplex para resolucdo de problemas de
programacao linear deu-se em 1947, com a disseminacdo da Pesquisa
Operacional nos Estados Unidos depois da Segunda Guerra Mundial, por uma
equipe liderada por George B. Dantzig. (FAVERO; BELFIORE, 2013). Com o
avanco da tecnologia e da velocidade do processamento de dados, tornou-se
possivel resolver PPL em pouco tempo. Ademais, pdde-se resolver problemas
mais complexos que noutra época eram considerados impossiveis devido a

grande quantidade de dados.

O algoritmo simplex utiliza calculos simples baseados no método de
eliminacdo de Gauss. Apesar de serem operacdes elementares, 0 processo de
resolucdo manual pode ser tedioso, o importante € que o leitor compreenda
como o algoritmo simplex funciona. Pois, na pratica esses célculos séo
realizados por softwares computacionais. Por conveniéncia, apresentaremos a
teoria do método simplex para problemas na forma padrdo. Portanto, se um
PPL estiver noutro formato, deve-se utilizar as estratégias apresentadas na

subsecdo 1.1.2 do capitulo 1, para transforma-lo na forma padréao.

Para resolver um PPL pelo algoritmo simplex, parte-se de uma solucao
inicial, que em geral € a origem, e identifica-se, a cada interacdo, novas
solucdes melhores ou iguais a corrente. Apresentaremos na proxima secdo a
forma algébrica do método simplex, com intuito de justificar os passos

realizados na forma tabular apresentada na secao posterior.

3.2.1- Forma algébrica do método simplex

O algoritmo simplex é um processo de busca, isto €, ele comeca em um
vértice da regido factivel e move-se de um vértice factivel a outro adjacente até
encontrar o vértice 6timo. O algoritmo pode ser resumido por meio de um

fluxograma (figura 3.2.1).
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Encontrar uma SBF inicial
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Asolucdo é
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¥

Determinar uma SBF
adjacente melhor

Figura 3.2.1: Fluxograma da descri¢éo geral do algoritmo Simplex
Fonte: Lachtermarcher (2009)

Desse modo, para dar inicio ao algoritmo simplex o problema deve ser
estruturado na forma padrdo. Em seguida, deve-se encontrar uma solucao
basica fativel inicial para o problema, o que pode ser feito atribuindo valores
iguais a zero as variaveis de decisdo, ou seja, tornando-as ndo basicas. Para
gue uma solucado seja factivel, nenhuma das restricdes do problema pode ser
violada. Por fim, &€ necessario definir um critério para analisar se uma solucéo é

otima.

Definicdo 3.2.1: (Teste de Otimalidade): Dizemos que uma solucdo basica
factivel é 6tima se ndo houver solucfes basicas factiveis adjacentes melhores.
Uma SBF adjacente € melhor do que a SBF atual se houver um incremento
positivo no valor da funcdo objetivo z. Analogamente, uma SBF adjacente é
pior do que a SBF atual se o incremento em z for negativo. Enquanto pelo
menos uma das varidveis ndo basicas da funcdo objetivo tiver coeficiente

positivo, ha uma SBF adjacente melhor.

Partindo da solucdo basica factivel inicial, faremos algumas interacdes
utilizando operacbes elementares entre equacdes, semelhante ao processo

realizado no escalonamento de uma matriz. Para encontrar uma SBF adjacente
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melhor a direcdo de maior incremento em z deve ser identificada. Para isso,

trés passos devem ser tomados:

Passo 1: Determinar a varidvel ndo basica que passaré para o conjunto
de variaveis béasicas (base). Ela deve ser aquela que tem maior incremento em

z, isto €, com maior coeficiente positivo em z.

Passo 2: Escolher a variavel basica que passard para o conjunto de
variaveis ndo basicas. A variavel escolhida para sair da base deve ser aquela
que limita o crescimento da varidvel ndo béasica selecionada no passo anterior

para entrar na base.

Passo 3: Resolver o sistema de equacOes recalculando os valores da
nova solucdo basica adjacente. Antes disso, 0 sistema de equacfes deve ser
convertido para uma forma mais conveniente, por meio de operacdes
algébricas elementares, utiizando o método de eliminacdo de Gauss-
Jordan. A partir do novo sistema de equacdes, cada nova equacao deve
possuir apenas uma variavel basica com coeficiente igual a 1, cada variavel
basica deve aparecer em apenas uma equacao, e a funcdo objetivo deve ser
escrita em funcdo das variaveis ndo basicas, de forma que os valores das
novas variaveis basicas e da funcéo objetivo z podem ser obtidos diretamente,

e o teste de otimalidade pode ser verificado facilmente.

No préximo exemplo, induziremos uma visdo algébrica dos passos
descritos para que o leitor verifigue que existe uma base algébrica que

fundamenta o procedimento mecanico realizado.

Exemplo 1: Resolver o problema a seguir pela forma algébrica do

método simplex.

max: z = 10x; + 12x,

S.a: X1 + Xy < 100 (11)
xq + 3x, < 270 (1.2)
X1,% =0
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Inicialmente, devemos escrever o problema na forma padréo. Para tanto,
adicionaremos as variaveis de folga x; e x, nas desigualdades (1.1) e (1.2),
respectivamente. Assim, obtemos o seguinte problema equivalente na forma

padrao:

max: z = 10x; + 12x, + Ox3 + Ox, Linha 0

s.a: xqg+x, +x3 =100 Linha 1 (1.3)
X1 + 3x, +x, =270 Linha 2
X1, X2,X3X4 = 0

Iteracdo 1: Determinar uma SBF adjacente melhor.

(i) Variavel ndo béasica que entrara na base.

Geralmente, em problemas de maximizagcdo 0 método simplex comeca
da origem, onde x; = x, = 0. Note que nesse ponto de partida o valor da
funcdo objetivo é 0. Assim, devemos analisar se um aumento nos valores das
variaveis nao basicas x; ou x, pode melhorar o valor de z. O método simplex
exige 0 aumento de uma variavel por vez, sendo que a variavel a ser escolhida
deve ser aguela que apresenta maior contribuicdo ao valor de z. Vale ressaltar
gue se o problema for de minimizacao, basta multiplicar a funcéo objetivo por

—1 para transforma-lo em um problema de maximizacéao.

No exemplo 1, a fungéo objetivo é dada por z = 10x; + 12x,, note que
o valor de z aumentara em 10 para cada unidade de aumento em x;, e em 12
para cada unidade de aumento em x,. Portanto, devemos optar em aumentar
inicialmente x, que possui maior contribuicdo a funcdo objetivo. Logo, a

variavel ndo basica escolhida para entrar na base € x,.

A figura abaixo representa a regido factivel do problema, é possivel
notar que o valor de x, deve ser aumentado até alcangar o ponto B, pois, como
vimos no capitulo 3, o valor 6timo é obtido em um ponto extremo. Caso o ponto

B néo seja o 6timo deve-se aumentar o valor de x; para alcancgar o ponto C.
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Figura 3.2.2: Regido factivel

(i) Variavel basica que saira da base

Para decidirmos a variavel basica que saira da base, devemos escolher
a variavel basica que limita o crescimento da variavel x, escolhida no passo
anterior. Para isso, atribuiremos valor zero as variaveis que permanecerdo nao
basicas, nesse caso apenas x,, isto dever ser feito em todas as equacoes.
Posteriormente, é possivel obter as equac¢des de cada variavel basica x; e x,
em funcdo da variavel ndo basica escolhida para entrar na base (x,). Mas,
devemos lembrar que as variaveis basicas ndo podem se manter com valores
negativos, portanto x; = 0 e x, = 0. Como escolhemos a variavel x, para ser

aumentada, a variavel x; se mantém nula. Assim temos:
X3 = 100 — X2

X4 =270 —3x,

De onde segue que
x3>0 ©100-x, >0 < x, <100
X4>0270-3x,>0 < x; <90

Portanto, o valor mais alto que x, pode assumir sem tornar x; OU x,

negativa é x, = 90, ou seja, a variavel x, limita o crescimento de x,. Assim,
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iremos tornar x, uma variavel basica e x, uma variavel ndo basica. Portanto, o
conjunto de varidveis ndo basicas e o conjunto de variaveis béasicas passa a

Ser.
VNB = {xl, x4} e VB = {xz, x3}

Como, x; e x, representam as varidveis nao basicas na solucao
adjacente temos que x; = x, = 0. A partir dai, os valores das variaveis basicas
X, € x5 e da funcéo objetivo devem ser recalculados. Para tanto, o sistema de
equacdes deve ser convertido para uma forma mais conveniente, de modo que
cada equacdo possua apenas uma variavel basica (x, ou x3;) com coeficiente
igual a 1, cada variavel basica apareca em apenas uma equacédo e de forma
gue a funcéo objetivo possa ser escrita em funcao das variaveis ndo basicas x;
e x,. Ou seja, queremos escrever os coeficientes de x, nas linhas 0, 1 e 2

como:

Assim, os coeficientes da variavel x, no sistema (1.3) devem ser
transformados de 12, 1 e 3 para 0, O e 1 (coeficientes da variavel x, no sistema
atual). Para converter o coeficiente da variavel x, na linha 2 do sistema de
equacdes (1.3) de 3 para 1 basta dividir a linha 2 por 3. Dai, a nova linha 2

passa a ser escrita em funcao da variavel basica x, com coeficiente 1:

1 1

Além disso, devemos converter o coeficiente da variavel x, na linha 1 do
sistema de equacbes (1.3) de 1 para 0. Para isso podemos subtrair a equacéo
(2.1) da linha 1 de (1.3), de forma que a nova linha 1 passa a ser escrita em

funcd@o de uma Unica variavel basica (x3) com coeficiente 1:
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2 1
§x1 + X3 _§X4 = 10 (22)

Por fim, devemos converter o coeficiente da variavel x, na linha 0 de 12
para zero. Para tanto, basta multiplicar a equacéo (2.1) por 12 e subtrai-la da
linha O do sistema (1.3), de forma que a nova linha zero para a ser escrita em

funcdo de x; e x,:

Z = 6%, — 4x, + 1080 (2.3)

Assim, obtemos o seguinte sistema equivalente:

max: z=6x; —4x,+ 1080 nova linha 0
2 1

s.a: gxl + x3 — EX4 =10 nova linha 1 (1.4)
1 1 ]
3% +x, + 3% = 90 nova linha 2

X1,X2,X3X4 = 0

Analisando o sistema (1.4) é possivel visualizar imediatamente 0s novos

valores de x,, x5 € z. A nova solucéo é dada por:
Solucéo basica factivel: x, =90 e x3 = 10
Solucéo: (x4, x,,x3,x4) = (0,90,10,0)

Valor da func¢édo objetivo: f(x,,x,) = 1080

Essa solucdo € melhor do que a solucao inicial, pois o valor da funcéo
objetivo passou de 0 para 1080. Note que esta solu¢cédo corresponde ao vértice
B da regido factivel ilustrada na figura 3.2.2. Aplicaremos o teste de otimalidade

para verificar se a solucao é 6tima.

Teste de Otimalidade: A SBF ainda néo é 6tima, pois o coeficiente da variavel
nao basica x; na linha 0 do sistema (1.4) é positivo. Portanto, existe uma SBF
melhor.
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Iteracdo 2: Determinar uma SBF adjacente melhor.
(i) Variavel ndo basica que entraréa na base.

Segue do novo sistema de equacgbes (1.4) que a variavel x; € a Unica
com coeficiente positivo na linha 0. Logo, qualquer valor positivo que a variavel
X1 assumir gerara um incremento positivo no valor da funcdo objetivo. Assim, a
variavel escolhida a passar do conjunto de variaveis ndo basicas para o

conjunto de variaveis basicas € x;.
(i) Variavel basica que saira da base

Para decidirmos a variavel basica que saira da base devemos escolher a
variavel basica que limita o crescimento da variavel x; escolhida no passo
anterior. Para isso, atribuiremos valor zero as variaveis que permanecerao nao
basicas, nesse caso apenas x,, isto deve ser feito em todas as equacdes. Por
seguinte, é possivel obter as equacbes de cada variavel basica x, e x; em
funcdo da variavel ndo basica escolhida para entrar na base (x;). Mas,
devemos lembrar que as variaveis basicas ndo podem se manter com valores
negativos, portanto x, = 0 e x3 = 0. Como escolhemos a variavel x; para ser

aumentada, a variavel x, se mantém nula. Assim temos:

x; =90 —§x1

x3 =10 —§x1

De onde segue que

1
X220 @90—§.Xf120¢>x1§270

2
x320<=>10—§x120<=>x1£15
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Portanto, o valor mais alto que x; pode assumir sem tornar x, ouU x;
negativa € x; = 15, ou seja, a variavel x; limita o crescimento de x;. Assim,
iremos tornar x; uma variavel basica e x; uma variavel ndo basica. Portanto, o
conjunto de varidveis ndo basicas e o conjunto de variaveis béasicas passa a

Ser.

VNB = {x3,x,} € VB ={xy,x,}

Como, x; e x, representam as variaveis nao basicas na solucao
adjacente temos que x; = x, = 0. A partir dai, os valores das variaveis basicas
X, € x, e da funcdo objetivo devem ser recalculados. Para tanto, o sistema de
equacdes deve ser convertido para uma forma mais conveniente, de modo que
cada equacao possua apenas uma variavel basica (x; ou x,) com coeficiente
igual a 1, cada variavel basica apareca em apenas uma equacao e de forma
gue a funcéo objetivo possa ser escrita em funcao das variaveis ndo basicas x;
e x,. Ou seja, queremos escrever os coeficientes de x, nas linhas 0, 1 e 2

como:

H)

He

0

Assim, os coeficientes da variavel x; no sistema (1.4) devem ser
transformados de 6, 2/3 e 1/3 para 0,1 e 0 (coeficientes da variavel x; no
sistema atual). Para converter o coeficiente da variavel x; nalinha 1 do sistema
de equacdes (1.4) de 2/3 para 1 basta dividir a linha 1 por 2/3. Dai, a nova linha

1 passa a ser escrita em funcao da variavel basica x; com coeficiente 1.

x1 +_x3 _Ex4_ == 15 (31)
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Além disso, devemos converter o coeficiente da varidvel x; na linha 2 do
sistema de equagbes (1.4) de 1/3 para 0. Para tanto, basta multiplicar a
equacéo (3.1) por 1/3 e subtrai-la da linha 2 do sistema (1.4), de forma que a
nova linha 2 passa a ser escrita em funcdo de uma Unica variavel basica (x,)

com coeficiente 1:

1 1
xZ - Exg + Ex4_ - 85 (32)

Por fim, devemos converter o coeficiente da variavel x; na linha 0 de 6
para zero. Para tanto, basta multiplicar a equacao (3.1) por 6 e subtrai-la da
linha O do sistema (1.4), de forma que a nova linha zero para a ser escrita em

funcado de x; e x,:

z=-9x3 —x4 + 1170 (3.3)

Assim, obtemos o0 seguinte sistema equivalente:

max: z = —9x3 —x, + 1170 nova linha 0
s.a: X1+ §x3 - %x4 =15 nova linha 1 (1.5)
1 1 ,
Xy = X3+ X = 85 nova linha 2

X1, X9, X3X4 = 0

Analisando o sistema (1.5) é possivel visualizar imediatamente 0s novos

valores de x;, x, e z. A nova solucdo € dada por:

Solucéo basica factivel: x;, = 15 e x, = 85
Solucao: (x4, x,, x3,x,) = (15,85,0,0)

Valor da funcgédo objetivo: f(xy,x,) = 1170
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Essa solucdo € melhor do que a solugéo anterior, pois o valor da fungéo
objetivo passou de 1080 para 1170. Note que esta solugcdo corresponde ao
vértice C da regido factivel ilustrada na figura 3.2.2. Aplicaremos o teste de

otimalidade para verificar se a solucéo é o6tima.

Teste de Otimalidade: A SBF atual é a 6tima, jA que os coeficientes das
variaveis nao basicas x; e x, na linha 0 do sistema de equacdes (1.5) sdo
negativos. Portanto, ndo é mais possivel nenhum incremento positivo no valor

da funcéo objetivo z, finalizando aqui o algoritmo.

3.1.2- Forma tabular do método simplex

A discussdo anterior nos ajuda a compreender os passos da forma
tabular do algoritmo simplex que apresentaremos a seguir. Inicialmente o

problema deve esta na forma padréo, ou seja:

Maximizar: z = cix1 + x5 + ...+ cpxy
Sujeito a: ay1x1 + aq3%, + -+ Ay Xy = by

a21x1 + azzxz + -+ aann = bz

Am1X1 + QpaXy + -+ QnXn = by

Comx; =20 parai=1,2,..,n

Onde, z = f(x1, X3, ..., Xp)

Para representar o problema na forma tabular devemos escrever a

funcao objetivo na forma

Z—C1X1 —CXy— ... —CpXp, =0  (1.1)

Note que, em (i) justificamos que a variavel ndo béasica escolhida para
entrar na base € aquela que apresenta maior contribuicdo para a funcéo

objetivo, o que equivale a escolher a variavel “mais negativa” em (1.1), ou seja,
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escolheremos para entrar na base a variavel ndo basica que apresentar o
coeficiente negativo de maior modulo. De modo geral, a tabela simplex é
representada por:

N° da Coeficientes Constante
equagéao 2 X X, X,

Linha 0 1 —Cq —Cy —Cp, 0
Linha 1 0 a1 aiz Aqn by
Linha 2 0 aq ass Aon b,
Linham 0 Am1 Am2 Amn b,

Para verificar se uma tabela expressa uma solucéo basica factivel basta
verificar se os valores das variaveis basicas sdo maiores do que ou iguais a
zero. Vale ressaltar que atribuimos valores iguais a zero para variaveis néo
basicas, ou seja, independente do coeficiente obtido para essas variaveis em
cada linha, seu valor associado continuara sendo zero. Por outro lado, os
valores das variaveis basicas bem como o valor da funcéo objetivo sédo lidos na
ultima coluna da tabela. O método simplex por meio de tabelas compreende os

seguintes passos:
Inicio: O problema deve estar na forma padréo;
Passo 1: Encontrar uma solucéo basica factivel inicial (SBF);

Passo 2: Verificar se a solucao atual é 6tima. Caso seja, 0 método pode ser

encerrado. Caso contrario, continue;

Iterac&o: Determinar uma SBF adjacente melhor.

Passo 3: Determinar a variavel ndo basica que entrara na base;
Passo 4: Determinar a variavel basica que saira da base;

Passo 5: Atualizar a tabela de modo que seja possivel determinar a nova

solucéo basica e verificar o passo 2.

A SBF atual é 6tima se, e somente se, 0os coeficientes de todas as

variaveis nao basicas da linha 0 da forma tabular sdo ndo negativos. Enquanto
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houver pelo menos uma das variaveis ndo basicas com coeficiente negativo na
linha 0, ha uma SBF adjacente melhor. (FAVERO; BELFIORE, 2013). Para

efetuar o passo 4 é necessério seguir trés etapas, a saber:

a) Selecionar os coeficientes positivos da coluna pivd que representam 0s

coeficientes da nova variavel basica em cada restricdo do modelo atual.

b) Para cada coeficiente positivo selecionado no passo anterior, dividir a

constante da mesma linha por ele.

c) Identificar a linha com menor quociente. Essa linha contém a variavel que

saira da base.

A coluna da variavel ndo béasica escolhida para entrar na base é
chamada coluna pivé (CP). A linha que contém a variavel basica escolhida a

sair da base € chamada linha pivé (LP). O elemento pivé € o valor que

corresponde a intersecao da linha pivé com a coluna pivo.

Devemos realizar operacdes na tabela de maneira que o nimero pivo se
torne 1 e os demais elementos da coluna sejam transformados em zero. Para
tanto, basta realizarmos operacdes elementares sobre as linhas da tabela, o
gue equivale a reescrever as restricoes de outro modo sem alterar o problema
original. Chamamos esse procedimento de pivoteamento. De acordo com
Taha (2008), a nova solucdo basica é produzida utilizando as seguintes

operagOes elementares:
1- Linha pivo

Nova linha pivd = Linha pivo atual = Elemento pivo

2- Todas as outras linhas, incluindo z

Nova linha = (Linha atual) — (Coeficiente na coluna pivd) x (Nova linha pivd)

A figura 3.2.3 descreve os passos do algoritmo de forma sintetizada.
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(Inicio): Preencher a tabela
simplex com os dados das

equacdes.
|

Determinar a coluna pivd (CP):
Aquela com coeficiente negativo
de maior médulo na linha .

!

Determinar a linha pivé (LP): Aquela
com menor valor positivo para o

. b .
quociente — (exceto a linha z).
o

i
Com a,; pertencente g CP

ALGORITMO SIMPLEX

Mova linha pivé (MLP) = linha pivd
atual = elemento pivé

!

Novas linhas:
Linha atual - (Coeficiente na CP) x NLP.

]

Todos os elementos dalinha ) sdo SIM Solugdo otima

NAD _ -
<— ndo negativos? e [ NCONrAQA

Figura 3.2.3: Algoritmo SIMPLEX

O exemplo 1 foi resolvido pela forma algébrica do método simplex.

Agora resolveremos 0 mesmo exercicio no exemplo 2 pela forma tabular. O

leitor notara que os calculos realizados advém da forma algébrica, contudo a

utilizacéo de tabelas ajuda a organizar os calculos de maneira mais eficiente.

Exemplo 2: Resolver o problema a seguir pela forma tabular do método

simplex.

max:
S.a:

z = 10x; + 12x,
X1 + X, <100
Xq + 3%, <270
X1,%X; =0

Inicio: O problema deve estar na forma padréao.

max:
S.a:

z = 10x; + 12x, + 0x3 + 0%y,
X1 + Xy + X3 =100

X1 + 3%, +x, = 270

X1, X9, X3,X4 = 0
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Para preencher a tabela simplex é necessario escrever a funcao objetivo
na forma (1.1), isto é, passar todos os membros para o lado esquerdo e igualar

a zero. Considerando z = f(x4, x,) temos:

z—10x; —12x, — 0x3 — 0x, =0
S.a X1 + X5 + X3 =100
X1 + 3X2 + Xy = 270

Por seguinte, transcreveremos para a tabela os dados relativos ao
problema, onde cada linha de uma determinada coluna é preenchida com os
coeficientes da variavel correspondente. A linha 0 € composta por todos 0s
coeficientes das variaveis da funcédo objetivo, é nesta linha que observamos o

valor da funcao objetivo obtida a cada interacao.

N° da Coeficientes Constante
equacao
Z Xq Xy X3 X4
Linha 0 1 —10 —12 0 0 0
Linha 1 0 1 1 1 0 100
Linha 2 0 1 3 0 1 270

Passo 1: Encontrar uma solucéo basica factivel inicial (SBF);

Note que uma solucdo basica factivel inicial (SBF), pode ser obtida
atribuindo valores iguais a zero as variaveis nao basicas x; e x,, dai a solucao
basica inicial é dada por SBF = (x;, x,, x3, x4) = (0,0,100,270) onde VB =
(x3,x4) = (100,270) e VNB = (x4,x,) = (0,0). Assim, o valor da funcéo objetivo

nesse ponto € z = 10x; + 12x, = 0.

Passo 2: Verificar se a solugéo atual é 6tima.
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Como os coeficientes de x; e x, Sd0 negativos na linha zero, a SBF
atual ndo é 6tima. Portanto, existe uma SBF adjacente melhor. Desse modo,

seguiremos para 0s passos de interacao.

1° lterag&o: Determinar uma SBF adjacente melhor.

Passo 3: Determinar a varidvel ndo basica que entrara na base

Devemos escolher a varidvel com coeficiente negativo de maior médulo
na linha 0, ou seja, x, deve entrar na base (veja o exemplo 1). Desse modo,
deixaremos de atribuir valor zero a variavel x,. Assim, por definicdo, a coluna

de x, € a coluna pivo (CP).

Variaveis | N° da Coeficientes Constante
basicas | equacao 5 X, X, X3 X4
Z Linha 0 1 -10 —12 0 0 0
X3 Linha 1 0 1 1 1 0 100
Xg Linha 2 0 1 3 0 1 270
CP

Passo 4: Determinar a variavel basica que saira da base

Nesse passo devemos determinar a variavel basica que passara para o
conjunto de variaveis ndo basicas e, portanto, se tornara nula. Para tanto,
devemos identificar a linha com menor quociente entre as constantes e 0s

coeficientes positivos da coluna pivé, ou seja,

100 270
min {T,T} = m1n{100,90} =90

7

Assim, x, é a varidvel que deve sair da base. O elemento pivd

(intersecao da coluna pivdé com a linha pivé) é o numero 3.

80



«<LP

Variaveis | N° da Coeficientes Constante
basicas |equacao| X, X, X3 X,
v/ Linha 0 1 -10 | —12 0 0 0
e Linha 1 0 1 1 100
Xy Linha 2 0 1 3 0 1 270
T
CP
Passo 5: Atualizar a tabela de modo que seja possivel determinar a nova

solugéo basica e verificar o passo 2.

1- Linha pivd

Nova linha pivd = Linha pivo atual = Elemento pivo

(LP) Linha 2 0 1 3 0 1 270
(NLP) = Lp 0 1/3 1 0 1/3 90
3

2- Todas as outras linhas, incluindo z

Nova linha = (Linha atual) — (Coeficiente na coluna pivd) x (Nova linha pivd)

Nova linha 0 »

Linha 0 atual 1 —-10 —12 0 0 0
(NLP) 0 1/3 1 0 1/3 90
—12 - (NLP) 0 —4 —-12 0 -4 | —=1080
Linha 0 — (—12) - (NLP) 1 -6 0 0 4 1080
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Linha 1 atual 0 1 1 1 0 100

(NLP) 0 1/3 1 0 1/3 90

1 - (NLP) 0 1/3 1 0 1/3 90

Novalinhal— | Linhal—1-(NLP) 0 2/3 0 1 -1/3 10

Desse modo, substituindo as linhas antigas pelas novas linhas obtemos

a seguinte tabela equivalente.

Variaveis | N° da Coeficientes Constante
basicas |equagdo | X, X, X3 X,
Z Linha 0 1 -6 0 0 4 1080
X3 Linha 1 0 2/3 0 1 | -1/3 10
X5 Linha 2 0 1/3 1 0 1/3 90

Passo 2: Verificar se a solugéo atual é 6tima.

Analisando a tabela podemos obter os novos valores de x5, x, e z. De
onde temos que VNB = (xq,x,) = (0,0), VB = (x,,x3) = (90,10). Assim, SBF =
(x4, %5, %3,%x4) = (0,90,10,0) cujo valor da funcédo objetivo nesse ponto é z =
10(0) + 12(90) = 1080. Como o coeficiente de x; continua negativo na linha
zero, a SBF atual ndo é 6tima. Portanto, existe uma SBF adjacente melhor.

Desse modo, seguiremos para 0s passos de interacao.

2° Iteracdo: Determinar uma SBF adjacente melhor.

Passo 3: Determinar a variavel ndo basica que entrara na base
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Devemos escolher a varidvel com coeficiente negativo de maior modulo
na linha 0, como apenas x; apresenta coeficiente negativo ele deve entrar na
base. Desse modo, deixamos de atribuir valor zero a variavel x,. A coluna de x;

passa a ser a coluna pivo (CP).

Variaveis | N°da Coeficientes Constante
basicas |equagdo| X, X, X3 X,
yA Linha O 1 —6 0 0 4 1080
X3 Linha 1 0 2/3 -1/3 10
X, Linha 2 0 1/3 1 0 1/3 90
T
CpP

Passo 4: Determinar a variavel basica que saira da base

Nesse passo, devemos identificar a linha com menor quociente entre as

constantes e os coeficientes positivos da coluna pivd, ou seja,

110 90 ,
min y—-, ¢ = min{15,270} = 15
3 3

Assim, x; € a variavel que deve sair da base. O elemento pivd é o

namero 2/3.
Variaveis | N° da Coeficientes Constante
basicas | equacao 5 X, X, X3 X,

Z Linha 0 1 —6 0 0 4 1080

X3 Linha 1 0 2/3 0 1 |-1/3 10 “LP

X5 Linha 2 0 1/3 1 0 1/3 90

T
CP

Passo 5: Atualizar a tabela de modo que seja possivel determinar a nova
solucao basica e verificar o passo 2.
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1- Linha pivd

Nova linha pivo = Linha pivo atual = Elemento pivo

(LP) Linha 1 0 2/3 0 1 -1/3 10
(NLP) = % 0 1 0 3/2 -1/2 15

2- Todas as outras linhas, incluindo z

Nova linha = (Linha atual) — (Coeficiente na coluna pivd) x (Nova linha pivo)

Linha 0 atual 1 -6 0 0 4 1080
(NLP) 0 1 0 3/2 | —1/2 15
—6 - (NLP) 0 -6 0 -9 3 -90
Novalinha0 — | Linha 0 — (—6) - (NLP) 1 0 0 9 1 1170
Linha 2 atual 0 1/3 1 0 1/3 90
(NLP) 0 1 0 3/2 | =1/2 | 15
1/3 - (NLP) 0 1/3 0 1/2 | —1/6 5
Novalinha2—- | Linha 2 — (1/3) - (NLP) 0 0 1 -1/2 | 1/2 85

Desse modo, substituindo as linhas antigas pelas novas linhas obtemos

a seguinte tabela equivalente:

Variaveis | N°da Coeficientes Constante
basicas | equacdo| , X, X, X3 X,
zZ Linha 0 1 0 0 9 1 1170
Xq Linha 1 0 1 0 3/2 | —1/2 15
X, Linha 2 0 0 1 | -1/2| 1/2 85
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Passo 2: Verificar se a solucao atual € 6tima.

Analisando a tabela, podemos obter os novos valores de x;, x, e z. De
onde temos que VNB = (x3,x,) = (0,0), VB = (x4, x,) = (15,85). Assim, SBF =
(x4, x4, x3,%x,) = (15,85,0,0) cujo valor da funcdo objetivo nesse ponto é z =
10(15) + 12(85) = 1170. Observe que os coeficientes de x; e x, sdo iguais a
zero. Portanto, um incremento nos valores das variaveis x; e x, ndo resultara

em um melhor valor para a funcéo objetivo z. Portanto a solucédo é 6tima.

A figura 3.2.4 mostra o caminho percorrido pelo método simplex. O
ponto A = (0,0) representa a solucao inicial, o ponto B = (0,90) a solucéo
obtida na primeira interacdo e o ponto C = (15, 85) representa a solucao 6tima
do problema, obtida na segunda interacdo. Note que o método simplex € mais
eficiente do que o método apresentado na secdo 3.1. De fato, se fossemos
resolver o mesmo problema pelo método analitico teriamos que analisar 6

solucdes basicas o que demandaria mais tempo.
120 )(2
100
80
60
40

20

0 20 40 50 80 100 1220

Figura 3.2.4

Apresentamos nessa secdo a forma tabular do método simplex. Este
algoritmo pode ser aplicado em problemas com mais variaveis, sendo o
processo analogo. Em geral, utiliza-se o apoio de softwares para resolver

problemas por esse método. Nesse viés, o Excel mostra-se uma ferramenta
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bastante util, pois otimiza o tempo para realizar as opera¢des elementares com
tabelas. Existem outros softwares que resolvem os problemas diretamente,

como, por exemplo, o software Programacéo Linear.

Caso haja empate entre pelo menos duas varidveis béasicas para a
escolha de qual delas deve sair da base (linhas com mesmo quociente
positivo), a solugcdo serd dita degenerada. Quando isso ocorrer, podemos
escolher qualquer uma delas para sair da base, enquanto que, a variavel ndo
escolhida permanece na base, porém, seu valor passa a ser nulo na nova
solucdo adjacente. De modo andlogo, caso haja empate na escolha da variavel
ndo basica que entrarAd na base, escolhe-se qualquer uma das variaveis.
Ademais, em alguns casos de degeneracdo, o algoritmo simplex pode entrar

em loop e a solucdo Otima nunca sera atingida.

Embora seja um método eficiente, o algoritmo simplex parte de uma
solucdo e vai identificando novas solucbes adjacentes melhores, ou seja,
percorre as bordas da regido factivel, o que significa que ndo pode ir de A para
C diretamente. Desse modo, o0 método pode demorar para obter a solucao
otima em problemas com muitas restricbes. No proximo capitulo
apresentaremos o Método dos Pontos Interiores, que percorre um caminho
pelo interior da regio factivel. (FAVERO; BELFIORE, 2013).
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CAPITULO 4 : METODO DOS PONTOS INTERIORES (MPI)

No capitulo anterior, apresentamos o método simplex para resolver
problemas de programacédo linear e vimos que este percorre as arestas da
regido factivel, indo de vértice a vértice até obter uma solugéo 6tima. E intuitivo
pensarmos que se pudéssemos percorrer um caminho pelo interior da regiao

factivel, poderiamos obter a solugdo 6tima de maneira mais pratica. (figura 4.1)

Figura 4.1

Em 1984, N. Karmarkar publicou um algoritmo projetivo de pontos
interiores para a programacédo linear. O novo algoritmo mostrou-se eficiente
para solucionar problemas praticos de grande porte, isto é, problemas com
numero elevado de variaveis e restricbes. Segundo Karmarkar, o método de
pontos interiores proposto por ele resolveria problemas de programacao linear
de grande porte até 50 vezes mais rapido do que o método simplex.
(CARVALHO 2005).

A diferenca entre o MPl e o método simplex estd na natureza das
solucdes obtidas a cada interacdo. No método simplex, as solucdes sao
representadas por vértices da regido factivel e nos métodos de pontos
interiores as solucBes estdo no interior da regido factivel. Além disso, de
acordo com Carvalho (2005), no método simplex o nimero de interacfes tende
a crescer com o tamanho do problema, enquanto que, nos métodos de pontos

interiores nao existe essa tendéncia. (figura 4.2)
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Figura 4.2. Comparando os métodos simplex e de pontos interiores

O algoritmo desenvolvido por Karmarkar inicia com uma solucao interior
e transforma a regiado factivel fazendo com que a solugéo atual esteja no centro
da regiao transformada. Em problemas de minimizac&o, move-se na direcdo de
descida mais acentuada, mas ainda permanecendo dentro da regido viavel.
Posteriormente, aplica a transformacdo inversa na nova solugdo obtida e
verifica algum critério de parada. Repetindo o procedimento até convergir.

Karmarkar apresentou sua idéia para um problema da seguinte forma:

min: cTx
s.a: Ax=0
x=1
x; =0

Onde,e = (1,1, ...,1)T

O fato do problema ndo esta em uma forma padronizada, foi uma das
razbes pela qual esse método foi deixado em segundo plano. Apds a
publicacdo de Karmarkar, intensas pesquisas de métodos de pontos interiores
foram desenvolvidas, pois o algoritmo no formato original era muito complexo
(MATUMOTO, 1996). Assim, novas variantes do método de pontos interiores
surgiram, tais como: os métodos escala afim primal, escala afim dual, primal

dual, preditor corretor e barreira logaritmica.
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Nesse capitulo, apresentaremos o meétodo escala afim, pois é mais
compreensivel teoricamente e possui bom desempenho computacional. Além
disso, pode ser adaptado para uma apresentacdo em sala de aula no ensino
médio como aplicacdo de operacbes elementares entre matrizes. O método
escala afim surge em 1985 como uma simplificagdo do algoritmo que
Karmarkar havia publicado em 1984, o qual foi objeto de estudo por vérios
matematicos. Mais tarde, descobriu-se que esse algoritmo j4 existia desde
1967, publicado por Dikin na antiga Unido Soviética, mas desconhecida pela
comunidade cientifica ocidental. (CUNHA, 2007).

O método escala afim utiliza uma transformacéo afim em detrimento a
transformacédo projetiva original de Karmarkar (MATUMOTO, 1996). Em
resumo, o algoritmo inicia com um ponto (x) no interior da regido viavel, muda a
escala de forma que o0 ponto passe a ser um vetor unitario e 0 move
considerando a direcdo do gradiente da funcao objetivo. Desse modo, o valor
da nova solucdo sera melhor do que a corrente e o novo ponto obtido (x')

também sera viavel.

4.1 - Matriz de projecéao.

Considere o problema na forma
max: S(x) =cTx
s.a: Ax=0»b
x>0

com b € R™, c € R*, A € R™*" de posto completo, e x € R™ as variaveis do

problema.

Sejam C(A) (espaco coluna), C(AT) (espaco linha), V' (A) (espaco nulo),
N(AT) (espaco nulo a esquerda) e d = VS(x). A matriz de projecdo é obtida
sabendo-se que d = d,, + d., com d,. € C(AT) e d,, € N'(A4). Portanto,

dpy=d—d. (D
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Multiplicando (I) a esquerda por A tem-se
Ad, = Ad — Ad, (1)
Por outro lado, temos que Ad,, = 0, pois d,, € NV (A4). Dai,
Ad—Ad, =0 = Ad = Ad, (1)

Além disso, sabemos que d, = ATu, pois d, € C(AT). Substituindo em (III)

obtemos
Ad = AATu = pu=(AA")"Ad (V)

Note que, como A tem posto completo de linhas, existe a inversa (447)™!
(FALEIROS, 2009). Desse modo, a projecéo de d em C(AT) é dada por

d, = AT(44T)"*Ad (V)

E a projecdo de d em NV'(A) é obtida substituindo d, = d — d,, em (V)
d—d, = AT(AAT)1Ad
d, =d—AT(4AT)"1Ad

d, = (I — AT(AAT)"1A)d

Figura 4.1.1. Interpretagdo geométrica

Fonte: Oliveira (2019)
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4.2 - Transformacgéo afim

Consideremos o PPL na forma padrao

max: clx

(P) s.a: Ax=b
Xi >0
com b € R™, c € R", A € R™" de posto completo, e x € R" as variaveis do

problema.

Inicialmente, utilizaremos uma transformacgéo afim de modo que o ponto
interior escolhido passe a ser o vetor unitario. Denotaremos uma matriz

diagonal n X n, em relacao a x por:

X, 00
D = diagonal(x4, X5, ..., X,) = O XZ O
0 o x,
O ponto modificado é dado por:
1
y=D"1x= 1 =e
1

Vale ressaltar que a inversa da matriz D existe, pois x = (xq, X3, ..., X,) €
um ponto no interior da regido factivel, e desse modo temos que x; > 0, para
todo i =1,2,..,n. Portanto, a inversa da matriz D é obtida invertendo os
elementos da diagonal. Ademais, o algoritmo trabalha tanto no espaco-x

guanto no espaco-y. Note que, de y = D~1x segue que o novo PPL é:

max: c¢’Dy
(P.) s.a: Sy=b, onde S = AD
yi=0

Exemplo 4.2.1: Considere a regido formada pelas restricdes (1.1) e o ponto

factivel x = (3,2).
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X1 +x2 <7
X1 —%, < 4 (1.1)

x, <5

Figura 4.2.1

Queremos normalizar esse ponto por uma transformacéo, de modo que
0 novo ponto seja y = (1,1) para tanto, basta dividirmos cada componente do
ponto x por seu valor correspondente, isto é,

X1 X2

= —_— [rp— l
y1=73 y2=75 D

Dai,
(x1,%2) = (3,2) = (ypy2) =(1,1)

Segue de (I) que
Xy = 3y, Xy = 2y,

Assim, a regido factivel é transformada de modo que y equidista de

todos os lados do quadrante positivo.

Y2
6
5
4
3y1+2y2S7
3
1 3y, — 2y, < 4
2
2y, <5
1 y. y2
0 1T 2 3 4 5 & 70N

Figura 4.2.2
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A figura 4.2.3 mostra o espaco transformado, bem como, o novo ponto

interior obtido.

Y2
X2 8

Espaco-x Figura 4.2.3 Espaco-y

O exemplo 4.2.1 ilustra uma transformacéo afim em R2?. De modo geral,
a transformacgdo afim consiste numa mudanca de escala, dividindo cada
componente do vetor x pela constante positiva correspondente. ApOs essa
transformacéao o algoritmo determina uma direcédo de busca e um tamanho para
0 passo que sera dado nessa direcdo, obtendo assim um novo ponto y'.
Posteriormente, aplica a transformacgédo inversa e obtém o ponto x’ melhor do
gue o atual. Repete-se o procedimento até que uma determinada condicédo de
parada seja satisfeita. Apresentaremos nas proximas secfes como determinar

essa direcao e o tamanho do passo.

4.3 - DirecOes de busca

Uma vez escolhido um ponto factivel inicial, € necessario determinar
uma direcao de busca de modo a obter um novo ponto factivel melhor do que o
atual. Uma estratégia para determinar as dire¢ces de busca € a de projetar
ortogonalmente o gradiente sobre o nucleo de A, que corresponde ao elemento

mais préximo do gradiente (MATUMOTO, 1996). (figura 4.3.1)
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Vetor gradiente

Gradiente
projetado

Y

/

Figura 4.3.1. llustragdo da proje¢ao do gradiente em um espacgo

Teorema 4.3.1. Se v' é solucao viavel para um problema cujas restricoes sao

Av = b, e w pertence ao espaco nulo de A, entdo v’ + w também é viavel.

Demonstragao:

Se v' é solucéo viavel, entdo Av' = b. Por outro lado, se w pertence ao

espaco nulo de A entdo Aw = 0. Segue, dai, que

AV +w)=Av'+Aw = b+0=bDb

O operador de projecao no espaco nulo de S é:
P=1-ST(S-sT)'s
Como S = AD temos que
P =1-ST(s-ST)1s
=1—(AD)T[4AD - (4D)T]"14D
= — DAT[AD?AT]~*AD

Uma vez que DT =D
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Além disso, a projecdo do gradiente ¢'D no espaco nulo de AD é dado

por:
¢, = P(c"D)"
= PDc
-1
- [1 — DAT[AD?A] AD] .Dc
-1
= Dc— DAT[AD*A"] "AD’c

Segundo Pellegrine, se o gradiente do objetivo projetado (c,) for igual a
zero, ndo ha direcao viavel que melhore a solucdo, que, portanto € 6tima. Por
outro lado, se ¢, # 0, moveremos y em sua direcdo. Ademais, € necessario
garantir que a nova solugéo y' =y + dc, permanega no interior da regido
factivel de (P,5.), onde c, é uma dire¢éo e § > 0 é o tamanho do passo. De

onde segue que

y' =y+dc,
D™'x" = D7'x + ¢,
x'=x+ 6Dc,

Assim, d = Dc, € o gradiente projetado, mas no espacgo-x. Portanto,
garantimos que a nova solucdo respeitara as restricbes do problema, pois

projetamos o gradiente no espaco nulo de S.

4.4 - Tamanho do passo (6)

Definida a direcdo de busca, € necessario determinar o tamanho do
passo que sera dado nessa direcdo. Ademais, precisamos garantir que a

solucdo seja ndo negativa. Como x' = x + §d temos
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le _ -X;Z + 5 dz 2 q
Xn’ Xn dn 0
x, +6d; 0
x, +d6d, ~[0
Xn +8d, 0

Para os componentes positivos de d; esta condicdo € trivialmente

satisfeita. Quando d; < 0, temos

Assim, devemos tomar

0= min{—

AP o}
4 |% <

Teorema 4.4.1: Se todos os d; forem positivos, o problema é ilimitado.
Demonstracgao:

Se todos os d; forem maiores do que zero, entdo qualquer 6§ sera viavel.
Poderiamos inclusive escolher § maior do que um. Assim, podemos se
deslocar a vontade na direcdo do gradiente sem que o ponto fique inviavel, o
gue significa que o problema é ilimitado.

|

Em geral, para que tenhamos x’ um ponto interior, podemos escolher um

valor um pouco menor do que o &, por exemplo, ad com a = 0,95. Desse

modo, tomaremos

x'=x+ add , a €(0,1)

Note que, se x" € um ponto viavel para o problema, entédo

Ax' =b
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A(x+add) =b
Ax + Aadd = b

Aadd =0 2 A4d=0

Ou seja, d pertence ao espaco nulo da matriz A.

Por fim, vale ressaltar que o algoritmo nunca chega a solucao 6tima,
mas a uma aproximacdo dela. Desse modo, um critério de parada pode ser

dado verificando a diferenca entre os componentes dos pontos obtidos. Assim,

n

se x'=(x1, x3,..., x;,) € 0 ponto seguinte for x” = (x{, x5, ..., x;;) basta
verificar se x;' — x; < &, para todo i = 1,2, ...,n, para algum ¢ suficientemente

pequeno.

Exemplo 4.4.1: Considere o PPL

max: f(x4,X,) = 2x; + 5%,
s.a: Xq +2x, <10

X1,%; =0

Solucgéo grafica.

Figura 4.4.1
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Analisando a regido factivel e considerando o vetor gradiente da funcao
objetivo (v), temos que a solu¢éo do problema é dada por (x4, x,) = (0,5), com
valor da fungéo objetivo igual a 25. Mostraremos como obter essa solugéo pelo
método escala afim de pontos interiores. Vale ressaltar que este método nao é
indicado para resolver problemas de pequeno porte. Contudo, é uma forma de
compreender como funciona o algoritmo na prética, pois os calculos sdo

geralmente realizados por softwares computacionais.

Solucéao MPI.

Passo 1: Forma padréo.

Adicionando a variavel de folga (x3;) temos que o PPL na forma padréo é dado

por:
max: f(xq,X;) = 2x; + 5%, + 0x3
s.a: xq +2x, +x3 =10 (5.1)

X1,%X2, %3 =0

A figura 4.4.2 mostra a regido factivel determinada pelas restricbes do

problema.

Figura 4.4.2
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Passo 2: Encontrar uma solugéo viavel.

Devemos obter um ponto x cujas coordenadas sdo todas positivas e que

satisfaca a restricdo (5.1). Desse modo, consideremos

x=(1,2,5)

Passo 3: Verificar o valor da fungdo obijetivo.

c’x=2-(D)+5-2)+0-(5) =12

Passo 4: Forma matricial.

2 1
A=(12 1) b=(10) C=<5> x=<2>
0 5

Passo 5: Definir a matriz diagonal.

1 0 0 1 0 O
D={0 2 0 D*=(0 4 0
0 0 5 0 0 25

Passo 6: Calcular o gradiente do objetivo, projetado no espago-y (c,).

1
-1
¢, = [I—DAt[ADZAT] AD]-DC = ( 6 )
-5

Passo 7: Calcular o gradiente projetado no espaco-x (d).

10 0 1 1
d=Dc,=(0 2 0] (6 |=| 12
0 0 5/ \-5 -25

Passo 8: Determinar 6

5= { AP o}— =02
= min _d_]| ]< ——_—25— ,
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Passo 9: Encontrar o novo ponto.

x'=x+ add

1 1 1.19
= (2) +(0,95)-(0,2) - ( 12) = (4.28)
5 -25 0,25

Note que o ponto obtido satisfaz a restricdo x; + 2x, + x3 = 10

Passo 10: Verificar o valor da fungéo objetivo.
cTx'=2-(1.19) + 5-(4.28) + 0- (0,25) = 23,78

Melhor do que o valor da funcéo obijetivo calculada no passo 3.

Por seguinte, o algoritmo considera o novo ponto x'= (1.19, 4.28, 0.25)
como ponto inicial e repete 0s passos até que algum critério de parada definido
previamente seja satisfeito. A figura (4.4.3) mostra os pontos obtidos apés

algumas interacoes.

P, =(1, 2, 5)

P, =(1.19, 4.28, 0.25)

P, = (0.1337666, 4.9268667, 0.0125001)
P, = (0.0066879, 4.9931807, 0.0069507)

Figura 4.4.3

A partir da terceira interagdo, ocorrem pequenas variagdes nos valores
de x4, x, e x5. Desse modo, surge a dificuldade de se visualizar graficamente

0S pontos posteriores a essas interacdes. Nesse vieis, vale ressaltar que os
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pontos obtidos fornecem a solugéao do problema, pois, como vimos no capitulo
3, a solucdo de um PPL é obtida no vértice da regido factivel. Portanto,
podemos concluir que a solugdo do problema é dada pelo ponto € = (0,5,0). A
partir do algoritmo descrito, apds algumas interacdes, obtemos como solugéo o

ponto
P* =(0.0001365, 4.9999181, 0.0000273).
gue se aproxima do ponto 6timo obtido no método grafico.

Neste capitulo, ndo tivemos como objetivo estudar todos os algoritmos
derivados do método de Karmarkar. Foi feita uma leitura dos trabalhos que
abordam as variacbes do meétodo de pontos interiores e demos énfase ao
método escala afim, pois este pode ser adaptado e trabalhado com o publico
do ensino médio, mostrando aos alunos uma aplicacao pratica das operacdes

elementares com matrizes e vetores.
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CAPITULO 5 - TOPICOS DE PROGRAMACAO LINEAR NO ENSINO MEDIO.

Neste capitulo, apresentamos uma sequéncia didatica para a
abordagem dos topicos de programacao linear no ensino médio. Vale ressaltar
gue nao é nosso objetivo fazer uma abordagem aprofundada de PL, mas
apresentar aos alunos a aplicabilidade desta em problemas que simulam a
realidade. O presente capitulo esta estruturado em duas secdes. Na primeira
sec¢do, discutimos sobre a importancia da utilizacdo de recursos tecnoldgicos
em sala de aula e apresentamos os softwares GeoGebra, Programacéao Linear
e Scilab, os quais serdo utilizados na resolucdo dos problemas.
Posteriormente, na segunda secdo, construimos uma sequéncia didatica
mostrando uma forma de abordar problemas de programacéo linear no ensino

médio.

5.1 — Ferramentas tecnologicas

Tradicionalmente, na maioria das escolas, a matematica é abordada de
forma bastante semelhante. Os conteldos sdo expostos ao aluno quase
sempre de forma pronta e acabada. Ao aluno cabe, na maioria das vezes,
apenas ter uma postura passiva, acreditando que a exposicdo do professor
deve ser tomada como “verdade inquestionavel’. Contudo, o ensino de
matematica deve ser feito de forma que possibilite ao aluno passar de uma
atitude mais passiva para uma condi¢cdo mais critica e reflexiva, tornando-se
um sujeito que possa contribuir para a formacdo de uma sociedade mais

participativa.

E perceptivel que ao disponibilizar apenas extensas listas de exercicios
para treinamento e fixacdo, isso ndo estimula os alunos que, muitas vezes, nao
compreendem essencialmente as respostas que encontram. Dessa forma, o
estudante sente-se desmotivado, o que certamente implica em resultados
negativos em relacdo a aprendizagem da disciplina. Por vezes, estes alunos
encontram a resposta correta para o valor de uma incégnita, mas nao

compreendem o real significado desta.
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A insatisfacdo em relacdo a aprendizagem matematica motiva a busca
por alternativas que possam reverter essa situagcdo. Desta forma, é notoria a
necessidade de se apresentar novas ideias e metodologias que possam
favorecer a superacdo deste cenério. Nesse ponto de vista, o computador
torna-se uma ferramenta poderosa que pode ser extremamente util para
proporcionar inimeros questionamentos, reflexdes e andlises, podendo auxiliar

o professor no ensino desta disciplina e facilitar a aprendizagem dos alunos.

Além disso, é importante destacar que nao se trata apenas de incorporar
0S recursos tecnol6gicos nas pesquisas e praticas pedagogicas, porque € uma
tendéncia ou porque é moderno, mas porque, de fato, existe uma necessidade
de melhorar o ensino e aprendizagem de matematica. Destarte, a utilizacdo da
tecnologia permite que o aluno analise e observe um namero maior de casos,
favorecendo a sua abstracdo e consequentemente a sua aprendizagem
(PONTE, 2012).

Considerando a possibilidade da insercdo de softwares no ensino de
matematica, vale ressaltar que existem muitos programas matematicos que
podem ser escolhidos pelos professores, alguns gratuitos e outros pagos.
Sobre a qualidade desses recursos, cabe ao professor julgar o mais adequado
para desenvolver determinadas tarefas. Na proxima secéo, apresentaremos 0s
softwares que serdo utilizados na resolucdo dos problemas durante o

desenvolvimento do minicurso.

Sci

GeoGebra Programagéo Linear Scilab
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5.1.1- GeoGebra

O software GeoGebra, além de ser gratuito, tém uma interface muito
simples e uma linguagem acessivel a qualquer nivel de escolaridade. Este
software <http: //www.GeoGebra.org> foi idealizado por Markus Hohenwarter
da Universidade de Salzburg e, por ter finalidades didaticas, pode ser usado
nas mais diversas situacdes de ensino e aprendizagem de Matematica. Com
ele é possivel realizar calculos aritméticos, algébricos e utilizar mdaltiplas
representacfes graficas de objetos matematicos. Na sequéncia sdo exibidas
algumas funcionalidades do software GeoGebra (figuras 5.1, 5.2 e 5.3).

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

o

» Janela de Algebra[X] | » Janela de Visualizagao
® eql:x+y=8 6 eqil

® eq2:x-2y=2
® A=(6,2)

o

IS

w

~

Figura 5.1. Aplicativo GeoGebra determinando a solugdo geométrica de um sistema linear com duas incégnitas

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A v [N\ =]
» Janela de Algebra | » Janela de Visualizagio
® f(x) = x> —4x fa
®B=(30)
® A=(1,0) g
® C=(2,1)
3
2
q
1
A
7 8 -5 -4 -3 2 -1 0 \i/ a 5 H 7 8 ] o 1 12 13 14 15
-1
C
-2
-3

Figura 5.2. Aplicativo GeoGebra determinando as raizes e o ponto minimo de uma fung¢do do 2° grau.
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Arquwo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

X

> Janela de Algebra » Janela de Vlsuallzagao
®r(x) = —2x+1
® A=(3.54,2.64) s
® s:-2x-y=-9.72 r 5

Entrada:

Figura 5.3. Aplicativo GeoGebra determinando a reta s paralela a r passando por A.

A utilizacdo planejada do software GeoGebra pode potencializar a
aprendizagem, uma vez que, em uma mesma janela do programa o aluno
visualiza a forma grafica e algébrica das fungdes, desse modo podem notar a
influéncia das variacfes dos coeficientes sobre grafico. Assim, a aprendizagem
emerge de todo um conjunto de observacdes e experimentacdes feitas pelos

préprios alunos (com a orientacéo do professor).

O leitor pode notar a riqueza desse software, pois, dentre outras coisas,
com ele é possivel estabelecer uma relacdo direta entre representacdes
graficas, geométricas e algébricas. Dessa maneira, os alunos podem perceber
dinamicamente essas relacdes, notar regularidades e construir suas proprias
hipbéteses e conjecturas. Ao professor, cabe desenvolver tarefas que estimulem
0s estudantes e possibilite-os a construir conhecimentos sobre determinados

conteudos.

5.1.2- Programacéo Linear

Assim como 0 GeoGebra o software Programacao Linear € gratuito e
possui uma interface simples com uma linguagem acessivel aos estudantes do

ensino médio. Além disso, pode ser baixado facilmente e instalado nos mais
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diversos tipos de smartphone. Este software foi desenvolvido para resolver
problemas de programacao linear utilizando o método simplex.

De acordo com o desenvolvedor, o software permite resolver problemas
classicos de programacdo linear com até 10 varidveis de decisdo e 10
restricdes. Apdés a entrada dos dados, a aplicacdo mostra cada passo do
simplex apresentando, em cada iteracdo, a solucdo béasica com todos os
coeficientes das variaveis assim como a variavel que entra na base (entrante) e

a que sai da base (sainte).

Na sequéncia sao exibidas algumas imagens do software Programacao

linear. (figuras 5.4 a 5.7).

Programagaéo Linear V.20 Programaggo Linear

Criar
Modelo
Escolha o tipo do
maodelo:
Programacao
Linear

SAIR VOLTAR

Figura 5.4. Tela inicial do aplicativo Figura 5.5. Tela obtida ao clicar em PL

|
##H## Z = 800/63
Salvar - Resolver | Voitar VARIAVEIS : X1 X2 X3 F1

F.OBJETIVO: 251/63 0 0 310/63

max 3x1 + 5x2 - 4 x3 RESTRIGAO 1: 4/9 1 0 2/9

21x1 g 425 X%/;= §0 e RESTRIGAO 2: -172/21 0 0 -146/21

x1 + 6 x2 + X3 = 0 q. y "

350 & & %3 is 18 RESTRIGAO 3: 25/21 0 1 20/21
ULTIMA SOLUGAO E OTIMA

Figura 5.6. Problema digitado Figura 5.7. Solugdo final do problema digitado

O software resolve passo a passo o problema assim como fizemos no
método tabular apresentado no capitulo 3. Determinando as variaveis que

entram e que saem em cada fase da resolucgdo. (figura 5.8)
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VARIAVEIS : X1 X2 F1 F2

F.OBJETIVO: -10 -12 0 0
RESTRIGAO 1: 1 1 1 0
RESTRIGAO 2: 1 3 0 1

VARIAVEL ENTRANTE : X2 VARIAVEL SAINTE : F2

figura 5.8. Determinando a variavel que entra na base e a que sai da base.

5.1.3 = Scilab

O Scilab <https://www.scilab.org> € um software cientifico para

computagdo numeérica, semelhante ao MATLAB, que fornece um poderoso
ambiente computacional voltado para aplicagcdes cientificas e de engenharia.
Ademais, é gratuito e esta disponivel para varias plataformas: Windows, Linux
e Mac OS X.

Além disso, o Scilab possui uma interface bastante acessivel podendo
ser utilizado em pouco tempo de aprendizado. Para tanto, € necessario apenas
aprender os comando basicos. No presente trabalho, damos énfase ao uso do
software para realizar operacbes elementares com matrizes. Assim,
apresentamos nessa secao recursos e comandos direcionados a esse fim. A

seguir, sédo exibidos alguns comandos do software. (figuras 5.9 e 5.10).

Scilab 510 Congole FTRAX
Home Value Tipe Vish.. Me..
Execugdo de iniciaglo: p—
carregande o ambiente inicial
Histdrico de comandos TAX
> A=[1,2:0,3%5,-2] -
B=[1,0;3,2]
A"B
A=[3,42,1]
o
i)
B=[15,20;10,5)
viE)
C=5"ni{)
C=5%mv(A) =
Dr=irre(C)
A=[3,4:2.1] bl
4 m ]
. - . Historico de
Digitar comandos Lista de variaveis
comandos

Figura 5.9. Janela inicial.
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A janela histérico de comandos exibe uma lista de comandos que o
usuario executou anteriormente, estes ficam na lista até serem deletados. Essa
janela pode otimizar o tempo de digitagdo, uma vez que para executar

novamente um comando, basta efetuar um cliqgue duplo com o botéo esquerdo

do mouse.
Comandos Execucéo
M =11,2,0;3,2,2;0,1,3] | Cria a matriz M55, onde as linhas sdo separadas por ;
A+B Calcula a soma da matriz A com a matriz B
Ax*B Calcula o produto da matriz A pela matriz B
A' Calcula a transposta da matriz A
diag(A) Obtém a diagonal principal da matriz A
inv(A) Obtém a inversa da matriz A

Tabela 5.1. Alguns comandos em Scilab

l'scip10conscle 7 # x MNavegadur de varidveis 7
~-> M=[1,2,0:;3,2,2;0,1,3] Mo.. Va... Tpo Vis..
M = F=> A=[1,2;0,3:5,-2] A 3nl Real local

A = B |[L.. Rea local
2. 0. M | 33 Redl lxal
3 2. 2 i. 2. are Jn? Feal local
0 - 0. .
5. =2 .
—— M
ans = F=> B=[l1,0:3,2]
5 -
1 3. o
2 2. 1 1 a.
0 2. 3 2.
==» diag (M) L . M=[1,2,0:3,2,20,1.7
ans = > A*B W
AnS - MCH:.
. dag(M)
i. 7. 4. ()
Z. M=[1,2,0;3,2,2:0,1.9
3. ) ) M
-1. =4, Duag(M)
chag(M)
—=3 iV (M) M=[1,2,0:3,2,2:0,1,9
=T M
and -
dhag ()
i)
=0,.2857143 0.4285714 =0.2857143 A=[1,20,%5,2)
0.6428571 =0.2142857 0.1428571 E-[!.I:Iﬂ-.?]
-0.2142857  0.0714286  0.2857143 | A

Figura 5.10. Execugdo de alguns comandos
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5.2- Sequéncia didética

A finalidade desta secdo € construir uma sequéncia didatica para
abordar tépicos de programacédo linear no ensino médio, com enfoque nos
métodos de resolucdo. A aplicacdo desta sequéncia sera realizada em formato
de minicurso com alunos que estejam cursando o 3° ano do ensino médio e
terd duracdo de 18 horas. Inicialmente, faremos um convite a todos os alunos
do municipio de Mutuipe-Ba que estejam nesse nivel de escolaridade. Assim,
ofertaremos 20 vagas para 0s estudantes que estiverem interessados.
Ademais, marcaremos 0s encontros no contraturno das aulas, pois trata-se de

uma atividade extra-curricular.

A escolha pelo 3° ano do ensino médio surge por duas vertentes
principais. A primeira, como forma de revisar os conteudos que foram vistos
nas seéries anteriores, tais como funcdo do primeiro grau, sistemas de
equacdes lineares, sistema de inequacdes lineares, operacdes com matrizes e
vetores. Além disso, utilizaremos questdes contextualizadas, pois esse formato
de problema é constantemente cobrado nos vestibulares, em especial no
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Desse modo, pode auxiliar os

estudantes quando forem prestar seus vestibulares.

A segunda vertente, surge como forma de possivelmente direcionar os
alunos para atividades futuras na area de exatas, sejam cursos técnicos,
graduacdo ou até mesmo de utilizarem a PL para maximizar lucros ou
minimizar gastos nas mais diversas areas. Ademais, a utilizacdo de problemas
gue simulam a realidade pode motivar os alunos, uma vez que visualizam
aplicacdes praticas para os conteudos de matematica abordados nas aulas. A
tabela abaixo mostra a quantidade de horas reservadas e 0s topicos abordados

em cada encontro.
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Topicos abordados Numero de aulas
Sondagem e Reviséo. 2 horas
Modelo matemético do problema. 2 horas
Resolvendo problemas pelo método grafico. 4 horas
Resolvendo problemas pelo método simplex. 4 horas
Resolvendo problemas pelo método de pontos interiores. 4 horas
Encerramento. 2 horas

5.2.1- Aula 1: Atividade de sondagem e revisao

1. Objetivo: Revisar 0os conteludos que sao pré-requisitos para compreender 0s

métodos de resolucdo de PPL.
2. Duracdao: 2 horas
3. Desenvolvimento:

No primeiro encontro, dividiremos os alunos em duplas e aplicaremos
uma atividade diagnostica para analisar os seus conhecimentos prévios. A
partir das discussdes observadas, realizaremos uma revisdo abordando os
contetdos em que os estudantes demonstraram ter mais dificuldade. Por fim,
solicitaremos que resolvam a partir dos seus conhecimentos prévios o seguinte

problema:

Problema 1: Um vendedor de geladinhos pode transportar no maximo 50
geladinhos em sua caixa térmica para vender na praca da cidade. Ele
necessita levar pelo menos 10 geladinhos de manga a R$ 2,00 de lucro por
cada unidade, e no maximo 20 geladinhos de coco a R$ 3,00 de lucro por cada
unidade. De que forma devera ele compor a caixa térmica para obter o lucro

maximo?
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5.2.2- Aula 2: Modelo matemético

1. Objetivo: Representar problemas pela linguagem algébrica.
2. Duragéao: 2 horas
3. Desenvolvimento:

Na aula anterior, foi deixado (em formato de desafio) um problema para
ser resolvido pelos alunos. Iniciaremos esta aula solicitando que os estudantes
apresentem as respostas encontradas. Possivelmente, ocorrera respostas que
nao satisfazem as restricdes do problema. Nesse momento, questionaremos 0s
alunos para que eles percebam a necessidade da utilizacdo de um método de
resolucdo e isso motivara o desenvolvimento de um modelo matematico que
represente o problema. Dividiremos a obtencdo do modelo em trés etapas:
determinar as variaveis de decisdo, formular a fungcéo objetivo, formular as

restricbes. Retomemos o problema 1.

Problema 1: Um vendedor de geladinhos pode transportar no maximo 50
geladinhos em sua caixa térmica para vender na praca da cidade. Ele
necessita levar pelo menos 10 geladinhos de manga a R$ 2,00 de lucro por
cada unidade, e no maximo 20 geladinhos de coco a R$ 3,00 de lucro por cada
unidade. De que forma devera ele compor a caixa térmica para obter o lucro

maximo?

(i) Variaveis de decisao

Definiremos como variaveis de decisdo as incognitas que representam
os valores que serdo encontrados com a solucdo do problema. Nesse caso,
gueremos determinar a quantidade de geladinhos de manga e a quantidade de
geladinhos de coco que o vendedor colocara dentro da caixa térmica. Desse

modo, definiremos:

X — Quantidade de geladinhos de manga

y — Quantidade de geladinhos de coco
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(it) Funcéo objetivo

No problema apresentado, o objetivo serd maximizar a fungdo que
determina o lucro total obtido. Assim, como o lucro depende da quantidade dos

produtos, temos que:
Lucro com a venda de geladinhos de manga - x - 2
Lucro com a venda de geladinhos de coco: - y-3

Assim, o lucro total sera dado pela soma dos lucros obtidos com a venda
de geladinhos de cada sabor. Organizando as variaveis, obteremos a funcéo

gue queremos maximizar:

maximizar: L(x,y) =2x + 3y

(iii) Restricdes

7

Encontrada a funcdo objetivo € intuitivo pensarmos em levar mais
geladinhos de coco, pois este tem uma contribuicdo maior para o lucro total.

Contudo, a quantidade de geladinhos esta restrita a algumas condicoes:

1. Quantidade de geladinhos de manga mais a quantidade de geladinhos de
coco deve ser no maximo 50, isto é, x +y < 50.

2. Quantidade de geladinhos de manga deve ser no minimo 10, isto é, x = 10.

3. Quantidade de geladinhos de coco deve ser no maximo 20, isto €, y < 20.

Além dessas restricdes, ressaltaremos que ndo € possivel termos uma
guantidade negativa de geladinhos. Portanto, devemos levar em consideracéo
também as restricdes de ndo negatividade, dadas por

x=>0
y=0

Assim, considerando a funcédo objetivo e as restricdes, o modelo

completo é dado por
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maximizar: L(x,y) = 2x + 3y
sujeitoa: x +y < 50
x=>10
y<20
x>0
y=>0
Realizaremos esta aula, assim como as demais, em formato dialogado.
Para tanto, faremos questionamentos de modo a conduzir a aula para que 0s
participantes cheguem as suas préprias conclusfes. Ressaltamos também que
os estudantes podem utilizar outras variaveis para representar as variaveis de

decisdo. Por fim, sera entregue uma lista com alguns problemas de PL para

gue os alunos formulem os modelos matematicos. (Apéndice 1).

5.2.3- Aula 3: Método grafico

1. Objetivo: Resolver PPL pelo método grafico
2. Duracdao: 4 horas
3. Desenvolvimento:

Iniciaremos esta aula apresentando aos alunos o software GeoGebra e
entregando-lhes um roteiro (Apéndice 2), que tem como principal objetivo
proporcionar aos participantes o conhecimento das ferramentas do software.
Na sequéncia, solicitaremos que digitem na barra de comandos as inequacfes
referentes as restricdbes do problema cujo modelo foi obtido na aula anterior
(figura 5.11). Em seguida, os alunos deverdo identificar a intersecdo das
regides determinadas pelas restricdes (figura 5.12) a qual definiremos como

regido factivel.

Apés determinar a regido factivel, reforcaremos que a solucdo do
problema obrigatoriamente pertencera a esta regido. Por se tratar de um

problema cujos valores das variaveis sdo numeros inteiros, pediremos para que
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observem a regido factivel e pensem qual ponto resultard em um melhor valor

para a fungéo objetivo.

80

ﬂ

40

o
g

C
0 650 80 100 120 140 1

Figura 5.11. Regides determinadas pelas restri¢cdes

B C
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52

Figura 5.12. Intersecdo das regides

7

Para determinar o melhor ponto, € intuitivo que os estudantes testem
alguns dos pontos possiveis. Contudo, notardo que este método ndo € muito
eficiente, pois ha muitos pontos possiveis para serem testados. Além disso,
alguns alunos podem notar que o ponto D aparentemente resulta em um
melhor valor para a fungao objetivo. Por outro lado, ndo podem “provar” que de
fato esse € o ponto 6timo, a Unica forma de concluir essa intuicdo por esse
método seria testar todos 0s pontos possiveis e mostrar que o ponto D resulta
em um melhor valor para a funcdo objetivo se comparado com os todos 0s

demais pontos da regido factivel.
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Para evidenciar a necessidade da utilizacdo de outro método resolutivo,
gue ndo seja o de testar pontos, mostraremos uma regido factivel com ainda
mais pontos, concluindo assim que essa forma de resolver o problema é
inviavel na maioria das vezes. Além disso, destacaremos que, caso a solucao
do problema pudesse ser um nuamero decimal, seria impossivel resolvé-lo

testando valores. Essa discuss@o motivara o préximo passo.

Pediremos aos alunos que construam a reta 2x + 3y =k, com 0 < k <
1000 e variem o valor de k. Assim, notardo que conforme k aumenta a reta se
afasta da origem. Dai, questionaremos qual sera o valor maximo que k pode

assumir sem que a reta saia completamente da regido factivel. (figura 5.13)

2 k=120
@ !

20

15

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 BN 6!

Figura 5.13. Solugdo étima.

Desse modo, apds a discussao, concluiremos que a solugcdo 6tima do
problema é obtida no ponto D = (30,20), ou seja, o vendedor deve colocar
dentro da caixa térmica 30 geladinhos de manga e 20 geladinhos de coco, e

essa organizacao resultara em um lucro de R$ 120,00.

Ao fim da aula, discutiremos com os estudantes sobre a relacdo entre a
solucéo e os vértices da regido viavel. Para tanto, mostraremos outras regifes
factiveis para que os alunos concluam que a solucdo estara sempre no vértice

da regido factivel ou em uma aresta.

Para concluir a aula, apresentaremos o conceito de vetor gradiente,
mostrando que este aponta na direcdo de maior crescimento da funcédo

objetivo. Ademais, utilizaremos o GeoGebra para mostrar 0s casos especiais
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gue podem ocorrer. Além disso, evidenciaremos que € impossivel aplicar o
método gréfico a problemas que tenham mais de trés variaveis, pois fugiria do
nosso campo visual, que é tridimensional. Essa discussdo motivara a busca por
um novo método que seja mais eficiente do que o método gréafico, e que sera

apresentado na aula seguinte.

Vértice 6timo Multiplas solucdes

Regido vazia Regido ilimitada

5.2.4- Aula 4: Método simplex

1. Objetivo: Resolver problemas pelo método simplex com auxilio do software

Programacéao Linear.

2. Duracao: 4 horas
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3. Desenvolvimento:

Iniciaremos a aula retomando um dos problemas que estava na lista
entregue aos alunos na aula 2, cuja elaboracdo do modelo matematico ja foi

feito.

Problema 2: Uma costureira produz toalhas grandes e pequenas. Cada toalha
pequena custa R$ 10,00 e cada toalha grande custa R$ 12,00. Além disso,
cada toalha pequena requer 1 hora de maquina de costura e uma unidade de
tecido. Enquanto que, cada toalha grande requer 1 hora de maquina e 3
unidades de tecido. O tempo maximo disponivel de horas de maquina por
unidade € 100 horas e ha apenas 270 unidades de tecido disponivel. Formule

o problema de forma a otimizar a receita total.

Modelo matematico

max: f(xq,x;) = 10x; + 12x,
s.a: x1 +x, <100
X1 +3x, <270
x1=0
X, =0

Onde
x; — Quantidade de toalhas pequenas;
x, = Quantidade de toalhas grandes;

x; + x, < 100 — Restricdo de horas de maquina;

x; + 3x, < 270 — Restricdo de quantidade tecido utilizado.

Dando continuidade a aula, apresentaremos o software Programacao
Linear e solicitaremos que os alunos digitem no software o0 modelo matematico
obtido no problema 2, e resolvam. O software apresentard a solugdo do

problema, mostrando o valor 6timo da funcdo objetivo e os valores das
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varidveis de decisdo x, e x,. Nesse momento, pediremos que 0s participantes
interpretem a solucdo do problema, isto é, descrevam a quantidade de toalhas
grandes e pequenas que devem ser produzidas, bem como, o valor recebido
pelas vendas dessas toalhas. As figuras 5.14 a 5.17 mostram a execuc¢édo do
software.

Programagao Linear

Salvar Resolver Voltar

max 10x1+12x2
x1+x2<=100
x1+3x2<=270

Figura 5.14. Modelo do problema digitado no software.

Pesquisa Operacional - Programagao Linear

------- ITERAGAO 0 DA FASEII
wakrikk  SOLUGAO BASICA  #hkwins

F1=100

F2=270

BEERE Z=0
VARIAVEIS : X1 X2 F1 F2
F.OBJETIVO: -10 -12 0 0
RESTRIGAO 1: 1 1 1 0
RESTRIGAO 2: 1 3 0

VARIAVEL ENTRANTE : X2 VARIAVEL SAINTE: F2

Figura 5.15. Primeira interagao

------- ITERAGAO 1 DA FASE Il
sk SOLUGAO BASICA  *iioes
F1=10
X2 =90
####4# Z=1080

VARIAVEIS : X1 X2 F1 F2
F.OBJETIVO: -6 0 0 4
RESTRIGAO 1: 2/3 0 1/3
RESTRIGAO 2: 1/3 1 0 13

VARIAVEL ENTRANTE : X1 VARIAVEL SAINTE: F1

Figura 5.16. Segunda interagdo
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------- ITERAGAO 2 DA FASE Il
Hokkkick SOLUGAO BASICA  kk
X1=15
X2 =85
##### Z=1170

VARIAVEIS : X1 X2 F1 F2
F.OBJETIVO: 0 0 9 1
RESTRIGAO 1: 1 0 3/2 -1/2
RESTRIGAO 2: 0 1 -1/2 1/2

ULTIMA SOLUGAO E OTIMA

Figura 5.17. Terceira interagdo

Ao fim das interacdes, os alunos devem concluir que a solugcédo 6tima do
problema é dada quando x; = 15 e x, = 85, e 0 valor 6timo é R$ 1.170,00. Os
alunos devem demonstrar estranheza com o aparecimento das variaveis F; e
F,. Portanto, na sequéncia da aula, mostraremos todo o fundamento algébrico
gue tem por tras do software. De inicio, definiremos F; e F, como variaveis de
folga, ou seja, sdo as variaveis introduzidas no problema de modo que as

desigualdades tornem-se igualdades.

x1+x2S100 = x1+x2+F1=100

x1+3x2S270 = x1+3x2+F4=270

Posteriormente, apresentaremos a tabela simplex e resolveremos o
mesmo problema pela forma tabular apresentada no capitulo 3. Além disso,
mostraremos geometricamente o caminho percorrido pelo algoritmo para
chegar a solucédo 6tima (figura 5.18) e evidenciaremos que o algoritmo percorre
as arestas da regido factivel, e que isso pode interferir no tempo de
processamento, caso a regido tenha um numero grande de arestas (figura
5.19). Além disso, o fato de digitar um PPL com muitas restricbes pode ser um

processo tedioso. Essa discussao motivara a préxima aula.
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Figura 5.18. Caminho percorrido.
X
2
x"l

Figura 5.19. Regido factivel com 22 arestas.
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5.2.5- Aula 5: Método de Pontos Interiores

1. Objetivo: Resolver problemas pelo Método de Pontos Interiores, com

suporte do software Scilab

2. Duragéao: 4 horas

3. Desenvolvimento:

Iniciaremos esta aula retomando o problema 3, da lista que foi entregue

na aula 2, cujo modelo matemético (com uso de desigualdades) ja foi

elaborado pelos alunos. Pediremos que insiram as variaveis de folga xz, x¢, X

e xg de modo que o problema passe a ser dado na forma padrao.

Problema 3:

Quatro tipos de alimentos estdo disponiveis na elaboracdo da merenda escolar

de um grupo de criancas: biscoito, iogurte, salada de frutas e pé&o. A

composicao desses alimentos e seus precos estao na tabela abaixo:

Alimento Calorias Lactose (g) | Acucar (g) Gordura Preco (R$)
(porgao) (9) (porgao)
Biscoito 400 3 2 2 0,5
logurte 200 2 2 4 0,2
Salada de frutas 150 0 4 1 0,3
Pao 500 0 4 5 0,8

As criancas devem ingerir pelo menos 500 calorias, 3g de lactose, 10g de

acucar, e 8g de gordura. Formule o problema de modo que o custo seja

minimizado.
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Problema 3 (modelo matematico):
min: z = 50x; + 20x, + 30x3 + 80x,
s.a: 400x; + 200x, + 150x3 + 500x, = 500
3x; +2x, >3
2x1 + 2x, +4x5 +4x, = 10
2x, +4x, +x3+5x, > 8

x120,x220,x320, X420

Onde as variaveis de decisao sao dadas por:

x, — porcdes de biscoitos.

x, — porcdes de iogurte.

x5 — porcdes de salada de frutas.

x4 — porcdes de péo.

E as restrices relacionadas com o consumo minimo sao dadas por:

1. Consumo minimo de 500 calorias = 400x; + 200x, + 150x5 + 500x, = 500
2. Consumo minimo de 3 g de lactose — 3x; + 2x, = 3

3. Consumo minimo de 10 g de aglcar — 2x; + 2x, + 4x3 + 4x, > 10

4. Consumo minimo de 8 g de gordura — 2x; + 4x, + x5 + 5x, > 8

Além disso, ndo é possivel consumir uma quantidade negativa, dai,

x120,x,,20,x3=20, x4, =0.
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Problema 3 (Forma padréo):

min: z = 50x; + 20x, + 30x3 + 80x, + 0x5 + 0xg + Ox; + Oxg

s.a: 400x; + 200x, + 150x5 + 500x, — x5 + Ox¢ + 0x; + Oxg = 500
3x1 + 2x5 + 0x3 + 0x4 + Ox5 — xg + Ox; + Oxg = 3
2xq + 2xy + 4x3 + 4x4 + 0x5 + Oxg — x; + Oxg = 10
2%+ 4x5 + x5+ 5x4 + 0xg + Oxg + 0x; — x5 = 8

x1=20,%20,x3=20,x,=20,x5=>0,x4=>0,x;,=>20,x3=0

Posteriormente, sera solicitado que representem o modelo matematico
do problema utilizando matrizes. Vale ressaltar que essa representacdo de

sistemas lineares com a utilizacdo de matrizes havia sido revisada na aula 1.

Forma matricial:

min: cTx
s.a: Ax=b
x=0
Onde,
1507 (%17
20 X2
30 X3 400 200 150 500 -1 O 0 0 500
_ 180 1 Xa _ | 3 2 0 0 0O -1 0 0 1 3
C=lol*|x| 42 2 4 4 0 o -1 ol?7|10
0 Xe 2 4 1 5 0 0 0o -1 8
0 X7
[ 0 | [ xg

Dando sequéncia a aula, em tom de desafio, pediremos aos alunos que
encontrem uma possivel solucdo inicial para o problema, a qual chamaremos

de x° e verifiquem o valor da fungdo objetivo para este ponto.
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Apds esse contato inicial com o problema, apresentaremos o software
Scilab e entregaremos um roteiro (Apéndice 3) para que os alunos se
familiarizem com os comandos do software. Além disso, solicitaremos que
digitem o comando help Karmarkar, ao fazer isso aparecera uma tela com
alguns conceitos sobre o método de pontos interiores como, por exemplo,
sintaxe, argumentos e alguns exemplos. (ver figuras 5.20 a 5.23). Nesse
momento, explicaremos alguns desses conceitos que estao relacionadas com o
objetivo da aula.

Scilab §.1.0 Consale ?AX

M... | V... |Tipo | V... | M...

Execugdo de iniciagéo:
carregando o ambiente inicial

——> help karmarkar

Figura 5.20

karmarkar

Solves a linear optimization problem.

Syntax

¥opt=karmarkar (Aeq, beq, c)

xopt=karmarkar (Aeqg,beq, c, x0)
xopt=karmarkar (Aeq,beq, c,x0, rtoll)

xopt=karmarkar (Aeq,beq,c,x0, rtol, gam)

xopt=karmarkar (Aeq,beq,c,x0, rtolf, gam, maxiter)
¥opt=karmarkar (Aeq,beq,c,x0, rtoclf,gam, maxiter, cutfun)
¥opt=karmarkar (Aeq, beq,c,x0, rtolf, gam, maxiter, outfun, 2, b)
xopt=karmarkar (Aeg,beq,c,x0,rtolf, gam, maxiter, cutiun, &, b, 1b)
xopt=karmarkar (Aeq,beq,c,x0, rtolf,gam, maxiter, cutfun, 2, b, 1b,ub)
[®xopt, fopt] = karmarkar(...)

[®opt, fopt,exitflag] = karmarkar(...)

[®opt, fopt,.exitflag,iter] = karmarkar{...)

[®cpt, fopt,exitflag, iter, vopt] = karmarkar{...)

Figura 5.21
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Arguments

Aeq
a n-by-p matrix of doubles, where n is the number of linear equality
constraints and p is the number of unknowns, the matrix in the linear
equality constraints.

beq
a n-by-1 matrix of doubles, the right hand side of the linear equality
constraint.

C
a p-by-1 matrix of doubles, the linear part of the objective function.

x0
a p-by-1 matrix of doubles, the initial guess (default xd=[]). fx0==[],
the karmarkar function automatically computes a feasible initial guess.

Figura 5.22
Example #1

In the following example, we solve a linear optimization problem with 2 linear
constraints and 3 unknowns. The linear optimization problem is

minimize — r; — I
axp — xa =)

Tyt s g =2
|

The following script solves the problem.

Beq = [ > @
1z

beq = [0:2];

c = [-1;-1:0];

x0 = [ 3 2 1z

[xopt, fopt,exitflag, iter, vopt]=karmarkar (Aeq,beq, c)

Figura 5.23

Analisando o exemplo #1 dado pelo software (figura 5.23) notamos que

a forma padrao € dada por:
Forma padrao (software Scilab):
min: cTx

S.a: AggX = beg
x=0
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Ou seja, a matriz A passa a ser denotada por Aeq e o0 vetor b por beq.

Nesse momento, retomaremos o problema 3 e pediremos que os alunos

digitem no Scilab os comandos referentes a Aeq, beq, c e x,, que foi 0 ponto

factivel descoberto pelos proprios alunos, tomaremos aqui esse ponto sendo
x=(1,1,1,1,750,2,2,4). (figuras 5.24 e 5.25).

F-> help karmarkar

+-> Aeq=[400,200,150,500,-1,0,0,0;3,2,0,0,0,-1,0,0;2,2,4,4,0,0,-1,0;72,4,1,5,0,0,0,-1]

Leq =
400. 200. 150. 500. -1. 0. 0. 0.
3 2 0 0 0. -1. 0. 0.
2 2 4 4 0. 0, =1 0
2 4 1 5 0. 0. 0 -1
F-> beq=[500;3;10;8]
beq =
500.
3.
10.
8.
Figura 5.24

c =

X0 =

[ W™

750.

N
.

F-> ¢=[50;20,30;80;0:0,0;0]

F-> x0=[1;1;1;1;750;2;2;4]

Figura 5.25
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7

Explicaremos que para calcular o valor 6timo € preciso digitar o

comando:

[xopt, fopt, exitflag,iter,yopt] = karmarkar(Aeq, beq, c)

Onde,
xopt A solugéo do problema.
fopt O valor da funcéo objetivo no ponto étimo.
exitflag O status da execug&o.
iter Numero de interacoes.
yopt Estrutura contendo a solucéo dual.

Apos digitar esse comando o software apresentara a seguinte solucéo
(figura 5.26)

F—> [mopt,fopt,exitflag,iter, vopt]l=karmarkar (Bheq,beq,c)
xopt =

0000036
.5T714465
.T7142T649
0000027
71.433545
0.1429038
0.0000166
0.000083
fopc =

[ N =]

82 .857617

exitflag =

Figura 5.26
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De onde obtemos ap06s 68 interacdes que a solugdo 6tima do problema
€ dada aproximadamente por x; =0, x, = 1.57, x3 = 1.71 e x, = 0, com valor
da funcédo objetivo aproximadamente 82.86 centavos. Desse modo, para
satisfazer as necessidades de calorias, lactose, acglucar e gordura, basta
comprar 20-1,57 = 31,4 centavos de iogurte e 30-1,71 = 51,3 centavos de
salada de frutas.

Vale ressaltar, que esse processo ocorre bem rapido e a resposta para o
problema é obtida em poucos segundos. Por fim, explicaremos todo o processo
matematico que ha por tras da solucdo do problema, essa explicacédo sera feita
como base no capitulo 5, com um exemplo em duas ou trés dimensfes para
facilitar a visualizacdo geométrica da convergéncia do algoritmo. Ademais,
evidenciaremos que esse método € mais robusto, mas nao tende a crescer

com o tamanho do problema. (figura 5.27)

X4

Figura 5.27

Ao final da sequéncia, apresentaremos por meio de um video alguns
casos em que a pesquisa operacional foi aplicada com sucesso, destacando a
importancia da sua aplicacdo para gerar mais lucros e menos prejuizos em

diversas areas.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesse texto, realizamos uma breve apresentacdo da Pesquisa
Operacional, dos conceitos basicos de Programacdo Linear e dos seus
principais métodos de resolucdo. A escolha por abordar esse tema se da pela
possibilidade de mostrar aos alunos aplicacbes praticas para conteldos

abordados no ensino médio, o que pode motiva-los nas aulas.

E consenso entre os professores de Matematica que dentre as
dificuldades para lecionar a disciplina, a que se destaca é a falta de motivacdo
dos estudantes. Nesse sentido, buscamos desenvolver uma sequéncia didatica
para abordar topicos de PL na qual utilizamos problemas que simulam a
realidade, mostrando aos estudantes que podemos utilizar os contetudos de
matematica também fora do ambiente escolar. Além disso, buscamos propor
tarefas em duplas, o que pode contribuir para aprendizagem, uma vez que, 0S
participantes véem a necessidade de defender seus pontos de vista, e para

isso precisavam lancar mao de maior reflexdo e argumentacdo matematica.

Outro ponto importante, no que diz respeito a motivacdo dos estudantes,
foi a possibilidade de usar recursos tecnoldgicos para resolver os problemas
propostos durante o desenvolvimento do minicurso. Vale destacar que o0s
recursos tecnologicos, em particular o computador e o celular, estdo inseridos
no cotidiano dos alunos, portanto leva-lo para a sala de aula pode transformar

as aulas em momentos mais enriquecedores e proveitosos para todos.

Por outro lado, é perceptivel gue um ensino pautado majoritariamente no
ambiente quadro e piloto deixa a desejar, no que diz respeito a utilidade pratica
de alguns conteudos abordados em sala de aula. Nesse sentido, propomos
uma alternativa que possa ser, inclusive associada a metodologia
tradicionalmente adotada. Dessa forma, a aprendizagem e o ensino passarao a
ser mais construtivos e dinamizados, tornando a sala de aula um ambiente

mais participativo e motivador para os estudantes.

Além disso, os elevados indices de ndo aprendizagem sugerem a busca

de alternativas para reverter essa situagdo. Desta forma, é notdria a
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necessidade de se apresentar novas ideias e metodologias que possam
favorecer a superacdo deste cenario. Diante do exposto, destacamos a
importancia das escolas adotarem, possivelmente, laboratorios da matematica.
A ideia é que nesse espaco 0s alunos possam explorar os conteldos vistos em
sala de aula com o apoio de recursos tecnoldgicos. Contudo, caberda ao
professor propor tarefas que possam, de fato, contribuir para a aprendizagem
dos alunos. Neste caso, um paralelo entre os assuntos abordados em sala e a
exploracdo destes no laboratério, possibilitaria contemplar mais eficientemente

o carater dinamico de alguns conteudos.

Durante o desenvolvimento da sequéncia didatica, ndo tinhamos como
objetivo abordar todos os conceitos de PL, como é feito em niveis de
graduacéo. Nosso foco era apresentar alguns topicos de forma gradual. Assim,
poderiamos inclusive motivar os alunos a ingressarem em cursos superiores
gue tenham a Pesquisa Operacional como disciplina, ou em outros que sejam
relacionados com exatas. Ademais, o leitor pode aprofundar os conceitos nos

temas abordados nas referencias desse texto.

Pensamos em aplicar a sequéncia com o publico do 3° ano do ensino
médio, pois estes ja teriam tido contato com todos os conteudos que séo pre-
requisitos para uma boa compreensdo das tarefas. No entanto, a parte de
resolucdo grafica pode ser trabalhada com alunos no fim do 1° ano, pois ja
teriam estudado fungdes do primeiro grau, inequacdes e resolucao de sistemas
lineares com duas incognitas. Ademais, 0 método simplex e o de pontos
interiores também podem ser abordados no 2° ano, como forma de aplicacfes

de opera¢cBes com matrizes.

Esperamos que o0s professores interessados em trabalhar com
Programacao Linear com apoio de recursos tecnolégicos em suas aulas,
possam encontrar, em nossa proposta, uma alternativa viavel as suas
realidades e objetivos. Por fim, esperamos que este estudo possa contribuir

para melhorar um pouco a realidade do ensino e aprendizagem de matematica.
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APENDICE 1: Construcdo de modelos matematicos

Atividade 1- Construa o modelo mateméatico em cada uma das situagcfes a

sequir.

Problema 1: Uma madeireira deseja obter 1000kg de lenha, 2000kg de
madeira para moveis e 50m? de casca de arvore, dispondo de carvalhos e de
pinheiros, sendo que o carvalho gera 40kg de lenha, 150kg de madeira e 3m?
de casca aproveitavel, o pinheiro 100kg de lenha, 60kg de madeira e 8m?2 de
casca aproveitavel. Precisamos minimizar os custos sabendo que cada

carvalho custa R$ 1500,00 para a empresa e cada pinheiro R$ 1200,00.

Problema 2: Uma costureira produz toalhas grandes e pequenas. Cada toalha
pequena custa R$ 10,00 e cada toalha grande custa R$ 12,00. Além disso,
cada toalha pequena requer 1 hora de maquina de costura e uma unidade de
tecido. Enquanto que, cada toalha grande requer 1 hora de maquina e 3
unidades de tecido. O tempo maximo disponivel de horas de maquina por
unidade é 100 horas e a quantidade tecido € 270 unidades. Formule o

problema de forma a otimizar o receita total.

Problema 3: Quatro tipos de alimentos estdo disponiveis na elaboracdo da
merenda escolar de um grupo de criancas: biscoito, iogurte, salada de frutas e

pao. A composicdo desses alimentos e seus precos estdo na tabela abaixo:

Alimento Calorias Lactose (g) | Acucar (g) | Gordura (g) Preco
(porgéo) (porgéo)
Biscoito 400 3 2 2 0,5
logurte 200 2 2 4 0,2
Salada de frutas 150 0 4 1 0,3
Pao 500 0 4 5 0,8
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As criangcas devem ingerir pelo menos 500 calorias, 6g de lactose, 10g de
acucar, e 8g de gordura. Formule o modelo do problema de modo que o custo

seja minimizado.

Problema 4: Uma metallrgica deseja produzir uma nova liga metalica com
40% de estanho, 35% de zinco e 25% de chumbo a partir de varias outras ligas
metdlicas, cujas propriedades estdo na tabela a seguir. O objetivo é determinar
a proporcéo de cada liga (1, 2, 3, 4 e 5) que deve ser usada para produzir a
nova liga com custo minimo. Formule o modelo do problema de modo que o

custo seja minimizado.

Propriedade Liga
1 2 3 4 5
% de estanho 60 25 45 20 50
% de zinco 10 15 45 50 40
% de chumbo 30 60 10 30 10
Custo ($/kg) 22 20 25 24 27

134



APENDICE 2: Roteiro de introduc&o ao GeoGebra

Faca o que se pede em cada uma das atividades abaixo e salve suas

construgdes em um arquivo Word.

ATIVIDADE 1
1- Crie dois pontos A e B e uma reta r que passe por eles.

2- Crie uma reta r e um ponto C ndo pertencente a r, e trace uma reta s

perpendicular a reta r e que passe por C.

3- Crie uma reta r e um ponto C ndo pertencente a r e trace uma reta s paralela

ar que passe por C.

4- Marque o ponto A = (0,0) e crie 0s vetores u = AB e v = AC. Determine o

vetor w, tal que, w = u + v.

5- Marque o ponto A = (0,0) e crie o vetor u = AB. Determine o vetor v, tal que,

v € a projecdo ortogonal de u sobre o0 eixo x.

Atividade 2

1- Construa o gréafico da funcdo do primeiro grau f(x) = ax+ be anime os

coeficientes angular (a) e linear (b). Qual o comportamento da fun¢cdo quando:

a) o coeficiente angular é positivo? E quando é negativo?

2- Determine a lei de formacédo da reta que passa pelos pontos (2,1) e (4,5).

135



3- Construa as retas y=ax+b e y=ax+d e verifique a posi¢céo relativa

entre elas.

4- Construa as retasy =ax+b e y= —ix + ¢ e verifique a posigéo relativa

entre elas.

5- Resolva algebricamente o sistema. E confira a resposta com o GeoGebra.

{x+y=12
3x — 8y =14

6- Determine a regido de solucdo para o sistema de inequacdes. Descreva 0s

vértices desse poligono.

x+2y<10
x—2y=>-4
y=2

7- Encontre o ponto em que ocorre o valor maximo da funcdo y = —x? + 2x + 5
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APENDICE 3: Roteiro de introducéo ao Scilab

Faca o que se pede em cada uma das atividades abaixo e salve suas

construgdes em um arquivo Word.

Atividade 1

1- Crie as matrizes A, B, C e D, tais que,

G2y ()3 H)eo-(1 )
7 4 1 4 3 2 0

2- Utilizando as ferramentas do software Calcule:

a)B+D

b)A-B

c) BT

dyc?

e)(A-B)-DT-C

Comandos Execucdao
M =1]1,2,0,4;0,1,3,5] | Cria a matriz M,,,, onde as linhas sdo separadas por ;
A+B Calcula a soma da matriz A com a matriz B
A*B Calcula o produto da matriz A pela matriz B
A’ Calcula a transposta da matriz A
diag(A) Obtém a diagonal principal da matriz A
inv(A) Obtém a inversa da matriz A
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