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RESUMO

BORGES, J. A. C. Um estudo do seno: da histéria até o som. 2021. 140 p. Dissertacdo (Mes-
trado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

Neste trabalho compilamos fatos histéricos, tedricos e aplicados relativos ao conceito do seno,
tanto do ponto de vista geométrico como analitico. Além disso elaboramos uma sequéncia
didética, com uso do software Geogebra, associando as funcdes sendides com os sons que elas

descrevem.

Palavras-chave: Aspectos historicos das fungdes seno e cosseno; Téabua de cordas de Ptolo-

meu; Aplicacdes das fungdes seno e suas variagdes; Correspondéncia entre sendides e sons.






ABSTRACT

BORGES, J. A. C. A study of the sine: from history to sound. 2021. 140 p. Dissertagdao (Mes-
trado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de
Ciéncias Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos — SP, 2021.

In this work we compile some aspects of the history, theory and applications of the concept of
sine, either from the geometric point of view or the analitical one. Besides we elaborate a didactic

sequence using Geogebra and associate sinusoid functions with the sounds they represent.

Keywords: Historical facts of sine and cosine; Ptolomy’s table of chords; Applications of sine

function and its variations; Relationship between sinusoid and sounds.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A trigonometria explorada no Ensino Fundamental pressupde certa dose de dificuldade
para os alunos, por explorar conceitos geométricos com 0s quais nao estdo familiarizados.
Quando, no Ensino Médio transformamos conceitos trigonométricos em fung¢des, estas difi-
culdades aumentam, dado que precisamos associar conhecimentos da geometria com fungdes
reais e, valores que antes eram calculados sobre angulos notdveis passam a ser calculados sobre

quaisquer ndmeros reais.

Se antes os conceitos de seno e cosseno eram tratados apenas do ponto de vista geomé-
trico. Ap6s o desenvolvimento do Célculo, passaram a ser tratados como func¢des, mostrando-se
fundamentais na Fisica, Astronomia, Engenharia, Medicina, etc. A importancia da fun¢do seno e
suas variagoes, € incontestdvel no mundo real, ja que se prestam a descrever intimeros fendmenos

periddicos e oscilatdrios. Por isso é tdo importante o dominio de tal conhecimento.

Por acreditar que o primeiro passo para que um professor torne um contetdo atraente para

seus alunos, seja o conhecimento pleno do mesmo, de modo geral compilamos neste trabalho:

e Topicos historicos relatando a criagido do seno (e consequentemente do cosseno) e explo-
ramos geometricamente as propriedades que levaram a criacao da Tabua de cordas de

Ptolomeu.
e O estudo tedrico das fungdes sendides.

e Algumas de suas contextualiza¢cdes em problemas concretos contemporaneos, em especial

sua relacdo com o som (a representacdo matematica de ondas sonoras elementares).

Além disso, elaboramos uma sequéncia didética contextualizando as senéides com sons

e nela utilizamos o software Geogebra.

Mais especificamente, descrevemos abaixo o contetdo de cada capitulo deste trabalho.
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No Capitulo 2, apresentamos um breve histérico do seno e cosseno. Demonstramos as
propriedades do seno da soma, da diferenca e do arco duplo, e vimos como Ptolomeu elaborou

sua Tébua de Cordas, através destas propriedades.

No Capitulo 3, saimos do contexto da geometria para definirmos seno e cosseno como
funcdes e exploramos outras propriedades, como as de prostaférese. Estudamos ainda as func¢des

sendides, isto é, y = a+bsen(cx+d).

No Capitulo 4, recordamos alguns conceitos do Célculo e vimos como eles se aplicam as
fungdes y = senx e y = cosx. Este capitulo tem o objetivo de subsidiar os estudos dos modelos

fisicos que terdo por solugdes as senodides.

No Capitulo 5, estudamos alguns modelos dados por equagdes diferenciais que descrevem
fendmenos fisicos periddicos e tém por solucdes fungdes sendides, como o Sistema Massa Mola

e o Péndulo Simples.

Explanamos algumas caracteristicas das ondas sonoras e apresentamos um breve histdérico
sobre os primordios do estudo do som, realizados por Pitdgoras. Estudamos também a equacao
da corda vibrante e vimos matematicamente o que Pitdgoras havia percebido ha mais de 2500
anos, que a frequéncia de oscilagdo de uma corda é dobrada quando diminuimos seu tamanho
pela metade e assim o som produzido pela oscilagdo da corda é o mesmo porém mais agudo.

Mais especificamente e em linguagem musical, uma oitava acima.

E no Capitulo 6, apresentamos uma sequéncia didatica com o estudo das sendides
y = a+ bsencx, onde fazemos uso do Geogebra para verificar como a variagdo dos parametros
a, b, e c, alteram o comportamento desta funcio e do som por ela descrito. Para isso utilizamos o

software “O som produzido pela funcio seno”.
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CAPITULO

UM BREVE HISTORICO DA
TRIGONOMETRIA

Os conceitos relacionados a trigonometria se desenvolveram em diferentes povos, como
por exemplo, a razao entre lados de tridngulos semelhantes ja era usada pelos egipcios e ba-
bilonios. Nos egipcios, a preocupacio de manter constante a inclinacdo das faces nas piramides
levaram-nos a introduzir um conceito equivalente ao da cotangente de um angulo. Mas é apenas
com 0s gregos que encontramos um estudo sistemdtico de relagdes entre angulos (ou arcos) e
os comprimentos das cordas que os subentendem. Esse conhecimento foi utilizado pelo grego

Aristarco de Samos para calcular as distancias da Terra relativas ao Sol e a Lua.

Os conhecimentos obtidos pelos gregos sobre as relacdes entre retas e circulos foram
muito aplicados na resolu¢do de problemas relacionados a astronomia, mas ainda ndo era
parecido com o conceito atual de trigonometria. O astronomo Hiparco de Niceia, durante a
segunda metade do segundo século a.C., compilou um tratado em 12 livros que se ocupam
da constru¢do de uma tdbua de cordas, relacionando valores correspondentes de cordas de um
circulo arbitrdrio para vérios angulos. Esse obra € considerada a primeira tabela trigonométrica,

fazendo com que Hiparco ganhasse o direito de ser chamado “pai da trigonometria”.

Segundo Eves (2011, p. 204), outra obra grega importante para a trigonometria foi o
livro de Claudio Ptolomeu, escrito por volta de 150 D.C, Syntaxis mathematica, ficou conhecido
como o “Almagesto”. A obra é composta de 13 livros. O livro I contém a tdbua de cordas de
arcos de %O a 180° para cada %o, e tem como base os escritos de Hiparco. O livro traz também
uma pequena explanacido de como a tdbua de cordas foi obtida a partir da proposi¢ao geométrica
conhecida como Teorema de Ptolomeu: Num quadrildtero ciclico, o produto das diagonais é

igual a soma dos produtos de dois pares de lados opostos.

Uma das aplicacdes importantes deste resultado sio as férmulas de seno da soma e da

diferenca de angulos, que veremos nesse capitulo. Estas férmulas em particular, tiveram uma
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importancia fenomenal para a obten¢do das féormulas de prostaférese que permitem a conversao
de produtos em somas, muito utilizado em estudos de astronomia, muitos séculos depois. A obra,

Almagesto de Ptolomeu, foi instrumento indispensavel para os astronomos por mais de mil anos.

A divisdo da circunferéncia em 360 graus ja era usada na Grécia, mas nao se sabe ao certo
0 que motivou esse tipo de divisdo. Uma possivel explicacdo € sua relacdo com a Astronomia,
onde o zodiaco fora dividido em doze “signos” e 36 “decanatos” ou o ciclo das esta¢des do ano

de aproximadamente 360 dias.

Na trigonometria, os hindus introduziram um equivalente a fungcao seno como forma de
substituir as tabelas de cordas gregas, e os valores dos senos dessas tabelas sdo bem préximos

dos valores correspondentes em tabelas atuais.

De acordo com Eves (2011, p. 248), “o trabalho do século VI, Panca Siddhantika, do
astronomo Vardhamihira, contém um resumo da trigonometria hindu antiga e uma tdbua de senos
que pode ter sido oriunda da tdbua de cordas de Ptolomeu”. Assim como o0s gregos, para os

hindus a trigonometria era uma ferramenta na solu¢@o de problemas relacionados a Astronomia.

Ja na trigonometria drabe, por um certo periodo, foram utilizados concomitantemente
os sistemas de origens grega (tabelas de cordas) e indiana (fun¢do seno), mas a trigonometria
arabe se rendeu finalmente a funcao seno indiana, e os drabes foram responsaveis por levar a

nova formulacdo desse conceito a Europa.

A trigonometria, durante o primeiro milénio e meio de sua existéncia, era apenas um
conceito auxiliar de Astronomia e Geografia. Somente no século XVII, foram descobertas

aplicagdes da trigonometria na refracdo e em outros ramos da Fisica.

O astrobnomo matematico, discipulo de Copérnico, Georg Joachim Rhaeticus (1514 —
1574), se dedicou a construcdo de tabelas trigonométricas com maior precisdo. Foi o primeiro a
definir as funcdes trigonométricas como razdes entre lados de um triangulo retangulo. A primeira
tabela que fornece as seis funcdes trigonométricas foi publicada por ele em 1551. As tabelas de
Rhaeticus foram melhoradas por Bartholomaus Pitiscus (1561-1613) em 1593. O trabalho de

Pitiscus foi o primeiro a usar o termo trigonometria.

No século XVI a trigonometria foi aperfeicoada e sistematizada, e se obtiveram publica-

coes de excelentes tdbuas.

Nesse periodo e comego do século dezessete ocorreu um maior interesse por trigono-
metria. Viete aplicou a trigonometria a problemas algébricos e aritméticos ampliando assim o
alcance do assunto. No livro Canon mathematicus seu ad triangula traz grandes contribui¢des a
trigonometria. Esse trabalho pode até ser considerado o primeiro livro na Europa Ocidental a
desenvolver métodos para a resolucdo de tridngulos planos e esféricos com o auxilio das seis

funcgdes trigonométricas.

Abaixo vemos uma pégina da tabela elaborada por Viete, que se baseou nas publicagdes
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de Rhaeticus:

Figura 1 — Uma pagina de Canon Mathematicus (1579) de Viete.
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A pégina fornece (da esquerda para direita): o seno, cosseno, tangente, secante, cotangente e
cossecante para Angulos de 4° a 4°30'. E de baixo para cima (da esquerda para direita): cosseno,
seno, cotangente, cossecante, tangente e secante de 85°30' para 86°.

Fonte: (ROEGEL, 2010, p. 7)

Como dissemos antes, em particular as férmulas de prostaférese foram usadas para a

conversao de produtos (de grandes nimeros) em somas, por exemplo, na férmula: 2senacosb =
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sen(a + b) + sen(a — b), podemos substituir o produto 2senacosb pela soma sen(a + b) +

sen(a — D).

Fazendo o uso de uma tabela de senos e cossenos com valores atualizados que foi

transcrita parcialmente, iremos exemplificar o uso de uma das férmulas de prostaférese.

Utilizando essa férmula podemos calcular o produto de dois nimeros quaisquer como a

soma de outros dois ndmeros.

Tabela 1 — Razdes trigonométricas

Graus | Seno Cosseno | Tangente
0 0 1 0

1 0,017452 | 0,999848 | 0,017455
2 0,034899 | 0,999391 | 0,034921
3

0,052336 | 0,99863 | 0,052408

16 0,275637 | 0,961262 | 0,286745
17 0,292372 | 0,956305 | 0,305731
18 0,309017 | 0,951057 | 0,32492

19 0,325568 | 0,945529 | 0,344328

60 0,866025 | 0,5 1,732051
61 0,87462 | 0,48481 | 1,804048

75 0,965926 | 0,258819 | 3,732051
76 0,970296 | 0,241922 | 4,010781
77 0,97437 | 0,224951 | 4,331476

86 0,997564 | 0,069756 | 14,30067
87 0,99863 | 0,052336 | 19,08114
Fonte: http://www.ufrgs.br/biomec/materiais/Tabela%?20Trigonometrica.pdf

Exemplo: Determinar o produto de 551,27 por 22,49.

Primeiramente dividimos ambos os niimeros por poténcias de 10 para que seus valores

fiquem entre O e 1. Entdo encontramos através da tabela, valores aproximados para:

2sena = 0,55127 = sena = 0,275635 — a = 16°
cosh =0,224951 —= b ="77°

Fazendo uso da tabela novamente encontramos os valores de sen(a + b) e sen(a — b) e através



27

da férmula de prostaférese obtemos:

2senacosb = sen(a+b) +sen(a—b)
0,55127-0,224951 = sen(16° +77°) +sen(16° —77°) = sen93° +sen(—61°)

Como sen(m —x) = senx e sen(—x) = —sen x temos que:
0,55127-0,224951 = sen87° —sen61° = 0,99863 — 0,87462 = 0, 12401
Portanto,

551,27-22,49 = 0,55127-10° x 0,2249 - 10% = 0, 12401 - 10° = 12401.

Assim o produto entre dois nimeros se torna apenas um problema de adi¢ao.

Além da férmula citada no exemplo, hd outras trés féormulas que relacionam produto

com adicao e diferenca entre dois nimeros:

2senbcosa = sen(a+b) —sen(a—b)

2cosacosb = cos(a+b)+cos(a—Db)

2senasenb = cos(a — b) —cos(a+b)

Essas identidades foram amplamente utilizadas por mateméticos e astronomos no final
do século XVII como uma forma de facilitar o cdlculo de produtos de nimeros muito grandes

através da conversao de produtos em somas ou diferencas.

Como foram muito utilizadas pelo alemado Johanes Werner (1468-1528), como forma de
simplificar os cdlculos em seus estudos sobre Astronomia, as férmulas ficaram conhecidas como
féormulas de Werner. J4 o método ficou conhecido como prostaférese, oriundo de uma palavra

grega que significa “adic¢do e subtracdo”.

Podemos destacar também a obra Trigonometrie (1637) do matemadtico inglés Ough-
tred, que tem importancia histdrica por apresentar uma das primeiras tentativas de introduzir

abreviagOes para os nomes das funcdes trigonométricas.

Outros matematicos da época, como John Wallis (1616-1703) e Isaac Newton (1642-
1727), aprofundaram o estudo de séries infinitas. Newton, por exemplo, expandiu o arcsenx em

séries de poténcias.

A trigonometria toma a sua forma atual quando, em 1748, Euler (1707-1783) adota a

medida do raio de um circulo como unidade e define funcdes aplicadas a um ndmero e nao
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mais a um angulo como era feito até entdo. A transi¢do das razdes trigonométricas para as
funcdes periddicas comegou com Viéte no século X VI, teve novo impulso com o aparecimento

do Calculo Infinitesimal no século XVII e culminou com a figura de Euler.

Uma vez transformadas em fungdes reais, mostraram-se fundamentais para a descri¢do
de movimentos periddicos. Dentre eles destacamos o problema da corda vibrante (que veremos

no Capitulo 5, Subsecdo 5.3.3).
De acordo com Medeiros e Andrade (1978, p. 163), em 1746 D’ Alembert deduz a

equacdo linear da corda vibrante. Vérios outros matematicos se ocuparam do estudo desta, como

Euler, Lagrange, Bernoulli e Fourier.

Bernoulli encontrou uma solugdo para esta equacao na forma de série infinita de senos.
Tal soluc¢do gerou muitas controvérsias. Uma delas seria o fato de que se tal série fizesse sentido,
entdo qualquer funcdo poderia ser representada por ela, o que para Euler seria uma contradi¢ao
pois implicaria que todas as funcdes sdo impares e periddicas. Lagrange, em seu trabalho de

propagacdo do som, quase resolve a questio.

Cinquenta anos mais tarde, Fourier apresenta seu trabalho sobre condugdo de calor, onde
aparecem solugdes na forma de séries de funcdes trigonométricas, trabalho este que foi recusado

por Lagrange.

Mas, confiando em sua intui¢do fisica, Fourier prossegue seus estudos, que no futuro se

mostrariam corretos.

Na sua obra “La theorie analytique de la chaleur”, de 1822, mostra que func¢des descon-
tinuas e periddicas podem ser representadas por séries infinitas de senos e cossenos de arcos

multiplos.

O problema da convergéncia de tais séries s seria resolvido em 1829 por Dirichlet, que da

nome as condicdes para que uma funcdo possa ser representada através de séries trigonométricas.

Pela importancia no desenvolvimento desta teoria denominamos atualmente as séries
trigonométricas de Séries de Fourier, bem como a técnica para obten¢ao das solu¢des no problema

da corda vibrante, como no problema do calor, de Método de Fourier.

Com tais solugdes, pdde-se comprovar matematicamente o que Pitdgoras houvera desco-
berto 2500 anos atrds - que o som varia com o comprimento da corda e que, por exemplo, ao
reduzir o comprimento de uma corda pela metade, mantendo-a com a mesma tensdo, produz-se
um som com o dobro da altura (frequéncia) do som da corda original, o que veremos na Secao
5.3 e na Subsecdo 5.3.3.

Por fim, uma curiosidade que se nos apresentou, foi com relagdo a origem do nome seno.

Segundo Boyer (2010), vem do latim sinus que significa volta, curva, cavidade.

Muitas pessoas acreditam que este nome se deve ao fato de o grafico da fungdo corres-

pondente ser bastante sinuoso. Mas, na verdade, sinus € a traduc¢ao latina da palavra drabe jaib,
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que significa dobra, bolso ou prega de uma vestimenta que ndo tem nada a ver com o conceito
matematico de seno. Trata-se de uma traducgdo defeituosa que dura até hoje. Quando os autores
europeus traduziram as palavras matemdticas drabes em latim, eles traduziram jaib na palavra
sinus. Em particular, o uso de Fibonacci do termo sinus rectus arcus rapidamente encorajou o
uso universal de seno.(BOYER, 2010)

A palavra cosseno surgiu somente no século XVII, como sendo o seno do complemento
de um angulo. Os outros nomes vem a partir de sua interpretacdo geométrica. Segundo Eves
(2011, p. 266), ao se colocar o angulo no centro de uma circunferéncia de raio unitdrio, dos
resultados de semelhanca de tridangulos temos que os valores de tan 6 e sec 6 sdo dados pelos

comprimentos do segmento tangente CD e segmento secante OD.

Figura 2 — Tangente

Fonte:
https://www.obaricentrodamente.com/2011/1 1/muitos-nomes-e-palavras-usadas-hoje-em.html

Assim como cosseno significa “seno do complemento do dngulo”, cotangente significa

“tangente do complemento” e assim por diante.

2.1 Ptolomeu e sua tabua de cordas

O Almagesto foi a obra sobre Astronomia mais influente até o século XVI. Como
mencionado anteriormente, o livro I da obra apresenta os métodos utilizados para calcular o

comprimento das cordas e a construcdo da tdbua de cordas.

Na construgdo de sua tabela de cordas, Ptolomeu utilizou-se de algumas proposi¢des
de Euclides e também de resultados ja obtidos por Hiparco. Dentre os métodos utilizados por
Ptolomeu para encontrar o comprimento das cordas, destacaremos a aplicagdo do Teorema de
Ptolomeu que possibilitou obter as formulas trigonométricas atualmente conhecidas por seno da

soma e diferenca de angulos.
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Segundo as tradugdes do Almagesto, Ptolomeu fez uma relagdo entre cada arco com o
comprimento de sua respectiva corda, dividindo a circunferéncia em 360 partes e seu diametro

em 120 partes.

Destacaremos a seguir alguns resultados que foram utilizados por Ptolomeu na construcao
de sua tdbua de cordas, e que ja traziam conceitos de trigonometria. Os conceitos apresentados a

seguir sdo baseados em Oliveira (2010).

2.1.1 Teorema de Ptolomeu

Teorema 1. Dado qualquer quadrildtero inscrito em uma circunferéncia, o produto das diagonais

¢ igual a soma dos produtos dos lados opostos.

Demonstragdo. Dado o quadrildtero ABCD inscrito, determine o ponto E na diagonal AC de
forma que ABE = DBC.

Figura 3 — Teorema de Ptolomeu

B

D
Fonte: (OLIVEIRA, 2010, p.31)

Dessa forma, os tridngulos ABE e DBC sio semelhantes pelo caso Angulo - Angulo
(AA) pois:
ABE = DBC (por construgio)
BAE = BDC (subtendem o mesmo arco BC)
Entao:
2:2@@-%2E~@ 2.1
AE DC
Os tridngulos ABD e EBC sio semelhantes pelo caso Angulo - Angulo (AA), pois:
ABD = EBC (por construgio)
ADB = BCE (subtendem o mesmo arco AB)
Entdo:
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BD BC —— . __ __
:::C@AD-BC:CE'BD (2.2)
AD CE

Somando-se 2.1 e 2.2 obtemos:

B-DC+AD-BC = AE -BD+CE -BD

B-DC+AD-BC =BD-(AE+CE) mas AC =AE +CE

2.1.2 Relacionando cordas e seno

Para facilitar o entendimento da trigonometria de Ptolomeu iremos relacionar corda de

um determinado angulo central com o seno deste dngulo.

Dada uma circunferéncia de centro O e raio R, sejam A e B pontos sobre a circunferéncia.
Assim AB é o comprimento da corda do angulo central oo = AOB. Seja M o ponto médio da
corda AB.

Figura 4 — Relacionando corda e seno

=
~ B

Fonte: (OLIVEIRA, 2010, p.20)

Denotando-se por ¢(a) o comprimento da corda correspondente ao dngulo central o.

Em linguagem atual terfamos:
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c(a) =2Rsen§

2.1.3 Relacionando angulo central e angulo inscrito de uma circun-

feréncia

Vamos demonstrar a proposicao conhecida como Teorema do angulo inscrito.

Proposicao 1. Sejam A, B e C pontos distintos sobre uma circunferéncia de centro O.

Seja a corda BC e os correspondentes angulos inscrito e central dados por o = CAB e
B =COB.

Entdo B = 2a, isto é, o Angulo central que determina a corda BC é duas vezes o dngulo

inscrito que determina a mesma corda.

Caso I: O centro O pertence a corda AC (o caso, o centro O pertence a corda AB € inteiramente

andlogo a este).

Figura 5 — Caso I: angulo inscrito

Fonte: préprio autor

Neste caso observemos que o tridngulo AOB é is6sceles e portanto OAB = OBA = «.
Logo se 8 = AOB entio 6 + 20 = 180°,
Por outro lado 6 + 3 = 180°, portanto 8 = 2.

Caso II: O centro O nio pertence as cordas AB ou AC, mas O pertence ao setor determinado
por BAC.
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Seja D ponto da circunferéncia de forma que AD seja diametro da circunferéncia.

Figura 6 — Caso II: angulo inscrito

Fonte: préprio autor

Os pontos A, B e D estdo nas condi¢des do caso I e portanto os angulos BOD =
2BAD (1).

Mas A, D e C também estiio nas condigdes do caso I. Portanto DOC = 2DAC  (2).

Mas
o = BAD + DAC

B =BOD+DOC
.. B =2a, como queriamos.
Caso III: O centro O nio pertence as cordas AB ou AC e nem ao setor determinado por BAC.

Figura 7 — Caso III: angulo inscrito

Fonte: préprio autor
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Com as notagdes do caso II, observemos que valem (1) e (2) e que:

o = BAD — DAC

B = BOD —DOC

B =2a.

Para obtermos as relagdes entre seno e cosseno da soma ou da diferenca de angulos,

precisaremos da relacdo entre cordas e os angulos que as determinam.

Para ndo causar confusio, usaremos notacdes distintas para designar cordas relacionadas

aos angulos central e inscrito.

Denotaremos por ¢(b) comprimento da corda correspondente a um dngulo central b e

por crd(b) comprimento da corda correspondente a um angulo inscrito b.

Observacgao 1. Observe o diagrama abaixo.

s

18022 /'

/ 7\., 2a
0

Fonte: préprio autor

I

Entdo de acordo com a notac¢do acima e com o resultado anterior temos que:

CD = crd(a) = c(2a) bem como AC = crd(90° —a) = c¢(180° — 2a)

Utilizando o seu teorema, Ptolomeu calculou o comprimento da corda da diferenca de

dois arcos, a corda do arco metade e a corda da soma de dois arcos, que veremos a seguir.
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2.1.4 Corda da diferenca entre dois arcos

Figura 8 — Corda da diferenca

B

A P 0 ° D
0

Fonte: préprio autor

Dado um semicirculo construido sobre o diametro AD, podemos observar na figura que

os comprimentos das cordas dos arcos sao dados por:

CD = crdb
BC = crd(a—b)
BD = crda
AD =2R
AC = crd(90° — b)

AB = crd(90° —a)
Aplicando o Teorema de Ptolomeu:

AB-CD+AD-BC=BD-A

crd(90° —a) -crdb + 2R - crd(a — b) = crda - crd(90° — b)

2R -crd(a—b) =crda-crd(90° — b) —crd(90° —a) - crdb

Relacionando cada corda ao seu angulo central correspondente temos:

2R -c(2a—2b) = ¢ (2a) - c(180° — 2b) — c(180° — 2a) - ¢ (2b)

Usando a relagdo entre corda e seno e transcrevendo a férmula em linguagem atual

temos:
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2a—2b

2 180° —2
2R- [ZRsen( )} = 2Rsen (;) -2Rsen (%) —2Rsen(180° —2a) - 2Rsen(2b)

4R* -sen(a — b) = 4R* - sena - sen(90° — b) — 4R* - sen(90° — a) - senb

Lembrando que o cosseno de um angulo € o seno do angulo complementar temos:

sen(a —b) = sena-cosb —senb - cosa (2.3)

2.1.5 Corda do arco metade

Buscando obter o comprimento de cordas de angulos menores, Ptolomeu deduziu a

formula da corda da metade do angulo de uma corda conhecida.

Vejamos o diagrama abaixo:

Figura 9 — Corda do arco metade

B

A e Bl * C
0 E F

Fonte: proprio autor

Temos um semicirculo de didmetro AC. Tragamos entdo a perpendicular ao segmento

AC passando por D, determinando o ponto F.

Seja 6 o Angulo correspondente a corda BC. Calculemos entdo a corda DC correspondente

ao angulo g, onde D esta no arco BC.
A partir de A, marcamos o ponto E sobre o segmento AC de modo que AE = AB.

Desta forma, por construcdo, os tridngulos ABD e AED sdo congruentes, pelo caso Lado
- Angulo - Lado (LAL). Consequentemente BD = DE, e o tridngulo DEC ¢ isésceles, de altura
DF.
(AC — AB)

Portanto EF = FC o que nos d4 FC = 5
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Também temos que os tridngulos ADC e DFC sio semelhantes, pelo caso Angulo -
Angulo (AA), ja que ADC = 90° = DFC e ACD = 90° — § = FCD. Assim,

D¢ I »pc? =ac.Fe
AC DC
. (AC-7B
Logo DC2:AC-¥.

Usando a Observagdo 1, reescrevemos as cordas acima em termos de cordas de angulos

centrais:

DC = ¢(0), AC = c(180°) = 2R, AB = c(180° — 28), o que nos d4:

2

(€(6))? = c(180°). (c(18()°)—c(1800—29)>

Convertendo tais cordas para seno:

0\ 2Rsen90° — 2R 0°—6
(2Rsen§) :(2Rsen90°)-( i zsen(9 ))

2
4R? (sen g) — 2R?(sen90° — sen(90° — 0))

1
sen’ — = 5(1 —cos0)

sen% = %(1 —cosB) (2.4)

2.1.6 Corda da soma

Seja o quadrildtero ABCD inscrito na circunferéncia de centro O, conforme figura abaixo:
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Figura 10 — Corda da soma

A

D

c
Fonte: (OLIVEIRA, 2010, p.36)
Analisando a figura temos os comprimentos das cordas dados por:
AB = c(2b)
AD =c(2a)
CD = c(180° —2a)
BC = c(180° —2b)
AC =2R

BD = c (2a+2b)
Aplicando o Teorema de Ptolomeu, temos que:
AC-BD=AB-DC+AD-BC
2R-c(2a+2b) =c(2b)-c(180° —2a) +c(2a)-c(180° —2b)

Em linguagem de senos:

2 2 180° -2 2
2R-2Rsen (—(261; b)) =2Rsen (;) 2Rsen (—( 80 > a)) +2Rsen (_a> 2Rsen <
a

(1800——2b))

2
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4R*sen(a+b) = 4R senb - sen(90° — a) + 4R*sena - sen(90° — b)

sen(a+b) =sena-cosb+senb-cosa (2.5)

Construcao da Tabua de Ptolomeu

De acordo com Pereira e Morey (2015), para compor sua tabela, Ptolomeu primeiramente
obteve os valores das cordas de alguns angulos através da constru¢@o de poligonos inscritos em

uma circunferéncia. Eram resultados conhecidos dos gregos:

1. corda de 60°, correspondente a medida do lado do hex4dgono inscrito na circunferéncia (ou

lado do tridngulo equilétero),
2. corda de 90°, correspondente ao lado do quadrado inscrito na circunferéncia,

3. corda de 120°, correspondente ao lado do tridngulo equildtero inscrito na circunferéncia.

Ptolomeu obteve a medida da corda de 36°, que corresponde a medida do lado de
um decdgono inscrito, e a corda de 72°, lado de um pentdgono inscrito. Apresentou ainda a

constru¢do e a determinacdo do comprimento do lado desses poligonos.

Fazendo uso das férmulas da corda da diferenca de dois arcos, a corda do arco metade e
a corda da soma de dois arcos, obteve a medida da corda de vérios outros arcos. Por exemplo,
com a férmula da diferenga de arcos obteve a corda de 12° = 72° — 60°. Com a férmula da corda

. ] o
do arco metade determinou as cordas de 6°, 3°, 1% e % .

Assim, com a férmula da soma de arcos e com os valores obtidos seria possivel construir
. - P o . .
uma tabela cujos arcos sdo multiplos de 11", ficaria faltando calcular as cordas nesse intervalo
de 11°
¥} 7 -

Pelas proposi¢des geométricas conhecidas até entdo, nao foi possivel determinar as
cordas de arcos que ndo eram fracoes de 1%0. Ainda de acordo com Pereira e Morey (2015):
“para encontrar a crd1° e deste modo completar a tabela, Ptolomeu recorreu a uma interpolacao
que permitiu deduzir a seguinte desigualdade: 0,01745130 < sen1° < 0,01745279.”

Entdo, fazendo uso dessa aproximacao e a férmula da soma dos arcos Ptolomeu completa

. . (o]
sua tabela de cordas com arcos variando de 0 a 180° com intervalo de % .
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Uma sugestao de atividades didaticas inspiradas na construcao da Tabua de cordas de
Ptolomeu

Para a realizacdo das atividades, os alunos ja devem conhecer as férmulas de seno da
soma e da diferenca de angulos, seno da metade de um angulo e que o cosseno de um angulo é o

seno do dngulo complementar.

Atividade 1: Fazendo uso do seno da soma e da diferenca de angulos, do seno da metade
de um angulo, construir uma tabela de senos de 0 a 90 graus (considerar 4 casas decimais), de 6
em 6 graus. Sabendo-se que sen60° = \/7§ =0,866 e sen72° = 0,9511. Explique como obteve

os valores.

Atividade 2: Use a tabela construida anteriormente para elaborar uma tabela de cossenos

de 0 a 90 graus.
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CAPITULO

FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Segundo Lima et al. (2001, p.213): “com o desenvolvimento do Calculo Infinitesimal
ocorreu a necessidade de atribuir o conceito de funcdo de uma varidvel real as nocdes de seno,

cosseno e suas associadas tangente, cotangente, secante e cossecante.”

Ainda segundo Lima et al. (2001, p.214): “as funcdes trigonométricas sao periodicas.
Sendo assim, s@o usadas para descrever fendmenos de natureza periddica, oscilatéria ou vibra-
téria, como: movimentos de planetas, som, corrente elétrica alternada, circulacdo de sangue,

batimentos cardiacos entre outros.”

No presente trabalho, focaremos o estudo das fungdes seno e cosseno pois 0 objetivo
serd apresentar aplicacdes dessas funcdes em fendmenos vibratorios, e por consequéncia, na

producdo de sons.

As defini¢Oes apresentadas a seguir sdo baseadas em lezzi (2013).

3.1 Ciclo trigonométrico

Consideremos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais #Ov no plano.

Tomemos uma circunferéncia ¢ de centro O, na origem do sistema, e raio igual a 1.
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Figura 11 — Ciclo trigonométrico

Fonte: préprio autor

Seja (0,0) a origem da circunferéncia e o ponto A = (1,0). Vamos agora definir uma
aplicacdo de R sobre ¥, isto é, vamos associar a cada nimero real x um dnico ponto P da

circunferéncia da seguinte forma:

1. se x =0, entdo P coincide com A;

2. se x > 0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento x, no sentido

anti-hordrio, e marcamos P como ponto final do percurso.

3. se x < 0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento |x|, no sentido

horério. O ponto final do percurso é P.

A circunferéncia assim definida € chamada ciclo trigonométrico.

O ponto P associado a x é chamado de imagem de x no ciclo.

Figura 12 — Ciclo trigonométrico

—1

Fonte: proprio autor
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Os eixos u e v dividem o ciclo trigonométrico em quatro partes iguais, chamadas qua-

drantes, numeradas de 1 a 4 a partir do ponto A, no sentido anti-horario.

Uma vez que a qualquer real x associamos um ponto P sobre o ciclo trigonométrico,
segundo o sistema de coordenadas u0v, P terd uma ordenada e uma abcissa. Tais nimeros serao

utilizados para definirmos as fungdes a seguir.

3.1.1 Funcées Seno e Cosseno

e Funcao seno

Figura 13 — Funcéo seno

('

Fonte: préprio autor

Definiremos a funcao seno, a funcdo f : R — R que associa a cada nimero real x a

ordenada do correspondente ponto P no ciclo trigonométrico, e denotaremos f(x) = sen.x.

e Funcao cosseno



44 Capitulo 3. Fungoes trigonométricas

Figura 14 — Func¢do cosseno

Fonte: proprio autor

De modo andlogo ao anterior, definiremos a func¢ao cosseno, a funciao f: R — R que
associa a cada real x a abscissa do correspondente ponto P no ciclo trigonométrico, e denotaremos

f(x) =cosx.
Das defini¢des dadas temos que:

Propriedades: Sejam as fungdes f(x) = senx e f(x) = cosx. Entdo:

l. f:R—[-1,1]

2. Para todo x real tem-se que f(x+27m) = f(x). Neste caso dizemos que f(x) é 27 periddica.

Observacgao: De modo geral, se f: R — R e para o menor 7 > 0 sdo tais que f(x+7T) =

f(x) para todo x, diz-se que f é T periddica, ou periédica de periodo T.

Conforme vimos na Capitulo 2, equacdes (2.5) e (2.3), temos que para todo x,y real

valem:

1)sen(x+y) = senx-cosy+seny-cosx (3.1)

2)sen(x—y) = senx-cosy—seny-cosx 3.2)

Lembrando que cosx = sen (% —x) , 0 que nos da cos (% —x) = senx teremos de (3.2)

que:
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cos(x+y) = sen(%—(x—ky))

- ((5-) )

sen <ﬂ: )COS enycos <7r )
= ——x - ~——x
2 Y SEYCOS {5

= COSXCOSy—senysenx

De modo anélogo, usando (3.1 ) teremos:

cos(x—y) = sen <g—(x—y)>

- a((5-) )

sen <7r )cos +senycos (ﬂ: )
2 YSEYEOS (5

= COSXCOSy-senysenx.

Assim, para todo x,y real valem ainda:

cos(x+y) = cosxcosy—senxseny

cos(x—y) = cosxcosy-+ senxseny

Das propriedades (3.1) e (3.3), onde tomamos x = y concluimos ainda que:
sen(2x) = 2senxcosx, para todo x real.

2

cos(2x) = cos?x — sen® x, para todo x real.

Propriedade 1. Formulas de Werner ou prostaférese

Para todo x, y real sdo vélidas as seguintes igualdades:

2-senx-cosy =sen(x+y)+sen(x—y)
2-seny-cosx = sen(x+y) —sen(x—y)

2-cosx-cosy = cos(x+y)+cos(x—y)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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2-senx-seny = —cos(x+y) 4 cos(x —y). 3.9
Demonstragcdo. Para demonstrar estes fatos faremos uso de (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4). Vamos

demonstrar apenas a igualdade (3.7) que as demais seguem de modo inteiramente anédlogo.

sen(x+y)+sen(x—y) = Senxcosy- Senycosx-+ Senxcosy— senycosx

= 2senxcosy

O]
Proposicao 2. Valem as seguintes identidades para as fungdes f(x) = senx e f(x) = cosx:
senx—f—senyzZ-senJHz_y-cosx;y (3.10)
senx—seny:2-senx_y-cosx+y (3.11)
2 2
cosx+cosy:2-cosx§y-cosx;y (3.12)
cosx—cosy:—2~senx+y-senx_y (3.13)
2 2
Demonstragdo. Para provar (3.10), vejamos que de (3.1) e (3.2) concluimos que:
sen(a+b) +sen(a—b) = 2senacosb.
Assim fazendo a = ’? e b =52 obtemos:
2-senx—;y ~cosx;y = sen (% +)%) +sen (x% — ?)
= senx-+seny.
O]

De modo anédlogo demonstramos as demais identidades.
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Definicao 1. Seja f : R — R. Diremos que uma tal funcdo € par se para todo x real tem-se
f(=x) = f(x).
De modo andlogo diremos que tal fungdo é impar se para todo x real tem-se f(—x) =

—f(x).

Teorema 2. f(x) = senx é uma fungéo impar e f(x) = cosx € uma fungéo par.

Demonstragdo. De fato, segue de (3.2) e de (3.4) que para todo x real temos:

sen(—x) = sen(0 —x) = sen0cosx — senxcos0 = — sen.x.

Bem como,

cos(—x) = cos(0 —x) = cosOcosx + sen0senx = cosx, como queriamos. O
Graficos

Com base no ciclo trigonométrico, podemos esbogar os graficos das fungdes f(x) = senx

e f(x) =cosux.

Vimos também que ambas tem imagem no intervalo [—1, 1] e sdo periédicas de periodo
T =2m.

Figura 15—y = senx

¥
P
e “TTS
S
oy s ~
flz) = sen(x) ’ N
L “ /
’ N ’
\ i 2 i w2 ™ 3w 2 S
~ A ’
“ ’ S ’
~ i ~ i
~ - ~ -~
- -
| — -1 -~ o

Fonte: proprio autor
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Figura 16 — y = cosx

cos{r) —1

Fonte: proprio autor

As curvas que tais graficos determinam sdao denominadas sendides (note que o gréfico de

f(x) = cosx é uma translagdo horizontal do gréfico de f(x) = senx, pois cosx = sen (x+5).

Destacaremos os seguintes elementos associados a estas funcoes:

1. Periodo: Como vimos em ambos os casos 7' = 27. Veja que este é o tamanho do intervalo

que a funcdo leva para realizar um ciclo completo.

2. Frequéncia: Denotando-se a frequéncia por @ temos entdo que:
1 1

T 21

3. Amplitude de oscilacdo: E definida como sendo a metade da diferenca entre o maior

valor e o menor valor que a sendide atinge num ciclo.

A (valor médx.—valor min.) 1—(—-1) {
= 5 = =1.

Em resumo temos:

Tabela 2 — Elementos da fun¢des seno e cosseno

fO) | T |l ol|A
senx | 271 # 1
cosx | 21 5z 1

Fonte: préprio autor

3.2 Funcoes periédicas envolvendo f(x) =senx e g(x) =

COSX

Muitos fendmenos periddicos podem ser modelados através de uma funcao trigonomé-

trica cuja equacdo € composta de senos e/ou cossenos. Para que os alunos possam compreender
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de forma significativa a modelagem de um fendmeno periddico que envolva senos ou cossenos,
¢ necessdrio que reconhegam as propriedades de fungdes que sdo variagdes de f(x) = senx e de

f(x) = cosx, a saber:

f(x)=a-+bsencxe f(x) =a+bcoscx.
Para isso, vejamos que alteragcdes os parametros a, b e ¢ impdem aos graficos das funcdes
originais, y = senx € y = COSX.

As curvas que os gréficos de tais fungdes determinam também serdo chamadas de curvas

senoidais ou simplesmente sendides.

3.2.1 Funcées do tipoy=>b-senx e y=>b-cosx

Vejamos o caso especifico da fun¢do y = 2senx. Utilizando uma tabela e comparando-se
os valores de y = senx e de y = 2senx para alguns valores especiais de x, podemos construir o
grifico de ambas num mesmo sistema de eixos cartesianos, e verificar a interferéncia da constante

b = 2 na forma do gréfico.

Tabela 3 — Comparando y = senx e y = 2senx

X | y=senx | y=2senx
0 0 0

7 1 2

T 0 0

3

o -1 -2

27 0 0

Fonte: préprio autor

Figura 17 — Comparando y = senx e y = 2senx

y

Fonte: proprio autor
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Comparando-se estas duas funcdes, observamos que o pardmetro b = 2 altera a amplitude

de oscilacdo para duas vezes a amplitude da fun¢do original. JA T e @ se mantém os mesmos.

Assim,

Tabela 4 — Determinando os elementos das fun¢des

senx | 2senx
T | 2@ 27
o | L T
2T 2T
A 1 2

Fonte: préprio autor

Ja se b = —1, utilizando tabela comparativa entre y = sen X € y = — senx temos:
Tabela 5 — Comparando y = senx e y = —senx

X | y=senx | y= —senx

0 0 0

T

5 1 -1

T 0 0

3n

= -1 1

2n 0 0

Fonte: proprio autor

Assim podemos ver que o grafico de y = —senx serd a reflexdo do gréfico de y = senx

em relacdo ao eixo x, conforme figura abaixo:

Figura 18 — Comparando y = senx e y = —senx

2

g(x) = —sen(x)

™ a2 /,’2\

Fonte: préprio autor

Note que a amplitude da oscilagdo se mantém. Note também que o periodo e consequen-

temente a frequéncia também permanecem os mesmos, o que nos dd a tabela abaixo.
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Tabela 6 — Determinando os elementos das fungdes

senx — Seénx
T 21 27
1 1
O | 57 o7
Al 1 1

Fonte: préprio autor

De modo geral, se b < 0, devemos refletir o grafico de y = |b|senx em relagdo ao eixo x.

De forma andloga, para b # 0, y = bcosx, constataremos as mesmas propriedades. Em
resumo temos a seguinte tabela:

Tabela 7 — Determinando os elementos das fungdes

senx | bsenx
T | 2& 21
o | L T
2 2
A 1 |b|

Fonte: préprio autor

3.2.2 Funcées do tipo y =sencx e y = coscx

Vejamos agora o caso especifico y = sen 2x.

Utilizando-se uma tabela com os valores de senx e sen2x e tracando o grafico de ambas,
vemos que a amplitude de oscilacdo ndo mudou, porém a frequéncia, e consequentemente, o

periodo de oscilagdo mudaram.

Tabela 8 — Comparando y = senx e y = sen2x

2x | x | y=senx | y=sen2x
010 0 0
x|z V2 1

2 | 4 2

T |5 1 0

3z | 3m V2 -1

2 | 4 2
2n | 7w 0 0

Fonte: proprio autor
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Figura 19 — Comparando y = senx e y = sen2x

2

g(x) = sen(2 x)

~ =T m!

— —1

-2

Fonte: proprio autor

Neste caso o periodo caiu pela metade e a frequéncia ficou multiplicada por 2.

De fato, como sen(x + 27) = senx para todo x, mostremos que se g(x) = sen(2x) entao
g(x+m) = g(x). Temos que g(x+ ) = sen(2(x+ 7)) = sen(2x + 27) = sen(2x) = g(x), como
queriamos.

De modo geral, se ¢ > 0 e g(x) = sencx, entdo g(x+ %) = sen(cx+27) = sencx = g(x).

Assim temos a seguinte tabela:

Tabela 9 — Determinando os elementos das fun¢des

senx | sencx, ¢ >0
T | 2% z
1 C
O oz 2z
A 1 1

Fonte: préprio autor

Como sen(—x) = —senx, se —c¢ < 0 entdo y = sen(—cx) = —sencx, isto é, seu grafico

¢ a reflexdo em torno do eixo x do grafico de y = sen |c|x. Mas em ambas teremos:

Tabela 10 — Determinando os elementos da fun¢do

sencx
T m
] C

) 1CIE

| 2w
A 1
Fonte: préprio autor

Como cos(—x) = cosx, Vx, os graficos de coscx e cos(—cx) sd0 0s mesmos.
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3.2.3 Funcées do tipo y=>b-sencx e y=>b-coscx

Com base no exposto, obtemos o gréfico de y = b- sen cx modificando para |b| a amplitude

do gréafico de y = sencx. Analogamente para o grifico y = b - coscx.

Vejamos o grafico do caso y = 2 - sen2x:

Tabela 11 — Comparando y = sen2x e y = 2sen2x

2x | x | y=sen2x | y=2sen2x
010 0 0
TIE[ 2
T |5 0 0

3% | 3

FIFE[ 2
2 | 7 0 0

Fonte: préprio autor

Figura 20 — Comparando y = sen2x e y = 2sen2x

= senl2 @)

- mw/ am m

glr) = 2 sen(R N ]

Fonte: préprio autor

De modo geral, se b,c # 0, y = bsencx tera:

Tabela 12 — Elementos das funcdes y = bsencx

senx | bsencx
T | 2xn 2
B
1 c
® | 27
A 1 |b|

Fonte: préprio autor
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3.2.4 Funcées do tipoy=a-+b-sencx e y=a-+b-coscx

Para estas situagdes, basta esbogar o grafico de y = b - sencx e translada-lo verticalmente.

De fato,vimos que y = bsencx tem amplitude A = |b

, periodo T = % e frequéncia

De modo andlogo, se f(x) = a+ b.sencx, entdo f (x+ 27”) =a+b.senc (x+ 27”) =
a+b.sen(cx+21m) =a+b.sencx = f(x). Assim tanto f(x) = b.sencx como f(x) =a+b.sencx
tém os mesmos periodo e frequéncia. Além disso, para cada x, a diferenca entre estas fungdes
€ a. Logo o grafico de y = a+ b.sencx é o grifico de y = b.sencx transladado verticalmente
para cima em a unidades se a > 0. Se a < 0 transladamos para baixo em |a| unidades. Logo a

amplitude de ambos serd a mesma pois da definicdo da amplitude temos que,

A (bl +a)— (=[] +a))

= |b].

Assim translagdes verticais da fun¢do y = bsencx ndo modificam periodo, frequéncia,

nem amplitude desta. Apenas imagem que passara a ser Im = [—|b| + a, |b| +a.

Vejamos o caso especificoy = 3 +2-sen2x:

Tabela 13 — Comparando y = 2sen2x e y = 3+ 2sen2x

2x | x | y=2sen2x | y=3+2sen2x
0] 0 0 3
T o 5

T |5 0 3

3z [ 3

AL i

2 | 7 0 3

Fonte: proprio autor
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Figura 21 — Comparando y = 2sen2x e y = 3 +2sen2x

y
8

—

glx) = 342 sen(2 x

m \/ 3T|'\/TI’ 2
-2

Fonte: préprio autor

De modo geral, para a, b, c # 0, y = a+ bsencx tera:

Tabela 14 — Elementos das funcdes y = a + bsencx

senx y=a+bsencx

T 21 %r

I [c]

@ 2z 7

A 1 |b|
Imagem | [—1,1] | [—|b| +a,|b|+d]

Fonte: préprio autor

3.2.5 Funcées do tipo y =sen(cx—d) e y=cos(cx—d)
Vejamos o exemplo y = sen (x — ).

Tabela 15 — Determinando os valores de y = sen(x — §) para os arcos notdveis

x | x—% |y=sen(x—7%)
0 0

RYS T

12 ;

5 T

Tz | 3z 1

6 2

T | 2z 0

Fonte: préprio autor
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Figura 22 — Comparando y = senx e y = sen (x — %)

Y

)
/ —ami2 —TTa,
LN

glr) = Ht't](.!'

Fonte: proprio autor

Vimos que y = senx tem amplitude A = 1, periodo T = 27 e frequéncia @ = ﬁ

y =sen(x— %) terd estes mesmos elementos. De fato, se f(x) = sen(x — %) entdo

f(x+2m) =sen(x+2r — Z) =sen(x — § +27) =sen(x— §) = f(x), isto é, f(x) também tem
periodo 27 e consequentemente frequéncia @ = %

Além disso, f(x) atinge valor méximo quando x = % +

Bem como assumird valor minimo se x = —7% + % pois sen(x —

Mas seu grafico sera obtido transladando-se horizontalmente, e para a direita, o grafico

de y = senx em d = 5 unidades.

De modo geral, y = sen(x —d) € a translagao horizontal do grafico de senx em d unidades

para a direita se d > 0 e para a esquerda se d < 0.

De modo anélogo o grifico de y = cos(x — d) é a translac@o horizontal do grafico de

y = cosx em d unidades, para a direita ou para esquerda, dependendo do sinal de d.

Denominamos,

d = angulo de fase da oscilacao

Paray = a+bsen(cx —d) ouy = a+ bcos(cx —d) continuamos a chamar d de dngulo de fase
da oscilagdo, mas neste caso, o grifico destas funcdes € translacdo horizontal do grafico de
y=a+bsencxouy=a+bcoscxem ‘;l unidades, para a direita ou para a esquerda, dependendo

do sinal de %’.

Logo ndo serdo alterados periodo, frequéncia, amplitude nem imagem da oscilagdo.
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Tabela 16 — Elementos das fun¢des y = a + bsen(cx —d)

y=senx | y=a+bsen(cx—d)
T 2 =
1 2
c
@ 2z b7
A 1 |b|
Imagem | [—1,1] [—|b| +a,|b|+ 4

Fonte: préprio autor
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CAPITULO

RECORDANDO ALGUNS CONCEITOS DO
CALCULO

Nesta secdo, vamos recordar alguns conceitos do Célculo e ver como eles se aplicam as
fungdes y = senx e y = cosx, para, no proximo capitulo, estudarmos modelos fisicos descritos

por tais funcoes.

Como nosso estudo ficard restrito a tais fungdes, algumas defini¢cdes ndo serdo dadas no

seu sentido mais amplo, como por exemplo, os conceitos de limite e continuidade dados abaixo.

O presente capitulo se apoia em Guidorizzi (1987).

4.1 Continuidade de y=senx e y =cosx

Definicao de Limite
Sejam I = (a,b) intervalo dereta, f: I - Re p € I = (a,b).

Dizemos que f tem limite L, quando x tende a p, se dado € > 0 existe & > 0 tal que se

xele0<|x—p|<d=|f(x)—L|<e

Denotamos este fato por lim f(x) = L.
xX—p
Quando tal limite existe ele é dnico, isto €, ndo existe L # L tal que lim f(x) = L.
xX—p
Definicao de funcao continua

Sejam f: (a,b) - R e p € (a,b). Dizemos que f é continua em p se:
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lim f(x) = f(p).

X—)p
No caso de f(x) ser continua para todo p real dizemos que f é continua na reta ou simplesmente
continua.

e Propriedades das fun¢oes continuas:

Sejam f: (a,b) - Re g: (a,b) — R fungdes continuas em p € (a,b). Entéo:

f £ g é continua em p; 4.1)
f - g é continua em p; 4.2)
f Z Z. .
= écontinuaem p se g(p) #0; (4.3)
8

Jase f:(a,b) — R for continuaem p e g : (¢,d) — R for tal que f(p) € (c,d) e for

continua em f(p) entdo

go f é continua em p. (4.4)
Teorema do Confronto

Teorema 3. Seja p € R e sejam f, g, h fungdes reais definidas para x tal que 0 < |x — p| <r,

para algum r > 0. Suponhamos ainda que para estes valores de x tenhamos

e que exista L € R tal que

lim f(x) = L = lim h(x)

X—p X—p
entao
Iimg(x)=L
lim g(x)

Continuidade de y = senx e y = cosx

Lema 1. Se |x| < 7 entdo |senx| < |x] < | 7gx]

Demonstragdo. Dividimos o estudo em dois casos:
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Figura23 —Caso 1: 0 <x < &

tan.r

7

Fonte: préprio autor

Como x é o tamanho do arco esbo¢ado acima vemos claramente que

0 <senx < x <tgx 4.5)
2. Agorase —5 < x < 0entdo 0 < —x < F. Logo por (4.5) temos
0 <sen(—x) < —x < tg(—x)

Mas sen(—x) = —senx e cos(—x) = cosx

Assimse 0 < —x < §
0< —senx < —x < —tgx (4.6)

Logo de (4.5) e (4.6) temos que se |x| <  entdo

|senx| < |x| < |tgx]

O]

Com este resultado mostraremos:

Lema 2. Se x,p € Re |x— p| < 7 temos:
|senx —senp| < [x— p| 4.7)

|cosx —cosp| < [x—p| (4.8)
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Demonstragdo. De fato, segue de (3.11) e do Lema que

X—p

|senx —senp| =2 [sen

Logo se |x — p| < m entdo |senx —senp| < |x — p|

Por outro lado, também do Lema 1 e de (3.13) tem-se que

|cosx —cosp| =2 senx;p senx;p‘ < 2|sen —p‘ <|x—plselx—p|<=m
Portanto |cosx —cosp| < |[x— p| para [x—p| <7 O

Teorema 4. f(x) =senx e g(x) = cosx sdo fungdes continuas para todo p € R.

Demonstracdo. Segue de (4.7) e de (4.8) que dado € > 0 se |x— p| < € entdo |senx—senp| < €

bem como |cosx — cos p| < €.
Portanto lim senx = sen p e lim cosx = cos p para todo p real. O

X—=p X—p

4.2 Derivadas de y =senx e y =cosx

Limites fundamentais

Y . senx
Proposicao 3. lim
x—=0 X

De fato, vimos no Lema 1 que para |x| < § temos

|senx| < |x| < |tgx]

Assim se x # 0, dividimos por | senx| e obtemos

1<‘

X ‘ 1
senx|  |cosx|

o que nos da:

senx -
|cosx| < ’—‘ <1 ,para |x|<=.
X 2

Mas |x| < Z, logo| cosx| = cosx e [$0¥ | = sex,

Portanto,
senx
cosx < —— < 1
X

Como limcosx = 1 = lim 1, pelo Teorema do Confronto,
x—0 x—0



4.2. Derivadas de y = senx e y = cosx 63

. senx
Iim—— =1
x—0 X

Observacdo 2. note que este resultado nos diz que para x tal que |x| seja suficientemente pequeno

senx N
temos, —— = 1 ou senx = x.
X

cosx—1

Proposicao 4. lim =0

x—0 X

Demonstragdo. Seja x tal que |x| < . Entdo 0 < 1 +cosx. Logo,

cosx—1 cosx—1 cosx+1

X x  cosxt+1
_ cos2x—1 _
~ x(cosx+1)
B —sen?x B
~ x(cosx+1)

senx 1
= ———.senx- ———
X cosx—+1

Assim segue das propriedades das func¢des continuas, (4.2) e (4.3) e da Proposicdo 3 que

-1 —=1-0-1
lim COSX _ 0 _0
x—0 X 2

Derivada de uma funcao

Definicdo 2. Seja f: (a,b) = Re p € (a,b). Dizemos que f é derivdvel em p se existir

i PR — fp)
h—0 h

E neste caso dizemos que sua derivada em p € denotada por

f/(p):hmf(erh)—f(p)_

h—0 h

Para todo x tal que 3f’(x) definimos a fun¢do derivada de f e denotamos

d(f) dy

PO =" = s

Derivadas de y = senx e y = cosx

Teorema 5. f(x) =senx e g(x) = cosx sdo derivaveis Vx € R e

f'(x) =cosx e g'(x) = —senx
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Demonstracdo. Para f(x) =senxex € R

im fx+h)— f(x) — lim sen(x+h) —senx
h—0 h h—0 h

Segue de (2.5) e das Proposi¢des 3 e 4 que

sen(x+h) —senx

lim
h—0 h
senxcosh+senhcosx — senx
im =
h—0 h
. senh cosh—1

lim -cosx+senx- [ —— = COSX
h—0 h h

Jise g(x) =cosxexeR

. cos(x+h)—cosx . (cosxcosh—senxsenh)—cosx
lim = lim =

h—0 h h—0 h

. cosh—1 senh
lim |cosx| ———— | —senx = —senx
h—0 h h

Regra da Cadeia para derivacido de funciao composta

Teorema 6. Sejam y = f(x) e x = g(¢) duas funcdes derivaveis, com Img C Dy.

Entdo a derivada da composta f(g(z)) sera

Y = P e0)20)

ou

dy _ dydx
dt  dxdt

Exemplo: Encontre a derivada de y = sen(67 — 3):

Fazendo y = senx e x = 6t — 3 teremos que

y = cos(6t —3).(6t —3) = 6cos(6t — 3)
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CAPITULO

ALGUNS FENOMENOS DESCRITOS
ATRAVES DE SENOIDES

As definigdes de equagdes diferenciais ordindrias e suas aplicacdes, apresentadas a seguir

se apoiam em Figueiredo e Neves (1997) e Cassago e Ladeira (2006).

5.1 Tépicos de equacoes diferenciais ordinarias de se-
gunda ordem

dx , dx

/
=—cecxX =—
dt dt?

Sejax=x(t) ex suas correspondentes derivadas de primeira e segunda

ordens.

Teorema 7. Teorema de existéncia e unicidade Sejam a;,a; € R. Entdo para todo #y, xg,yo € R

existe uma tnica fungio x = x(¢), t € R, duas vezes derivével, satisfazendo o problema

X' +axX +ax=0
x(l‘o) = X0

X' (to) = yo

Demonstracao: Podemos ver a demonstragdo do caso geral do Teorema de existéncia
e unicidade, para equacOes diferenciais ordindrias, em Figueiredo e Neves (1997), Capitulo 4,

Secdo 4.1, Teorema 4.1, onde no nosso caso, tomamos p(t) = ay, q(t) =az e f(t) =0.

Corolario 1. Seja wy > 0 e seja a equagao diferencial

' +afx=0 (5.1)
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Entdo toda solugdo de (5.1) é da forma

x(t) = acos mpt + b sen wyt (5.2)

onde a,b € R.

Prova: De fato, observemos primeiramente que se x(¢) é da forma (5.2) entdo

¥ (t) = oo (—asen wyt + bcos wyt)
X' (t) = o3 (—acos wyt — bsen axt)

= —ofx(1)

Portanto
)+ @dx(t) =0V

Para mostrar que toda solug@o de (5.1) tem forma (5.2) tomemos y(z), t € R, solugdo qualquer
de X" + w3x = 0.

Entao 3 xp,yo € R tais que

¥(0) =xo
Y (0) =0
Mas se em (5.2) tomarmos
a=xpeb= )
Vem que
x(t) = xpcos @t + ya(? sen Wyt (5.3)
também € solucdo de:
X'+ @dx =0
x(0) = xo
x'(0) = yo

Mas pelo Teorema de Existéncia e Unicidade a solug@o deste problema € tnica, assim
y(t) = x(t) dada por (5.3).

Logo toda solugdo de x” + w3x = 0 é da forma x(t) = acos ot + bsen wyt.

Mas para tornar mais claro o papel dos parametros a ¢ b em (5.2), vamos escrever esta

soluc@o de outra forma. Para isso associaremos ao par (b,a) o par (A, ) onde
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Figura 24 — Coordenadas polares do par (b,a)

'\

Fonte: préprio autor

b=Acosd

a=Asend,

isto €,

A=+Va*+b? e tg(d) = (g) para b #0

Substituindo em (5.2) obtemos:

y(t) = acos mpt + bsen wyt =
= Asen & cos wyt + A cos 8 sen Wyt

= Asen(wyt + 6) (5.4)

Se b = 0, entdo podemos escrever y(t) = a.cosayt = A.sen(wpt + %), onde A =a e

o7}
Il
Sl

Note que, em qualquer dos casos, e neste modo de escrever (5.2) ficam claros os seguintes

aspectos desta oscilagdo:

e A = amplitude da oscilagdo de y(r)
o A o
® 5= frequéncia da oscila¢ao de y(r)
e § = angulo de fase da oscilagdo de y(r)
Por evidenciar esses parametros dizemos que (5.4) é a forma Amplitude-Fase da oscilacio

dada também por (5.2). Note que os parametros a e b influenciam tanto a amplitude, quanto a

fase de oscilagdao, mas ndo influencia a frequéncia da oscilagdo.
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5.2 Oscilador Harmonico Simples

Nesta secdo baseamos nossos estudos em Cassago e Ladeira (2006), Capitulo 2.

5.2.1 Sistema massa mola

Todo movimento que se repete a intervalos regulares é chamado de movimento peridédico
ou movimento harmonico. No caso particular, que trataremos a seguir, no qual a forca que atua
no corpo é proporcional a sua distancia até a posi¢ao de equilibrio e ndo ha presenca de nenhuma
for¢a de atrito ou forcas externas, o movimento € denominado movimento harménico simples. O

sistema massa-mola da figura constitui um oscilador harmonico simples.

Figura 25 — Sistema massa-mola

E(d+ u)
T %
myg

Fonte: (CASSAGO; LADEIRA, 2006, Cap. 2)

Consideremos o sistema descrito pelo diagrama acima. Nele tomamos uma mola suspensa
verticalmente tendo sua extremidade presa num suporte rigido. Quando fixamos um corpo de
massa m > () na outra extremidade da mola, ela se distende de d unidades de comprimento. A
mola exerce sobre o corpo uma forga restauradora R, proporcional ao seu deslocamento, dada
pela Lei de Hooke. Essa forca atua no sentido oposto ao deslocamento e tem intensidade R = kd,
onde k > 0 € a constante eldstica da mola. Apds pendurado o corpo, o sistema fica em equilibrio,

e como as forcas atuantes no corpo sdo a forca peso P = mg e a for¢a restauradora R, temos que:
R=P

kd = mg

Além disso, por consequéncia da 2° Lei de Newton, temos que a resultante das forgas atuantes no
corpo € dada por F' = ma, onde a € a aceleracio do corpo. Primeiramente, iremos adotar o sistema
de coordenadas em que a origem estd na posi¢ao de equilibrio e o eixo y estd positivamente
orientado na diregdo vertical sentido descendente. Denotaremos y(#) o deslocamento do corpo (2

partir da posi¢do de equilibrio) em fun¢do do tempo.

Ao deslocarmos o corpo a partir da posi¢ao de equilibrio, (isto €, puxando-o para baixo

ou empurrando-o para cima, sempre na direcdo vertical), temos a forca resultante F.
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Chamando de y(¢) a posi¢do da massa no instante 7, teremos que F = my” (1).

Além disso, uma vez que o corpo esta deslocado a partir da origem, o total das forgas

atuantes serd dado por
F=mg—k(y+d)
lembrando que a forc¢a restauradora atua contra 0 movimento da massa e a for¢a peso atua para
baixo.
Mas mg = kd, portanto
my” +ky=0 (5.5)
ou
7 k
y +—=y=0 (5.6)
m
onde k >0em>0.

k .
Fazendo (03 = —, vemos que esta equacgdo € do tipo (5.1) e portanto terd solucdo da
m

forma

y(t) = acos wyt + bsen wpt

ou

y(t) =Asen(mpt + ) onde wy= \/g, A= \/m,tg(S) — <C_Z>

b

eseb=0,temosA=aed = 7.
Nesta ultima representacdo da solucdo, como dissemos antes, fica evidente que o movi-

k

mento terd frequéncia de oscilagdo fornecida por %, onde @y = |/ — e amplitude de oscilacdo
m

A.

Vemos assim que a amplitude e fase da oscilagdo dependem de a e b, e consequentemente

da posic¢do e velocidade iniciais da massa.
J4 a frequéncia depende da massa m e da constante de elasticidade da mola k, ja que

k
=1/
m

Note que aumentando &, a constante de elasticidade da mola, ou diminuindo a massa m,

Ao @0 .
a frequéncia oy aumentara.
T

Exemplo: Suponha que num sistema massa-mola, como o que acabamos de descrever,
a constante de elasticidade da mola k, seja igual a massa do corpo, m. Suponha ainda que no
instante 7 = 0, o corpo esteja em repouso, localizado a duas unidades abaixo da posi¢ao de

equilibrio.

1. Determine sua posi¢do no futuro 7.

2. Determine quando o corpo passard pela posi¢ao de equilibrio pela primeira vez.
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Resolucao:

1.Seja y(t) sua posi¢do num instante futuro t. Entdo y(t) deve satisfazer:

Y'+y=0
¥(0) =2
Y'(0)=0

Veja que neste caso a massa foi puxada para 2 unidades abaixo da posi¢do de equilibrio

e solta a partir do repouso, o que justifica os valores de y(0) e y'(0). Entdo de (5.3) temos

y(t) =2cost+0sent = (5.7
T
=2cost = 2sen (t+§> para t > 0. (5.8)
2. Usando (5.8) vamos procurar o primeiro valor de t > 0 tal que y(t) = 0 (posi¢do de
equilibrio).

Assim vemos que a solucdo passard pela posicdo de equilibrio sempre que:

2sen <r+g> —0 ,istoé, (r+§> ok k= 41,42,

Como buscamos o primeiro instante, apos iniciado o movimento, tal que o corpo passard

pela posicdo de equilibrio, teremos: t+% = m o que nos dd t = 5.

5.2.2 Péndulo Simples

Seja um corpo de massa m fixado na extremidade de um fio inextensivel e de comprimento

[, onde a outra extremidade esta fixada num suporte rigido, de acordo com o esboco a seguir.

Figura 26 — Péndulo simples

0 . -
: T

|

Fonte: proprio autor
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Colocamos a massa m a oscilar e supomos que esse movimento se dé no plano.

Colocamos a origem do sistema de coordenadas no ponto onde a extremidade do fio
estd presa e orientamos positivamente o eixo vertical no sentido descendente e o eixo horizontal

orientado para direita.
Vamos decompor as forcas que atuam sobre m na direcdo horizontal e vertical.
Seja 0 o angulo que o fio faz com o eixo y.
Assimx =1IsenB ey =1[cos@.

Veja que 6 = 6(¢), isto é, varia com o tempo, logo

x(t) = Isen((t)) (5.9)

y(t) =1cos(0(t)) (5.10)

Consideremos que as unicas forcas que atuam sobre m sdo a forca peso P e a tensdo 7.

Designando por P o médulo de P e por T o médulo de 7 e decompondo a resultante das

forcas nas dire¢des de x e y temos da 2% Lei de Newton que
mx" = —Tsen@
n__

my" = —T cos 0 + mg

Multiplicando-se a primeira equagao por cos 0 e a segunda por sen 6 obtemos

mx" cos® = —T sen @ cos @ = my” sen O —mgsen O
isto €,
X" (t)cosO(t) —y"(t)senO(t) = —gsenO(¢) (5.11)
Voltando em (5.9) e (5.10), derivando-as duas vezes em ¢ teremos pela regra da cadeia
X' (t) =1cosO(t)0'(t)
Y(t) =1(—sen8(1))6' (1)
e

X'(1) =1](—senB(1))(0'(1))* +cos 0(¢) 0" (1)]
y'(1) = 1[(—cos 6(1))(8'(1))* —sen6(1)6" (1)]

Substituindo em (5.11)
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IcosO(1)[(—sen (1)) (0'(t))*+cos 0(1)0" (1)] —Isen O(1)[(—cos 0(¢))(0'(1))*> —sen (1) 0" (1)] = —gsen O(1)

O que nos da
I(cos®>O(t) +sen’6(r))0" (1) = —gsen O ()

0" () + % sen (r)

0

Supondo que as oscilagdes sejam pequenas, isto é,que 6(r) ~ 0, de acordo com a

Observagido 2 da Secdo 4.2, podemos aproximar sen 6(¢) ~ 0(t) e assim ficamos com a equagio
9”+§9 =0,0=0()

Fazendo a)g = ‘% temos

0" +w36=0
que € equagao do tipo (5.1).

Novamente se fixarmos que no instante t = 0, 8(0) = 6y e 6'(0) = % entdo por (5.1) ou
(5.4) sua solugdo sera

0(t) = 6pcos wyt + % sen Wyt

ou
0(t) = A(senmwyt + 0)

onde

ou,se p=0,A=6ed=7

2 )
A:,/eg+g—%etg(5):

1
Vejamos que a frequéncia de oscilacio é dada por % = \/% . Como g € constante,

a frequéncia seré inversamente proporcional a v/ e portanto quanto maior for o comprimento

do fio, menor serd a frequéncia e consequentemente maior o periodo da oscilacdo 7' =271 \/j .

8
Note que a massa do corpo nio interfere na solugao.

5.3 Ondas sonoras

As ondas sonoras sdo variagdes no tempo da pressdo do ar. Sdo ondas longitudinais (ou
seja, a onda se propaga na mesma dire¢do em que se dd o movimento de oscilagdes do meio) e
mecanicas pois necessitam de um meio material para se propagar. Por esse motivo, 0 som nao

se propaga no vacuo.

Sendo o som um fendmeno periddico, em seu estudo s@o usados os conceitos da Andlise

de Fourier que nao serdo estudados com devido aprofundamento no presente trabalho. O nome



5.3. Ondas sonoras 73

“Andlise de Fourier” foi dado em homenagem ao matemadtico francés, que desenvolveu a teoria,
Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 —1830).

Segundo Bortolossi (2020) , de forma simplificada, a ideia bdsica da Andlise de Fourier é
a seguinte: fendmenos periddicos podem ser aproximados por somas de fungdes trigonométricas
da forma y = bsen(cx + d)(possivelmente, com um ndmero infinito de parcelas), com b, ¢ e
d constantes. Estudaremos o tipo mais elementar, com sons que podem ser representados por
funcdes y = bsen(cx) através de experimentos sonoros realizados pelo Geogebra. Mais adiante,

veremos como os parametros b e ¢ afetam as propriedades do som correspondente.

Os sons sdo fendmenos que geram sinais: ondas sonoras produzem variagdes de pressdo
cujos valores mudam com o tempo. Esses valores podem ser, por exemplo, convertidos em sinais
elétricos através de um microfone e com o auxilio de um computador, esses sinais elétricos sao

convertidos em nimeros e sdo exibidos em um grafico, do sinal correspondente.

De acordo com Anton e Rorres (2012), Capitulo 10, Sec¢dao 10.19, o ouvido humano
possui estruturas capazes de canalizar as ondas sonoras e de serem estimuladas pelas diferentes
frequéncias de ondas sonoras. Em seguida, certas estruturas ativam células nervosas que enviam

estes sinais ao cérebro onde sdo interpretados como som.

Para o sistema auditivo o tipo mais elementar de onda sonora é uma variacao senoidal da

pressdo do ar, e esta pode ser descrita por uma funcao do tempo:

q(t) =Ao+Asen(wr —9) (5.12)

Sendo,

e ¢(t) = pressdo atmosférica no timpano;

e Ay = pressdo atmosférica normal;

e A = variagdo méxima de pressdao em relacdo a pressao atmosférica normal;

@
e frequéncia da onda em ciclos por segundos; cuja unidade é medida em Hertz (Hz)

0 = angulo de fase da onda.

Para ser percebida como um som, pelo ser humano, uma onda sonora precisa ter frequén-
cias no intervalo de aproximadamente 20 a 20000 ciclos por segundo. As frequéncias fora desse

intervalo ndo sdo capazes de estimular as estruturas auditivas e produzir os sinais nervosos.
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5.3.1 Caracteristicas do som

Para descrevermos as caracteristicas do som, usamos como parametro nossa sensibilidade
auditiva. O ouvido humano, distingue no som trés caracteristicas: altura (ou tom), intensidade

(ou sonoridade) e timbre.

e Altura

A altura esta relacionada com a frequéncia da onda sonora e permite ao ouvido distinguir
o som grave (baixo) ou som agudo (alto). Quanto maior a frequéncia, mais agudo é o som;

frequéncias menores determinam sons mais graves.

No caso deste som ser descrito através de uma unica parcela senoidal, como em (5.12),

esta propriedade serd dada através de ®.

e Intensidade

Qualidade que depende, entre outras coisas, da amplitude da onda e permite distingui-lo

como forte ou fraco.

No caso deste som ser descrito por ¢(¢) dada em (5.12), esta propriedade dependerd de A.

e Timbre

O timbre € a caracteristica que nos permite distinguir dois sons da mesma altura € mesma
intensidade, quando emitidos por fontes sonoras diferentes. Por exemplo, a mesma nota
musical emitida por um piano e um violdo sao facilmente identificadas pelo ouvido por
causa da diferenca de timbre. Podemos dizer que o timbre esté relacionado a forma da

onda.

Figura 27 — Formas de onda da voz humana, piano e violino.
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violino

Fonte:http://www.descomplicandoamusica.com/timbre/
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Na Figura 27, vemos ondas sonoras que sdo somas, finitas ou ndo, de funcdes da forma
y=Ao+Asen(wr—9).

5.3.2 Pitagoras e o Monocérdio

Segundo Juliane (2003, p. 8), “a Matematica e a Musica se relacionam a partir da
necessidade de equacionar e solucionar o problema da consonincia, isto €, reunido de sons

2

harmoniosos, com o objetivo de buscar fundamentos cientificos capazes de justificar tal conceito.

A 1deia de Musica como ciéncia nasceu com Pitdgoras (século VI a.C). Acredita-se que

seu experimento foi umas das primeiras tentativas de compreender e organizar os sons.

Conta uma lenda que Pitdgoras despertou sua curiosidade em relacdo a
musica quando, ao passar em frente a oficina de um ferreiro, ouviu o som
de cinco martelos batendo em uma bigorna e percebeu que os martelos
soavam harmonicamente, exceto um. Curioso, ele tentou estabelecer
uma relacio entre os martelos, cujos sons produzidos eram harmonicos:
pressupds algumas possiveis razdes, como a forca com a qual o martelo
era conduzido, e, como nio conseguiu encontrar a resposta, decidiu pesar
os martelos e percebeu que a massa de cada martelo erade 12,9, 8,¢e 6
unidades de peso.(CLUBE, 2018)

Buscando compreender os fendmenos sonoros, Pitdgoras fez experimentos e observou
algumas relag()es entre estes nl’lmeros, como por exemplo, a proporcdo dos pesos entre si:
6— x 12; 8— x12e9 = ><12

Para investigar as relacdes numéricas descobertas e os sons, Pitdgoras confeccionou um
instrumento musical chamado de monocdrdio, que consistia de uma corda presa nas extremidades.
Dividiu essa corda em 12 espagos iguais e considerou o som produzido pela corda inteira como

o som fundamental.

Figura 28 — Monocérdio de Pitdgoras
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Fonte:http://clubes.obmep.org.br/blog/aplicando-a-matematica-basica-sala-2/

Esse instrumento foi utilizado para que ele, partindo da relacio entre o comprimento da
corda estendida e a altura do som emitido quando tocada, estabelecesse relacdes de comprimentos

que produzissem determinados intervalos sonoros.



76 Capitulo 5. Alguns fenomenos descritos através de sendides

E analisando os sons produzidos em algumas divisdes da corda, ele observou que o som
produzido pressionando o ponto central da corda era 0 mesmo, porém mais agudo, que o som
produzido pela corda inteira. Hoje, sabemos que essa equivaléncia de sons significa que a nota
emitida pela metade de uma corda tem frequéncia duplicada em relacdo a frequéncia da corda

original, fato este que comprovaremos na Subsecdo (5.3.3).

Segundo (CLUBE, 2018), ele chegou as seguintes conclusoes:

e pressionando a corda na sexta marca (correspondente a 1/2 do comprimento da corda), se
produzia o que chamamos de a oitava do som produzido pela corda inteira;

e pressionando a corda na nona marca (correspondente a 3/4 do comprimento da corda),
resultava o que chamamos de a quarta do som produzido pela corda inteira;

e ¢ pressionando a corda na oitava marca (correspondente a 2/3 do comprimento da corda),
resultava o que chamamos de a quinta do som produzido pela corda inteira.

Assim, as fragdes %,%,%, correspondiam a oitava, a quarta e a quinta do

som fundamental.

Pitagoras observou em seus estudos que os sons produzidos tocando outras marcas de

seu monocdrdio resultavam em sons nao tao agraddveis como os anteriores.

De acordo com (UNIVESP, 2014), Pitdgoras foi responsavel pela constru¢do da primeira

escala musical o que contribuiu para a afinacao dos instrumentos da época.

Observacao: E curioso pensar que a Pitdgoras, tdo conhecido por um resultado geomé-

trico ( Teorema de Pitdgoras) que diz:

“a soma dos quadrados dos catetos de um tridngulo retangulo é igual ao quadrado da

hipotenusa”,

sejam atribuidos os primeiros estudos sobre sons e construcdo da primeira escala musical.
Assuntos que sdo tao distintos entre si, mas ndo distantes do ponto de vista matematico, pois
para nosso espanto, muito mais tarde, se descobre que os sons, em particular as notas musicais,
sdo descritos por somas, finitas ou ndo, de funcdes senoidais. Senos estes que sdo usados para

medir o tamanho dos catetos do tridngulo retangulo.

5.3.3 Equacao da corda vibrante no plano

Suponha que uma corda fina de comprimento / perfeitamente flexivel seja posta a vibrar

(em pequenas vibragdes) e que este movimento se dé no plano, digamos (x,u).

Suponhamos que tal corda seja feita de material homogéneo cuja densidade de massa
seja constante e igual a p > 0. E suponhamos que a tnica forca atuante seja a tensdo 6. Aqui
desconsideramos as forgas de atrito e consideramos a forca gravitacional pequena comparada

com as tensdes da corda.
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Podemos mostrar que se u(x,) designa a posi¢do de cada ponto x da corda no instante ¢

e que se fixarmos as extremidades da corda, u(x,t) satisfard o problema de contorno:

2 2
%(x,f)=cz %(x,t),xe (0,1),t>0 (5.13)
u(0,1) =0=u(l,1)vt >0 (5.14)

0

onde ¢2 = —.

A condi¢do (5.14) nos diz que as extremidades da corda x = 0 e x = [ estdo fixas na
posicdo u = 0, para todo tempo ¢ > 0.

Figura 29 — Corda vibrante

1=L
Fonte:http://www.ufjf.br/sandro-mazorche/files/2012/11/Equacoes-Diferenciais-1I-EDP1.pdf

. du .
Se u(x,t) é a posi¢ao do ponto x da corda no tempo ¢ entdo WOC’ t) nos dé a velocidade
: 9%u - :
do ponto x da corda, no instante r ¢ —(x,#) a acelera¢do do ponto x da corda no instante .

ot?

Dizemos que a corda estd em posi¢do de equilibrio se u(x,7) =0Vt > 0, x € [0,1].

Dizemos que ela estd em repouso se sua velocidade for nula, Vx € [0,/], isto é,

du
E (X, t) =0

O gréfico de u(x,t) para cada ¢ fixo, nos dd a posi¢ao de cada ponto x da corda neste
instante ¢, isto é, a posicdo em que a corda se encontra neste instante. E sabemos do Célculo que,

2 . ~
%(x, t) nos da a concavidade do gréfico de u(x,), em cada ponto x, para ¢ fixo.

Observemos a Figura 29. Nela vemos intervalos onde o grafico tem a concavidade
ora para baixo, ora para cima. Da equacdo (5.13) temos que a forca atuante sobre a corda é
proporcional a derivada segunda de u com relagdo a x, que por sua vez nos fornece a concavidade

do gréfico.

Assim, quando a corda encontra-se com concavidade voltada para baixo temos que
2 2 .
%(x,t) < 0 e consequentemente %(x,t) < 0, o que nos indica que a for¢a que atua sobre a

corda esta no sentido descendente.
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%u
a2

%u
ox?
indica que a for¢a que atua sobre o ponto x da corda atua para cima.

Ja se a concavidade for para cima, o que nos dd 55 (x,7) > 0 entdo 5% (x,7) > 0, o que

Percebemos assim o movimento oscilatério modelado pela equagao (5.13).

Com a teoria de Séries de Fourier e do Método de Fourier pode-se mostrar que uma
solucdo qualquer de (5.13) e (5.14) sera dada por:

u(x,t) = i U (x,1)

nme nmc nmw
onde u,(x,t) = <an cos Tt + b, sen Tt) -sen Tx, e ay,b, € R.

Para mais detalhes, sugerimos a leitura de Boyce e Diprima (1969), Capitulo 10, Sec¢do
10.7.

As constantes ay, e b, vao depender da posicdo e velocidade iniciais da corda.
Obs: E ficil ver que cada u,(x,t) satisfaz (5.13) e (5.14).
Como em (5.4), podemos reescrever:

T T
up(x,1) = Apsen <Et + 5n) sen nTx

[
onde A, = \/a2+b2etgd, = Z—n.

n
Assim a frequéncia de oscilacao de cada u,, serd

nmc

T _nc

W= =7, n=123..
n 27: 2l7n )=

Denominamos @w; = % de frequéncia fundamental do sistema. Veja que ele depende

0 .
de ¢ = | —, 8 = tensdo na corda e p = densidade de massa da corda. Logo aumentando-se a

tensdo da corda &, ou diminuindo-se a densidade p, temos que ¢ cresce e portanto a frequéncia

, aumenta.

Bem como se diminuirmos /, @ também aumenta. E como ®w, = n®; o mesmo ocorrera

com a frequéncia de oscila¢do dos demais u, (x,#), n > 1.
Veja que aqui podemos perceber que as conclusdes de Pitagéras estavam certas.

De fato, suponha que uma corda de mesmo material que a anterior € com a mesma
densidade de massa p, sujeita a mesma tensdo 6 mas agora com metade do comprimento
original.

Fixando suas extremidades ela também satisfard (5.13) e (5.14) mas para x € (0, %)

Logo tal problema terd solu¢do dada por u(x,t) =Y | %,(x,t) onde

2nm 2nm 2nm
Uy (x,1) = (ansen nl Ct—l—bncos nl Ct) Sen# ay,b, € R
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e portanto a frequéncia de cada u,, serd

C
0y =——=—=20,
l

Isso comprova o fato de que reduzindo-se a corda pela metade, as correspondentes

oscilacdes terdo frequéncias duplicadas, produzindo o mesmo som, porém mais agudo, o que em

musica se denomina uma oitava acima.
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CAPITULO

SEQUENCIA DIDATICA

Este capitulo se dedica a apresentar um plano de aula com sugestdes de atividades sobre
as funcdes trigonométricas, especificamente as sendides, com o objetivo de que a aprendizagem

desses conceitos ocorra de forma contextualizada e portanto mais significativa.

Para isso, associaremos as sendides e seus graficos aos sons que eles representam.
Comparando-se a fun¢do y = senx com y = a+ bsencx, veremos como a introducdo dos parame-

tros, a, b, c, ndo sé modificam o grifico de y = senx, mas correspondem a um som determinado.

6.1 A BNCC

6.1.1 A Base Nacional Comum Curricular (BNCC)

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de caréter
normativo que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens
essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e
modalidades da Educacéo Bésica, de modo a que tenham assegurados
seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento, em conformidade com
o que preceitua o Plano Nacional. (BRASIL, 2018, p. 7)

A BNCC € um instrumento que busca garantir um nivel comum de aprendizagem para

todos os alunos. Foi estruturada com enfoque no desenvolvimento de competéncias.

Segundo (BRASIL, 2018, p. 8): “competéncia € definida como a mobilizacdo de co-
nhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas cognitivas e socioemocionais),
atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da

cidadania e do mundo do trabalho.”

Pode-se observar que o objetivo deste documento € que a escola promova uma educacao

integral, ressaltando que esta seja um espaco que busque promover o desenvolvimento intelectual,
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emocional, social de nossos estudantes, para que se tornem cidaddos autdbnomos, criticos e

atuantes na sociedade.

6.1.2 A BNCC no Ensino Médio

O Ensino Médio € um grande desafio ao direito de acesso a educagdo, devido as altas
taxas de evasdo escolar e também, em relacdo a aprendizagem significativa dos conhecimentos

que sdo propostos nessa etapa da educagdo escolar, pois exigem maior reflexdo e abstragao.

Sendo a finalidade do Ensino Médio garantir a consolidacdo e o aprofun-
damento dos conhecimentos adquiridos no Ensino Fundamental, além
de possibilitar o prosseguimento dos estudos a todos aqueles que assim
o desejarem, o Ensino Médio deve atender as necessidades de formacao
geral indispensdveis ao exercicio da cidadania e construir “aprendizagens
sintonizadas com as necessidades, as possibilidades e os interesses dos
estudantes e, também, com os desafios da sociedade contemporanea”.
(BRASIL, 2018, p. 464)

As aprendizagens essenciais definidas na BNCC do Ensino Médio estdo organizadas em
quatro dreas do conhecimento: Linguagens e suas tecnologias, Matemadtica e suas tecnologias,
Ciéncias da Natureza e suas tecnologias e Ci€ncias humanas e sociais aplicadas, e para cada
uma dessas dreas sao definidas competéncias especificas. No ambito de cada competéncia siao

descritas habilidades a serem desenvolvidas ao longo dessa etapa.

De acordo com a BNCC, as competéncias e habilidades que serdao desenvolvidas no
Ensino Médio buscam que, ao final dessa etapa, o aluno seja capaz de mobilizar todas elas para
compreender e analisar situacdes da realidade e assim atuar na sociedade e no seu entorno de

forma transformadora, consciente e ética.

6.1.3 A area de Matematica e suas tecnologias (Ensino Médio)

No Ensino Médio, na drea de Matematica e suas Tecnologias, os estudan-
tes devem consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa anterior
e agregar novos, ampliando o leque de recursos para resolver problemas
mais complexos, que exijam maior reflexdo e abstragdo. Também devem
construir uma visdo mais integrada da Matemadtica, da Matemdtica com
outras dreas do conhecimento e da aplicacdo da Matematica a realidade
(BRASIL, 2018, p. 471).

Pode-se observar que a BNCC coloca o uso de tecnologias como uma ferramenta
importante no processo de ensino aprendizagem de todas as dreas do conhecimento. No plano
de aula elaborado no presente trabalho, buscou-se proporcionar a aprendizagem de conceitos
sobre func¢des sendides e suas relacdes com o som (um conceito fisico) e para isso fizemos uso

do software Geogebra.
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Além disso, a BNCC ressalta que no Ensino Médio, a drea de Matematica e suas
tecnologias deve aprofundar as aprendizagens desenvolvidas no Ensino Fundamental, de forma
que o estudante desenvolva autonomia e possa construir uma visao integrada dessa drea e sua

aplicagdo a realidade.

Destacamos duas competéncias especificas que segundo (BRASIL, 2018, p. 531) devem

ser desenvolvidas no Ensino Médio:

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemadticos para interpretar situacdes em
diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e
Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios,

de modo a contribuir para uma formagao geral.

2. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade
dos resultados e a adequagdo das solugdes propostas, de modo a construir argumentagao

consistente.

Com o intuito de explorar estas competéncias, desenvolvemos um plano de aula onde
associamos fungdes sendides e seus graficos com 0s sons que representam e investigamos como

mudancas nos parametros destas funcdes alteram graficos e sons correspondentes.

6.2 O Geogebra como recurso didatico

O software Geogebra se popularizou como ferramenta para tornar o ensino de Matematica
mais dindmico e interessante. O site do programa oferece gratuitamente as op¢des de uso on-line

ou download.

Segundo o site do programa: “O Geogebra é um software de matematica dinamica
para todos os niveis de ensino que retine Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Gréaficos,
Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbdlicos.”(GEOGEBRA, 2020)

Para a realizacdo das atividades propostas no plano de aula, optou-se pelo uso dos

aplicativos “Calculadora Gréfica do Geogebra” e “Som produzido pela func¢do seno”.
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Figura 30 — Tela inicial da Calculadora Gréfica do Geogebra
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Fonte: https://www.geogebra.org/graphing

Dessa forma pode-se ter maior agilidade e melhor visualizacao dos graficos das fungdes

trigonométricas.

Além disso, para contextualiza¢io do tema, exploramos o aplicativo “Som produzido
pela funcdo seno” para traduzir as funcdes sendides em sons, observando-se como a modificagao

dos parametros nelas envolvidos modificam os sons correspondentes.

6.3 Plano de aula: Sons de senos

Contetido: Fungdes seno, cosseno, seus graficos e variagdes destas.
Bimestre: 1°

Tempo previsto: 8 aulas

Ano: 2? série do Ensino Médio

Materiais necessarios: giz, lousa, papel milimetrado, computador ou celular para uso do soft-

ware Geogebra

Metodologia: aula expositiva, dialogada, proposi¢do e resolu¢io de exercicios com ou sem uso

de tecnologia
Pré-requisitos:

e Circunferéncia: arco, angulo central, comprimento da circunferéncia

e Unidades de medida de arcos e angulos: grau, radiano e comprimento de um arco
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e Ciclo trigonométrico: arco orientado, ciclo trigonométrico e arcos congruos

e seno e cosseno da soma e da diferenca e paridade destas funcdes

Habilidade da BNCC (EM13MAT306): Resolver e elaborar problemas em contextos que en-
volvem fendmenos periddicos reais (ondas sonoras, fases da lua, movimentos ciclicos,
entre outros) € comparar suas representacoes com as fungdes seno e cosseno, no plano

cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria.
Objetivos:

e Motivar os estudos das sendides e suas variacdes y = a + bsencx, relacionando-os com os
sons que elas representam, investigando o papel dos parametros a, b € ¢ nos corresponden-

tes grafico e som produzidos.

Desenvolvimento:

6.3.1 12 AULA: Introducao ao estudo das funcoes seno e cosseno

Os estudos realizados nos anos anteriores sobre trigonometria estavam relacionados estri-
tamente a situagdes problema no tridangulo retdngulo. Na 2? série do Ensino Médio ampliaremos

este conceito e abordaremos seno e cosseno como fungf)es.

Segundo Lima et al. (2001, p. 241): “As fun¢des trigonométricas possuem a propriedade
fundamental de serem periddicas. Assim, sdo especialmente adaptadas para descrever os fendme-
nos de natureza periddica, oscilatéria ou vibratdria, como: movimento de planetas, som, corrente

elétrica alternada, circulacao do sangue, batimentos cardiacos, etc.”

Neste plano de aula abordaremos a importancia das fungdes trigonométricas, especifica-
mente as funcdes sendides, para descrever ondas sonoras (as mais elementares). Antes de iniciar
a atividade serd apresentado ao aluno o aplicativo do Geogebra “Som produzido pela fungao
seno”, esse aplicativo oferece a possibilidade de relacionar sons a gréaficos, e serd utilizado com

mais detalhes em uma atividade posterior.

Destacamos que nao € objetivo deste plano explicar o fendmeno do som, que € objeto
de estudo da disciplina de Fisica. Seria interessante que o professor de Matemadtica entrasse em
contato com o professor de Fisica para que , entre outras coisas, uniformizassem a linguagem e

as notacoes.

Inicialmente serd mencionado que as ondas sonoras podem ser modeladas por fungdes e

que essas fungdes podem ser representadas graficamente.

Como forma de primeiro contato dos alunos com graficos de func¢des trigonométricas,

usaremos o aplicativo mencionado para emitir um som grave. E os alunos serdo questionados de
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como seria o grafico que modela esse som. Logo apds seria apresentado o grafico correspondente

ao som, destacando-se seu cardter oscilatério e periodico.

Em seguida, seria emitido um som mais agudo. E os alunos seriam questionados sobre
que caracteristica foi modificada nesse som, e se o grafico da fungdo que o representa teria o

mesmo formato do grifico daquela apresentada anteriormente.

Logo ap6s, seria apresentado o grafico correspondente ao som mais agudo e seria
mencionado aos alunos que o formato do grafico ndo sofreu alteracdes mas que as “ondas” do

gréfico foram “espremidas horizontalmente”.

Depois apresentariamos um dos sons anteriores, mas com intensidade (vulgo volume)
maior e, em seguida, apresentariamos o grafico da fun¢@o que o representa. Destacando que

agora, o grifico foi “esticado verticalmente”.

Sera destacado que foram apresentadas as representacdes graficas dos tipos de funcdes

que serdo estudadas a seguir.

ATIVIDADE 1: Introducao ao conceito de funcio seno e fun¢io cosseno

Para realizar a primeira atividade proposta, os alunos ja desenvolveram em aulas ante-
riores a definicdo de radianos e a conversdo de angulos mais comuns de graus para radianos.
Também ja tem certa familiaridade com o ciclo trigonométrico, pois desenvolveram ativida-
des sobre redugdo ao primeiro quadrante para arcos com medida entre % < o <27, ou seja,
relacionar o seno e o cosseno de um arco de qualquer quadrante com os valores do primeiro

quadrante.

Considerando que os alunos apreenderam esses conceitos, essa primeira aula busca

introduzir o conceito de seno e cosseno de ndmeros reais.

Para isso, serd feita uma retomada, com a constru¢@o na lousa, de forma detalhada, do

ciclo trigonométrico. Em seguida, definiremos as func¢des seno e cosseno.

Tomemos uma circunferéncia %" de centro O, na origem do sistema de coordenadas

cartesianas ortogonais uOv, e raio igual a 1.
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Figura 31 — Ciclo trigonométrico

Fonte: préprio autor

Seja (0,0) a origem da circunferéncia e o ponto A = (1,0). Vamos agora definir uma
aplicag@o de R sobre %, isto €, vamos associar a cada nimero real x um tnico ponto P da

circunferéncia da seguinte forma:

Figura 32 — Percorrendo o ciclo trigonométrico

—1

Fonte: proprio autor

1. se x =0, entdo P coincide com A;

2. se x > 0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento x, no sentido

anti-horario, e marcamos P como ponto final do percurso.

3. se x < 0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento |x|, no sentido

horério. O ponto final do percurso é P.

O ponto P associado a x € chamado de imagem de x no ciclo.

Uma vez que a qualquer real x associamos um ponto P sobre o ciclo trigonométrico,
segundo o sistema de coordenadas uOv, P terd uma ordenada e uma abscissa. Tais nimeros serdo

utilizados para definirmos as funcdes seno e cosseno.
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Definiremos a funcio seno, a fun¢do f : R — R que associa a cada nimero real x a

ordenada do correspondente ponto P no ciclo trigonométrico, e denotaremos f(x) = senx.

Figura 33 — Funcédo seno

Fonte: proprio autor

De modo andlogo ao anterior, definiremos a func¢ao cosseno, a funcdo f: R — R que
associa a cada real x a abscissa do correspondente ponto P no ciclo trigonométrico, e denotaremos

f(x) =cosx.

Figura 34 — Fung¢@o cosseno

Fonte: préprio autor

Ao final da explicacdo os alunos deverao realizar a construcio dos graficos das func¢des
seno e cosseno, e para conhecer a forma desses graficos, essa construcao serd feita em papel

milimetrado.

Primeiramente, deverdo construir uma tabela com os valores de seno de x e cosseno de x.
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Tabela 17 — Determinando os valores de seno e cosseno para os arcos notaveis

angulo x (em graus) | arco x (em radianos) | y =senx | y = c0OSx
0 0 0 1
30 : } A
i % D
60 z 7 }
90 % 1 0
50 : -
180 T 0 -1
270 z —1 0
360 2 0 1

Fonte: préprio autor

Com os valores obtidos deverdo construir, em papel milimetrado, o plano cartesiano

e esbocar o grafico das fungdes seno e cosseno. Para isso usardo como valores aproximados
V2=1,4e/3=1,7.

Ap0s a construgdo, e através da andlise dos valores da tabela e dos graficos construidos,
identificardo dominio e imagem das fun¢des, verificando que nos dois casos tanto o dominio da

fung¢do y = senx e y = cosx serd D = R, bem como a imagem de ambas serd Im = [—1, 1].

Os alunos deverdo ser levados a observar que apds um ciclo completo de tamanho 27, as
fungdes repetem seu comportamento. Assim serdo convidados a esbocar o grafico no intervalo

[27,47). E entdo, definiremos 3 elementos importantes associados a tais fungdes:

Periodo (7): tamanho do menor intervalo onde ocorre uma oscilagdo completa. Matematica-

mente, 7 > 0 é tal que f(x) = f(x+ T) para todo x.

i

Frequéncia (w): o =

Amplitude de oscilagiio (A): é a metade da diferenga entre o maior valor e o menor valor que

a fung¢do atinge num ciclo.

(valor max.— valor min.)

A=
2

No caso f(x) =senx =sen(x+27) = f(x+27) e f(x) = cosx =cos(x+27) = f(x+
27), isto é, para ambas as fungdes, T = 27, ja que estas fun¢des foram definidas sobre o ciclo
trigonométrico e um ciclo completo tem tamanho 27. Aqui também podemos recordar a féormula
de seno e cosseno da soma de arcos e assim confirmar matematicamente o que vemos através da

representacdo do ciclo trigonométrico.
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Em seguida, os alunos destacardo esses elementos na fungdo seno e cosseno, obtendo os

seguintes valores:

Tabela 18 — Elementos da funcio seno

y = senx
Periodo | Frequéncia | Amplitude | Imagem
T=2r| 0=, A=1 [—1,1]

Fonte: préprio autor

Tabela 19 — Elementos da fungdo cosseno

y = COSX
Periodo | Frequéncia | Amplitude | Imagem
T=2n| 0=, A=1 [—1,1]

Fonte: préprio autor

Ao final da aula, com auxilio do Geogebra, seriam apresentados graficos da funcgao
original e também graficos em que o periodo, frequéncia ou amplitude sejam diferentes da
fun¢do seno original. Por exemplo, os graficos das seguintes funcdes: y = 2senx e y = sen2x,

em seguida, seria perguntado para os alunos: Parece uma fun¢do seno? O que difere da original?

Além disso, também com o auxilio do Geogebra seria usado pelo professor, o software
“O som produzido pela fung@o seno”, para mostrar os sons e graficos correspondentes as fungdes
y = 15sen(807x) e y = 8.6sen(4407x), e deixarfamos a pergunta: o que existe de diferente em

cada som e qual a relacdo com os graficos apresentados?

Salientamos que, neste primeiro momento, apenas os graficos seriam apresentados, mas
ndo as funcdes que os representam. Por fim, destacaria que todas essas questdes serdo estudadas

nas aulas seguintes.

6.3.2 2?2 AULA: Apresentando o Geogebra

Para dar maior agilidade na constru¢cao dos graficos das funcdes que serdo analisadas

faremos uso do software Geogebra, em especifico, do aplicativo Calculadora Grifica.

Esta aula se dedica a apresesentar aos alunos o software Geogebra e suas funcionalidades.
Para isso, refaremos a construcdo dos graficos das funcdes seno e cosseno. Mas podera ser

omitido caso os alunos tenham familiaridade com o mesmo.

Ao abrir o aplicativo os alunos verdo uma tela com a seguinte aparéncia e fungdes:
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Figura 35 — Tela inicial do aplicativo Calculadora Gréfica

= GeonGebra Calculadora Grafica <& i ENTRAR

| 4@ Botao 5 Configuracoes Hjp &
Desfazer

[::5:] 4 Teclado virtual

Fonte: proprio autor

Botio Algebra: quando acionado permite que seja digitado o comando sobre as func¢des cujo

grafico desejamos esbogar.
Botao Tabela: quando ativado exibe uma tabela de valores para uma dada funcao.
Botao Desfazer: desfaz sua atividade passo a passo.

Configuracoes: nesse campo € possivel decidir se ird exibir eixos, malha, entre outros. E

também & possivel formatar os eixos e malha.

Teclado virtual: ¢ possivel inserir as expressdes algébricas no teclado do computador e também

através do teclado virtual embutido.

Em um primeiro momento, os alunos irdo conhecer cada um desses comandos, manipulando de

forma livre cada um deles.

Ao abrir o aplicativo, o botdo Algebra ja estard selecionado, e os alunos realizardo a
construcdo de gréificos de funcdes que ja conhecem, como fungdo afim ou quadrética. Para isso,

basta digitar no campo "Entrada"a fungdo desejada.

Depois desse primeiro contato, serd realizada a construcao dos graficos das fungdes seno

e cosseno. Para isso, serd necessdrio alterar as configuragdes do eixo x.

O aluno ird alterar a unidade de medida do eixo x para radiano, e o eixo x serd dividido

em intervalos de 7.

Essa alteracdo serd feita da seguinte maneira:
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Figura 36 — Configurando o eixo x

Q |, Exibir Eixos v Basico EixoX EixaY | Malha
Exibir Malha v Exibir EixoX
C: Ajustar a Malha v Exibir NUmeros
*  Limpar todos os rastros [0 Diregéio Positiva Apenas
Ampliar para enquadrar Distancia: 2 -
£ Configuracdes Graduacdes: ||| v
Rdtulo: X v
Unidade m -
Origem em: 0]

[CJ Ajustar 2 Borda da Janela de Visualizacdo

Permitir Selecdo

Fonte: préprio autor

Em seguida, fardo a constru¢do dos graficos seno e cosseno em um mesmo plano
cartesiano, para isso, € necessdrio com o auxilio do teclado virtual digitar a fun¢do: y = senx no
campo de entrada algébrica. Da mesma forma, digitar a fun¢do y = cosx no campo de entrada

algébrica.

Aqui serd chamada a atencao para que os alunos comparem os graficos com os valores

obtidos na Tabela 16, que foi registrada pelo aluno em seu caderno na aula anterior.

Figura 37 — Fungdes seno e cosseno

3y
2
. . f(z)=sinx
glry=rcosr P R iy PRa e PR
\ ~ ~ *
N s ~ 7’ ~ /’ ~
N ’ N\ ’ \ ’ N
N 12 ) BT ™o 2 o s AT, 12 /’w ) N
’/ ~ Ve ~ Fd
\‘-—d i \“-’/ 4-.__,.’
-

Fonte: préprio autor

Apoés a construcao, serd feita a retomada dos elementos das funcgdes trigonométricas,

definidos na aula passada: periodo, frequéncia, amplitude e imagem.

Também serd observado que um gréfico é o deslocamento horizontal do outro em %
unidades e, relembrado através da propriedade do seno da soma de angulos que sen (x + %) =
senxcos (%) + sen (%) cosx = cosx. Desta forma, diremos que a fun¢do y = cosx estd na classe

das fungdes sendides, pois em esséncia € a fungdo seno deslocada para esquerda em 7 unidades.
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6.3.3 3? AULA: “Achatando e esticando” as funcoes seno e cosseno
6.3.3.1 Estudando as funcées y = bsen(cx) e y = bcos(cx)

Para que os alunos entendam com mais facilidade os modelos fisicos que envolvem a
fun¢do seno e suas variacdes, serd importante que saibam esbogar os graficos de tais funcgdes.

Bem como, a partir de graficos dados, consigam descrever as funcdes que estes representam.

Nas aulas que seguem propomos que os alunos construam graficos e reconhecam as
propriedades de fungdes do tipo y = a+ bsen(cx) e y = a + bcos(cx), comparando-as com as
funcdes elementares y = senx e y = cosx. Por meio de tal comparacio, os alunos poderao, através
das atividades propostas, investigar o papel de cada pardmetro a, b e ¢ no grafico correspondente
da funcdo associada. Nas explanagdes a seguir, daremos prioridade as func¢des envolvendo senos,

ja que o mesmo pode ser feito com as que envolvem cosseno.

Para dar maior dinamismo as atividades, usaremos o software Geogebra na construgao

dos graficos.

Estudaremos inicialmente fun¢des com parametros b, c > 0. Dividiremos inicialmente a

investigacdo explorando primeiramente as fung¢des f(x) = bsenx e em seguida f(x) = bsencx.

ATIVIDADE 2:
Funcées y = bsenx ey = bcosx, (b > 0)

Para realizar o estudo de tais funcdes, os alunos completardo a tabela com o valores de

alguns arcos notdveis e construirdo os graficos das fun¢des y =2senxey = % senx no Geogebra.

A elaboracdo da tabela levard em conta os valores que marcam a divisdo entre os

quadrantes do ciclo trigonométrico, isto é, 0, %, T, 37” e2 .

Tabela 20 — Comparando y = senx, y =2senx ey = % senx

X | y=senx | y=2senx X |y=senx |y= %senx
0 0 0 0 0 0
T 1 1 3 1 I
I v/ Y i
T
- R B
3 3 3
7 T
2 1 2 2 1 2
T 0 0 T 0 0
3 3 T
il I Lo
2r 0 0 2 0 0

Fonte: préprio autor

Ap6s a construgdo da tabela os alunos fardo a construgdo, na Calculadora Gréfica do

Geogebra, dos gréficos dessas funcdes, sempre comparando cada uma delas com a fungao
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elementar y = senx. Também determinardo os elementos: periodo, frequéncia, amplitude e

imagem dessas funcoes.

Figura 38 — Comparando y = senx e y = 2senx

= GeoGebra Calculadora Gréfica

3
C <
—
2
O f:y=
y = sen(x) alz) = 2 sen(x)
@ ¢y=2 sen(x) X (#) = sen(x) /z' T
N 4
+ Entrada... , iz w2
~ ,
~ ”

Fonte: préprio autor

Figura 39 — Comparando y =senxe y = % senx

= GeoGebra Calculadora Grafica

B &

— 2
@ f:y=sen(x)

] ” C ~ ” - T ~
@) g1 y= sen(x) glr) = 3 sen(r) // ™ L
A
+ Entrada... LS -2 w2 T w2 g swi2 I it
~
\\\ ’r, S~ P ia
flz) = sem{a)= 1 ~_

Fonte: préprio autor

Levaremos os alunos a construirem a seguinte tabela:

Tabela 21 — Determinando os elementos das func¢des

y=senx | y=2senx | y= %senx
Periodo (T') 2n 2n 2n
Frequéncia (o) % % %
Amplitude (A) 1 2 5
Imagem [—1,1] [—2,2] [—3,3]

E analisando todos esses dados, responderdo as seguintes questoes:

Responda:

Fonte: préprio autor

1)Qual a diferenca entre os graficos das fungdes y = senx e y = 2senx?

2)Qual a diferenca entre os gréaficos das fungdes y =senxe y = % senx?
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3)Qual a relagdo entre y = senx e y = bsenx, para b # 1 e b > 0? Analise periodo, frequéncia,

amplitude e imagem.

4) Para que valores de b > 0 o grafico serd achatado verticalmente e para quais valores de b > 0

sera esticado verticalmente ?

Resolugdo:

1)Espera-se que o aluno observe que a constante 2 “esticou verticalmente” o grdfico da

fungdo y = senx.

2)Espera-se que o aluno observe que a constante % “achatou verticalmente” o grdfico

da fungcdo y = senx.

3)Busca-se que apos a realizacdo da atividade o aluno perceba que periodo e frequéncia
ndo foram alterados. No entanto, a constante b alterou a amplitude da sendide de 1 para b, e

consequentemente a imagem que passou a ser |—b, b|.

4) Se b > 1 o grdfico serd esticado verticalmente e se 0 < b < 1 serd achatado vertical-

mente.
Logo deverdo concluir que vale a tabela a seguir.

Isto €,

Tabela 22 — Elementos de y = bsenx, b # 1,6 > 0

y=bsenx
Periodo | Frequéncia | Amplitude | Imagem
2n ! b [—b,b]

2r
Fonte: proprio autor

De modo andlogo, podemos realizar essa sequéncia didética para o estudo da fun¢do

y=bcosx.

6.3.3.2 Estudando as funcdes y = bsencx e y =bcoscx, (b,c > 0)

Inicialmente analisaremos as fungdes y = sencx. Para isso, os alunos irdo completar uma
tabela com valores de alguns arcos notdveis da funcdo y = sen2x e, em seguida, construirdo com

o auxilio do Geogebra os graficos de y = senx e y = sen2x em um mesmo plano cartesiano.

Como conhecemos os valores de seno sobre os arcos notéveis: 0, ¢, ¥, 5, 5, 7, 37” e2m,

vamos orientar os alunos a primeiramente atribuir a 2x os valores dos arcos notdveis na primeira

coluna , depois preencherem a segunda e por fim a terceira coluna da tabela.
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Tabela 23 — Determinando os valores de y = sen2x para os arcos notaveis

2x | x | y=sen2x
0|0 0
T [ & I
6 | 12 2
T |z V2
4 8 p)
x|z V3
3 6 2
T 1
2 | 4

T | % 0
3z | 3=m -1
2 | 4

2n | @ 0

Fonte: préprio autor

Figura 40 — Comparando y = senx e y = sen2x

= GeaGebra Calculadora Gréafica <
B a 2
@ f:y=sen(x) ) )
gle) = sen(2x) . A1 1
@ g:y=sen(2x) P4l \\\ e \\\
s By (2
+ (4 N r X
—m? mwf ! L,
Mo 7
~ e
\\‘ ”
- _.-’ —
flx) = sen(x) A~

-2

Fonte: préprio autor

Analisando os dois graficos no intervalo [0,27], a fun¢do y = sen2x teve duas oscilagdes

completas, isto €, seu periodo caiu pela metade em relagdo a y = senx.

Consequentemente sua frequéncia dobrou em relacdo a y = senx. Mas suas imagem e

amplitude mantiveram-se iguais a de y = senx.
Entao deverao responder:
1)Determine o periodo, frequéncia, amplitude e imagem de y = sen2x.
2) Como voce escreveria todos os pontos onde y = sen 2x atinge o seu valor maximo?
Resolucdo:

1)Do grdfico, é possivel verificar que a nova fun¢do oscila mais vezes no intervalo 27
que y = senx. Temos que o periodo T = T, pois a nova fungdo precisou de um intervalo de
tamanho w, [0, |, para ter uma oscilacdo completa. Consequentemente oscilou 2 vezes mais

que y = senx no intervalo |0,27).

Como o valor mdximo que esta fungdo assume é 1 e o minimo é —1, concluimos que a
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amplitude serd;

A valor mdximo — valor minimo  [1—(—1)] {
= 5 = 5 =

Assim, temos que:

Tabela 24 — Determinando os elementos das fungdes

y=senx | y=sen2x
Periodo (7)) 2r T
Frequéncia (o) % %
Amplitude (A) 1 1
Imagem [—1,1] [—1,1]

Fonte: préprio autor

Confirmando matematicamente, se f(x) = sen2x entdo f(x+ n) = sen(2(x+ 7)) =
sen(2x+2m) = sen2x = f(x) para todo x. Logo f(x) = sen2x é & periédica. Assim sua frequén-

L] p A _
cia é 0 =  que € o dobro da frequéncia de y = senx.

Conclusdo: o periodo diminuiu e consequentemente a frequéncia aumentou. Jd a imagem

permanece no intervalo [—1,1].

2)Sabemos que sen% =1, assim quando 2x = % sen2x = 1. E isso ocorrerd para
_x N T\ — gon & —
2x=% —»x=1% istoé sen2(F) =senf =1

Além disso, vimos através do grdfico que T = 7, logo para todos os valores x =

%, %”, %T”, - % + k7 teremos que sen2x = 1. (Ver o grdfico).

Da mesma forma, construa em um mesmo plano cartesiano os graficos de y = senx
ey =sen (%) Novamente, como conhecemos os valores de seno sobre os valores dos arcos
notaveis: 0, ¢, 1, £, . m, 37” e 27, vamos orientar os alunos a preencherem primeiramente
a primeira coluna atribuindo a 5 os valores dos arcos notdveis, depois a segunda e por fim a

terceira coluna.

Tabela 25 — Determinando os valores de y = sen 5 para os arcos notdveis

% X | y=sen (%)
0 0 0
T T T
6 3 2
T | m V2
4 2 p)
T |2z V3
313 2
5 T 1
T |27 0
7 |3 1
21w | 4w 0

Fonte: proprio autor
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Figura 41 — Comparando y = senx e y = sen 3

= GeoGebra Calculadora Grafica

<
H e o
— 2
Q@ . y = sen(x)
O g:y—sen(g) ,// \\\ ,/’ \\\ ,,
fla) = sen(x) z ) 4 ~ Pz
+ Fe -2 w2 L] ENES Lo 52 M 2 i
3 , N , ~ -
~ 1, s\ ,/ ~ PEs
- " - cali
glx) = ﬁc‘n("i)
2
Fonte: préprio autor
Responda:

3)Comparando as fun¢des = senx e y = sen (%) , analise os elementos periodo, frequéncia, am-
plitude e imagem.

4)Investigue qual a diferenca entre os graficos das fungdes y = senx e y = sencx, com ¢ > 0.

Resolucdo:

3)Da andlise da tabela e do grdfico da funcdo y = sen (%) os alunos poderdo observar

que em relacdo a fun¢do y = senx, a amplitude e imagem se mantiveram inalteradas.

Jd o periodo ficou maior pois a fungdo completa um ciclo no intevalo de 47 e, conse-
quentemente a frequéncia diminuiu.

Tabela 26 — Determinando os elementos das fun¢des

y=senx | y=sen2x | y=sen (%“)
Periodo (T) 2n T 4w
Frequéncia () 21_7r % ﬁ
Amplitude (A) 1 1 1
Imagem (—1,1] [—1,1] [—1,1]

Fonte: préprio autor

4))Espera-se que os alunos percebam que a constante ¢ > 0 altera o periodo e, conse-
quentemente a frequéncia, da fungdo seno original.

Sabemos que a fungdo seno é periddica e seu periodo é 2T, isto é, para todo u temos
sen(u) = sen(u+27).

Assim se f(x) = sencx entdo f(x+ 27”) = sen(cx +2m) = sen(cx) = f(x) e portanto
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fx)=f(x+ 27”) para todo x. Logo,

2n
T = — é o periodo de f(x) =sencx,c >0
c

e portanto sua frequéncia é - = c- ﬁ, isto é, c vezes a frequéncia de senx.

Observamos que quando 0 < ¢ < 1 o periodo aumenta e consequentemente a frequéncia

diminui. J4 se ¢ > 1 o periodo diminui e a frequéncia aumenta.

Podemos agora, propor aos alunos o estudo das fungdes = bsencx. Para tal andlise,

faremos a constru¢do de tabela e grafico das seguintes fungdes: y = sen2x e y = 3 sen2x.

Tabela 27 — Comparando y = sen2x e y = 3sen2x

2x | x | y=sen2x | y=3sen2x
010 0 0
T [ & I 3
6 | 12 2 2
T |z V2 3v2
4 | 3 2 2
x|z V3 33
e :
2 | 7 1 3
T |5 0 0
37 | 3

FlE 3
2 | & 0 0

Fonte: préprio autor

Figura 42 — Comparando y = sen2x e y = 3sen2x

= GeoGebra Calculadora Grafica

O f:y=sen(2x)
@ g:y=3sen(2x)

)

+

flr) = senf2 2 -

ra

) = 3 sen(2x

-3

Fonte: préprio autor

Ap6s as construcdes, os alunos serdo questionados sobre as transformagdes observadas

nos elementos 7', ®, A e imagem das fungdes.

Em seguida, sera feita por meio da construcao de grificos no Geogebra, a comparagao

entre a fungdo elementar y = senx e as fungdes y = sen2x e y = 3sen2x.
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Figura 43 — Comparando y = senx, y = sen2x e y = 3sen2x

= GeoGebra Calculadora Grafica
; ; -
— —
fry=sen(2x)
g:y=3sen(2x)

h:y=sen(x)

+ ®@ @ O

Fonte: proprio autor

Da observacgao dos graficos dados, os alunos obterdo os seguintes valores para os ele-
mentos das fungdes:

Tabela 28 — Elementos das funcdes

y=senx | y=sen2x | y=3sen2x
Periodo (T) 2n T T
Frequéncia (@) ﬁ % %
Amplitude (A) 1 1 3
Imagem [—1,1] [—1,1] [—3,3]

Fonte: préprio autor

Com a investigacdo realizada nos exemplos dados, os alunos serdo levados a concluirem
que para b,c > 0 temos que:

Tabela 29 — Elementos da funcdo y = bsencx,c > 0

y=bsencx
Periodo | Frequéncia | Amplitude | Imagem
x 7 b [=b,D]

Fonte: préprio autor

Concluiremos observando que o parametro » modifica a amplitude e consequentemente
a imagem da funcdo seno original, achatando-a verticalmente quando 0 < b < 1 e esticando-a se
b > 1. Ja o parametro ¢ € responsavel por alterar o periodo, e consequentemente a frequéncia da

oscilagdo. Esticando a grafico horizontalmente se 0 < ¢ < 1 e comprimindo horizontalmente se
c>1.
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6.3.4 42 AULA: Sons de senos

Qual a relagdo entre fungdes trigonométricas e ondas sonoras?

Essa aula tem como objetivo mostrar aos alunos como as fun¢des sendides estio relacio-

nadas com o som, um fendmeno fisico que observamos no nosso cotidiano.

Nao daremos explicacdes fisicas sobre o que € o som. O ideal é que este contetido fosse
dado simultaneamente pelos docentes de Fisica e de Matematica, o que € possivel, ja que o
conceito de som € explorado pela disciplina de Fisica também no segundo ano do Ensino Médio.
Se isso ndo for feito de modo simultaneo, seria interessante contatar o professor da disciplina de

Fisica, relatando o que serd explorado através da Matematica.

Com isso esperamos que a associagdo de um grafico com o som que ele representa,

reforce o entendimento do papel dos parametros b, ¢ na fun¢do y = bsencx.

Para isso, utilizaremos como recurso didatico, a atividade do Geogebra, “O som da fung¢ao

seno” de autoria de Lemke (2018), que associa funcdes sendides com os sons correspondentes.

Para acessar a atividade no site do Geogebra, clique na op¢ao Materiais. Ao clicar, serdo
exibidas atividades de diversos contetidos matematicos. No campo de pesquisa digite o titulo da

atividade: “O som poduzido pela func¢do seno” ou “O som da fun¢do seno”.

Figura 44 — Atividade: O som do seno
~ Y
O som da funcdo seno w’ o

fs(x) = a + bsin(cxe + d)

o]
a0

b86 ]
e
¢ 251.3274122872

@ x
do -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 2 0p25 0.03 0.035

Frequéncia = 40 Hz

- Parar :

Fonte:https://www.geogebra.org/m/owWVzkJO
(LEMKE, 2018)

A atividade apresenta inicialmente o grafico da funcdo y = bsencx, onde b = 8.6 e a
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frequéncia desta oscilagdo € @ = 40. Como a frequéncia € dada por @ = 5 concluimos que
c=2mw=251,3274122872. Assim nesta curva, b = 8.6 e c = 251,3274122872.

Neste momento acionaremos o aplicativo “O som da fun¢do seno” do Geogebra e os

alunos passardo a ouvir um som.

Entao diremos que esta fungdo descreve uma onda sonora com frequéncia de 40 Hz

(Hertz ou ciclos por segundo) que é a unidade que mede a frequéncia de ondas sonoras.

Convidamos entdo os alunos a modificarem os paramentros b e ¢ e anotarem as caracteri-

siticas sonoras de cada som produzido.

Primeiramente os alunos manterdo fixo b = 8.6 e ¢ = 251.3272..., e irdo ouvir o som

correspondente a estes parametros.

Depois irdo aumentar e diminuir b, mantendo c fixo, e deverdo responder:

1. O que ocorre quando aumentamos b?

2. O que ocorre quando diminuimos b?

Resolugdo:

Os alunos perceberdo que o som que ouvem é o mesmo, mas a intensidade (que vul-
garmente conhecemos como volume do som) aumenta se b aumenta, e diminui se b diminui.
Assim observando o grdfico e som correspondente a uma mesma fungdo, vemos que variando b

variamos a amplitude do grdfico e em correspondéncia, o “volume” ou intensidade do som.

Dessa forma, verificamos que alterando b temos o mesmo som, mas com intensidades

diferentes.

Depois os alunos serdo convidados a manter b = 8.6 e a aumentar e diminuir o valor de

¢, e deverdo descrever o que ocorre.
Resolugdo:

Talvez eles tenham dificuldade de explicar que o som ficard mais agudo se aumentarmos
¢ e mais grave se o diminuirmos. Pode ser que descrevam essas alteracdées como um som mais
“fininho”.

Esta caracteristica € denominada altura do som, e serd salientado que nao € altura no
sentido de aumentar o volume do som. Mas que a altura caracteriza a frequéncia do som, isto &,
se ele € mais agudo ou grave. Assim para uma frequéncia mais alta (maior) o som é mais agudo

e para uma frequéncia mais baixa, o som serd mais grave.

Deverao comparar o som ouvido com o correspondente grafico e notar que quando
aumentamos ¢ o som fica mais agudo e a frequéncia da oscilacdo aumenta. Assim tal som
também € dito de alta frequéncia ou alto. J4 quando diminuimos c a frequéncia no correspondente

grafico diminui e o som fica mais grave, ou de baixa frequéncia ou baixo.
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Assim os alunos perceberdo que alterando-se ¢ e mantendo-se b, a amplitude do gréifico
nao muda. Mas o que muda € a frequéncia de oscilagdo do grafico, bem como a frequéncia do

SO1.

Neste momento serd esclarecido aos alunos que intensidade e altura sdo duas caracteristi-
cas que distinguem o som. (Existe outra caracteristica denominada timbre, que ndo seré tratado

aqui.)

Além disso, o ouvido humano € capaz de perceber apenas sons com frequéncias entre 20
a 20000Hz (ou ciclos por segundo). Sons com frequéncias abaixo de 20 Hz ou acima de 20000

Hz ndo sdo perceptiveis ao ouvido humano.

Cada animal, tem uma faixa de percepcao de sons. Por exemplo, caes ouvem sons com
frequéncias entre 15 e 45000Hz, sapos entre 50 e 10000Hz, gatos entre 60 e 65000Hz e morcegos
entre 1000 e 120000 Hz.

Apoés essa andlise das alteracdes que os pardmetros b e ¢ provocam no grafico e som

correspondente, os alunos aplicardo esses conceitos na atividade “Gincana dos sons”.
GINCANA DOS SONS

Para realizar a atividade os alunos serdo divididos em equipes com 3 integrantes e cada

equipe receberd os gréficos de algumas fun¢des sendides impressos. (Ver Apéndice A).

Utilizando o aplicativo do Geogebra “O som da fun¢do seno”, usado anteriormente, serdo
apresentados alguns sons para os alunos. O objetivo deste exercicio € fazer com que os alunos

associem os sons apresentados com algum grafico impresso na folha a eles entregue.

Foram escolhidos valores de b e ¢ de forma que fosse mais fécil perceber as alteracdes
sonoras. Primeiramente serd emitido um som que denominaremos “som inicial”, que corres-
ponde a seguinte func¢do f(x) = 4.6sen(3207x), apds a apresentacdo serd indicado o grafico do
correspondente som. Poder4 ser feita a projecao do grafico deste “som inicial” ou entregar para

cada equipe uma folha com o grafico.

Dessa forma, para realizac@o da atividade, os alunos além das altera¢des sonoras, também

utilizardo como parametro o grafico do “som incial” .
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Figura 45 — Atividade: Gincana dos sons

a4y
O som da funcdo seno "3
folx) = a + bsin(cx + d) s

a=0

‘ /\ /\ /\
0.0] 0.005 1] .005 01 0.01 .02 0.p2! 0.03 03!
(1005 3006491487 J
:;.I. .

Frequéncia = 160 Hz
il
Parar -

Fonte: https://www.geogebra.org/m/owWVzkJ0

Logo ap6s, serd avisado aos alunos que serdo feitas algumas alteragdes nos parametros
da fun¢do que foi apresentada anteriormente, e que apds ouvir o som serd solicitado que tentem
identificar que pardmetro foi alterado, se o valor do parametro aumentou ou diminuiu e qual dos

gréificos que receberam € o grafico correspondente a esse som.

Sempre apresentaremos o som inicial e depois o som alterado. Os alunos deverdo
comparar o novo som apresentado sempre em relagdo ao “som inicial” do aplicativo, e verificar

que modificacdo foi realizada neste “som inicial”.

Para cada som apresentado, serdo dados, dois minutos para que os integrantes das
equipes discutam entre si sobre a alteragdo feita e o possivel grafico correspondente daquele
som, apds este intervalo de tempo a equipe deverd colocar no grafico escolhido o nimero da
ordem de apresentacdo daquele som. Por exemplo, para o primeiro som apresentado o gréfico

correspondente deverd ser numerado com 1.

As primeiras alteragdes serdo com relacdo a intensidade do som. O parametro ¢ ndo sera
alterado e serdo emitidos os sons de intensidade b = 1.6 e depois b = 15. Ou seja, ondas sonoras
descritas pelas fungdes f(x) = 1.6sen(3207x) e f(x) = 15sen(3207x).
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Figura 46 — Alterando a intensidade do som

0O som da funcdo seno g
Ji(x) = a + bsin(ex + d) e
a=0 .
L 2

- A AN NN NN N
fe YN X AAF N %

¢ = 1005.3096491487

e
¢[1005.3096491487 J -
d=0 -

L 2
£ ) .

Frequéncia = 160 Hz

on
Parar

Fonte: https://www.geogebra.org/m/owWVzkJ0

O som da fungao seno

Fu(=) = a + bsin(cz + d)

c|1005.2096491487

L 2
dD afh  Joms| o .00 01 00 0.02 s [ oo  dos

Frequéncia = 160 Hz -
n
Parar

Fonte: https://www.geogebra.org/m/owWVzkJ0

Espera-se que o aluno perceba que o som € o mesmo e que apenas a intensidade mudou.
Que a intensidade ou “volume” do som diminuiu no primeiro som apresentado, e que esse som
deve ser associado ao grifico de menor amplitude. E que no segundo som a intensidade € maior

e que este som deve ser associado ao grafico de maior amplitude.

Agora, colocamos o parametro b original, ou seja, b = 4.6 e mantemos este valor fixo e
faremos alteracdes no parametro c.

Serdo emitidos sons com parametro ¢ = 40 - 27, ou seja, som com frequéncia de 40 Hz.
E, c =440 -2m, ou seja, som com frequéncia de 440 Hz. Portanto, ondas sonoras descritas pelas

fungdes f(x) = 4.6sen(807x) e f(x) = 4.6sen(8807x).
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Figura 47 — Alterando a altura do som

O som da fungéo seno
fo(x) = a+ bsin(cz + d)
a=0

o]
=46

@

oo

¢ = 251.3274122872
L 2

E251 3274122872 ]
d=0

&
46 =46 snlzst T )

Frequéncia = 40 Hz

oo
Parar

o
[ ¥4

X

-0.01

-0.005

.03 o035

Fonte: https://www.geogebra.org/m/owWVzkJO

0O som da funcgédo seno
Fulx) = a + bsin(ex + d)
a=0

¢ = 2764601535158

@

c[2764.601535159 J
d=0
°

d__]
ORI e

Frequéncia = 440 Hz

]
Parar

0

https://www.geogebra.org/m/owWVzkJO

Apo6s a apresentacdo dos sons de diferentes frequéncias, espera-se que o aluno note a

mudanca na altura dos sons apresentados. Percebam que o som de 40 Hz sera grave e o som de

440 Hz serd mais agudo que o “som inicial” apresentado.

Por fim, que consigam associar estes sons aos correspondentes graficos, verificando que o

som mais grave corresponde ao grifico de maior periodo e consequentemente menor frequéncia.

E o som mais agudo ao grafico com menor periodo e consequentemente maior frequéncia.

Ao final da atividade as equipes pontuardo a cada grifico numerado corretamente com o

correspondente som.



6.3. Plano de aula: Sons de senos 107

6.3.5 57 AULA: Estudando os graficos para constantes —b,—c nega-

tivas

Primeiramente serd feito estudo de fun¢des y = —bsenx para —b < 0. Dessa forma, o

aluno completara a tabela e construird em um mesmo plano cartesiano no Geogebra as fungdes

y=2senxey= —2senx.
Tabela 30 — Comparando y = 2senx e y = —2senx
X | y=2senx | y= —2senx
0 0 0
% 1 —1
z V2 -2
z V3 -3
T
5 2 -2
T 0 0
3n
> -2 2
27 0 0
Fonte: préprio autor
Figura 48 — Comparando y = 2senx e y = —2senx
= GeoGebra Calculadora Grafica <& HI ENTRAR
8 & m N - o
© fiy=2 sen(x) i
(@) gy =2 sen(x) glx) = —2 sen(x)

-5

Fonte: préprio autor

Depois de analisar os dados obtidos, o aluno serd questionado: qual a diferenca entre
os graficos de y = 2senx e y = —2senx? Ocorreu alguma alteragdo com os valores de periodo,

frequéncia, amplitude e imagem dos gréficos?
Resolugdo:

Apds a construgdo, poderdo verificar que o grdfico y = —2senx serd a reflexdo do grdfico de
y = 2senx em relacdo ao eixo x. E que periodo, frequéncia, amplitude e imagem se mantiveram

inalterados.
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Portanto, para y = —bsenx, com —b < 0, dizemos que o grafico serd a reflexdo, em

relacdo ao eixo x, de y = bsenx, com b > 0.

Em seguida, serd proposto aos alunos que facam a mesma andlise para o caso y =
sen(—cx), vamos exemplificar com —c¢ = —2. Aqui diremos aos alunos que podemos construir a
tabela com os valores de sen(—2x) para vérios valores de x. Mas podemos usar uma propriedade

ja vista em sala de aula.

Neste momento recordaremos a propriedade de que sen(—u) = — sen(u). Deste modo,

teremos que y = sen(—2x) = —sen2x.

Assim, os alunos terdo a tabela comparativa entre y = sen(2x) e y = sen(—2x) =

—sen(2x):
Tabela 31 — Comparando y = sen2x e y = sen(—2x)
2x | x | y=sen2x | y=sen(—2x) = —sen2x
00 0 0
T | T I _1
6 12 2 2
z |z V2 _\2
4 8 2 2
z |z V3 _\3
A :
2 13 1 —1
T | % 0 0
3n | 3w
2 |3 —1 1
2n | @ 0 0
Fonte: proprio autor
Figura 49 — Comparando y = sen2x e y = sen(—2x)
= GeoGebra Calculadora Grafica <
R - |
o Fiy=sen(2x) f(r) = sen(2x)
O g:y=sen(—2x)

+ X

glx) = sen(=2 )

Fonte: préprio autor

Ao final da atividade, os alunos serdo indagados sobre a diferenca entre os gréficos
de y =sen2x e y = sen(—2x). E se ocorreram altera¢des em relagdo aos valores de periodo,

frequéncia, amplitude e imagem dos graficos.
Resolugdo:

A fungdo seno é impar, assim temos, a seguinte propriedade, sen(—2x) = —sen2x. Dessa forma
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os alunos observardo que o grdfico y = sen2x também serd a reflexdo, em relacdo ao eixo x, do

grdfico y = sen(—2x).

Entao de modo geral, temos que:

y = —bsen(cx) ey = bsen(—cx)

sd0 a mesma fungdo, escrita de modo diferente.

Tabela 32 — Elementos da fun¢ao

y = —bsencx ouy = bsen(—cx)
Periodo | Frequéncia | Amplitude | Imagem
z L Bl | =18l Io]

Fonte: préprio autor

Toda essa sequéncia didética pode ser realizada para a fun¢do y = cosx. Mas como a
fungdo cosseno € par, ou seja, cos(—x) = cosx, temos que os graficos das fungdes y = cos(cx) e
y = cos(—cx) serdo idénticos.

6.3.6 67 AULA: Transladando verticalmente as funcées seno e cos-

seno

Funcdes y =a+bsencx ey =a-+bcoscx, (b,c > 0)

Complete a tabela e construa em um mesmo plano cartesiano o grafico de y = senx e
y=2+senux.

Tabela 33 — Comparando y = senx e y = 2 +senx

X | senx 2 +senx
0 0 24+0=2
T
R Z}QZEJ
2 4+
1 7 2+¢* PG
Y |2+ =4
T 71 1=3
T 0 2+0=2
Z1 1| 24(-1)=1
27 0 24+0=2

Fonte: proprio autor
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Figura 50 — Comparando y =senx e y = 2+ senx

= GeoGebra Calculadora Grafica

: |

@ oy =sen(x)

glx) = 2+ sen(x)

@ g:y =2+ sen(x)

- 1 el T
+ - S . T = = >

Y 5112 o —ani2 ™ 2 i 2
~ 7

-2

Fonte: préprio autor

Observe que neste caso a constante 2 somada a senx ndo achatou e nem esticou o grafico,

mas o suspendeu em 2 unidades.

Responda:
I)Determine 7,0, A e a imagem da funcio y = 2 + sen.x.
2)Qual a diferenca observada nos graficos de y = senx e y = 2+ senx?
Resolugdo:

1)Ao analisar a tabela e o grdfico, o aluno ird encontrar os seguintes valores:

Tabela 34 — Elementos da funcdo

y=2+senx
Periodo | Frequéncia | Amplitude | Imagem
21 o~ 1 [1,3]

Fonte: préprio autor

2)O aluno poderd verificar que T,® e A sdo os mesmos para as duas fungcoes, mas
a imagem mudou, devido ao deslocamento para cima. O que ocorreu é que a adi¢cdo de 2
elevou, isto é, deslocou o grdfico verticalmente em duas unidades em relacdo ao grdfico original,

alterando a imagem, mas nenhum outro elemento do grdfico.

Neste momento podemos perguntar: e se fosse a fun¢do y = —2 4 senx, como seria seu
grafico? Esperariamos aqui que os alunos concluissem que o grafico seria rebaixado em duas

unidades, sem sofrer esticamento nem encolhimento.

Ainda para discutir a variacdo que a constante a causa , e resgatar o estudo realizado
sobre os parametros b e ¢, iremos construir o grafico da funcido y = 1 4 2sen4x utilizando a

tabela construida juntamente com os alunos. Pelo fato de os alunos conhecerem a forma do
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gréfico y = senx e o valores dos senos dos arcos 0,, 7, § 7. 7, 37”,

sejam os valores atribuidos a 4x. Assim, construiremos a seguinte tabela:

27 € interessante que estes

Tabela 35 — Comparando y = sen4x, y = 2sendx ey = 1 +2sen4dx

4x | x | y=sendx | y=2sendx | y=1-+2sendx
00 0 0 1
T
6 | 2 ) ! 2
Tz V2 V2 1+2
V3
% % v V3 1+V3
51 35 1 2 3
T |7 0 0 1
3% | 3
T | F -1 -2 -1
2n | 5 0 0 1

Fonte: préprio autor

Ap0s o preenchimento da tabela e com o auxilio do Geogebra, o aluno construird em um
mesmo plano cartesiano os trés graficos. Em seguida, poderd analisar as alteragdes provocadas

no grafico pelo parametro a.

Figura 51 — Comparando y = sen4x, y = 2sendx e y = 1 +2sen4x

= GeaGebra Calculadora Gréfica

: |

y
@ f:y=sen(4x)
O g:y=2 sen(4x)
Q@ h:y=1+2sen(4x)

-2

[

Fonte: préprio autor

Responda:
3)O que ocorre com o graficos de y = 1 4 2sen4x em relagdo a y = 2sen4x?

4)O que podemos concluir sobre o que ocorre com o grafico de y = a 4+ bsencx em relacao a

y=bsencx, sejaparaa >0,a<0ea=0.

Resolugao:
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3)A adigdo de 1 a fungdo y = 2sendx elevou o grdfico uma unidade do que era original-

mente, sem alterar qualquer outro elemento do grdfico.

4)A conclusdo serd de que a adi¢cdo de a > 0 a fungdo deslocard o grdfico em a unidades para
cima, se a < 0, o deslocamento serd em |a| unidades para baixo e se a = 0, a fun¢do ndo foi

alterada e portanto o grdfico permanece o mesmo.

Em resumo temos:

Tabela 36 — Elementos das funcdes y = a + bsencx

y=a+bsencx
Periodo | Frequéncia | Amplitude Imagem

= g bl | [=lb[+a|b|+a]

]

Fonte: préprio autor

Toda essa sequéncia didatica pode ser aplicada a fun¢do y = a 4 bcoscx, onde serdo

constatadas as mesmas propriedades.
Caso opcional: y = sen(x —d)

Em fungdes deste tipo, d € denominado angulo de fase. Veremos que ele determinard, no

correspondente gréfico, um deslocamento horizontal em relacao ao gréfico de y = senx.
Para isso vejamos um caso simples:

Compararemos os graficos de senx e sen(x — 7). Para isso, os alunos completardo a

seguinte tabela.

Tabela 37 — Valores de y = sen (x — %) para os arcos notaveis

T _ T
x—% | x | y=sen(x—7%)
T
0 | Z 0
T S 1
6 12 2
P z V2
! 2 2
x |1z V3
3 2 2
T 3r 1
2 4
T | 0
3z ik -1
2 k!
2n | F 0

Fonte: préprio autor

Com os valores obtidos construirdo o gréafico da funcdo no Geogebra e, em seguida,

poderdo analisar a alterac@o provocada pela constante d no grafico da funcdo y = senx.
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Figura 52 — Comparando y = senx e y = sen (x — 7)

= GeoGebra Calculadora Grafica

-

Q@ f:y=sen(x) 4 7)2

g(a) = sen (.1‘

O > . . y: . N
+ T | mf2 L 2 2m smi2
~ - ”
-2
Fonte: préprio autor
Responda

5)Qual ¢ a diferenca entre os graficos das fungdes y = senx e y = sen(x — 7)?

Resolugao:

5)0 aluno poderd verificar que a constante d transladou o grdfico horizontalmente. No
caso do grdfico proposto ocorreu um deslocamento de T unidades para a direita. E que os
valores de periodo, frequéncia, amplitude e imagem permaneceram os mesmos em relagdo a

funcdo original.

Em resumo temos que,

Tabela 38 — Elementos das fungdes y = bsen(cx — d)

y=bsen(x—d)
Periodo | Frequéncia | Amplitude | Imagem
27 oz bl (1], 1b]]

Fonte: préprio autor

: A _ T\ __ 3 (3 —
Um caso importante a recordar é que y = sen (x + 7) = senxcos (7) + sen (7) COoSx =

COS x.

Logo o grifico de y = cosx é o deslocamento para esquerda em 7 unidades, do gréfico

de y = senx. Por isso em esséncia, y = cosx € dita também uma sendide.

Em seguida, serd proposto aos alunos a realizacdo da atividade “gincana dos graficos”,
que terd como objetivo identificar conceitos ainda nio bem compreendidos e reforcar os pa-
péis dos parametros a, b, ¢ na fungdo y = a+ bsen(cx). Os necessarios esclarecimentos serdo

realizados durante a atividade.

Antes de iniciar a gincana, serd feita na lousa, juntamente com os alunos a resolucdo do

seguinte exercicio:

(UFRGS)Se f(x) = a+ bsenx tem como grifico:
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¥ %

Entao:

l.a=-2eb=1
2.a=—-leb=2
3.a=leb=-1
4. a=leb=-2

5.a=2eb=-1

Resolugdo:

Vemos através dos valores de mdximo e minimo que a fungdo alcanga, que a amplitude

do grdfico é:
Amplitude valor mdx. —valormin _ 3 — (—1) _5
2 2
Logo a funcdo senx foi multiplicada por b =2 ou b = =2, isto é, temos y = a+2senx
ouy = a—2senx. Além disso, a imagem [—1,3] = [a— | —2|,a+ |2|| = [a—2,a+2], logoa =1,

istoé, y=1+2senxouy=1—2senx.
~ . ) P . . T s 3n .
Na fungdo y = 1+2senx o mdximo é atingido em 5 e o minimo em =-. Neste grdfico
ocorre o contrdrio, isto é, o minimo é atingido em % e o mdximo em 37” Logo o grdfico dado
refere-se a funcdoy =1 —2senx, isto é,a=1e b= —-2.
Resposta: d).
Ap0s, a andlise desse exemplo, iniciaremos a gincana dos gréaficos.

GINCANA DOS GRAFICOS

Para realizar essa atividade, os alunos serdo divididos em grupos de 3 integrantes, e cada
grupo receberd folhas com a impressao de 7 graficos de sendides numerados e cada integrante do
grupo receberd uma tabela que deverd ser preenchida em 20 minutos, em conjunto pela equipe.

(Ver apéndice B).
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A equipe serd orientada a primeiramente preencher cada linha da tabela, deixando a
coluna “Fung¢do” como ultima coisa a ser feita. Sugerimos que apds 15 minutos de trabalho, o
professor pega para os alunos observarem se tem algum “gréafico de cabeca para baixo”, isto €,
refletido em relag@o ao eixo x quando comparado com uma fungdo seno usual. Se existir, deverao

checar se precisam corrigir algum parametro na coluna Fungao.

No final da atividade, cada equipe entregard uma tabela preenchida ao professor, outra
deverd ser entregue a outra equipe e outra ficard no grupo. O professor fara a corre¢do na sala
com os alunos e estes deverdo anotar na ultima coluna o total de pontos obtidos por grafico,
sendo que cada resposta correta anotada nas colunas periodo, frequéncia, amplitude e imagem
valerd 1.0 ponto e cada resposta correta na coluna Funcao devera valer 2.0 pontos. Deste modo

cada equipe pontuard no maximo 42 pontos.

A(s) equipe(s) camped(s) serdo declaradas pelas proprias equipes vencedoras, sendo
eventualmente contestadas pela equipe que ficou com a folha de respostas dela(s). Neste caso o
professor, devera checar quem esté correto. Os vencedores deverao receber em suas folhas de
respostas um selo “Estrela”. O professor decide se a atividade valerd nota ou ndo. A atividade

encontra-se no Apéndice B.

6.3.7 Sugestao de exercicios envolvendo sendides

Nesta secdo sugerimos alguns exercicios, explorando os elementos das sendides, com o
intuito de reforgar os conceitos estudados. Também colocamos alguns exercicios de vestibular
envolvendo outras aplicagdes das sendides, reforcando que este tipo de fungcdo nao é mera

abstracdo matemadtica, mas tem forte relacdo com, por exemplo, 0s movimentos periédicos.
Dividimos os exercicios em 3 categorias:
A) Explorando sendides e seus graficos,
B) Explorando sendides e suas relagdes com o som

C) Movimento harmdnico simples.
LISTA DE EXERCICIOS
A) Explorando sendides e seus graficos

1. (adaptado) - Ver (DANTE, 2005, p.182). Determine:

a) O valor de b, sabendo que o periodo da fungéo f(x) = 1+ senbx é igual a 37;

P po _ 2x 4 : 5
b) O valor de m, sabendo que o perfodo da fungdo f(x) = sen =’ é igual a .

Resolugao:
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a) Sabemos que b pode ser positivo ou negativo. Assim, qualquer que seja o caso,
podemos dizer que T = ‘27”‘. Portanto 3w =2m/|b| — |b| =2/3 — b= £2/3.

21
b) Como antes, - = 57” =>m= :l:%
]

2. Ver (DANTE, 2005, p. 182). Construa o grafico (um periodo completo) e dé o dominio, a

imagem e o perfodo da fungdo g(x) = —2sen3.
Resolugdo:

D(g) = R. Fazendo uma comparagdo comy = a+ bsencx, vemos que a =0, b= —2 e

c= % logoIm=[-22]eT = 2L _ 4q, Logo o grdfico serd:
2

Fonte: préprio autor

3. Ver (DANTE, 2005, p. 183). O gréfico abaixo representa a funcao:

L

a) y=—2cosx
b) y=cos5

c) y=2senx
d) y=sen3

e) y=2sen2x
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Resolugdo:
f(0) = 0 elimina as alternativas a) e b).
f (%) = 0 elimina as alternativas c) e d).
Verificando a alternativa e):
Assim, se y = bsencx, pelo grdfico temos que a amplitude é igual a 2, portanto, b = 2.
T=r= 27” =c=2
Resposta: e)
4. Ver (SOUZA; GARCIA, 2016, p. 43) Em nosso organismo ocorrem diversos fenome-

nos que se repetem periodicamente, chamamos fendmenos periddicos. Um exemplo € a

respiragao.

Figura 53 — Processo de respira¢do

Nustraghes: N. Akira

Inspiragao Expiragao

llustragoes elaboradas com base em: HERLIHY, Barbara;: MAEBIUS,
Mancy K. Anatomia e fisiologia do corpo humano saudavel e enfermo.
Traducio Edson Aparecido Liberti. Barueri: Manole, 2002. p. 374.

Fonte: SOUZA, 2016,p.33.

Durante a inspira¢do, ocorre a contragao do diafragma e dos musculos intercostais externos,
0 que acarreta um aumento no volume pulmonar e no tamanho da caixa toricica. Na
expiracdo, o diafragma e os musculos intercostais externos relaxam; consequentemente ha

a diminuic¢ao do tamanho da caixa toricica, € o volume pulmonar também diminui.

Suponha que o volume de ar nos pulmdes de um individuo adulto saudavel, do sexo
masculino, em repouso, a partir de um instante inicial ¢+ = 0, possa ser representado
aproximadamente pela fungdo f(r) = 2,65 — 0,25sen (%’rt + %), sendo ¢ o tempo em

segundos e f(¢) o volume de ar nos pulmdes, em litros, 7 segundos apés o instante inicial.

a) Determine o volume de ar nos pulmdes deste individuo no instante:
e inicialt =0

o =125
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e =275
e =375
e =35

b) ApOds a expiracao, existe um volume de ar que permanece nos pulmdes. No caso do

individuo em questao, qual € esse volume?

¢) No processo de respiracdo, qual o volume maximo de ar nos pulmdes desse individuo?

Resolugdo:

a)Apos realizar os cdlculos, teremos os seguintes valores:

£(0)=2,4L
£(1,25) =2,65L
f(2,5)=2,9L
f(3,75) =2,65L

f(5)=2,4L

b)Analisando inicialmente a fungdo, temos que

sen 2_7L'H_E = sen z—ﬂt COS<E)—|—SCD(E>COS 2_71:[ = COoS 2_7rt
5°°2) 5 2 2 5°) 5

ird variar no intervalo de [—1, 1]. Quando expiramos, o volume de ar no pulmdo é minimo
e assim buscamos o valor minimo da funcdo dada. Logo —0,25 cos (%”t) assumird o valor
minimo igual a —0,25 e portanto f(t) assumird o valor minimo 2,65 — 0,25 =2, 4. Assim,
o volume minimo de ar que permanecerd nos pulmées, no processo de respiracdo serd de
2.4 litros.

c)Da mesma forma que analisamos a questdo anterior, quando inspiramos o volume
de ar nos pulmées é mdximo. A fun¢do —0,25cos (%’rt) assume o valor mdximo 0,25 e
portanto f(t) assumird o valor mdximo 2,65+ 0,25 =2,9. Logo o volume mdximo de ar

nos pulmées, durante o processo de respiracdo, serd de 2,9 litros.

Observacio: Veja que b) e ¢) referem-se a imagem / de f(¢), onde I = [2,65—0,25;2,65+
0,25] = [2,4:2,9]

B) Explorando sendides e seus sons
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1. FUVEST (2002):0 som de um apito € analisado com o uso de um medidor que, em sua tela,
visualiza o padrdo apresentado na figura abaixo. O grafico representa a variacio da pressao
que a onda sonora exerce sobre o medidor, em fun¢do do tempo, em us (1us = 10_65).
Analisando a tabela de intervalos de frequéncias audiveis, por diferentes seres vivos,

conclui-se que esse apito pode ser ouvido apenas por:

Figura 54 — Espectros auditivos de alguns animais

B Intervalos de
Seres vivos Freqiiéncia
cachorro 15 Hz - 45.000 Hz
ser humano 20 Hz - 20.000 Hz
sapo 50 Hz - 10.000 Hz
gato 60 Hz - 65.000 Hz
morcego 1000 Hz - 120.000 Hz
P} P S Faae " Fad
% { ] I ] 1 I |
Y f 5 [ [ !
\ L ! i a1 s i i ‘L‘k ff

pressan

i o Y

—

10ws tempo

variagao

Fonte: https://www.curso-objetivo.br

a) seres humanos e cachorros.
b) seres humanos e sapos.

C) sapos, gatos € morcegos.
d) gatos e morcegos.

€) morcegos.

Resolucao

De acordo com o grdfico, o periodo da onda é de 20Us, que é o intervalo correspondente

a uma onda completa.
T =20us =20-10"%=2-10"s

A frequéncia ® do som é dada por:

1 1
w=—-=-——-=0,5-100=5-10*H

T 2105 ‘
De acordo com a tabela dada, apenas o gato e o morcego conseguem perceber um som de
frequéncia de 50000 Hz.

Resposta: d)

2. Ver (VALIO; AL, 2016, p. 180)Duas ondas sonoras sdo representadas a seguir.
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Figura 55 — Ondas sonoras

A
.-5-rr1pl|ll_|¢.1r.—'| A

| [
T T T T T L] T o

Tempo

A
Ampl :.J|:IE| E

Tempo

a) Identifique qual grifico representa o som mais grave.

b) Sabendo que a frequéncia do som mais grave € de 35 Hz, calcule a frequéncia

aproximada do som mais agudo.

Resolucao

a) Analisando os grdficos podemos observar que o periodo da onda A é menor que

b)

periodo da onda B.

Como a frequéncia é dada por @ = % ou seja, a frequéncia é inversamente propor-

cional ao periodo de oscilagdo, quanto maior o periodo, menor serd a frequéncia e

consequentemente, o SOm serd mais grave.

Logo o grdfico B representa o som mais grave.

Dada a frequéncia da onda sonora do grdfico B, wp = 35Hz. Calcularemos o seu

periodo:

1 1 1
WOp=—=>35=—=1Tp=——
5= Ty Ts 5735

Pelo grdfico podemos observar que o periodo do som mais agudo é % do periodo do

som mais grave. Assim, temos que:

3 3 1
T,=8_3_ ___
AT 3 T3 7105

Logo:

1
Wy = I = 105Hz
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3. Os seguintes gréficos representam duas ondas sonoras de mesma frequéncia.

Figura 56 — Graficos de ondas sonoras

Grafico A

0,005 0.005 0.01

Grafico B

o

-0.005 o 0.005 0.01

Fonte: https://www.geogebra.org/m/owWVzkJ0

Identifique o grafico que representa a onda de maior intensidade.
Resolucao

Como a frequéncia é a mesma, a intensidade da onda sonora depende da amplitude,
quanto maior o valor da amplitude da fungcdo que modela a onda sonora mais forte serd o

somi.

A amplitude é a metade da diferenca entre o maior valor e o menor valor que a funcdo

atinge num ciclo.
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Da observacdo do grdfico verificamos que o grdfico com maior valor de amplitude é o

grdfico B, logo representa a onda sonora de maior intensidade.

C) Movimento harmoénico simples

Lembramos ao leitor que mais informacdes sobre este tema encontram-se detalhados na

Secao 5.2 Oscilador Harménico Simples e Subsecao 5.2.1 Sistema massa mola.

1. (UEL-PR) Movimento Harmdnico Simples é o0 movimento periddico oscilatério em que
um sistema vibra com uma certa amplitude em torno de um ponto de equilibrio. Um
determinado movimento harménico simples é descrito pela fungdo y = 0,050 cos (27t + ),
em unidades do Sistema Internacinal. Nesse movimento, a amplitude e o periodo valem,

respectivamente:

a) 0,050e1

b) 0,050 e 0,50
C) me2nw

d) 2renm

e) 2el

Resolucdo:
Amplitude(A) = 0,05
. 2
Periodo(T) = 5% =1
Resposta: a).
2. Sabendo-se que num sistema massa mola, um corpo de massa m € preso a uma mola, é
posto a oscilar. Dizemos que ele estd no posicao de equilibrio se estiver na posi¢do y =0

(posicao que ele se encontraria se a mola nao for contraida nem distendida). Adotamos o

eixo y orientado positivamente no sentido descendente.

Figura 57 — Sistema massa-mola

Posicido de
equilibrio =

Fonte: adaptado (CASSAGO; LADEIRA, 2006, Cap. 2)

Sabendo-se que sua posi¢do num instante ¢ qualquer é dado por y =2 sen (t — %) determine:
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a) Qual sua posi¢do no instante t = 0? Neste caso ele se encontra abaixo ou acima da

posicao de equilibrio?
b) Quando o corpo passara pela primeira vez pela posicdo de equilibrio?

¢) Quais as alturas maxima e a minima, em relacao a posicao de equilibrio, que este

corpo alcancard?

Resolucdo:
a)Parat =0, temos que, y =2sen (t —5) =2sen (—%) = —2sen(§) = -2

Como de acordo com o sistema de coordenados adotado, o eixo y encontra-se orientado
positivamente no sentido descendente, y(0) = —2 indica que o corpo estd duas unidades

acima da posigdo de equilibrio, isto é, a mola foi empurrada para cima em duas unidades.

b)Como o movimento comeca no instante t = 0, devemos determinar o primeiro valor de

t > 0, tal que o corpo passard pela posicdo de equilibrio, ou seja,
T
y sen >

Como o seno se anula em 0, =1, =27..., basta fazermos (t — %) =0istoé, t = %
c)Analisando a fun¢do y = sen (t — %) observamos que sua imagem varia no intervalo de
[—1,1]. Assimy = 2sen (t — %), terd valor mdximo quando sen (t — %) = 1,0u seja, y = 2.
E o valor minimo ocorre quando sen (t — %) =—1, ou seja, y = -2

Assim a mola permitird que o corpo diste no mdximo duas unidades, abaixo ou acima, da

posicdo de equilibrio.

3. (adaptado) Ver (DOCA, 1987, p. 5)O gréfico a seguir ilustra a posi¢do em funcio do tempo

de um corpo que realiza 0 movimento harmonico simples em um sistema massa-mola.

Figura 58 — Posi¢ao em funcao do tempo

Fonte: Doca, Ricado Helou, 1987, p.9

Pede-se:
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a) A amplitude da oscilacdo, o periodo e a frequéncia;

b) Determinar a equacdo do movimento.

Resolucao:

a) Como a imagem do grdfico é |—2,2] segue que a amplitude A da oscilacdo é

Como uma oscilagdo completa se dd no intervalo [0,4] temos que o periodo é T = 4

e consequentemente a frequéncia serd

b) Sabendo-se que se o corpo realiza movimento harmonico simples entdo a fungdo

que descreve seu movimento é x = bsen(ct +d).

Como o periodo é dado por T = 27” e T =4 segue que c = %7” = % E portanto
x(t) = bsen (51 +d).

Mas novamente observando o grdfico temos que x(1) = bsen (% -l—d) =0, assim

Z+d=0eportantod = —%. Logo x = bsen (51 — J).
Finalmente para definir o sinal de b, observamos novamente o grdfico e calculamos:
—2=x(0) =bsen (—%) = —b e portanto b =2.

Assim x =2sen (51— %) = —2cos (51).

PENDULO SIMPLES

Lembramos ao leitor que mais informagdes sobre este tema encontram-se detalhados na

Subsecao 5.2.2 Péndulo Simples.

1. UNIFESP(2008): Um estudante faz o estudo experimental de um movimento harmdnico
simples (MHS) com um crondmetro e um péndulo simples como o da figura, adotando o

referencial nela representado. Considere desprezivel a influéncia de forgas resistivas.
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Ele desloca o péndulo para a posi¢cdo +A e o abandona quando cronometra o instante ¢ = 0.

Na vigésima passagem do pé€ndulo por essa posi¢ao, o crondmetro marca t = 30s.

a) Determine o periodo (7') e a frequéncia (f) de oscilagdo deste péndulo.

b) Esbocge o gréfico x (posi¢do) x t (tempo) desse movimento, dos instantes t =0 a
t = 3s;

Resolucao

a) Pelo enunciado, temos que no intervalo de 30 segundos ocorrem 20 oscilacoes
completas do péndulo. Assim se T é o periodo para que o péndulo realize uma

oscilacdo completa, temos que:

20T = 30s
T = %s:>T: 1.5s

Para determinar a frequéncia, sabemos que:

1 2
=7 3 ¢

DI =

b) Por tratar-se de movimento harmonico simples, sabemos que a oscila¢do do péndulo
serd regida pela funcdo x(t) = Asen(@yt + 8).Pelos dados do problema x(0) = A =
Asen(8). Logo sen(6) =1 0 que nos dd 6 = 7.



126

Capitulo 6. Sequéncia Diddtica

Logo x(t) = A.sen(wot + §). Para determinar ay,

15—T—2n—> _47r
S= _(Do a)0_3

Portanto x(t) = Asen (£t + %).

Como o periodo desta oscilagdo é T = 1.5 temos que A = x(0) = x(1.5) = x(3.0).
Logo teremos 2 ciclos completos no intervalo [0, 3].

Buscando os pontos onde x(t) = 0 = Asen (%ﬂt + %) temos que, (?t + %) =k,
com k=0,£1,£2,...
Asszmt— (——+k7r) —%
valo [0,3] temos que 0 <t =
Assimk =1,2,3,4, isto é, x(t

( % ) Como o grdfico deve ser esbocado no inter-
2 (—5+4k) <3.
) s

se anulard emt =

15 , 21

9
88 €%

oo|Ww

Logo seu grdfico serd:

2. ENEM(2014): Christiaan Huygens, em 1656, criou o reldgio de péndulo. Nesse dispositivo,

a pontualidade baseia-se na regularidade das pequenas oscilagdes do péndulo. Para manter
a precisao desse relégio, diversos problemas foram contornados. Por exemplo, a haste
passou por ajustes até que, no inicio do século XX, houve uma inovacao, que foi sua
fabricacdo usando uma liga metélica que se comporta regularmente em um largo intervalo
de temperaturas. Fonte: YODER, J. G. Unrolling Time: Christiaan Huygens and the
mathematization of nature. Cambridge: Cambridge University Press, 2004 (adaptado).

Desprezando a presenca de forgas dissipativas e considerando a aceleracdo da gravidade
constante, para que esse tipo de relégio realize corretamente a contagem do tempo, €

necessario que o(a):
a) comprimento da haste seja mantido constante.
b) massa do corpo suspenso pela haste seja pequena.
¢) material da haste possua alta condutividade térmica.

d) amplitude da oscilacdo seja constante a qualquer temperatura.

e) energia potencial gravitacional do corpo suspenso se mantenha constante.
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Resolucao

Como desejamos que o péndulo realize um movimento harmoénico simples, isto é, que
realize um movimento periodico, entdo desejamos que seu movimento seja regido pela
fungéo x(t) = Asen(wpt + &) onde @ = 8, g = médulo da aceleragdo da gravidade, que

é constante e | = comprimento da haste do péndulo.

E esta formulagdo ndo depende da massa do corpo, temperatura, material do corpo e nem

energia potencial do corpo.

Resposta: a).
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Em conversas com outros professores de Matemadtica, constatamos que as funcdes
trigonométricas sao vistas pelos alunos como um conceito complexo e abstrato, acarretando
certo desinteresse pela sua aprendizagem. E apesar de sua aplicabilidade em intimeros processos
periddicos e ondulatérios, nem sempre os alunos tém a oportunidade de constatarem tais fatos

nas aulas de Matematica.

Por este motivo, buscamos elaborar um material de apoio aos professores curiosos
no assunto que compilasse questdes historicas, tedricas e aplicadas sobre as sendides, com o
intuito de que este conhecimento pudesse ser utilizado para enriquecer as aulas, tanto no Ensino

Fundamental quanto no Ensino Médio.

Além disso trouxemos uma sequéncia didatica com propostas de atividades, que através
do software Geogebra, relacionam a fun¢do seno as ondas sonoras, mostrando como € adequada
ao estudo desse fendmeno fisico tdo presente em nossas vidas. E desta maneira fizemos um

estudo detalhado das funcdes y = a + bsencx.

Acredito que toda a pesquisa realizada para a elaboragdo da dissertagdo me proporcionou
um grande enriquecimento tedrico e aplicado sobre o assunto. Apesar de eu ndo estar atuando no
Ensino Médio, alguns dos fatos histéricos que foram aqui destacados, podem ser utilizados no
Ensino Fundamental, como motivadores para o estudo das razdes trigonométricas no triangulo
retangulo ou como curiosidade. Por exemplo, o fato dos gregos, que com auxilio de conheci-
mentos geométricos que ja possuiam, e em tempos onde nao haviam calculadoras, chegaram a
valores bem préximos dos atuais para as razdes trigonométricas de angulos nio notdveis e que o
uso de tais valores foi usado para transformar produtos de nimeros grandes ou pequenos em

adigdes, o que possibilitou o desenvolvimento da astronomia.

Todo este conhecimento proporcionou uma reflexdo sobre minha prética docente, sobre
a importancia de buscar abordar o conteido matematico de forma contextualizada e, sempre

que possivel fazer o uso de recursos computacionais que podem tornar o ensino de Matematica
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muito mais dindmico, significativo e enriquecedor para os alunos.
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APENDICE

GINCANA DOS SONS

Grifico da onda sonora descrita pela fun¢do f(x) = 4.6sen(160-27x), que denominamos
“som inicial”. Esse gréfico serd utilizado pelo aluno como “padrao” para auxilid-lo na identificacao
das alteracoes realizadas nos paradmetros da funcdo da onda sonora que classificamos como ““‘som
inicial”.

Figura 59 — Atividade: Gincana dos sons

O som da funcéo seno g
fo(x) = a + bsin(ex + d) &

= DAL
Ec[1005309§131487 J \/ \/ \/ \/ \/ \/ \

‘.-.w_
]

Frequéncia = 160 Hz

il
Parar -

Fonte:https://www.geogebra.org/m/owWVzkJO
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Atividade

Os gréficos a seguir representam ondas sonoras que sofreram alteracdes nos parametros
de suas funcdes em relacdo a funcdo do “som inicial”. Apds comparar o “som incial” com o som

com modificagdes, numere os graficos dados, de acordo com a ordem em que o som foi ouvido:

-1 -0.005 0 0.004 m () 3 0.0z 0425 0.03 Qo35

ra
[
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Sugestoes de modificacoes nos parametros da funcao das ondas sonoras da ativi-
dade “Gincana dos sons:”

A atividade “O som da fun¢do do seno” disponivel no site do Geogebra mostra que
a fungdo f(x) = a+ bsen(cx+d) € adequada para modelar as ondas sonoras. Ao iniciar a
atividade, podemos ouvir a onda sonora descrita pela seguinte fungdo f(x) = 8.6sen(40-27x). E
possivel alterar os pardmetros dessa funcao e ouvir novos sons. Para que essas alteracdes sejam

percepiveis aos nossos ouvidos, devemos alterar os parametros b e ¢ da fungdo.

Desse modo, para realizar a atividade Gincana do som foram escolhidos valores de b
e ¢, em que essas alteracdes fossem percebidas mais facilmente. Segue abaixo as funcdes que

sugerimos para a atividade Gincana dos sons:

f(x) = 1.6sen(3207x)
£(x) = 15sen(3207x)
f(x) = 4.6sen(807x)
f(x) = 4.6sen(8807x)
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APENDICE

GINCANA DOS GRAFICOS

Analise os graficos a seguir e determine os elementos: periodo, frequéncia, amplitude e

imagem. Apds determinar os principais elementos das funcdes, escreva a fungdo que descreve

cada grafico:
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Gincana dos Graficos:

Preencha a tabela, identificando os elementos pedidos e, em seguida, escreva a fungdo

descrita por cada grafico:

Tabela 39 — Gincana dos gréaficos

Q
=¥
O\
=
(@)
Qo

Periodo | Frequéncia | Amplitude | Imagem Funcdo Pontos

N O\ N AW N~

Fonte: préprio autor
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