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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é apresentar, de modo simplificado, a relacao entre a
algebra geométrica e a geometria analitica e algebra linear. De modo especial, nossa pro-
posta foi a evidenciar onde e como a agao da algebra geométrica permite tirar conclusoes e
fazer descricoes e interpretacoes sobre fatos geométricos. Para isso, baseamos nossos estu-
dos nos pressupostos da Algebra de Clifford (1845-1879). Inicialmente relembramos alguns
conceitos essenciais de algebra linear. Apds, trouxemos a luz o conceito de algebras de
Clifford, listando algumas propriedades e mostrando como o produto geométrico funciona.
Por fim, apresentamos algumas aplicagoes para geometria bidimensional e tridimensional.
Diante disso, percebemos o poder das Algebras de Clifford em problemas ligados a geo-
metria e fisica devido a robustez de suas ferramentas algébricas, e também, pela elegancia

que descreve os principais conceitos da geometria analitica de Descartes.

Palavras-chaves: Algebra de Clifford. Algebra. Geometria. Produto Geométrico.
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Abstract

The main purpose of this work is to present, in a simple way, the relationship between
geometric algebra and analytical geometry and linear algebra. In a special way, our
purpose was to highlight where and how the action of geometric algebra allows us to draw
conclusions, descriptions and make interpretations about geometrics facts. In order to
do this, we have based our studies on the assumptions of Clifford’s Algebra (1845-1879).
First of all, we remember the essential concepts of linear algebra. Afterward, we brought
to light the conception of Clifford’s algebras, listing some properties and showing how
the geometric product work. Finally, we present some applications for bidimensional and
tridimensional geometry. So, we realized the power of Clifford’s algebras in problems
related to geometry and physic due to the hardness of its algebraic tools and also, by the

elegance that it describes the main concepts of Descartes analytical geometry.

Keywords: Clifford algebra. Geometry. Algebra. Geometric Product
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Introducao

A Algebra Geométrica recentemente tem atraido a atencao de varias areas de
conhecimento entre elas a fisica, a engenharia, a ciéncia da computacao e também da
matematica. Tendo sua origem e conceitos fundamentados nas dlgebras de Hamilton,
de Grassmann e de Clifford, a Algebra Geométrica resgata conceitos desenvolvidos no
século XIX e que foram praticamente esquecidos no século XX, onde a descricao e os
calculos geométricos foram substituidos principalmente pelas descrigoes vetoriais, cdlculos
tensoriais e matriciais. No final do século XX e inicio do século XXI, no entanto, os
cientistas comecaram a reavaliar o uso dessas antigas ferramentas matematicas sobre
uma nova 6tica. Uma figura central nesse processo foi David Hestenes, um fisico tedrico
americano da Universidade Estadual do Arizona que percebeu que algebras de Dirac e
Matrizes de Pauli poderiam ser unificadas em uma tnica teoria nao matricial. Esse foi o
passo inicial para a aplicagao do “ja esquecido” produto de Clifford a fisica classica. Essa
nova forma de compreensao e uso dessa ferramenta matematica ficou conhecida como

“Algebra Geométrica”.

O sucesso de Hestenes ao aplicar o produto de Clifford a teorias fisicas teve
grande impacto nao somente para a fisica em si, mas também para pesquisas aplicadas
em engenharia e computacao. Entre as principais aplicacoes podemos destacar o con-
trole de bracos robdticos, computacao grafica, visao computacional, entre outras; além da
formulagao de uma linguagem universal para tratar de problemas fisicos e geométricos.

Nascia ali a Algebra Geométrica.

Nesse trabalho apresentamos, de uma forma simplificada, a relacao que a Algebra
Geométrica tem com os contetidos de geometria analitica e dlgebra linear estudadas nos
cursos de graduacao, como os conceitos sao traduzidos entre a visao tradicional e através
da ferramentas da Algebra Geométrica. Serao abordados os espagos de duas e trés di-
mensoes de forma deixar claro onde e como a acao da Algebra Geométrica permite tirar

conclusoes e fazer descrigoes e interpretagoes de natureza geométrica.

15



16



Capitulo 1
Conceitos preliminares

Esse primeiro capitulo é desenvolvido com a intencao de inserir as ferramentas

bésicas que serao utilizadas ao longo desse texto.

O primeiro conceito para contextualizar e criar o nosso universo algébrico de
trabalho serd o conceito geral de corpo. Em seguida, discutimos mais detalhadamente o

corpo dos ntmeros complexos e os quatérnios.

1.1 Definicao de Corpos

Definicao 1. Seja K um conjunto nao vazio no qual estao definidas duas operagoes, uma
adicao e uma multiplicacao. Esse conjunto, munido dessas duas operacoes serd chamado

de corpo se forem verificados os sequintes axiomas:
Axiomas de Adigao

A1) Associatividade da adigao:
(a+b)+c=a+(b+c), Va,bcekK

A2) Comutatividade da adigao:

a+b=b+a, Vab cekK

A3) Existéncia de elemento neutro aditivo:

exite 0 € K, tal que a+0=a, Va € K.

A4) Existéncia de elementos simétricos:

vV a €K, existe —a € K tal que a + (—a) = 0.

17



Axiomas de Multiplicacao

M1) Associatividade da multiplicagao:
(@-b)-c=a-(b-c), Va,bcekK

M2) Comutatividade da multiplicacao:
a-b=0b-a, Va,bekK

M3) Existéncia de elemento neutro multiplicativo:

exite um elemento 1 € K\ {0}, tal que a-1=a, YV a € K.

M4) A existéncia de inversos :

Va e K\ {0}, existe a™' € K tal que a-a~ ' = 1.

H& uma propriedade de compatibilidade entre as duas operacgoes.

D1) Distributividade da multiplicagao em relagao a adigao:

a-(b+c)=a-b+a-c, ¥Yabcek

Usaremos a notacao (K, +, ) para indicar um corpo com as operagoes + e -.

Os conjuntos Q, R e C com suas operacoes usuais de adicao e multiplicagao sao
exemplos de corpos (infinitos). Os conjuntos Z, (p um nimero primo) com a soma e o

produto usuais de classes de restos médulo p sao exemplos de corpos finitos.

O corpo do nimeros reais (R, +,-) tem uma propriedade adicional, possui um

subconjunto préprio RT C R satisfazendo as seguintes propriedades:

a) dados a,b € RT, tem-se que: a+b € RT ea-b € RT, ou seja, RT é fechado em relagao

a adicao e a multiplicacao;

b) dado a € R, ocorre exatamente uma das trés alternativas: ou a = 0 ou a € R ou

—a € RT (0 é o elemento neutro da adigao).

Se definimos o conjunto dos ntiimeros negativos R~ = {—a;a € R*}, entdao pode-
mos escrever o conjunto dos nimeros reais como uma uniao disjuntas R = R~ U{0} UR™.
Essa particao de R define uma ordem parcial e caracteriza R como um corpo ordenado

completo. Para mais detalhes veja [2].
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1.2 O Corpo dos Nimeros Complexos

O conjunto dos nimeros complexos, C = {(a+bi) | a,b € R e i é tal que i* = —1}
possui uma estrutura de corpo quando munido das operacoes de adicao e multiplicacao,

definidas da seguinte forma:

dados dois nimeros complexos z =a+bi e w =c+ di

i) z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i;
ii) z-w=(a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
Essas duas operagoes assim definidas satisfazem os axiomas de defini¢cao de corpo

e fazem de C o corpo dos nimeros complexos.

Verificaremos cada uma das propriedades da definicao de corpo, de forma a deixar

explicito como a agao do produto complexo age nos elementos do conjunto C.

Al) Associatividade da adigao:
((a4+bi)+ (c+di))+ (e+ fi) = ((a+c)+ (b+d)i)+ (e+ fi)
= (a+c+e)+(b+d+e)
= (a+bi)+ ((c+e)+ (d+ f)i).

A2) Comutatividade da adigao:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
= (c+a)+ (d+0b)i
= (c+di)+ (a + bi).

A3) Existéncia de elemento neutro para a adigao:
Existe um elemento neutro 0, escrito na forma complexa como 0 = 0 + 07 e tal que
(a+bi)+ (04 0i) = (a+bi), V (a+bi) € C

A4) Existéncia de simétricos:

Para todo nimero complexo z = a + bi, existe um —z = —(a + bi) = (—a) + (—b)i
tal que z + (—z) = 0.

M1) Associatividade da multiplicagao:
(Z’LU)y:Z(U)y), Vz,wy € C.
[(a+bi)- (c+di)]-(e+ fi) = [(ac—bd)+ (ad+ be)i] - (e + fi)

19



= (ac—bd)e+ (ac —bd)fi + (ad + bc)ie + (ad + be)ifi
= (ac—bd)e — (ad+ be)f + (ac — bd) fi + (ad + be)ie
= ace — bde — adf — bcf + acfi — bdfi + adei + bcei
= ace — adf — bde — bcf + acfi + adei — bdfi + bcet
= a(ce —df) — b(de + cf) + a(de + cf)i + b(ce — df )i
= (a+bi)-[(ce —df)+ (cf + de)i]
= (a+bi)- [(c+di)- (e+ fi)].
M2) Comutatividade da multiplicagao:
(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ bc)i
= (ca—db) + (cb+ da)i
= (c+di)(a+ bi),
Va+bi,c+di e C.

M3) Existéncia de elemento neutro multiplicativo:

Existe um elemento 1 =14 0i € C tal que (a + bi)(1 + 0i) = (a + bi).

M4) Existéncia de inversos (simétricos multiplicativos):
a —bi

1
+ €
a2+b2 " a?+ b2

Dado z = a + bi € C com z # 0, existe um elemento z7" =

C

tal que 1 = 2271 = (a + bi) (a2 j_ 2T aQ_—EZbQ)'

D1) distributividade da multiplicagao em relagao a adigao: z- (w+y) =z -w +
z-y, Vy,w,z e C.
(a+bi)-[(c+di)+ (e+ fi)] = (a+bi)-[(c+e)+ (d+ [)i]
= a(c+e)—b(d+ f)+[a(d+ f) +b(c+e)]i
= ac+ae —bd —bf + (adi + afi+ bci + bei)
= ac—bd+ adi+ bci + ae — bf + afi + bet
= (a+bi)-(c+di)+ (a+bi)- (e + fi).

Portanto, o conjunto dos niimeros complexos munidos dessas operacoes é de fato
um corpo.

E usual indicar um niimero complexo z = (a + bi) € C, por z = Re(z) + Im(z)i,

onde Re(z) = a é a parte real de z e Im(z) = b é a parte imagindria de z.

A partir dessa nomenclatura, se fixarmos um sistema de coordenadas cartesianas

no plano e associarmos a parte real do nimero complexo ao eixo Ox, a parte imagindria

20



Im(z)

a Re(z)

Figura 1.1: Representacao de um nimero complexo.

ao eixo Oy, podemos entao denominar o eixo Ox (abscissas) de eixo real e o eixo Oy

(ordenadas) de eixo imagindrio.

O complexo z = a-+bi fica entao representado pelo ponto P(a,b), onde o ponto P
¢ chamado de afizo do nimero complexo z. A representacao dos complexos como pontos

do R? é chamada de plano de Argand-Gauss.

A
Y
bl ST (a,b)
a X

Figura 1.2: Numero complexo representado por um ponto.

Os numeros complexos possuem também uma representagao geométrica polar. A
representagao polar consiste em, a cada nimero complexo z = a + bi, associar um par
ordenado (p,#), onde a = pcos(f); b = psen(0); p = |z| e  é o angulo entre o eixo real e

o segmento que liga o afixo P de z a origem. Veja a Figura 1.3.

Observe que podemos substituir # adicionado de multiplos de 27 por um # no

intervalo [0, 27).

Assim, o nimero complexo z = a + bi pode ser escrito em sua forma geométrica

21



Im(z)

Figura 1.3: Representacao polar de um nimero complexo

polar como:
z = pcosf + psend i,

ou ainda, para quem esta habituado com a exponenciacao complexa, como z = e,

Pelo teorema de Pitagoras podemos calcular o valor no nimero real, nao negativo,

p como sendo o “mddulo” de z e escrever

p=|z| = Va®+ b2

O angulo # é chamado de argumento do niimero complexo z, denotado por arg(z)

e calculado pela expressao

a
m, se z # 0.

Essa representacao é conhecida como Forma Polar do nimero complexo z.

tan(0) = é, se 0 #7m/2+ km com k € Z ou cos(0) =
a

Podemos também representar a niimero complexo z sendo o par (|z|, arg(z)).

Definimos o conjugado de um niimero complexo z = a+bi como sendo, zZ = a— bi.
Geometricamente esse conjugado é obtido pela reflexao do complexo 2z em relacao ao eixo

Re(z), conforme a Figura 1.4.

Um fato interessante a se observar é que, se multiplicarmos dois complexos de
moédulo unitdrio, z; = cos(6y)+isen(6) e zo = cos(fy)+isen(y), obtemos 2,25 = (cos(6;)+
isen(61))(cos(fy) + isen(fy)) = cos(0; + 03) + isen(6; + 65), que ainda é um complexo
de modulo unitario. De forma geral, se z; é um complexo de mdédulo unitario e zp =

p(cos(6y) + isen(fs)), entao

2129 = (cos(0y) + isen(6y))p(cos(6z) + isen(h2)) = p(cos(0; + ) + isen(6; + 65)).

Em outras palavras, como o argumento de z1z5 é 01 4 05, podemos ver que 2z,

¢ obtido de 25 pela rotagao de um angulo 6.
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Im(z)

Figura 1.4: Conjugado de um nimero complexo.

1.3 Espacos Vetoriais

Definicao 2. Um conjunto V ndo vazio serd chamado de espaco vetorial sobre um corpo
K, se possui duas operagoes. Uma adi¢cao, que leva um par de vetores u e v de V a um
vetor u +v € V e, uma multiplicacio por escalar, que leva um escalar a € K e um

elemento u € V, a um elemento au € V wverificando as propriedades abaizo.
Primeiramente em relagao a adicao:
A1) Associatividade da adigao:

(u+v)+w=u+(v+w), Vuv,weV.

A2) Comutatividade da adigao:

ut+v=v+u, YuvelV.

A3) A existéncia de elemento neutro:

exite 0 eV, talqueu+0=u, VueV.

A4) A existéncia de simétricos:

VueV, existe —u € V tal que u + (—u) = 0.

Em relacao a multiplicacao por escalar:
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ME1) Distributividade em relagao a soma de vetores:

alu+v)=au+av, VacKeuveV.

ME2) Distributividade em relacao a soma de escalares:

(a1 + a2)u = aqu+ asu, Vaj,as e KeueV.

ME3) Associatividade:

(a1a2)u = ar(agu), ¥V aj,as € Keu e V.

ME4) Regularidade do produto por escalar:
lv=v, YveV.

Os elementos de V' sao denominados vetores e os elementos de K sao chamados
de escalares. Sendo assim, o elemento 0 de V é chamado de vetor nulo e o elemento —v

de vetor oposto de v.

Proposicao 3. Sejam V' um espago vetorial e W um subconjunto nao vazio de V. Entao,

W € um subespaco de V' se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

i) seu,v € W, entdo u+v € W.
ii) sea e K eveW, entio av e W.

Definicao 4. Seja V' um espacgo vetorial e vy, vq,v3, ..., v, vetores de V. Dizemos que
um wvetor v de V' € uma combinacao linear de vy,vs,vs3,...,v, Se existirem escalares

ai, Gg, ag, ..., Gy ta1S que

U = 101 + AUy + agvs + ... + anv,. (1.1)

Dados os vetores vy, vo, vs, ..., v, pertencentes a um espaco vetorial V. Denotare-

mos por G(vy, vg,vs3, ..., v,) 0 conjunto de todas as combinagoes lineares desses vetores em
V.

Proposi¢ao 5. Seja W = G(vy,v9, 03, ...,0,), onde vy, v, 03, ...,0, Sdo vetores de um

espaco vetorial V. Valem as afirmacoes a sequir:

i) W é um subespago de V.

i) W € o menor subespaco de V', contendo vy, va,vs, ..., Uy, i.€, qualquer subespago de V

que contém vy, Vg, Vs, ..., v, também contém G(vy, v, v3, ..., Up).
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O subespaco vetorial W obtido na Proposigao (5) é chamado de subespaco vetorial
gerado pelos vetores vy, vy, V3, ..., U, € 0 conjunto de vetores {vq, v, v3, ..., v,} é chamado
de gerador de W.

Vimos na equagao (1.1) quando um vetor é obtido por uma combinagao linear.
Agora, dizemos que os vetores vy, va, V3, ..., U, pertencentes V sao linearmente indepen-
dentes se, e somente se, nenhum dos vetores puder ser escrito como combinagao linear

dos demais, ou de forma equivalente
se a1v1 + agvy + ... + a,v, = 0, entao, a1 = ay = ... = a, = 0.

Em outras palavras, a tinica forma de obter o vetor nulo como combinacao linear

dos vetores vy, vg, v3, ..., U, € com todos os escalares a; = 0.

1.3.1 Bases e dimensoes

Defini¢cdo 6. Seja A = {v1,vy,...,0,} um conjunto de vetores de um espago vetorial

V #{0}. Entao, dizemos que X é uma base de V', se as sequintes condi¢oes sao verificadas:

i) A € linearmente independente.

i) V=00

Uma base de um espago vetorial V' é um conjunto gerador no qual cada vetor de

V' pode ser escrito de modo tnico como combinacao linear desses vetores.

O nimero de elementos de uma base A\ de um espaco vetorial V' é um invariante
desse espaco. Esse niimero sera denominado de dimensao de V' e denotado por dimV .

Convencionamos que se V' é o espago vetorial nulo, entao dimV = 0.

Se a base de um espago vetorial V' tem n elementos, entao dizemos que V é um

espaco vetorial de dimensao finita.

1.3.2 Transformacoes Lineares

Sejam V' e Wespacos vetoriais sobre um mesmo corpo K. Uma transformacao

linear de V em W é uma aplicacao T : V' — W que possui as seguintes propriedades:

i) T(vy +vy) = T(vy) + T(va), para quaisquer vy e vy em V;

ii) T'(av) = aT'(v), para quaisquer v em V e a em K.
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Essas propriedades sao equivalentes a
T(v1 + avy) = T(vy) + aT'(vy),
para quaisquer v; e v em V e para qualquer a em K.

A partir de transformagoes lineares dadas, pode-se obter novas transformacoes

lineares por meio das seguintes operacoes

Sejam T :V — W eS:V — W transformacgoes lineares. Definimos a soma de T
e S, denotada por T+ S, como a aplicacao T'+ S : V — W dada, para todo v € V', por

(T + S)(v) =T()+ S(v).

Se k € K, definimos o produto de k£ por T, denotando-o kT, como a aplicacao
KT :V — W dada, Vv eV, por

(KT)(v) = KT (v).

1.3.3 Vetores geométricos e suas propriedades

Por vetores geométricos vamos entender os vetores dos espacos vetoriais R? ou
RS

Iniciamos apresentando as grandezas matematicas que sao determinadas ape-
nas pelo seu valor numérico, nao necessitando de uma dire¢ao ou sentido, as quais sao
chamadas de escalares. Alguns exemplos de grandezas escalares sao: A carga elétrica,
Temperatura, a Massa de um corpo, etc. Ha também grandezas que precisam de uma
direcao e um sentido para serem determinadas. Essas sao chamadas de grandezas vetoriais
e sao representadas por vetores. As representacoes deste objeto sao bastante variadas e
pertencem aos registros em lingua natural, simbdlicos, graficos, a partir dos quais pode-
mos ter representacoes figurais, graficas e simbdlicas, neste caso, em particular, com o uso
de trigonometria, de coordenadas de uma base ortogonal ou, ainda, com uso de matrizes
([7], 2016, p 2).

Graficamente, essas grandezas podem ser vistas como segmento de reta orientado
e sao representadas por trés propriedades, as quais determinam um vetor, sendo o médulo,
direcao e sentido. Sao exemplos de vetores: a velocidade, a aceleragao, a forca, o campo

magnético, o campo elétrico, e tantos outros.

O médulo d& a grandeza, informa o comprimento de um vetor v e é denotado
por |v]. A sua dire¢ao determinada por uma reta suporte e seu sentido por uma flecha
numa das suas extremidade. Chamaremos de versor ou de wvetor unitdrio, o vetor cujo

comprimento é 1.
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Dois vetores sao ditos paralelos se possuem a mesma direcao. Se dois vetores
possuem 0 mesmo comprimento, a mesma direcao e o mesmo sentido, sao ditos iguais.
O oposto de um vetor v, que é denotado por —v, além de ser paralelo a v tem o mesmo

comprimento, porém o sentido é o oposto.

Podemos definir a multiplicacao de um vetor v por um escalar a, com a € R sendo
av, o qual terd comprimento |av| = |a||v|, mesma diregdo de v. O sentido serd mantido

se a for positivo e serd o oposto se a for negativo.

Figura 1.5: Um vetor v multiplicado por um escalar a > 0 .

Tomando um vetor v e a e b reais, podemos apresentar algumas propriedades da

multiplicagao por escalar:

i) Associativa: a(bv) = (ab)v.
ii) Idenditade: 1v = v.

iii) Oposto: —v = (—1)w.

Para representarmos um vetor analiticamente utilizaremos os componentes do
vetor. Para isso, vamos utilizar o sistema de eixos cartesianos, fixando um ponto de
origem e definimos um sistema de coordenadas zy em R? (zyz em R?). E possivel definir

esses componentes a partir das projecoes do vetor nesses €ixos.

Neste caso, os componentes do vetor v serao os vetores v, e v, projetados nos

eixos z e y do plano cartesiano.

Utilizando relacao trigonométrica aplicada a um triangulo retangulo e escrevendo
|v| para indicar o “tamanho”de v, podemos determinar o médulo dos componentes do

vetor, vejamos os detalhes

sen f = L = v, = |v| - sen 6,

[l
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Figura 1.6: Componentes de um vetor.

y“

Y

Figura 1.7: Componentes de um vetor.

cos 0= 2 = vy = |v| - cos 6.

[l

Finalmente, aplicando o teorema de Pitagoras, temos

2 _ 2 2
VT = v, + U,

— 2 2
U= /vy + vz

A partir daqui, vamos considerar o conjunto {ej, es} de versores nao paralelos,
como uma base para o sistema zy, e um ponto de partida sendo a origem desse sistema.
Sendo assim, escreveremos um vetor de forma tinica como uma combinagao linear desses

versores, ou seja, no plano podemos escrever o vetor v = vie; + vy€2 assim os escalares vy
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e vy sao chamados de componentes ou coordenadas dos vetores.

Podemos generalizar para outras dimensoes, isto ¢,

V= V161 + Va€y + ... + Upe,.
Apébs a escolha da base, vamos representar também os vetores como matrizes
linhas, ou seja, dado um vetor v no plano, podemos representa-lo por
v = (v1,02),

ou no R" por

v = (V1,V, ..y Up)-

A soma de vetores pode ser realizada de duas formas. Para a primeira forma,
dados dois vetores u e w, devemos considerar o deslocamento do inicio do vetor u até
o final do vetor w, lembrando que o segundo vetor tem que iniciar na extremidade do

primeiro, como mostra a Figura 1.8 assim o vetor resultante v serd a soma desses vetores.

yﬂ

11

Y

Figura 1.8: Soma de dois vetores.

A segunda forma para calcularmos a soma dos vetores serd por meio da regra
do paralelogramo. Para isso, tomando os vetores u e v, basta tragarmos retas parale-
las aos mesmos formando um paralelogramo, conforme a Figura 1.9. A diagonal, com

extremidade no inicio dos dois vetores, serd o vetor resultante da soma.

Também podemos definir a diferenca entre dois vetores u e v, para isso basta
utilizar a seguinte regra: somamos o primeiro vetor com o oposto do segundo vetor, isto

é, u—v=u+(—v).
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Figura 1.9: Soma utilizando regra do paralelogramo

As propriedades de espaco vetorial sao satisfeitas para a soma e produto or escalar

de vetores geométricos. Abaixo listamos algumas propriedades véalidas para essa adigao e

multiplicagao por escalar.
Considerando os vetores u, v e w € V e os escalares a e b pertencentes ao conjunto

dos ntimeros reais, temos:

i) Comutatividade: v +v=v+u,¥ u,v € V.

Prova:

ut+v = (ug,u)+ (v1,v9)

= (w1 + vy, ug + vg)

= (’Ul +U1,U2 +’LL2)

= v+ u.

ii) Associatividade: (u+v)+w=u+ (v+w),V u,v,w € V.

Prova:

(u1,ug) + (v1,v2)) + (wr, wa)

(u+v)+w = (
= (u1 +v1,u2 + v2) + (w1, we)
=
=

U1+’IJ1+UJ1,UQ+UQ—|—U)2)

Uy, ug) + (v1 + wy, vy + wo)

= u+ (v+w).

iii) Distributividade: a(u +v) = au+av,V u,v € V e Va € R

Prova:

alu+v) = a((ug,us) + (v1,v9))

= a(u; + vy, us + v9)

30



= (auy + avy) + (aus + avs)
= (aw,aus) + (avy, avy)

= au -+ av.

1.3.4 Produto escalar, vetorial e misto

Dado um K espago vetorial V' (K =R ou C), um produto interno sobre V' é uma
aplicacao
(,):VxV-—K,

tal que:
i) Para todos u € V, o produto interno (u,u) é real e ndao negativo, ou seja, (u,u) > 0
e (u,u) =0 <= u=0;
ii) Se K =R o produto interno é comutativo: (u,v) = (v,u) ¥ u,v € V;
Se K = C o produto interno comuta conjugado: (u,v) = (v,u) ¥V u,v € V;

iii) E linear na primeira coordenada, ou seja, satisfaz: V u,v,w € V e a,b € K|

(au + bv,w) = alu,w) + b{v, w).

Combinando as propriedades de conjugacao complexa com ii) e iii) obtemos
(w, au + bv) = @{w,u) + b(w,v). Note, porem, que quando K = R o produto interno

(, ) é comutativo e bilinear.

Um espago K vetorial V', com K = R ou C, munido de um produto interno (, )

¢ chamado de Espacgo Vetorial com Produto Interno.

Se K = R (K = C) dizemos que V' ¢é um espago vetorial real (complexo) com

produto interno.

O espaco vetorial R”, munido do produto interno usual, é um espaco vetorial
real com produto interno. O produto interno usual é conhecido como produto escalar,

indicado por um ponto (-) e definido por

(1'1,552, s 7xn) ' (y17y27 s 7yn> = T1U1 + T2Y2 + .. - TnplYn-

O espacgo vetorial R™ com o produto escalar é chamado de Espaco Fuclidiano

n-Dimensional.

De forma analoga se define o produto interno usual em C" por
(1,22, xn) - (Y1, Y2y - -y Yn) = T1UT + 202 + - - - T Tn-
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O espaco vetorial C" com o produto interno usual é chamado de Espaco Unitario

n-Dimensional.

Trabalharemos nesse texto com os espacos Euclidianos e usaremos a notagao u - v

para indicar o produto interno (u,v).

Dado um vetor u € V; o médulo (ou comprimento) do vetor u é dado por
lu| = vVu - u.

Se um vetor u é tal que |u| = 1, dizemos que um é um vetor normal ou unitério.

O produto escalar de dois vetores estd relacionado com o angulo formado por
eles, ou seja, se u e v sao dois vetores nao nulos de um Espaco Euclidiano V' e 0 o angulo
formado entre eles, entao

u-v = |ulv|cos@. (1.2)

Da equagao 1.2, verificamos que o angulo formado entre dois vetores pode ser
calculado como
cosf = u
Jul|v]
Se o produto escalar entre dois vetores for nulo, ou seja, se u-v = 0, entao os veto-
res serao ortogonais entre si. Usaremos a notacao de u L v para indicar a ortogonalidade
entre u e v e escrevemos

ulveu-v=0.

Se o produto escalar entre dois vetores for maior que zero, ou seja, u-v > 0 entao

T
cosf) > 0, e assim 0 < 0 < 5 que implica € ser agudo ou nulo. Ja, se u-v < 0 entao

ﬂ- 7’
5 < 0 < 7 e logo 0 sera obtuso ou raso.

Chamamos um conjunto S de vetores de V' de conjunto ortogonal, quando quais-
quer dois vetores distintos desse conjunto sao ortogonais. E, caso cada vetor de S tenha

modulo 1, o conjunto sera chamado de conjunto ortonormal.

Se uma base A = {vy, vg, ..., v, } de V' é um conjunto ortogonal de vetores nao nulos
de V', entao chamamos de base ortogonal e, se além disso, os vetores forem unitarios, entao

chamaremos de base ortonormal.

Se escolhermos uma base ortonormal A = {ej,es...¢,} de V e dois vetores u e
n n

v € V escritos nessa base como u = E Uie; €V = E v;€;, entao
i=1 i=1

n n
u-v:Zuivie|u|:\/u-u: Zuf
=1 =1
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Em particular, quando V' = R? e escolhemos uma base ortonormal {e;, e5}, dois
vetores u e v € R? e escrevendo na base como u = uje; +uges € v = v1eq + vaes 0 produto

interno entre eles sera o numero real

U-v = uv; + ugvy € o modulo |u| = \/uf + u3.

Em ]R3, com base ortonormal {61,62,63}, U = U1€] + Uges + uUgesz € Vv = viey +

Vg + v3e3 as mesmas identidades se escrevem como

U = ujvy + ugts + ugvz e u| = y/ud + ud + ul.

Particularizando nosso estudo para R?, segundo [3], na dlgebra linear tradicional,
dados trés vetores a,b e ¢ se escrevermos esses vetores numa matriz onde a,b e ¢ sao

linhas, o determinante dessa matriz sera calculado por

a
bl = a16203 + b102a3 + Clagbg — 6162&3 — b1a203 — alCng,

C

onde, a;, b; e ¢; sao as componentes dos vetores a, b e ¢ correspondentes.

Assim, tomando a matriz A = [a;;] de ordem 3, ou seja

ail; Qa2 Qi3

A= ag1 A2z A23 )

ag1 asz g3

o determinante dessa matriz é definido como

aj; a2 Aas
detA = |ag; asy agg| = 11022033 12023031+ 13021032 — 011023032 — (12021033 — 013022031 -

a31 a3z as3

Podemos reescrever essa expressao pela expansao de Laplace como

Q22 Q23 a21 A3 a21 A2
detA = aip — a1 + a3.
a3z A33 az1p ass azyp asz

O Produto Vetorial entre dois vetores u e v de R3 serd representado por u x v.
Segundo [5], a forma mais facil para definigado desse produto estd em estabelecer regras

para o produto de elementos de uma base ortonormal {ey, ez, e3}.

61X61:62X62:€3X€3:0,
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€] X ey = €3, €y X e = —es,
€9 X €3 = €1, €3 X €9 = —eq,
€3 X €1 = €9, €1 X g3 = —e€s.

Sendo assim, dados os vetores u = uje; + uges + uzez € v = v1e1 + vaey + vsez, a

equacao do produto vetorial sera
u X v = (ugv3 — uzvz)e; — (u1v3 — uzvy)es + (uvy — ugvy)es.

Note que cada componente pode ser expressa por um determinante de uma matriz

de 22 ordem

Uz U3 Uy U3 Uy U2
U Xv= e; — e + €3.
Va2 U3 U1 U3 U1 U2

Podemos usar uma notagao que facilita a memorizacao do produto vetorial, veja

€1 €2 €3
UXV=|u Uz U3

V1 Uy Vs
O Produto Vetorial satisfaz algumas propriedades que passamos listar abaixo.
Dados os vetores u = ujeq + uses + uges , v = vieq + Voo + vVze3 € W = wiey +
woes +wzez € Ve a € K, temos
i) uxu=0.
i) uxv=—(vxu).
iii) ux (v+w) = (uxv)+ (uxw).
iv) (au) x v =u x (av) = a(u x w).
O Produto Vetorial, em geral, nao é associativo, ou seja, u x (v X w) # (u X v) X w.

Além disso, dados dois vetores u e v nao nulos, dizemos que sao paralelos se, e somente,

se o Produto Vetorial entre eles seja nulo, i.e., u x v = 0.

Como o resultado desse produto é um terceiro vetor, podemos entao calcular o

modulo, direcao e sentido desse vetor.

Dados dois vetores v e v, o médulo do produto vetorial é equivalente a area do

paralelogramo formado pelos dois vetores, conforme a Figura 1.10.
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|v| sin @

u

Figura 1.10: Interpretacao geométrica do modulo do produto vetorial de dois vetores.

Ou seja,

lu x v| = |u||v|sen 6.
Logo,
lu x v| = Area do Paralelogramo.

O vetor resultante sera ortogonal a ambos os vetores u e v e o sentido desse vetor
pode ser encontrado através da regra da mao direita, ou seja, basta esticarmos os dedos
indicador, médio, anular e minimo na direcao e sentido do vetor u e depois fecharmos a
mao na direcao e sentido do vetor v, o polegar esticado apontara na direcao e sentido do

vetor u X v.

Figura 1.11: Direcao e sentido do vetor u X v.
Vamos definir agora um outro produto no espaco R?, com ele podemos obter o
volume de um paralelepipedo determinado por trés vetores.

Dado trés vetores u, v e w nao nulos, chamaremos de produto misto o nimero

real u - (v X w).

Usando as defini¢oes de produto vetorial, podemos verificar que

(% %) U1 U3 Vg U3
v X W= er — €9 + €3.
wy W2 w; w3 Wy W3
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Agora, usando produto escalar entre v e v X w chegamos ao nimero real

U1 U2 U1 U3 V2 Us
u-(vxw)= uy — us + ug.
wy W2 wy ws Wz W3
Assim, o produto misto é o determinante de uma matriz 3 x 3, onde as linhas sao

as coordenadas dos vetores u, v e w nesta ordem.

Uy Uz U
u-(vxw)=|v vy vy

wy W2 wWs

O volume do paralelepipedo, determinado por trés vetores u, v e w nao nulos, é

determinado pelo médulo do produto misto.

VX w

Figura 1.12: Produto misto.

Como vimos anteriormente, a area da base do paralelepipedo é dada pelo médulo
do produto vetorial |v x w|. J4 a altura do paralelepipedo, observando o angulo 6 formado
entre os vetores u e v X w e usando as relacoes métricas no triangulo retangulo, mede

||u|| cos . sendo assim, o volume denotado por Vol, serd

Vol = |v X w| |u] cos .

Comparando o resultado com o produto escalar

u-v=|u| |v|cosb,

temos que

u- (v xXw)=|vxw||ulcosb.
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Logo,

Vol = |u - (v x w)l.

O produto misto satisfaz algumas propriedades, sendo que determinadas delas

decorrem diretamente das propriedades de determinantes:

i) u-(uxwv)=0 pois v X w é ortogonal a u. Uma interpretagio seria o célculo de um

determinante com duas linhas ou colunas iguais.

ii) u- (v X w) = —u- (w x v). Ao trocar a ordem de uma das linhas em um determinante
o resultado muda de sinal, ou seja, com uma permutacao havera troca de sinal, com

duas nao.

iii) Com o resultado anterior temos que u - (v X w) = (u X v) - w. Pois, sabemos que
u-(vxw) =w- (uxwv), permutando duas linhas, sabemos que o resultado do

determinante ndo muda, logo w - (u X v) = u- (v X w) = (u X v) - w.

1.4 Complemento Ortogonal

Como ja mencionado no caso do produto escalar (veja equagao 1.2), quando temos
um espago vetorial V', munido de um produto interno, temos a nocao de ortogonalidade
entre dois vetores. De fato, nesse espaco podemos definir a nocao de angulo entre dois
vetores u e v pela férmula
u,v)

cos(0) <

 ullol’

(1.3)

T ) .
onde, 0 < 6 < 7. Podemos observar que se cos(d) =0 , 0 = 5 com isso, temos a nocao
de ortogonalidade nesse espaco vetorial. Segue da equacao 1.3 que dois vetores nao nulos,

u e v sdo ortogonais se, e somente se, (u,v) = 0.

Seja v um vetor de V' e W um subespaco vetorial de V. Dizemos que v é ortogonal
a W se v é ortogonal a cada vetor de W. O conjunto de todos os vetores de V' que sao

ortogonais a W é chamado do complemento ortogonal de W e denotado por W+.

Exzemplo 1. Considere R® com o produto escalar e W o plano dado pela equacdo x +
y+2z=0. Owvetorv=(1,1,1) € ortogonal a W, pois v é um vetor normal a esse plano.
Para encontrarmos W=, temos que encontrar todos os vetores do tipo u = (a,b,c) de R3
tais que o produto escalar com os vetores da forma (—y — z,y,2), y e z € R, sejam nulos.
Ezecutando os cdlculos obtemos W+ = {(a,a,a);a € R} o qual é uma reta que passa pela

origem e tem o vetor v como vetor diretor.
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Proposicao 7. Seja W um subespaco de um espaco vetorial com produto interno V.
Entao:
(i) W é um subespaco vetorial de V;
(i) wAw+={o}
(i) (W)= =W;
(iv) V=W + W

Em virtude da proposicio anterior, escrevemos V = W @ W+ e dizemos que V é

soma direta de W com seu complemento ortogonal W+,

1.5 Algebras

Uma &algebra A sobre um corpo K é um conjunto munido de trés operagoes: uma
adicao, + : A x A — A entre elementos de A; um produto por escalares - : K x A — A
e um produto ® : A x A — A, entre elementos de A; tais que (A, +,-) constituem um

espaco vetorial e o produto (®) satisfaz as seguintes propriedades:
Al) Distributividade a direita:
(x4+y)Oz=20z+y0z, Vr,y, 2 € A
A2) Distributividade a esquerda:
20(x+y)=2z0x+z20vy, Vr,y,z € A;

A3) Lei de compatibilidade com escalares:

(a-x2)®(b-y)=(ab) - (zOy), Yo,y € AeVa,b K,

Se, além disso, o produto for associativo, dizemos que A é algebra associativa.

Se existir um elemento 1 € A tal que 1 ® x = x ® 1 = x, dizemos que A é uma
algebra com unidade e, se xt ©y = y ©® x,Vx,y € A, dizemos que a algebra A é uma
algebra comutativa. Caso ambas ocorram, dizemos que A é uma algebra comutativa com
identidade.

Se o espago vetorial (A, +,-) for de dimensao finita, entdo dizemos que A é uma

algebra de dimensao finita sobre K.

Exemplos tipicos de algebras associativas com unidades sao as algebras de po-
linémios (em uma indeterminada) e as dlgebras de matrizes, sendo que a dlgebra de

polindmios é comutativa.
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1.6 A algebra dos Quatérnios

Como vimos na Secao (1.2), o conjunto dos niimeros complexos pode ser represen-
tado no plano pela associacao de cada ntiimero complexo a um vetor de R?. Isso permite
ver um numero complexo como um vetor bidimensional e também utilizar propriedades

dos niimeros complexos para tratar problemas relacionados ao espaco vetorial R?.

A pergunta que surge entao é: poderia essa ideia ser generalizada para a terceira
dimensao? Essa foi uma das maiores preocupacoes do fisico William Rowan Hamilton
(1805-1865). Como um nimero complexo pode ser representado no plano na forma x + yi
sobre um eixo real e um imaginario, seria razoavel pensar em uma estrutura similar no
espaco consistindo de uma tripla da forma x + yi + 27, onde teriamos um eixo real e dois

eixos imaginarios?

Poderiamos tentar escrever um elemento espacial na forma z + yi + zj , onde j
representaria um terceiro eixo perpendicular aos demais. Os complexos i e j teriam as
propriedades i? = j2 = —1 e, obviamente valendo a propriedade distributiva, o médulo

calculado a partir do produto (z + yi + zj)(x — yi — zj).

Observe, porem, que (r + yi + 2j)(x — yi — zj) = 2> + y? + 2% — yz(ij + ji) tem
um termo que nao deveria aparecer. Uma forma de contornar o problema seria definindo
que ij = —ji. Com isso, resgatamos o modulo e também o produto escalar. Mas ha
um problema de fechamento da operacao de produto. Por exemplo, ao multiplicarmos

(a+ bi+ c¢j) por (x + yi + zj) obtemos:

(a+bi+cj)(x+yi+ zj) =ar — by — cz + (ay + bx)i + (az + cx)j + (bz — cy)ij

e a definicdo 77 = —7j¢ nao desaparece com o termo em ij nesse caso. Hamilton entao
“apelidou”o termo ij de k como sendo um termo desconhecido e fez tentativas em busca

de eliminar esse termo das equagoes.
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Figura 1.13: Placa dos Quatérnios - Ponte do Broome.

fonte:https://en.wikipedia.org/wiki/William_Rowan_Hamilton

De acordo com [6], um certo dia, caminhando ao longo do Royal Canal préximo a
Ponte Boome em Dublin na Irlanda, Hamilton percebeu instantaneamente que se usasse

um quatro termo a operacao seria automaticamente fechada.

Para compreender melhor a ideia de Hamilton, considere um elemento da forma
a+ bi + cj + dk. Mantendo as identidades i? = j2 = —1 e ij = —ji, ao refazer os cdlculos
anteriores teremos (a + bi + c¢j + dk)(a — bi — cj — dk) = a® + b* + ¢* + d*(—k?) — bd(ik +
ki) —cd(jk+ ki). Dessa forma para resgatar o médulo, bastaria definir k? = —1, ik = —ki

e jk = —kj. Mas ao passo que ij = k, quais seriam os valores para tk e jk?

Um calculo direto, usando associatividade e o fato de que 15 = k, mostra que

ik = i(ig) = (i)j = %) = —j, jk = j(ij) = —j%i = —i

ijk = (i)(i) = i(ji)j = =i(ij)j = =" = ~1.

Em homenagem a W.D. Hamilton o conjunto dos quatérnios é denotado por H e
é definido pelo conjunto dos objetos compostos de quatro componentes, uma real e trés

imaginarias da seguinte forma

H={a+bi+cj+dk|abcdcRei®=;>=k=ijk=—1}.

Deste modo, a é chamado de parte real e bt + ¢j + dk é denominado parte ima-

gindria do quatérnio (que também é conhecida com parte vetorial). Chamaremos de
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quatérnio puro quando a for igual a zero. Além disso, como a multiplicacao nao é comu-

tativa, consideramos as seguintes regras quanto as unidades imaginarias,

ij=k, jk=1i, ki=j, ji=—k, kj=—i, ik =—j.

A definicao de soma para quatérnios é semelhante a soma de nimeros complexos,
pois é associativa e comutativa, ou seja, somamos ou subtraimos os coeficientes das bases
correspondentes. Por exemplo, a soma dos quatérnios ¢ = q1 + @2t + q37 + quk e r =

r1 4 rot + 135 + r4k, resulta em:

s=(q+r1)+(q+r)i+ (gz+7rs3)j+ (qu + 1)k

Ja para produto de quatérnios utilizaremos as regras estabelecidas para o produto
dos nimeros unitarios ¢, j e k. Esse produto também ¢é semelhante ao produto de niimeros
complexos. Por exemplo, utilizando a distributividade para o produto dos dois quatérnios

qg=q1+ qi—+qsj+qker=r+ry+rsj+ryk, resulta em

qr (1 + @i + q3J + qak) (11 + roi + 1r3j + 14K)

Qi1+ qirat + qirsg + qurak + goiry + qoirgt + qairsg + qoirak + g3jri + qzjrat
+  q3jr3) + qsjrak 4+ qukri + qukroi + qukrs) + qukrak

(r1 — qar2 — @313 — qara) + (172 + @271 + @34 — qar3)i
+ (173 — qora + q3r1 + qur2)j + (s + qor3 — qar2 + @)k

Observe que se ¢ e r forem quatérnios puros, entao

qr = (qoi + @37 + quk)(rat + 137 + 14kK)
= Qirel + qiT3) + qoirak + q3jrat + q3jr3] + q3jrak + qakroi + qskrsj + qakrsk
= (—qore — q3rs — qura) + (q3ra — qur3)i + (—qora + qur2)j + (gor3 — g372) k.

Compare a parte imaginaria de ¢r com a definicao de produto vetorial dada na
subsecao 1.3.4 ao identificarmos ¢ com e, 7 com e; e k com es.

Naturalmente, produto nao é comutativo, ou seja, existem ¢ e r € H tais que

qr # rq, as unidades imaginérias ja demonstram isso.

Dado o quatérnio ¢ = q1 + ¢t + q3j + qsk, o seu conjugado serd esse mesmo

quatérnio mas com os sinais da parte imaginaria invertidos, ou seja,
7= q1— @2t — 3] — qak.

Como era previsto por Hamilton, o médulo de um quatérnio sera o resultado da

raiz quadrada da soma do quadrado de seus coeficientes. Assim, o médulo do numero
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q=q1+ qt + q37 + qik, serd

al =/ + @+ a3+
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Capitulo 2

Algebra de Clifford

A Algebra de Clifford é associativa e de grande importancia na matematica e na
fisica. Com ela podemos generalizar sistemas numéricos, como por exemplo, os nimeros
reais, complexos e quatérnios. Diante disto, neste capitulo veremos esse formalismo ma-
tematico revelador, que possui inimeras vantagens sobre a algebra linear tradicional e, em
muitos casos, pode substituir a dlgebra vetorial [5]. A idéia central na Algebra de Clifford
¢ o uso da nocao de subespacos vetoriais para representar propriedades de segmentos de
reta, “segmentos de planos” e “segmentos de volumes”. Outra vantagem é poder estender
a dimensoes superiores utilizando os mesmas técnicas, sem a necessidade de definigoes

adicionais.

2.1 Produto de Clifford

Vamos apresentar de forma intuitiva, primeiramente no plano e depois no espaco

como funciona o produto de Clifford, que também é chamado de produto geométrico.

Tomando um vetor qualquer do plano R?, podemos escrevé-lo como combinacao
linear de uma base ortonormal, isto é, v = wvie; + vaey. Para calcular o médulo de v,
iniciaremos escrevendo o quadrado do seu modulo, utilizando um possivel produto de

vetores, ou seja,
lv]* = vo. (2.1)

Expandindo a expressao algébrica
v = (v1e1 + vaen)(vie] + vaes)
e supondo que a propriedade distributiva seja satisfeita, temos
VU = V1V1€1€1 + V1V2€1€9 + VaV1€2€1 + Valo€s€s,
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2 2
VU = vie1e1 + V5€2€a + V1U2e163 + UaV1€2€7.

Pela Geometria Euclidiana classica,

> (2.2)

[v|? = v + v3.

Temos entao, de (2.1) e (2.2)

2 2 2 2
vieier + vyegeg + v1tae1€2 + Val1€2€1 = U] + ;.

Para que essa igualdade seja satisfeita, devemos impor que

e1e1 =699 =1, €

V1V2€1€9 + VoU1€69€1 = 0. (23)

Note que usando a relagao (2.3) ja chegamos ao valor do quadrado do médulo
de v em (2.2). Usando a associatividade para os componentes dos vetores em (2.3) e os

colocando em evidéncia, obtemos:

1)1’02(6162 + 6261) = 0.

Basta entao, tomar ejes + eoe; = 0, 0 que nos leva

(e1e2) = —(ege1).

Note que ejes € um novo elemento, chamamos esse novo elemento de bivetor, o
qual representa geometricamente um fragmento orientado do plano, formado pelos verso-

res e; e eo. A Figura 2.1 apresenta um exemplo de bivetor.

€2 A

| ]

€1
Figura 2.1: Um bivetor eqs.
Usaremos a notacao ejes ou ejp para um bivetor.
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Usando as relacoes acima e dados os vetores u = uje; + ugey € v = v1€1 + Vo€ NO

espaco bidimensional, podemos definir o Produto de Clifford entre esses dois vetores por

UV = UIV] + UV + (Ul’UQ — UQU1>€12. (24)

Por nao possuir versores, o primeiro termo do lado direito da equagao (2.4) resulta
em um escalar, o qual é chamado de produto interno e representado por u - v. Histori-
camente, esse termo é chamado de produto de Gibbs-Heaviside. O produto interno fica
entao definido pela equacao

u-v = (ugv1 + ugvs).

Compare com a definicao de produto escalar apresentada no capitulo anterior.

O segundo termo do lado direito da equacao é chamado de produto externo,
historicamente conhecido como produto de Grassmann, sendo representado por A. O

produto externo pode ser definido por

0, sei =7

ei/\ej: . .
eicj, se i

Usando essa defini¢ao e tomando os vetores u e v temos que

UNV = (U,ﬂ)g - U201)612. (25)

O coeficiente do bivetor em 2.5 determina a area desse bivetor, ou seja, a area ¢é
determinada por |ujvy —usvy|. Além disso, a unidade de R, os vetores ey, €5 € 0 bivetor e;o
formam uma base para a Algebra de Clifford, chamada de nesse caso de Cly, que possui
dimensao 4. Um multivetor, ou seja, um elemento qualquer de Cls, pode ser escrito como

combinacgao linear dos elementos da base, {1, e, s, e1e5}.

Assim, podemos escrever um multivetor em Cly como sendo a combinagao linear

desses elementos, ou seja:

U = Ug + U1€] + Ug€ea + U3€12.

De modo anélogo, exigindo as mesmas condigoes sobre um possivel produto de
vetores no espaco R?, um multivetor de Cls, é dado pela combinacao linear dos elementos
da base {1, ey, €9, €3, €12, €13, €23, €123} Assim, podemos escrever um multivetor qualquer

do espaco usando os 8 elementos dessa base, na forma

U = Ug + U161 + Ugey + Uze3 + Ugl12 + Us€13 + UgE23 + U7€123.

45



Note que um novo elemento é introduzido, denotado por ejs3, chamado de
trivetor, que é a multiplicacao de trés vetores ortogonais e distintos do R?, esse trivetor
é uma “porcao” orientada do espago tridimensional, que da significado a um elemento

orientado de volume.

A multiplicacao de elementos basicos em Cl3 é dada na tabela a seguir

1 €1 €9 €3 €263 €3€1 €162 €1€29€3

1 1 €1 €9 €3 €2€3 €3€1 €1€2 €1€29€3
€1 €1 1 €162 —e€3€1 | €1€2€3 —e€3 €9 €9€3
€9 €9 —€1€2 1 €9€3 €3 €1€2€3 —e€1 €3€1
€3 €3 €361 —E€9€3 1 —€9 €1 €1€2€3 €162
€92€3 €9€3 €1€2€3 —€3 €9 —1 —€1€9 €3€1 —€1
€3€1 €3€1 €3 €3€1€9 —€1 €9€3 —1 —E€2€3 —€9
€162 €1€2 —E€9 €1 €1€2€3 —€3€71 €9€3 —1 —E€3
€1€2€3 €1€2€3 €9€3 €3€1 €1€2 —€1 —€9 —€3 —1

Produto geométrico dos elementos bésicos da Algebra de Clifford Cl;.

Em geral, a Algebra de Clifford ou Algebra Geométrica do espaco R", C1,, possui

uma base com 2". vetores.

Até aqui, apresentamos o produto geométrico para duas e trés dimensoes, entao é
natural sugerir que, usando o produto externo, podemos expandir para subespacos orien-
tados k-dimensionais, para 0 < k£ < n, a partir de k vetores linearmente independentes em
R™. Em Algebra Geométrica, tais subespagos sao chamados de k-blades, onde k é o grau
do blade. Portanto, por exemplo, um escalar a € R é um 0-blade, um vetor a € R" é um
1-blade, um elemento da forma a Ab é um 2-blade, enquanto a AbAc é um 3-blade, e assim
por diante. Tal como vetores sao elementos primitivos em Algebra Vetorial, k-blades sao
primitivas computacionais em Algebra Geométrica. A diferenca fundamental é que blades
em Algebra Geométrica comportam a representacao de subespacos de dimensionalidade
de 0 a n, enquanto que a Algebra Vetorial esta restrita ao uso de escalares e vetores como

elementos primitivos para computagao. Veja [12] para maiores detalhes.

Vale lembrar que se 1 <i,7 <3 e i # j, entao e; Ae; = e;e; e que eg Aex Aeg =
ereses. Assim, quando mencionarmos 2-blade e 3-blades podemos escrever na forma de

produto geométrico ou na forma de produto externo sem muita preocupacao.

O numero de elementos no produto é chamado de grau. Ou seja, a parte escalar,
a parte wvetorial, a parte bivetorial e a parte trivetorial possuem os graus 0,1,2 e 3,

respectivamente, que sao os valores possiveis para k quando n = 3.

Segundo Vaz, em [8], uma das vantagens da Algebra Geométrica é que em mui-
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tos casos podemos dividir vetores, bivetores e até trivetores. Entretanto, nem sempre é
possivel encontrar um elemento inverso para um multivetor, especialmente em dimensoes
maiores. Por exemplo, A = 3+ e; + e5 — e19 — €15 + 3e195 Na Algebra de Clifford de R®
nao € inversivel, para ser mais exato, em Cl,;. Maiores detalhes podem ser encontrados
em [13].

Podemos calcular o inverso v~! de um vetor v da seguinte forma.

Dado o vetor v # 0 temos que

vv v
— =1= —uv=1.
BE 2’
Isto é,
-1_ v
v = |’U|2'

A associatividade do produto geométrico permite calcular os inversos dos elemen-

tos u Av e uAvAw como sendo, respectivamente

(vAu)
[(u Aw)||?

(wAvAu)
I(wAvAw)|*

(unv)™t = e (uhvAw) ! =

Os valores ||(u Av)||? e ||(u A v Aw)]||* sao calculado por

l(wAV)|? = (uAv)(vAu) =uvvu = w?u = ulv)®u = u*v)? = [W?|[v]* e

[(uAvAW)|?=(uAvAw)(wAvAu) =vwwou = wlwfou = ww?|lw*u =
w?lo|w]* = [ul*fvf*[Jw]*.

Sugerimos ao leitor interessado na inversibilidade de elementos de uma algebra de Clifford

uma leitura de [3], segao 6.5.

Como vimos acima, em varios casos, o produto geométrico é inversivel, sendo
assim, esse produto é uma ferramenta poderosa para a solugao de problemas de geometria,

facilitando a simplificacdo da solugao durante as manipulagoes algébricas.

Um outro conceito também de grande importancia na Algebra Geométrica ¢ o de
dualidade. Em [3], se¢do 5.5, o autor inicia a se¢ao descrevendo o que sera chamado de o

espaco dual, e depois associa isso as bases para construir o dual de cada k-vetor.

Seguindo sua linha de raciocinio, dado um k-vetor, com k = 0,1,2 e 3, esse k
vetor determina um subespaco W de dimensao k. Todavia, esse mesmo subespago pode
ser especificado por seu complemento ortogonal W+, que é um subespaco de dimensao
(n — k) ortogonal ao subespaco original (veja 1.4). O subespaco W+ serd chamado dual

de W e denotaremos por W*.
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Exemplificando, o complemento ortogonal de uma reta r é o plano ortogonal a
ela, chamado de dual e denotado por r*, o mesmo plano é gerado por um bivetor, como
por exemplo na Figura 2.2. Ja& o complemento ortogonal de um plano gerado por um
bivetor e; A ey é uma reta ortogonal a ele. Definimos o dual (e; A e2)* como sendo um

vetor v ortogonal ao plano e com o mesmo modulo do bivetor.

61/\62

Figura 2.2: Dual de um bivetor.

O complemento ortogonal do espaco especificado por um trivetor é a origem (um
escalar). Definimos o dual de (e; A ey Aez)* como sendo um escalar a com mesmo médulo
do trivetor, ou seja 1. Ja o complemento ortogonal dos escalares é todo o espago. Assim,

definimos o dual a* como sendo o trivetor a(e; A es A e3) com o mesmo médulo de a.

Vamos denotar o trivetor (e; A es A es) por I e chamé-lo de elemento unitério de
volume.

Definiremos o dual de um k-vetor B (0 < k < 3) como sendo

B*=-BI =Bl

Usaremos esse trivetor para determinar o sinal do k-vetor que especifica o com-

plemento ortogonal, tendo em vista que o k-vetor e sua reversao de sinal definem o mesmo

subespag¢o com sinais opostos.

Vejamos alguns exemplos, primeiramente tomando um trivetor I = (ejese3),

vamos calcular os duais dos vetores ey, €5 e e3:

e = el = erezese; = —eges,
62* = 62]_1 = €9€3€9€1 — —€3€1,
63* = 63[_1 — €3€3€29€1 — —€1€9.

Ou seja, o dual dos vetores e;, e; e e3, sao respectivamente os bivetores

—€9€3, —€3€1 € — €1€9.
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Ja, o dual dos bivetores eges, ese; e ejey sao:

* -1

(6263) = egeg] ™ = egesezere; = ey,
* -1

(6361) = ege1l " = ezerezege; = e,

* -1
(6162) = 6162[ — €1€2€3€2€1 — €3.

O dual de um escalar 1 serd

1" = 1]_1 = 1636261 =—1.

o dual do trivetor I, sera:
ejege; = ereses] 71 = ejeqezeseqe; = 1.

2.2 Alguns Calculos

Iniciamos com os calculos do produto de geométrico para vetores no R?. Assim,

dados os vetores u = uje; + uges € v = vi€1 + vVaeo, temos
uv = (uje; + uges)(vieg + vges).
Usando a distributividade,

uv = (u1vy + ugvy) + (ugvy — UQU]_)@]_%.

/

-~ -~

escalar bivetor

Chegamos que a parte escalar é o produto interno e o parte bivetorial é o produto
externo, ou seja

ULV + UV = U - V,
(u1vy — ugvy)ers = u A w.
Assim,
U =uU-v+uAv.
Em trés dimensoes podemos ver que a forma do produto entre dois vetores se

mantém, ou seja, dados os vetores u = wuje; + uses + uzez € v = wvie; + vsey + vVzes
pertencentes a R3, teremos

uv = (uje; + uses + uzes)(vieg + veeg + vzez).
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Usando a distributividade,

uv

U1E1V1€1 + U1e1V2€9 + U e1V3€e3
+ UV 1e1 + UgeaUs€s + UsoU3e3

+ ugesvie; + usesvses + Useszvzes.

Utilizando a associatividade para os coeficientes dos versores, temos

UV = Uivie1e1 + UjVse1ea + UjV3e €3
T Ugv1€2€1 + UV2€2€2 + UV3e2€3
+ Usvie3€1 + UzvV2e3€s + U3V3€3€3.
Usando as relacoes e;e; = 1, e (e;e;) = —(eje;), temos

uv

UV + U V2162 + UIV3E163 — UV1€1€E9 + UgVs

+

UoV3€E2€3 — UZV1€1€3 — U3V2€C2€C3 + V3U3

U1V1 + UV + V3V3 + U V€162 — U2V1€1€E2

+

U1V3€1€3 — U3V1€1€3 + U2V3€9€3 — UZV2€2€3

U1V1 + UVy + V3V3 + (ulvg — Ug’l)l)el@g + <U1U3 - U3’U1)61€3 + (’LLQUg - U31)2)6263.

Temos entao, que
ULV + UgVy + V3V3 = U - U, €
(u1ve — ugvy)eres + (uvg — uzvy)eres + (ugvs — uzvy)eses = u A v.

Portanto,
U =u-v+uNv. (2.6)

Observe que os coeficientes de ejes, e1e3, e eses que aparecem no produto externo
u A v sao os mesmos componentes do produto vetorial u x v. Note que o produto vetorial,
como visto em geometria analitica vetorial, nada mais é do que o dual de u A v, ou seja,

uxv=(uAv)"eéum vetor ortogonal ao bivetor com o mesmo maédulo.

Uma diferenca crucial entre o produto vetorial e o produto externo, é que esse
ultimo pode ser definido em outras dimensodes, ao passo que o produto vetorial exige um
complemento ortogonal de dimensao 1 para representar a caracteristica de um bivetor de

uma forma vetorial.

Agora, no caso do produto entre um vetor u = uje; +uses+uzes e um bivetor B =

V12€1€9 + V13€1€3 + Vazeaes, temos
uB = (U1€1 —+ ugeqg + U3€3)<U12€162 + V13€1€3 + U236263). (27)
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Utilizando a distributividade, temos
uB = U1V12€1€1€2 + UIV13€1€1€63 + U V23€E1€62€E3
+U9V19€2€1 €2 + UV13E2€1C3 + UaV23E2€E2€3
+U3V12€3€1€9 + U3V13E3€E1€3 + U3V93E3E2€E2.

Agora, usando as relagoes e;e; = —eje; e e;e; = 1 e agrupando os termos seme-

lhantes, chegando em

uB = (—uav1a—ugvi3)er+ (U1 v1a —usgvag ) ea+ (U1 V13 + Va3 ) €34 (U1 Va3 — U U135+ U3V 2 ) €1 €2€3.

Nesse caso, o produto geométrico é a soma de um vetor e de um trivetor.

Note, porém, que o coeficiente (ujva3 — ugv13 + uzviz) do trivetor ejeses é o
popular produto misto . De fato, se escrevermos o bivetor B como B = a A b, onde
a = aije; + ases + asez e b = bieg + baeg + bzes, teremos que vige169 + Vi3€1€3 + Uozeaez =
B =aAb= (a1b2 — agbl)elez + (Glbg — Clgbl)eleg + (agbg — G3b2)€2€3. Entao Vg =

(Cl1b2 - a2b1), V13 = (a1b3 - a3bl) € V23 = (a2b3 - a3bz)€2€3-

Como o coeficiente do trivetor é (ujves — ugvyz + ugvis) = uy(agbs — aszbs) —
ug(arbs — agby) + us(ay by — ashy), que nos dé exatamente o produto misto dos vetores u, a

e b. Compare com a definicao de produto misto dada na pagina 35.

Isso nos diz que a teoria basica do calculo vetorial usado nos cursos de geometria
analitica em nivel de graduacao é na verdade um arranjo simplificado de uma teoria muito

mais ampla e poderosa.
A seguir, apresentaremos algumas propriedades do produto geométrico

Dados os vetores u, v e w em R? ou R? tem-se:

i) Se os vetores u e v s@o paralelos, entdo o produto geométrico é igual ao produto
interno. De fato, pela equagao (2.6), uv = u - v + u A v, como u é paralelo a v,

u A v =0 e temos o resultado.

ii) Se os vetores u e v sdo perpendiculares, entao o produto geométrico é igual ao produto

externo. Novamente pela equacdo (2.6) e por u - v = 0, temos que uv = u A v.

iii) O produto geométrico é compativel com a multiplicagdo por escalar real pelas pro-

priedades de homogeneidade

a(uwv) = (au)v = u(av).
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iv) Vale as propriedades de distributividade do produto geométrico em relagdo a soma
de vetores
u(v + w) = (wv) + (vw),

(u+v)w = (uw) + (vw).
v) O produto geométrico é associativo

u(vw) = (uv)w.

Entretanto o produto geométrico nao é comutativo, isto é, em geral nao vale que
a identidade

uv = vu.

Basta pegar u e v dois vetores ortogonais (em R? ou R3) e teremos

w =uNvevu=vANu=—uANu.

Podemos também fazer o contrario, escrever o produto interno e o produto externo

por meio do produto geométrico. De (2.6) é possivel escrever

U =u-v+uAv

e
VU =u-v—uNv.
Combinando essas duas equagoes vem
1
u-v==(uv+ vu)
2
e

1
uNv= §(uv—vu).

Com um boa dose de sacrificio é possivel provar todas as propriedades do produto

interno e do produto externo por meio dessas duas ultimas equagoes.

Por fim, mas nao menos importante, a relacao
1
uAV AW = 6(uvw+ku+wuv—wvu—vuw—uwv)

que associa os produtos externo e o produto geométrico.
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Capitulo 3
Aplicacoes e relacoes

Como ja vimos, a Algebra Geométrica pode ser aplicada em varias areas de pes-
quisa. Alguns trabalhos apresentam exemplos da utilizagao da Algebra Geométrica para
a construgao de objetos geométricos na area de computagdo. Em [9], o autor apresenta
um algoritmo para detecgao de objetos em imagens, o qual conclui em seu trabalho que o
algoritmo foi eficiente, ja que se observou uma maior rapidez nas verificagoes ao utilizar

Algebra Geométrica.

Ja [10] apresenta uma aplicagao dos conceitos da Algebra de Clifford a resolucao
do PDGDM (Problema Discreto de Geometria de Distancias Moleculares) instigado pela
analise geométrica do problema discretizado, como intersecao de esferas. O autor também
enfatiza que a Algebra Geométrica Conforme, lida de forma simples e intuitiva com estas

intersegoes, o que tornou também o trabalho com distancias intervalares promissor.

Um outro exemplo é apresentado por [11], onde mostra que a simplicidade al-
cancada em algumas formulagoes utilizando a Algebra Geométrica diminui o custo de

manutenc¢ao do programa, tornando a leitura do cédigo mais simples.

Nesse intuito, buscamos promover algumas aplicacoes na geometria plana e es-
pacial dando exemplos de como o produto da Algebra Geométrica pode ser usado para

resolver problemas da geometria.

3.1 Aplicacao no plano

Em principio, vamos utilizar Algebra Geométrica para mostrar algumas identi-
dades da trigonometria plana, iniciando com a Lei dos Cossenos. Assim, considere um

triangulo com os lados formados pelos vetores u,v e w e angulos internos «, 3 e 7, as
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medidas dos lados sendo a, b e ¢, com

u+v+w=0. (3.1)

3.1.1 Lei dos Cossenos

Usando a direcao dos angulos no sentido horério, conforme a Figura 3.1.

u
Figura 3.1: Triangulo formado pelos vetores u,v e w.

Os comprimentos dos vetores sao |u| = a,|v] = be |w| = ¢. Como o angulo «

inicia em w e termina em —wv podemos calcular o produto geométrico entre w e —v como

—wv =—w-v—wAv=cbcosa+cb (e; A ez)sen a.

Usaremos a notagao I = e; A es e de maneira semelhante calculamos o produto

geométrico que define os angulos 3 e v, assim teremos as trés equagoes:

—wv = —w-v—wAv=chbcosa+ cbl sen «,
—uw = —u-w—uAw=accos 5+ acl sen [3,
—vu = —v-u—vAu=bacosy+ bal sen .

Separando as partes escalares e bivetoras das equagoes, temos:

u-v=—ab cosvy, euAv=abl senvy, (3.2)
v-w = —bc cosa, e v Aw = bcl sena, (3.3)
w-u=—ca cosf, e wAu=cal senf. (3.4)

Agora, colocando em evidéncia w na equagao 3.1, e depois elevando ao quadrado

ambos os lados, temos
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w? = (—u—wv)?

= 4w+ vu + v?

= v+ +uwtou

_ u2+vz+2[%(uv+vu)]
w? = w4 v+ 2u -]

= a*+ b +2u-v).

Substituindo (3.2) no lugar de u - v chegamos na equagao

& =a*>+1b* — 2ab cosn.

conhecida como Lei dos cossenos.

3.1.2 Lei dos Senos

Ja, para a Lei dos Senos, vamos tomar o produto externo entre a equacao 3.1

e o vetor u, COmo segue

(u+v+w) 0,
(u+v+w)Au 0Au,

uANu+ovANu+wAu 0,

O+vAu+wAu 0,

—uANv+wAu 0,
uANv w A uU.

(3.5)

Agora, fazendo o produto externo da mesma equacgao 3.1 com o vetor v, temos

(u+v+w) 0,
(u+v+w)Av 0Aw,
UANVF+FUVAUV+ WAV 0,
uANv+0+wAv 0,
UuNV—vAWw 0,
(WA v AW

Combinando as equacoes 3.5 e 3.6, temos

UNV=vANw=wAu.
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Agora, substituindo os valores dos produtos externos calculados nas equagoes 3.2,
3.3 e 3.4 na equacao 3.7, obtemos
abl seny = bel sena = cal senfs.

E por fim, multiplicando cada termo pelo inverso de abcl teremos

seny  sena  senf

c a b

3.1.3 Area de um triangulo

Como sabemos que o moédulo do produto externo u A v é area do paralelogramo
formado por estes vetores, podemos entao calcular a area orientada A do triangulo da
Figura 3.1, como sendo —u A v e como pela equacao 3.7 temos que uAv =vAw = w A u,

logo

A=unv=svAw=1wA
_Qu U_QU w_2w Uu.

Usando as equacoes 3.2, 3.3 e 3.4, podemos mostrar que
1 N 1 -1
| Al :§(u/\v)1 = Q(UAw)I zﬁ(w/\u)f :

1
|A| = §ab seny = §bc sena = ca senf3.

Portando, a area do triangulo é igual o comprimento da base pela altura.

3.1.4 Reflexao de um vetor
Trataremos agora o procedimento para refletir um vetor v € R? em relacio a u,
sendo 1 nao nulo, e obter o vetor refletido v'.

Observando a Figura 3.2, temos que v' = v — v, onde v é a componente de v

paralela a v e v, a componente perpendicular a u. Vejamos como calcular a componente

paralela
u u _
v = |v] cos(&)m = |vl|u] cos(@)W = (vu)u ™.
J& a componente v, é dada por
v =v—v =v—(vuu ' = (vu—ovu)u" = (v-u)u
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v

Figura 3.2: Reflexao do vetor v em relagao ao vetor w.

Assim,

!/

v = (vu)ut = (v-w)uTt = (vu— v u)u!

= uvu .

Para verificarmos em R? a reflexdo de um vetor v em relacao a um plano S,
vamos considerar um vetor unitario n normal ao um plano 5. Para obter a reflexao de v
em relagao ao plano 3, conforme mostrado na Figura 3.3, fagamos o seguinte: tomamos

v' = v — vy, com v a componente paralela de 5 e v, a componente perpendicular de f3.

Figura 3.3: Reflexdao de v em relagao ao plano f.

Uma observacao importante é que v ao plano 8 é v, do vetor normal n e v, do

plano 3 é v do vetor normal n.

Seja v" = v —v,. Como vj é componente paralela ao plano 3 e v, a componente

perpendicular ao mesmo plano, utilizando a reflexao plana anterior com u = n, obtemos

vy =(-n)n""ev, = (vn)n~".
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Assim,

v = —non~ L.

Aplicando mais uma reflexao, mas agora em relacao a um outro plano «, também

com vetor normal unitario u, temos que

V' = —w'u! = (un)v(nut) = (un)v(un) Tt

Uma outra notacao é
V" = RuR™ 1,
onde, R =wun e R™' = (un)~".
Essas duas reflexoes seguidas, como vistas acima, geram uma rotacao. Entao v”
é a rotacao de v sendo o angulo de rotacao de duas vezes o angulo entre os vetores n e

u girando em torno de um vetor [ ortogonal ao plano gerado por u e n. Chamaremos o

multivetor R de rotor. Um rotor pode se obtido através da operacao

¢

R = cos —2 — psen—z,

onde, ¢ é o angulo de rotacao e p é um bivetor referente ao eixo de rotacao.

Esses sao apenas alguns exemplos das intiimeras aplicacoes de Algebra Geométrica.

3.2 O produto complexo como um caso particular de

Algebra Geométrica no plano

H& algumas semelhancas entre operacoes de niimeros complexos, como definidas
nos Capitulo 1, e as operacoes de Algebra Geométrica. Segundo [4], uma das conquistas da
Algebra Geométrica de Clifford, é que ela generaliza os nimeros complexos para espagos
de dimensao arbitraria. Vamos fazer uma discussao apenas para duas e trés dimensoes.
Iniciaremos com a comparacao entre o numero complexo imaginario puro ¢ e o bivetor

I =eqe5 da Algebra Geométrica no plano, vejamos

Calculando o quadrado do bivetor I = ejes, temos
2 2 _ -1
(61 . 62) = (6162) — €1€2€1€9 — —€1€1€9€9 — — 1.
Note que o quadrado do bivetor é um escalar real e tem o mesmo valor numérico

do quadrado do ntimero imaginério ¢ no corpo dos nimeros complexos. Além disso, h4

uma estrutura de espaco vetorial sobre ambos os sistemas.
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O plano de Argand Gauss pode ser visto dentro da estrutura da Algebra
Geométrica ao identificarmos vetores com numeros complexos. Como no plano sempre

podemos ter dois vetores basicos, escolhemos a base ortonormal eq, e5 e entao, podemos

identificar o complexo z = a + bese; por

v = ae; + be,.

Multiplicando v por e; (na Algebra Geométrica) da seguinte forma

vep = ae% + bege; = a + bege; = z.

De forma idéntica, ao multiplicarmos z por e; obtemos

zeyr = (a + begey)e; = aey + begere; = aeq + bes.

Por essa associagao temos que o vetor e; representa o eixo real e o bivetor a parte
imagindria.
Abaixo, vamos observar a rotacao de um vetor utilizando os nimeros complexos

e também a Algebra Geométrica.

Dado um numero complexo z = a + b, multiplicando repetidas vezes por 1,

obtemos

Note que retornamos ao niimero complexo z apds essas 4 multiplicagoes, na Figura
3.4 podemos observar que para cada multiplicacao por i, o nimero complexo z é girado

90° no sentido anti-horario.

imaginario
-b+ai
b a+bi
\-a -b b a real
-a - bi b
= b-ai

Figura 3.4: Produto de um vetor pelo nimero complexo 1.
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Por outro lado, multiplicando um vetor v = vy1e; 4+ v2e5 pelo bivetor I = ey pela

esquerda temos

e21(v1e1 + va€2) = vi€a11 + Vaea1a = —Vae1 + Vi€s.
e21(V1es — Vge1) = Vi€a12 — Vgla11 = —V1€1 — V2€s.
621(—7)161 - U2€2) = —U1€211 — V26212 = VU261 — V1€2.
ea1(—v1e2 + va€1) = —v1e212 + Vae211 = Vi€1 + V2€s.
€3
-U2€e1 + Vi€2
(%1
V9 vie1 + Ve
U1 -U2 vy vy e1
)
-vU1€1 - V2€9
_Ul
= Vo1 - V1€2

Figura 3.5: Produto de um vetorial pelo bivetor I.

Novamente retornamos ao vetor inicial, ou seja, o vetor foi girado 90° a cada
multiplicagdo como mostra a Figura 3.5. Caso queiramos girar no sentido anti-horario é
s6 multiplicar o vetor v pelo bivetor I = egeq a direta, pois sabemos que esse produto é

anticomutativo, ou seja:
vl = —Iv. (3.8)

Observe que o mesmo efeito seria obtido multiplicando por —¢ na algebra dos
complexos.

Notem agora que o comportamento de ¢ e do bivetor I sao diferentes quando

multiplicados por vetores. Por exemplo, considere o vetor v = vie; + v9e9, entao

vi = (vie1 + veer)i
= vie1l + vaeqt. (3.9)
Fazendo v, temos
v = i(vier + veen)
= U1€17: + Ugegi. (310)
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Verificamos entao, que a multiplicagao de um vetor por i é comutativa pois vi = iv
conforme as equacoes 3.10 e 3.9. E a multiplicacao de um vetor v por I, é anticomutativa

como ja vimos na equacao 3.8.

Portanto, podemos verificar que no plano tanto os nimeros complexos quanto a
Algebra de Clifford possuem propriedades semelhantes, porém a Algebra Geométrica pode
ser representada em dimensoes maiores que a dos niimeros complexos. Vimos também na
Secao 1.3 que a algebra dos quatérnios é uma generalizagao dos complexos, e por fim na
proxima secao mostraremos que a Algebra Geométrica também é uma generalizacao dos

quatérnios.

3.3 Relacao dos quatérnios com a Algebra de Clifford

Observem que no R3, a operacoes e propriedades da Algebra Geométrica podem

ser codificadas nos quatérnios.

Sejam p e ¢ dois quatérnios puros, sendo p = pit +paj +p3k € ¢ = @11+ q27 + q3k.

Temos que

pq = (pri + paj + psk)(qui + q2j + qsk)
= —p1q1 + p1@ek — p1g3J — P21k — Paga + D2qsi + P3qiJ — P32t — P3q3
= —(p1q1 + p2q2 + P3q3) + (P2qs — P3q2)i + (—p1gs + p3sq1)j + (P1g2 — P2qa ) k.

Como
D11 +P2q2 + P33 =Dp-q, €
(p2q3 — p3q2)i + (—p1gs + p3q1)j + (p1g2 — p2q1)k = p A g,

concluimos que

pg=—p-q)+(ANq).
Podemos notar que o produto de dois quatérnios puros codifica o produto interno
e o externo do vetores do R3.

Note também, que o produto de um quatérnio com seu conjugado resulta no

quadrado do modulo desse quatérnio, ou seja, dado o quatérnio ¢, temos que

qq

(o + @1 + @27 + @3k)(q0 — 17 — g2J — q3k)
G090 — Q¢ — ¢0q2J — Qoqzk + q1iqo — qiqit — q11qa) — q1iq3k

+ ©Jq — QIO — @J) — @ik + kg — @kai — @kg) — @kgsk
@G+ q; + a5+ a3
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Portanto,

97 =q +q+a¢+aq=lq*

Podemos verificar que ha muita semelhanga entre o produto dos Quatérnios e o
produto geométrico. Essa semelhanca, segundo [5], ndao é apenas coincidéncia, as relagoes
entre 7, 7 e k, no produto entre quatérnios, sao as mesmas validas no produto geométrico

de bivetores, pois ambos sao anticomutativos.

Assim, substituindo os bivetores eses, ejes e eseq por i, j e k respectivamente,
temos:
(esez)(eres)(eser) = ijk = —

(6362)(6163) = ’Lj = k?7

(ere3)(e2e1) = = Jjk =1,

(e2€1)

(e2e1)
(e2e1)(esez) = (e1e3) = ki = j,
(ese2)

(erer)

(ere.)(ere,

Portanto, encontramos as mesmas relagoes existentes entre 4, j e k. Mostramos
que a Algebra Geométrica é semelhante a dos quatérnios, mais do que isso, é uma algebra

mais generalizada.

Nao podemos deixar de observar que o produto de dois quatérnios puros nao gera
um quatérnio completo, assim como o produto geométrico de dois vetores nao resulta

somente em outro vetor.

Assim, o que apresentamos até aqui foi uma algebra onde podemos somar, sub-
trair, multiplicar e até dividir quantidades vetoriais. Vimos conceitos novos como, por
exemplo, bivetores, trivetores, entre outros. Com esses conceitos, conseguimos identificar
uma linguagem mais facil e intuitiva para tratar problemas fisicos e geométricos, a qual
consegue unificar a relacao vetorial e métrica em um s6 produto chamada de Algebra

Geométrica.
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Capitulo 4
Conclusao

A Algebra Geométrica foi apresentada em 1878 pelo matematico Willian King-
don Clifford. O britanico elaborou uma nova estrutura matematica que foi usada para

demonstrar a eficacia de sua proposicao de estudos relacionados a algebra vetorial.

Clifford buscou, em sua pesquisa, analisar as teorias desenvolvidas por William
Rowan Hamilton e de Hermann Giinther Grasmann. O primeiro pode generalizar a algebra
dos numeros complexos, que passou a constituir-se por quatro partes e que seu criador
a chamou de quatérnios. Ja, o segundo tedrico generalizou a geometria de Euclides,
propondo um tratamento matematico valido para um espaco de qualquer dimensao. Nessa
proposicao, ele também sugeriu que as grandezas fisicas nao fossem representadas por
objetos numéricos, mas sim por objetos geométricos e, com isso, criou-se o conceito dos

objetos vetoriais [5].

A partir dessas andlises, Clifford formulou uma nova algebra vetorial que amalga-
mava ambas as teorias de Hamilton e de Gransmann, porém de uma forma mais simples,

sendo denominada de Algebra Geométrica, ou como muitos a conhecem: Algebra de

Clifford.

Diante disso, elaboramos nossa pesquisa calcada nos pressupostos tedricos de Clif-
ford a fim de demonstrar a aplicabilidade de sua teoria no ensino da élgebra, possibilitando

que o ensino nao fique limitado a teoria da algebra vetorial.

Nesse sentido, verificamos que a teoria de Clifford busca relacionar os objetos
algébricos e geométricos fazendo com que haja comunicabilidade entre eles, ou seja, é
possivel simplificar alguns célculos, sendo que o resultado do produto geométrico unifica
duas relagoes (a vetorial e a métrica) em um sé produto, respectivamente através de um

bivetor e um escalar.

Diante do exposto, notamos, por meio dos exemplos aqui apresentados, que a
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teoria de Clifford possui diversas aplicacoes em véarias areas do conhecimento, reduzindo
e facilitando calculos. Com isso, essa teoria passou a ter mais atencao dos matematicos e

cientistas da computacao nos ultimos anos e dai a relevancia do trabalho em maos.
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