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Resumo

O método dos minimos quadrados é utilizado para ajustar curvas a dados
coletados em experimentos e para acompanhar ou projetar a evolucao de um fato. Pode
ser utilizado para dar os primeiros alertas sobre o comportamento de uma doenca ou
descrever um processo fisico, por exemplo. No primeiro capitulo sao apresentadas as
bases matematicas em que o método esta alicercado. No segundo capitulo estao presentes
as descricoes do método dos minimos quadrados e tipos de curvas que podemos gerar a
partir dos dados coletados ou observados. O texto é concluido apresentando no ultimo
capitulo atividades de aplicagao do método dos minimos quadrados em situagoes reais,
procurando instigar no aluno a curiosidade a respeito do método, sem a intencao de
produzir ou validar conhecimento cientifico. A apresentacao tem um cunho estritamente
didatico, oferecendo subsidios para que o professor possa fazer uma introducao adequada

do contetudo ao aluno.
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Abstract

The Ordinary Least Squares is utilized to adjust curves to data collected in
experiments and to monitor or project the evolution of a fact. It can be used to give the
first alerts about the behavior of a disease or to describe a physical process. The first
chapter presents the mathematical bases on which the method is based. In the second
chapter there are descriptions of the Ordinary Least Squares method and types of curves
that we can generate from the data collected or observed. The text is concluded presenting
in the last chapter activities of application of the Ordinary Least Squares method in
real situations, trying to instill in the student curiosity about the method, without the
intention of producing or validating scientific knowledge. The presentation is strictly
didatic, offering subsidies so that the teacher can make an appropriate introduction of the

content to the student.
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Introducao

E natural do ser humano a busca por padroes e por controlar e/ou explicar
atividades inerentes a vida humana em tudo que estuda. Contudo, o controle absoluto
sobre os fenomenos nem sempre € possivel e esses padroes nem sempre serao encontrados.
Porém, sob certas circunstancias, é possivel determinar uma aproximagao matematica a

algo que nossa mente identifica como um padrao.

Somos compelidos a usar um grafico quando duas ou trés incognitas nos sao
apresentadas. Essa tendéncia surge tanto por condicionamento, devido aos bancos escola-
res, quanto por objetividade, o formato visual para analise, interpretacao e apresentacao

de resultados é mais agradavel e geralmente facilita o entendimento.

Muito do que se faz na ciéncia vem de dados contendo erros que, por menores
que sejam, interferem nos calculos necessarios ao complemento dos estudos. Uma das
ferramentas a nosso alcance é o Método dos Minimos Quadrados que é utilizado para, a
partir de medidas, chegar a uma funcao que determina uma curva de aproximacao para os
dados. Diferente da interpolacao polinomial, que faz com que a curva passe pelos pontos
dados, o Método dos Minimos Quadrados nao exige que a curva passe exatamente sobre
os pontos tabelados, mas nos dd uma curva (reta, pardbola, exponencial ou polinomial,
entre outras possibilidades) que melhor se aproxima desses pontos tabelados, permitindo
fazer projecoes futuras sobre o comportamento dos dados. A aproximacao pelo Método
dos Minimos Quadrados pode ainda ser usada para aproximar uma fungao cuja a algebra

é muito complicada por fun¢oes mais simples.

Muitos estudos de Modelagem Matematica como o de Silva (2017), sobre a
influéncia do protetor solar no tempo de exposicao ao sol, se valem do Método dos Minimos
Quadrados para entender o comportamento desses dados e fazer projecoes. Um exemplo
sobre crescimento de plantas, foi utilizado por Bem (2017) no estudo do desenvolvimento
do canhamo marrom. O autor ajustou os modelos nao lineares, Gompertz e Logistico,
na descricao dos caracteres morfolégicos do canhamo, além de discorrer sobre o uso do
Método dos Minimos Quadrados como instrumento de anélise do crescimento de plantas.
Ressaltamos, entretanto, que o uso das fungoes aproximadoras em nosso trabalho tera

um cardter meramente didatico e centrado tao somente no inicio do desenvolvimento de
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sementes.

A aplicacao do Método dos Minimos Quadrados pode comecar pela observagao
dos dados coletados dispostos num plano cartesiano, ou grafico da fungao a ser aproxi-
mada, a fim de verificar sua disposigao e escolher qual familia de fungoes melhor se ajusta
aos dados. Ou seja, nao existe um algoritmo pronto para chegar a familia de curvas de

que necessitamos, esse ¢ um processo de determinacao basicamente heuristico.

O principal objetivo deste trabalho é mostrar, utilizando dados obtidos de
experimentos e/ou de situagbes cotidianas e o Método dos Minimos Quadrados, como
diversos contetidos dos bancos escolares podem ser usados, tomadas as devidas proporgoes
de complexidade, para explicar e até ajudar no controle de fenomenos relacionados a

atividade humana.

Apresentaremos os casos mais comuns destinados a avaliar uma sequéncia de
pontos, ou informacoes, suas caracteristicas e como a Matematica trabalha esses dados e

os transforma em informacoes tteis aos analistas.

Consideraremos como de dominio do leitor as operagoes mateméticas den-
tro dos conjuntos numéricos, bem como, os Softwares citados no desenvolvimento desse
conteudo. Para construir os graficos foi utilizada a Planilha Eletronica Microsoft Excel,
no entanto, o leitor pode utilizar outras Planilhas Eletronicas disponiveis tanto para Win-
dows como para Linux, como a WPS da Kingsoft Office, que possui uma licenca gratuita

para uso doméstico.
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Capitulo 1
Subsidios Matematicos

Neste Capitulo iremos revisar alguns conceitos de dlgebra linear que podem
ser encontrados em Lima (2006), Boldrini (1980), Lipschutz (1994), Steinbruch (1987),
Hefez (2016) entre outros, e conceitos de calculo diferencial que podem ser encontrados
em Bortolossi (2003), Grossinho (2009), lezzi (1977), Muniz Neto (2015), entre outros,
que servirao como suporte para o desenvolvimento desse estudo. Esses mesmos contetdos,
mas com énfase no Ensino Médio, também estao disponiveis em Bonjorno (2005) e Paiva
(2013). Sao conhecimentos importantes para o andamento do restante do trabalho. J&
os textos de Balbo (2020) e Bastos (2009), assim como, os videos de Bevilacqua (2017) e
Brandao (2020) ajudam a compreender os mecanismos por tras dos calculos utilizados no

capitulo 2.
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1.1 Conceitos de Calculo Diferencial e Integral

1.1.1 Funcoes

Definicao 1. Funcao: Dados dois conjuntos ndao vazios A e B, uma relagao R do
conjunto A no conjunto B € qualquer subconjunto de A x B. Dizemos que uma relacdo
f de A em B ¢ uma funcao de A em B quando a cada elemento x do conjunto A estd

assoctado um e apenas um elemento y do conjunto B.

Figura 1.1: Representacao de uma Funcao pelo Diagrama de Venn

Fonte: Préprio Autor.
Definigao 2. Sejam A e B conjuntos nao vazios. Uma func¢ao f: A — B, é dita,

e injetora, se elementos distintos do conjunto A (dominio da fungao) estao relacio-

nados com elementos distintos do conjunto B (contra-dominio da fun¢ao);
e sobrejetora se, para todo y € B, existir pelo menos um x € A tal que y = f(x);

e bijetora se ela for ao mesmo tempo injetora e sobrejetora.

Quando f : I € R™ — R dizemos que a funcao é uma funcao real com variaveis

reais e é basicamente destas fungoes que falaremos neste trabalho.

Definicao 3. Dizemos que a fungao f: I CR — R é:

e Crescente se para todo x1,x5 € I, com x1 < xg, tivermos f(x1) < f(xq);
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e Decrescente se para todo x1,x9 € I, com x1 < xa, tivermos f(x1) > f(xq);
e Nao Decrescente se para todo x1,xs € I, com x1 < xs, tivermos f(x1) < f(xs);

e Nao Crescente se para todo x1,xs € I, com x1 < xs, tivermos f(x1) > f(x2).

Definigao 4. Funcao Inversa: Sejam A e B dois conjuntos nao vazios e f : A — B
uma fungdo. Dizemos que f é inversivel se a relagiao g : B — A tal que, g(y) =z <y =

f(z),YVxeAeye B. A fungdio g é chamada inversa de f e denotada por f=1.

Proposicao 1. Seja f : A — B uma funcao. f € inversivel se, e somente se, f € bijetora.
Demonstragao. (=) Se f~': B — A é uma fungao, entao f é bijetora.

1. Sejam z;, oy € A tais que f(z;) = f(z2) = y. Assim, temos que f~'(y) =
r1 efYy) = x5, Como f~! é uma fungio de B em A, z; = zy. Portanto, f é

injetora.

2. Seja y € B, sendo f~! : B — A uma funcio, concluimos que 3 z € A tal que
f~Hy) = . entao f(z) =y. Portanto, f é sobrejetora.

De 1. e 2. concluimos que f é bijetora.

(<) Se f é bijetora entao a relaciao inversa f~! C B x A é uma funcao.

1. Sejay € B. Como f é sobrejetora, 3 x € A tal que y = f(x), portanto, f~(y) = .
2. Sejay € B e xy, w3 € A. Suponha que f~1(y) = x, e f~(y) = @, deste modo,
f(z1) = f(xg) = y. Como f é injetora z1 = .

De 1. e 2. concluimos que f~! é uma funcao. O

Apresentaremos, na sequéncia, alguns tipos de fungoes que serao utilizadas no

capitulo 2.

Definicao 5. Fun¢cao Polinomzal: Seja n um nimero inteiro nao negativo. Considere
f:R — R dada por

f(2) = apz™ 4+ ap_12" ' + -+ agr? + a17 + ag
em que ag, ..., Ap_1, G, € R.
Exemplo 1. Fazem parte desse contexto as fungoes:
e Constante: f(z) = ag, quando n = 0;
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e Afim: f(z) = ap+ a;z em que n = 1. No caso particular em que f(z) = az, isto

é, ag = 0 chamamos a fungao de Linear;

e Quadratica: ayx?® + a;x + ag, quando n = 2;

e Cubica: azz® + axx® + a1 + ag, para n = 3.

A figura 1.2 mostra alguns exemplos dessas funcoes:

Figura 1.2: Exemplos de Graficos de Fungoes Polinomiais

Grafico de f(x)=3x+2
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Fonte: Préprio Autor com o Auxilio do Software Excel da Microsoft.

Observacoes:

Observagao 1. No caso da funcao afim, dada por f(x) = ax + b, o valor de a determina

se ela é crescente ou decrescente. Quando a > 0 a fungao é crescente em todo o dominio

de R, no entanto, se a < 0 a funcao é decrescente.

Observagao 2. No caso da funcao quadratica, dada por f(z) = ax* + bz + ¢, se a < 0,

a funcao cresce até o vértice dado pelo par ordenado (

-b —A

2. 4a

),ondeA:bz—élace

decresce a partir dele. Se a > 0, a funcao decresce até o vértice e cresce a partir dele.

Observagao 3. No caso das fungoes ciibicas, dadas por f(z) = az® + bx? + cx + d,

o comportamento da fungdo quanto ao (de)crescimento depende da fungao especifica.

Por exemplo, a fungao f(x) = x

3
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¢ crescente em todo o dominio, ja a funcdo f(z) =



6 — 43 6+ 4/3

23 — 32?2 — x + 3 cresce até x = B depois decresce até r = e volta a

crescer, como pode ser observado na Figura 1.3.

Figura 1.3: Graficos de Fungoes Cubicas

Gréfico de F(x)=x? Gré,‘_fil:u de fx)=x3-3x-x+3
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.
"2 ’ 0 2 a
:
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ol &=

Eixo x .
Eixo x

Fonte: Préprio Autor com o Auxilio do Software Excel da Microsoft.

Definicao 6. Funcao Exponencial: Seja a um nimero real positivo e a # 1. A func¢ao

exponencial de base a, [ : R — R, € definida por f(x) = a”.

Destacamos que, se a > 1 a fungao é crescente e se 0 < a < 1, a fungao é

decrescente, isto é, r <y = a® < a¥ quando a > 1 e, a®* > a¥ quando 0 < a < 1.

1 x
A Figura 1.4 traz o grafico de f(x) = 2% e de f(x) = (5) para ilustrar o

tépico.
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Figura 1.4: Exemplos de Graficos de Fungoes Exponenciais

Grafico de f(x)=2*% Gréafico de f(x)=(1/2)*
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Fonte: Préprio Autor com o Auxilio do Software Excel da Microsoft.

Definigao 7. Func¢ao Logaritmica: Seja a um niumero real positivo e a # 1. A funcao

logaritmica na base a, f : RT — R, € definida por
f=log,: Rt - R,

que associa cada numero real positivo x o numero real log, x, chamado de logaritmo de x

na base a.

A funcao logaritmica dada por f(x) = log, x é a inversa da fungao exponencial

e assim, por definicao de funcao inversa, temos as propriedades:

° aloga:c =1
o log,(a*) =z

o y=log,z & a’=ux.

Na Figura 1.5 sdo apresentados os gréficos das fungoes f(z) = 2In x e f(z) =
log% x para ilustrar o contetido. In é a notagao usada para representar a funcgao logaritmica

que usa na base o ntmero irracional e ~ 2, 71828... .
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Figura 1.5: Graficos de Fungoes Logaritmicas
Grafico de f(x)= lgg X
2

Graficodef(x)=2 Inx

Eiko y
= [
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_g o] T T 1
- 1 2 3 4
D T T T 1
1 2 3 4 5 -1
_1 1
-2 o
-2
-3 -3
Eixo x Eixo x

Fonte: Préprio Autor com o Auxilio do Software Excel da Microsoft.

1.1.2 Limites e Derivadas de Funcoes Reais de uma variavel

Defini¢ao 8. Limite: Sejam I C R um intervalo, a € I e f: I\{a} — R uma fungao.

Dizemos que f tem limite L quando x tende a a, e denotamos
lim f(z) = L,
r—a

se, para cada € > 0 dado, existir um 6 > 0 tal que

relel<|z—a<d=|f(x)—L|<e
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Figura 1.6: Limite de y=f(x)

Fonte: Préprio Autor com o Auxilio do Software Excell da Microsoft.

Algumas Propriedades de Limites

Considere as fungoes f(z) e g(x), definidas num intervalo I C R ea € I. Se

lim f(z) =L e lim g(x) = M,

T—ra r—a

entao,

1. im(f £g)(x) = L+ M.

r—a

Demonstracao. A demonstracao serd feita para o caso f + g. Como
((f +9)(@) = (L +M)| =[(f(z) = L)+ (g(z) — M)
< |f(z) = L] + |g(z) — M.

Para termos |(f + ¢g)(x) — (L + M)| < € para z € I préximo de a, com z # a, é
suficiente que tenhamos |f(z) — L| < % elg(z) — M| < %
Como temos % > 0 e os limites de f e g sao

lim f(z) =L e lim g(z) = M,

T—ra rT—a
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a definicao de limite garante a existéncia de reais positivos d; e 9, tais que

xEIeO<]a:—a]<(51:>\f(x)—L\<§; (1.1)

ereO<|x—a|<52:>|g(x)—M]<§. (1.2)

Tomando § = min{d;, d}, temos § > 0, entao sempre que 0 < |x — a| < § ocorre

1.1 e 1.2. Portanto, para 0 < |x — a| < 0, temos

€

2

:6,

(f +9)(@) = (L+M)| < |f(2) = L] + |gla) = M| < 5 +
como queriamos. O

Cim(f - g)(x) = LM.

r—a

Demonstra¢ao. Novamente, vamos estimar |(fg)(z) — LM| por excesso em termos
de [f(x) — L| e |g(x) — M|. Temos que

[(f9)(z) — LM| = [f(z)(g9(z) — M) + (f(z) — L)M))|
< |f(@)llg(z) — M|+ [f(z) — L||M]
< ([f(@) = LI + [L])|g(z) — M| + [f(z) — L[| M|
= |f(z) = Lllg(z) — M|+ |L||g(x) — M|+ |M]|f(z) — L|.
Portanto, a fim de que |(fg)(x) — LM| < ¢ para = € I préximo, mas diferente, de a

é suficiente que tenhamos cada uma das parcelas | f(x) — L||g(x) — M|, |L||g(x) — M|

e |M||f(x) — L| menores que g Entao, fazemos:

(a) () — L] < ﬁ ¢ Jgx)— M| < ¢g

(b) lg(z) — M| < m;

(¢) [f(x) = L| < S(M 1)

Entao, é suficiente que tenhamos

1) -t <minf fo e
o lg(z) — M| <min{\/§, m}
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sev=min {5 gy f e o= min {5 s e e @ >0
€ €; = min -, ———————— ¢ € € = min -, ———— ¢, entao €1, € ,
! 37 3(|M|+1) 2 37 3(|L]+ 1) b =2

e a definicao de limites garante a existéncia de 0, do > 0 tais que |f(x) — L| < €,
para todo x € I tal que 0 < |z —a| < €1, e |g(x) — M| < €, para todo z € I tal
que 0 < |x — a| < €g. Assim, se |0 = min{d;, dy}, entdo § > 0 e das condicoes = € [
e 0 < |x — a|] < 0 temos, simultaneamente, |f(x) — L| < € e |g(x) — M| < €3, como

necessario. O

(L
~£L%1o(g> () =37

Demonstracao. Do mesmo modo que no caso do produto, iniciaremos a demons-

tragao pelo caso em que f = 1:

1 1
® Se ilirig@) = M # 0, entao iﬂm =

Considerando que lim g(x) = M # 0 temos
Tr—a

1 1
36, N>0,0<|z—a|<dh =|g9(z)] >N=>— < —=.
g(z)] N

De :lciir}lg(x):M, vem
Ve>0,3>0; 0<|z—a|<d=|g(x)— M| <e
Considerando € - |[M| - N, temos:
Ve>0,30>0 0<|z—al <dy=|g(xr)— M| <e-|M|-N.

Sendo 6 = min{d;, d2}, vem

Ve>0, 30 =min{dy, do}; 0<|z—a|] <=

LA le@=M 1 1 e |M]N
‘gm 3| = g~ W M B < v

como queriamos mostrar.

|
—+
@
=
@]
n

e Agora, para mostrar que lim (i> (x) =

T—ra g

i (D)@ = s ] =1 5=

como queriamos mostrar.
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Definicao 9. Funcao Continua: Dizemos que uma funcao f: I C R — R € continua

em a € I se e somente se,

lim f(z) = f(a).

T—a
Uma funcao ¢ dita continua se for continua em todos os pontos de seu dominio.

Defini¢ao 10. Taxa Média de Variacdo: Seja f(x), denominamos Taxa Média de
Variagao da fungdo y = f(x), no intervalo [a, x| ao quociente:

_f@)—fla) Ay

T —a Az’
Podemos observar que a Taxa Média corresponde ao coeficiente angular m da
reta que passa por (a, f(a)) e (z, f(x)), isto é,
_ Ay
Az

em que « é o angulo que a reta que passa por (a, f(a)), (x, f(z)) forma com o eixo x.

m = tga

Figura 1.7: Grafico para ilustrar Taxa de Variacao

Fonte: Préprio Autor com o Auxilio do Software WPS Office.

Defini¢ao 11. Derivada: Denominamos derivada da fungao f(x) no ponto de abscissa
fla+ Az) — f(a)
Ax

a e € denotada por f'(a), o limite, se existir e for finito, da razdo

quando Ax tende a zero, ou seja,




A interpretagdo geométrica da derivada de uma fungdo f(z), no ponto a,
quando existe, é que f’'(a) fornece o valor do coeficiente angular da reta tangente ao

grafico de f(x) no ponto a.

A derivada de uma fung¢ao f, definida num intervalo real aberto, é a fungao

f’, tal que seu valor, em qualquer ponto x do dominio de f, é dado por

o) =t LAY~ )

Az—0 Ax

Algumas Propriedades de Derivadas
Sejam f,g,h: I C R — R funcgoes derivaveis em a € I, entao:

1. Se k é uma constante e f(z) = k para todo k € R, entao f'(z) = 0.

Demonstracao. Seja f(x) =k V¥V z € R,
fl@) = fla) . c—c

f'(z) = lim = lim =1lim 0 = 0.
r—a T — a z—a X — Q4 T—a
O
2. Se f(x) = 2™, com n € R, entdo f'(z) =na" '
Demonstragao. Fazendo h = x — a,
flx) = fla) _ flat+h)—fla) 1 n_ _ay_
= - —h((a—i-h) a") =
1 - n —k1k ) - ( n ) —kpk—1
- Z a" "h" —a" | = a" "h"T =
h (ko ( k ) i\ K
nan—l + ( - ( n ) an—khk—l> )
i \ F
Temos:
f(z) = lim (na”_l + < ( " > a”_khk_1>> =na""'.
h—0 k
k=2
O

3. Se g(z) = k- f(x), sendo k uma constante e f(z) uma fungao derivavel, entdo

g'(x) =k- f'(z).
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Demonstracao.

o) @) _ K@) —kf@) . f(@) = fla) _

¢ (x) = lim =
T—a T — Q T—a T — Q T—a T —Q
lim & lim fz) — f(a) = kf'(x).
r—a xr—a TrT — Q

4. f 4 g é derivavel em a, com (f £+ g)'(a) = f'(a) £ ¢'(a).

Demonstracao. Para a soma de fungoes, temos

S+9)@) = (f+g)a) _ [fl@) = fla)  g(=)—gla)

para x € I'\{a}.
A derivada de (f + g)'(x) é

(f + ¢)'(z) = lim (f +9)(x) = (f + 9)(a) — lim

r—a T —a r—a T —a

(f (z) — f(a)
r—a r—a
Para (f — g)'(z) é completamente andlogo a (f + g)'(z).

5. fg é derivavel em z, com (fg) (x) = f'(z)g(x) + f(z)g ().

Demonstracao. Observemos que

(J9)(@) = (J9)(a) _ <f(rv) - f(a)) o(a) + <M> 0

r—a r—a
Como g é derivavel em a, g é continua em a, temos que

lim g(2) = g(a).

Tr—a

Assim, concluimos que

i f9)(@) — (fg)(a)

tim YOI i o) o L= i ) = p)g0) + () )

6. Se g(z) # 0, entao ! é derivavel em x, com

<j)’ (2) = f'(2)g(z) - f(2)g'(z)



Demonstracao. Para conseguirmos atingir nosso objetivo, devemos olhar primeiro
para o caso em que f(x) = 1. Assim, como g(z) # 0V x € J C I, temos, para
z € J\{a}, que

o)) s (.

9

T—a xr—a z—=a L — Q

Para finalizarmos:

(w=(r2) @=ra )@+ () w

<[> (a) f'(a) ~ Fla)- g(@) _ fla)ga) — f(a)g'(a)

7. Sejam I e .J intervalos abertos e g : I — J e f : J — R funcoes dadas. Se as

derivadas de f(x) e g(x) existem nesses intervalos, entao
(f o 9)'(a) = f'(g(a))g'(a)

Demonstracao.

(fog)(a) =lim flg(2)) — fl9(a)) _

A a-a e glo) — gla)

(f Og)/(@) — lim f(g(x)) — f((g(a)) lim g([lf) — g(a) _ f’(g(a))g'(a).

r—a g(l‘) —gla r—a r —a

Na Figura 1.8, observamos a funcao f(z) = 2023+ 602% — 20z — 60 sua derivada
f'(z) = 6022 4+ 120z — 20 e a reta que tangencia o grafico da funcido no ponto z = —2,

cujo coeficiente angular é igual a —20 = f'(—2).
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Figura 1.8: Derivada e reta tangente ao gréafico de f no ponto (a, f(a))
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Fonte: Préprio Autor com o Auxilio do Software WPS Office.

1.1.3 Funcoes Reais de varias variaveis reais - Derivadas Parciais

Definicao 12. Derivada Parcial: Seja f: Fy C R" — R. Para cada varidvel x; e em

cada ponto p = ( p1, P2, -+, Pn) do dominio de f, definimos a derivada parcial de f
com relagao a x; no ponto p = ( p1, P2, -+, Pp) COMO 0 NUMEro:

af . fplv'”a'ria"'7pn —\P1, 5 Piy 5 Pn

8_( b1y, pn)z lim ( ) ( )

caso o limite exista.

Na pratica, derivamos em relacao a uma variavel x; considerando as demais
como constante. Somente a i-ésima coordenada sofre variacao.

Dada uma fungao f(zq1, 2, -+, x,) de n varidveis, suas derivadas parciais

of
—— com (i = 1,---, n), também sdo fungdes de n varidveis. Podemos, entdo, derivar

a.TZ'

. 0 : . .
parcialmente —f obtendo as derivadas parciais de segunda ordem da funcao f.
L

Definigao 13. Classe: Uma fungio f: Fy C R" — R € dita de classe C* se todas as

derivadas parciais de ordem < k ewistem e sao continuas em FY.
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Teorema 1.1.1. (Teorema de Young) Seja f(x1, xa,--+, x,) uma fungdio de classe C*

em um conjunto aberto U de R", entao, ¥V x € U e para cada par de indices v, j vale:

o0 f o0 f
(@) = 5 ——(2).
O0x;0x; Ox;0x;

(z)
Para maiores detalhes sobre esse teorema veja Bortolossi (2003, p.176) e Apos-

tol (1969, p.277).

Exemplo 2. Calcular as derivadas parciais da funcao z = f(z,y) = bziy*:

0 _ flx+ Az,y) — f(z,y)

Oxr  Az—0 Ax

0z . 5%y? + 1522 Axy? + 150Ax%y? + 5Ax?y? — 513>
— = lim
or  Az—0 Ax

0z

—= = lim 152%* + 15z0Axy® + 5Axy? = 152%°.
Or  Az—0
De modo andlogo, ou aplicando a regra de derivagdo para fungao poténcia (e

funcao polinomial) para fazer a derivada parcial em relagao a y, chegamos a:

0z
— = 1023
By xy,

0z

= 2. 152%y = 302
Ty r’y e Dyor

= 3. 102%y = 302%y.

0xdy
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1.2 Conceitos de Algebra Linear

1.2.1 Matrizes

Definicao 14. Matriz: Dados m, n € N, definimos uma matriz real de ordem m por
n, ou simplesmente uma matriz m por n (escrevemos m X n) como uma tabela formada
por elementos de R distribuidos em m linhas e n colunas. FEstes elementos de R sao
chamados entradas da matriz. Se a matriz A for m x m dizemos que A é uma matriz

quadrada de ordem m.

11 A2 a3 -+ Qip
Q21 Q22 Q23 -+ QA2pn
A= a3 azx as -+ azy
Am1 e e o mn
L 4 mXn

Definicao 15. Matriz Oposta: Dada o matriz A = [a;;], definimos a matriz oposta

de A, como a matriz —A = [—a;;].
Defini¢ao 16. Matriz Nula: A matriz A = [Gijlmxn, € uma matriz nula se todo
Ai5 = 0.

Defini¢ao 17. Matriz Quadrada: Seja a matriz A = [a;j|mxn. Dizemos que A € uma

matriz quadrada se m = n.

Defini¢ao 18. Matriz Diagonal: Uma matriz diagonal A = [aj]mxm € wma matriz

quadrada em que a;; =0V 0 <14, j <m.

Adicao de Matrizes

Defini¢ao 19. Se A = [a;;] e B = [b;j] sdo duas matrizes de mesma ordem m X n, a
soma de A e B, denotada por A+ B, é a matriz C = [c;;] de ordem m x n tal que
c”:am%—bUVlgzgmeVlgjgn

Exemplo 3. Dadas as matrizes:

1 3 5 710
2 7 1 3 0 2
2x3 2x3

8 4 5
5 7 3 '
2%x3

Se A, B e C sao matrizes de mesma ordem m X n, entao:

A:

A+B=
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1. a adigao é associativa: A+ (B+C)=(A+ B)+C;
2. a adicao é comutativa: A+ B = B + A;
3. existe o elemento neutro: A+ 0 = A;

4. existe o elemento oposto: A+ (—A) = 0.

Multiplicagao de Matriz por Escalar

Definicao 20. Dada a matriz A = [a;;]mxn, definimos o produto de A pelo nimero real

¢, como sendo a matriz B = cA = [ca;j|mxn-

135]
2 71
2x3

6 18 30]
X3

Exemplo 4. Dadosc=6¢ A =

temos que B = cA =
12 42 6

Multiplicagcao de Matrizes

Definicao 21. Sejam A= [aijlmxn € B= [bijlnxp, 0 produto de A por B, denotado por

AB, € definido como a matriz C= [¢;j|mxp, tal que,

Cij = Z ikbrj = @by + ... + Qinby;. (1.3)
k=1

Exemplo 5. Dadas as matrizes:

1 3 5 7 10
A=12 7 1 B=|3 0 2
0 5 2 5 5 1

3x3 3x3

temos que C' = AB é

41 26 11
C=AB=1|40 7 15
25 10 12

3x3

Desde que as somas e produtos estejam definidos, a multiplicacao de matrizes

cumpre as propriedades:
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1. Associativa:

A(BC) = (AB)C.

2. Distributiva:

(A+B)C =AC+BC e A(B+C)=AB+ AC.

No entanto, a multiplicacao de matrizes nao é comutativa e nao obedece a lei

do anulamento do produto e a lei do cancelamento do produto. Ou seja,

1. Existem matrizes A e B em que AB # BA;
2. Podemos ter AB = 0 mesmo que A # 0 e B # 0;

3. Podemos ter AB = AC com B # C e A # 0.

Matriz Identidade ou Matriz Unidade

Definicao 22. Matriz Identidade: A matriz diagonal de ordem m cujos elementos
da diagonal principal sdo iguais ao nimero 1 é chamada matriz identidade (ou Unidade)

e ¢ o elemento neutro da multiplicacao de matrizes quadradas de mesma ordem m. E
mdicada por I,,.

Exemplos:

1 00
I = Lo Is=10 1 0 I, =
2 — 01 y 43 — ) ydm —
0 01
0 0 1
mXxXm
Matriz Transposta
Defini¢ao 23. Matriz Transposta: Dada uma matriz A = [aijlmxn, chamamos de

Transposta de A, e denotamos por A*, a matriz [bij]nxm, em que
bij = aji, para todo 1 <1 < m e para todo 1 < j <n.

Assim, a matriz A' é construida por meio da troca ordenada das linhas pelas
colunas da matriz A.

39



Exemplo 6. Seja
41 26 11
A= .
40 7 15
2x3

A Matriz Transposta de A é

41 40
A= 26 7
11 15

3x2
Matriz Simétrica

Definicao 24. Uma matriz quadrada A,,xm € dita simétrica quando A = At. Ou seja,

0s elementos a;; da matriz sao iguais aos elementos aj;, ¥V 0 <1,5 <m.

2 3 5 7
3 4 0 11
Exemplo 7. A matriz A = é simétrica.
5 0 6
7 11 13 8

Matriz Inversa

Definicao 25. Seja A uma matriz quadrada de ordem m, chamamos de inversa de A, e

denotamos A~Y, a uma matriz quadrada B de ordem m tal que AB = BA = I,.

10
Exemplo 8. Seja a matriz A = 5 ], a inversa da matriz A é a matriz B =
10 :
, pois,
-2 1 P

Matriz Triangular Superior

Defini¢ao 26. Uma matriz triangular superior (inferior) de ordem n é uma matriz qua-

drada em que todos os elementos abaizo (acima) da diagonal principal sao iguais a zero,
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1sto €,

11 Aai2 aiz - Qip

0 azp as --- a

A= 0 0 azg -+ azy
0 0 0 - amm

Operacgoes Elementares na linha de uma Matriz

Seja A uma matriz m x n. Para cada 1 < i < m, denotamos por L; a i-ésima

linha de A e definimos as operagoes elementares nas linhas da matriz A como segue:

1. Permutacao das linhas L; e L;, indicada por L; <+ Lj;

2. Multiplicacao de uma linha L; por um numero real a nao nulo, indicada por L; <+
al;;

3. Substituicao de uma linha L; pela adi¢ao desta mesma linha com a vezes uma outra

linha L;, indicada por L; <+ L; + al;.

Matrizes Elementares

Definicao 27. Uma matriz elementar de ordem n é uma matriz quadrada de ordem n ob-
tida da matriz identidade I,, a partir da aplicacao de uma operacao elementar. Denotamos

por E =e(1,), em que e é uma operag¢ao elementar.

0 1
Exemplo 9. A matriz B = ] ¢ uma matriz elementar obtida da operacao ele-
mentar e : Ly <> Lo sobre a matriz Is.

Lema 1.2.1. Seja e uma operagdao elementar sobre matrizes de M (m,n), em que M (m,n)
€ o conjunto das matrizes de ordem m x n. Considere a matriz elementar E = e(I,,),
entio e(A) = EA, para todo A € M(m,n).
10
Exemplo 10. Considere as matriz A = | 2 1 em que E é

1 4
a matriz elementar obtida da operacao elementar e : L3 = L3 4+ 3L sobre I3. O produto

EAé

2 3 1
3 6|lekE=10
4 0

10 2 3
FA=|21 3 6
4 4 10 9

que é o mesmo que fazer Ly <> L3 + 3L, na matriz A (e(A)).
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Definicao 28. Duas matrizes A e B sdo equivalentes se uma delas € obtida da outra apos

a realizacao de um numero finito de operagoes elementares.
Teorema 1.2.2 (Matriz Inversa). Seja A uma matriz quadrada de ordem n,
1. A € inversivel se, e somente se, A € equivalente a I.

Demontragcao: Para a verificacao do teorema basta verificarmos se existe uma

matriz B, tal que

AB =1,.
Para isso, vamos denotar as colunas de B por Xy, ---, X, em que
T11 L12 Lin
X, = T21 X, = L22 R Lon 7
Tn1 Tn2 Lnn
e, denotar as colunas da matriz identidade I,,, por Fy, ---, E,. Desta forma,
0
0 1
E, = , FEy = , , E,=
0 0 1

A j-ésima coluna do produto AB ¢ igual a AB;. Assim, analisando coluna a coluna
a igualdade matricial AB = I,, vemos que determinar B é equivalente a resolver n

sistemas lineares AX; = F;, paraj= 1, ---, n.

Cada um dos sistemas pode ser resolvido usando o método de Gauss-Jordan. Para
isso, formamos as matrizes aumentadas [A|E;], [A|Es],--- ,[A|E,]. No entanto, as
matrizes dos sistemas sao todas iguais a A e podemos resolver todos os sistemas

simultaneamente formando a matriz n x 2n
[A|EVEy - - E,) = [A|LL).
Transformando [A|],] na sua forma escalonada reduzida chegamos na matriz Y'|S e

temos duas possibilidades: Ou a matriz Y é a matriz identidade, ou nao é.

e Se Y é a matriz identidade, entao A é inversivel;

e Se Y nao é a matriz identidade, Y terd pelo menos uma linha nula o que implica

em que a matriz A nao é inversivel.
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-1 0 -1
Exemplo 11. Encontrar, se existir, a inversade A= | —1 1 —2
-1 0 0
-1 0 —-1|1 0 O
A matriz aumentada a ser escalonada é [A|l3)= | -1 1 —2|0 1 0
-1 0 0[]0 0 1

Apoés aplicar o escalonamento, chegamos a matriz

100 00 —1
LA =1010-21 1
00 1|-10 1

2. Se A ¢ nao inversivel, entao A € equivalente a matriz nula.

1.2.2 Determinantes

Definicao 29. Determinante: Dada uma matriz quadrada A, n X n, o determinante

de A € o numero real definido da sequinte forma,

det A = Z (—1)J(f)alf(1)a2f(2) © Gnf(n)s
feSn

em que S, € o conjunto de todas as permutagoes do conjunto { 1, 2,---, n}, [ € uma

permutagdo do conjunto S, e J(f) é o nimero de inversoes de f.

Usaremos a notagao det A ou |A| para representar determinante de A.

Para saber mais sobre permutacao veja, por exemplo, Martins (2015, p. 29).

Assim,

e Se A= (CLH), entao det A = |CL11| = a11-

a11 Qa2 -
e Se A= , entao det A = aj1a90 — a12a9;.
21  G22

ailz aig ais

e Se A= 21 Q22 0423 |, entao

ag1 asz g3

det A = ay1a90a33 + a12a23a31 + Q13021032 — A13022031 — A11023032 — Q12021033

43



O determinante de uma matriz 2 x 2 ou 3 x 3 é facilmente calculado pelo método
prético conhecido como Regra de Sarrus, veja, por exemplo, lezzi e Hazzan (2013, p. 84).
Ja para calcular determinantes de matrizes de ordem maior que 3 é necessario recorrer a
outros métodos, como por exemplo o Teorema de Laplace. Elaborado pelo matematico
francés Pierre Simon Laplace (1749-1827) este teorema permite o calculo do determinante
de uma matriz de ordem n por meio de n determinantes de matrizes de ordem n — 1. Esse
processo pode ser repetido inimeras vezes até chegar a determinantes de ordem 2 ou 3,
que como ja foi dito anteriormente podem ser obtidos por cédlculos menos elaborados. A

demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Martins (2015, p.59).

Teorema 1.2.3. (Teorema de Laplace) Considere a matriz A = (a;;), quadrada de ordem
n, comn € N en > 2. O determinante da matriz A € igual a soma dos produtos dos
elementos de uma linha ou de uma coluna qualquer da matriz A pelos respectivos cofatores

desses elementos, isto €,

det A = ailCﬂ + aiQCiQ + ...+ amcm
ou

det A = CLUCU + CleCQj + ...+ ananj

em que Cy; = (=1)""D;; (chamado de cofator) e D;; € o determinante da

matriz que se obtém quando se retira a i-ésima linha e a j-ésima coluna da matriz A.

Exemplo 12. Para calcular o determinante da matriz A abaixo, podemos escolher, por

exemplo, a linha 1 e calcular seus cofatores:

2 -1 3
A=10 4 5
6 —2 1
4 5
o (1 = <_1)1+1 9 1 = 14;
5
o (= (_1)1+2 = 30;
0 4
[ J 013 - (-1)1+3 6 _2 — —24

Assim,

det A = a11C11 + a12C12 + a13C13 = 2(14) + (—1)(30) + 3(—24) = —74.
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Na sequéncia apresentaremos algumas proposicoes a respeito de determinantes

importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

Proposigcao 2. O determinante de uma matriz quadrada A € igual ao determinante de

sua transposta.

Demonstracao. O determinante de uma matriz de ordem igual a n é igual ao somatério de
todos os produtos distintos possiveis formados por n fatores tomados entre os n? elementos
da matriz, de tal forma que em um desses produtos haja exatamente um fator de cada
linha e de cada coluna. Assim, para obter tais produtos, podemos fixar os indices das

linhas e permutar os indices das colunas.

Desse modo, seja A = (a;;) uma matriz quadrada, n X n, cuja transposta é

representada pela matriz A* = (b;;), em que b;; = aj;, Vi, j= 1, 2,..., n.

O determinante de A? é

det At = Z (-1)J(j)b1j1b2j2 R bnjn-

JESn
Substituindo bljl ij2 cee bnjn POT Gj,1Gjy2 * * * Aj,m, temos

det A! = Z(_l)J(j)aj1laj22 o Ujan-

JESh

Como cada uma das permutagoes j sao bijetoras, j; = j(1) = k, para algum
1 < k < n, considerando [ a inversa de j temos a1 = akk. O mesmo acontece com

J2, J3,cc+, Jn € apds uma reordenacao obtemos

det A" = Z(—l)J(j)aljlang “e ey, = det A.

JESR
O
Exemplo 13.
1 2
Se A= 4] , temos det A=1-4—2-3=-2,
t 1 3 t
como A® = 5 4 , obtemos det A"=1-4—3-2=-2.

Proposicao 3. Ao permutarmos duas linhas (ou duas colunas) de uma matriz quadrada
A, geramos uma nova matriz B, o determinante da matriz gerada € o oposto do determi-

nante da matriz A.
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Demonstracao. Permutando duas linhas ou colunas de posicao alteramos a ordem dos

indices dos elementos na permutacao, tendo como consequéncia o acréscimo de uma in-

versao na permutacao e, por isso, o sinal dos produtos mudam. O
Exemplo 14.
1 2
Se A= , temos det A=1-4—2-3=-2,
3 4
3
como B =

4
2] , obtemos det B=3-2—-4-1=2.
Proposigao 4. Se uma matriz quadrada A tem 2 linhas iguais entdo det A = 0.

Demonstracdo. Na propriedade 2, ao permutarmos 2 linhas de uma matriz o sinal do
determinante da nova matriz é oposto ao da matriz original. Entao, ao trocarmos as
linhas iguais da matriz A geramos uma matriz B, onde det A = — det B, como B é igual

a A a tnica forma dessa igualdade ocorrer é se det A = det B = 0. m

Proposicao 5. Se uma matriz quadrada A, n x n, tem uma linha ou coluna nula, entao
det A = 0.

Demonstracao. Como cada produto elementar com sinal de A tem um elemento de cada
linha e um elemento de cada coluna da matriz, o produto elementar tera pelo menos um
elemento nulo, vindo da linha ou da coluna nula. Assim, todo produto elementar sera

nulo e, como o determinante é a soma desses produtos, det A = 0. O

Proposicao 6. Ao multiplicarmos todos os elementos de uma linha (ou coluna) de uma
matriz quadrada A por um niumero real k, o determinante da nova matriz € o produto de

k pelo determinante da matriz A.

Demonstracao. Seja A uma matriz quadrada de ordem n e B igual a matriz A em que,

por exemplo, a primeira linha é multiplicada por k,

@11 Q12 -+ Qip kayy kayp --- kai,

Q21 Q22 -+ QA2p a21 Qo2 ++° A2
A= ] ] ) e B=

anl an2 . e ann anl an2 . e ann

Assim, o determinante de B é

det B = (—1)J(j)l€(l1j1a2]‘2 s anjn =k Z (—l)J(j)aljchsz e anjn = kdet A

JESh JESn
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Exemplo 15. Seja A =

2
4],elrltéuodetAédaudopor: 1-4—-2-3=-2.

Multiplicando, por exemplo, a linha 2 por 3, temos a matriz C dada por

1 2

C = e detC' = —6 = 3(—2) = 3det A.
9 12

Teorema 1.2.4. (Teorema de Jacobi) Se B € obtida de A substituindo uma linha por ela

mesma adicionada ao multiplo de outra, o determinante de B € igual ao determinante de

A.

Demonstracao. Seja A uma matriz n X n e B, por exemplo, a matriz obtida de A substi-

tuindo a linha 1 pela linha 1 somada a k vezes a linha 2, assim

11 Q12 - Aip
Q21 Q22 -+ d2p
A=
Ap1 Qp2  **° Gpp
e
a1 + kasy  ayo + kasy -+ ay, + kag,
21 22 T Qon,
B =
Qn1 QAn2 e QAnp,
Logo,
I
det B =Y (=1)""(ay;, + kagj,)as, - - - an;, =
JESn
J(j J(j
=Y (1) Dayj a9, - ang, + kY (=1)"Day;, + kagy,)as, - - an,
JESn JESR

A segunda parcela da soma é o determinante de uma matriz com duas linhas

iguais e portanto igual a zero.

Logo,

det B = (—1)‘](])(@”1@% st Oy, = det A
[

Exemplo 16. Seja A =

1 2
A ] , como visto anteriormente, a matriz A tem determi-

nante igual a -2.
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Ao adicionar a linha 2 a linha 1 multiplicada por 3, obtemos a matriz

1 2
B = ,
[6 10]

cujo determinante ¢ det B=1-10—-2-6 = —2.

Observagao 4. Podemos observar, nas proposicoes 2 e 5 e no Teorema de Jacobi (1.2.4),

como cada uma das operacoes elementares interferem no determinante de uma matriz.

Proposicao 7. Se A e B sao matrizes equivalentes, entao det A = kdet B, para algum
kE#0¢eR.

Demonstracao. A demonstracao dessa proposicao segue da definicao de matrizes equiva-

lentes (veja definigao 28), das proposigoes 2, 5 e do Teorema de Jacobi (1.2.4). O

Proposicao 8. : Sejam A uma matrizn x n e E a matriz elementar obtida de I, por
meio da operagao elementar e. Assim, det(EA) = det(e(A)) = det E det A.

Demonstracao. A demonstracao segue do lema 1.2.1. O

Proposicao 9. Seja A = [aijlmxm wma matriz triangular superior (ou inferior). O

determinante de A € dado por

det A = a11a922 * * * Ay, -

Demonstra¢ao. O determinante de uma matriz quadrada A de ordem n é

det A=Y (=1)"Day; a9, -+~ anj,.

JESn

O determinante € igual ao somatdério de todos os produtos distintos de n fatores
tomados nos n? elementos da matriz, escolhidos de modo que em cada um desses produtos
tenha exatamente um fator de cada linha e de cada coluna e que seja associado a cada
um dos produtos o sinal positivo ou negativo. Garantindo, dessa forma, que todo produto
diferente da diagonal principal tenha pelo menos um termo com ¢ < j cujo valor é igual

a a;j = 0, portanto, ay;,azj, -+ anj, = 0.

Logo, o determinante de uma matriz triangular inferior qualquer ficara restrito

ao produto dos elementos da diagonal principal, isto é, det A = a11a92 - - - Ay O

De modo anélogo, podemos demonstrar a propriedade para a matriz triangular

superior.
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Proposigao 10. Seja A = [aj|mxm uma matriz diagonal. O determinante de A € dado
por

det A = 114922 * * * Ay, -

Demonstrac¢ao. Como toda matriz diagonal é uma matriz triangular, seu determinante é

igual ao produto dos elementos da diagonal principal. O

Proposicao 11. Seja A uma matriz quadrada, n X n. A matriz A € inversivel se, e

somente se, det A € diferente de zero.

Demonstrag¢ao. Primeiramente provaremos que, se A é inversivel, entao det A # 0.

Pelo Teorema 1.2.2, A é equivalente a identidade. Logo, pela proposicao 7,
det A = kdet I,,, para algum k£ # 0 € R. Como det I, = 1, temos que det A # 0.

Mostremos agora que, se det A = 0, entao A é inversivel.

Suponhamos que A seja nao inversivel. Assim, novamente pelo Teorema 1.2.2
A é equivalente a uma matriz N, em que /N possui uma linha nula. Logo, det A = kdet N.
Como N tem uma linha nula, pela proposi¢ao 3, det N = 0 e assim, det A = k-0 = 0.

Portanto, A nao é inversivel. O

A préxima propriedade foi desenvolvida pelo matematico francés Jacques Phi-
lippe Marie Binet (1786-1856).

Teorema 1.2.5. (Teorema de Binet) Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem,

entao
det(AB) = det Adet B.

Demonstracao. Se A é nao inversivel, entao AB é nao inversivel e obtemos det A = 0 e
det AB = 0 e segue o resultado. Se A é inversivel, pelo teorema 1.2.2, A = FE;--- E,, em
que os E;’s sao matrizes elementares. Assim, AB = (E1E; - -+ E,,) B e temos, utilizando a

proposicao 8,
det(AB) = det(Ey) - - - det(E,) det(B) = det(E; - - - E,.) det(B) = det(A) det(B).
O

Exemplo 17. Sejam as matrizes A =

1 2 5 6 ) -
e B= seus determinantes sao:
3 4 79

detA=—-2 e detB=3.
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AB =
3 4 79 43 54

1 2 5 6 19 24
] [ ] = [ ] logo det AB = 1026 — 1032 = —6

—6 = —2-3 =det Adet B = det(AB).

Defini¢ao 30. (Matriz de Vandermonde) Uma matriz de Vandermonde é toda matriz em

que os termos de cada linha estao em progressao geométrica, isto €,

2 3 n
1 2z a5 zy -+ x§
2 3 n
1 o xf xy - o
V=11 29 2% 23 - a0 |. (1.4)
2 3 n
B A AR

Tal tipo de matriz foi descrita pelo matematico francés Alexandre-Thedphile
Vandermonde (1735-1796) e seu determinante possui uma caracteristica particular des-

crita no teorema a seguir,

Teorema 1.2.6. Seja V' a Matriz de Vandermonde gerada por {x;}!,, entdo detV =

[ (2 —w).

0<i<j<n

Prova. Vamos provar por inducao sobre n:

e O teorema ¢ valido para n=2

1 =z
V] = | = (a1 — @)
1 T

e Supondo o teorema valido para n — 1, verificaremos que o mesmo ¢ valido para n.
Para tanto, primeiramente, faremos as seguintes operagoes elementares nas linhas

da matriz V.

Linha i recebe linha i - linha 1, com i = 2,...,n + 1. Obtendo a matriz

2 3 n—1
1 To Tp i T}
0 2y —xg 22 —22 ad—ad - 2t — !
— 2 _ .2 .3 _ .3 . .n-1__ n-l
Vi= |0 2a—x0 25—25 75— 1 Ty b
2 2 3 3 n—1 n—1
|0 xp—wo x, -2 T, —xp e Xy — X
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Cabe observar que este tipo de operacao elementar nao altera o determinante da

matriz, como visto no Teorema de Jacobi (1.2.4). Assim,

V]

1

0

2 3

0 x—zg 22—2x3 23—}
0 xo—x 3—23 23—}
T, —1xy T2 —x% 13—

mg_l
n—1 n—1
Ly L
n—1 n—1
Loy~ — Ty
n—1 n—1
Ty Lo

Em seguida, com o objetivo de zerar todos os termos da primeira linha a direita do

1, multiplicamos a coluna k por —x e, a seguir, somamos a coluna k£ com a coluna

kel k= 1,..

Proposigao 2 e Teorema 1.2.4), temos que

detV =

1 0 0 0
0 @ —x 22 —x011 T3 — T3
0 @9—x¢ T3—ToTy T5— ToT3
0 =, —x9 72— x0T, T3 —mToT?
0 0 0
v —x9 w1(21 —20) 23 (11 — 70)
Ty — o To(wy —x0) Ti(T2 — T0)
Tp— 2o Tn(Tp—x0) T2(Tn — T0)
0 O
1 T
= (21 — o) (T2 — x0) - - - () — ) 1 a9
01 =z,

, n. Como essas operagoes também nao alteram o determinante (ver

Aplicando o Teorema de Laplace (1.2.3) na primeira linha (ou coluna) da matriz V'

chegamos a,

1 I

1 T2
V[ = (21 — o) (z2 — 20) -+ (¥ — Tp)

1 z,

Aplicando a hipétese de indugao, obtemos
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n

V= 1] (z; — ). (1.5)

1,j=0

Exemplo 18. O determinante da matriz

O

A:

— = =
= W N
—_
[@))

é dado por
Al=(4-3)-(4—-2)-3—-2)=1-2-1=2.

Observagao 5. Assim, se nao houver elementos x; repetidos, o Teorema nos garante que

o determinante de uma matriz de Vandermonde ¢é diferente de 0 (zero).

1.2.3 Matriz Particionada em Blocos

Uma matriz particionada é uma matriz A que foi dividida em submatrizes,
isto é, os elementos dessa matriz particionada também sao matrizes. Se as submatrizes de
cada bloco forem resultantes da divisao dessa matriz A em linhas e colunas consecutivas,

dizemos que a matriz foi particionada em blocos.

Exemplo 19. Seja a Matriz

aix; aiz2 aiz Qaiq

(21 Q22 G23 (24
A=

a31 Q32 a3z A34

g1 Q42 A43 Q44

Podemos particiona-la de modo que

Ay A
A= ,
Ay Ay ]
em que
11 A12 @13 a4
Ay = , Ajg = )
Q21 A22 Q23 Q24
a31 Aa32 a33 Aa34
A21 = (] A22 = .
Qg1 Q42 Q43 Q44




Em diversas situagoes podemos operar com as matrizes em blocos considerando

os blocos como elementos escalares, por exemplo:

Proposicao 12. Podemos somar e subtrair matrizes em blocos, considerando as subma-
trizes elementos escalares, se as matrizes estiverem particionadas de mesmo modo, ou

seja, se os blocos correspondentes nas matrizes tiverem a mesma dimensao.

Proposicao 13. Podemos multiplicar matrizes em blocos considerando as submatrizes
elementos escalares, se as matrizes estiverem particionadas de modo que seja possivel os

produtos apropriados (dimensées compativeis com a definicao de produto de matrizes).

Proposigao 14. Seja M uma matriz m x m particionada do sequinte modo:

A B
Se M = 0 ol em que Op_nxn € a matriz nula, Apxn, Bpxm-n) €

A B
Clm—n)(my) SG0 submatrizes, entao det M = det 0 C = detA-det C. Isto é, podemos

tratar os blocos como elementos escalares e M como uwma matriz triangular superior.

1.2.4 Sistemas Lineares e Matrizes

Definicao 31. Sistema Linear: Um sistema linear, m xn é um conjunto de m equagoes

lineares com n incognitas (xq, xo, -+, T,) e €, geralmente, representado na forma:
a11r1 + Q12Ty + -+ AaTy = b1
211 + Qo2%y + - 4+ QonTy = b2
p1T1 + Qe + 0 ATy = bm

em que a;;, 1 < i < n, 1 < j < n, sao nimeros reats denominados coeficientes,

bi, -+, bn, sao numeros reais denominados termos independentes e x1, xa, -+, Ty
sao as varidveis do sistema. Se by = by = --- = b, = 0 dizemos que o sistema €
homogéneo.

A n-upla ordenada de nimeros reais S = (aq, g, -+, &) que satisfaz todas

as equagdes do sistema € denominada solu¢cao do sistema linear (Boldrini, 1980).
Exemplo 20. Seja o sistema linear

3r + y + 2z =8
r — Yy + z =
20 + 3y + z =11
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A terna ordenada (1, 2, 3) é a solugao do sistema, uma vez que x = 1, y = 2

e z = 3 satisfaz as trés equacoes do sistema.

O conjunto formado por todas as solucoes de um sistema linear é chamado con-
junto solucao do sistema. Os sistemas lineares podem nao apresentar solugao, apresentar

uma unica solucao ou apresentar infinitas solugoes.

Todo sistema linear S pode ser escrito na forma matricial S, AX = B, em que
A é a matriz dos coeficientes, X é matriz formada pelas varidveis e B a matriz formada
pelo termos independentes. Se A é inversivel temos que X = A~'B. Portanto, S tem

uma Unica solugao.

1.2.5 Forma Quadratica e Matriz Positiva Definida

Definicao 32. Forma Quadrdtica: Seja A uma matriz n X n, simétrica, a forma

quadrdtica associada a matriz A € a funcao escalar

Q: R"— R
h—  Q(h)=hTAh

Exemplo 21.

Q(z1,19) = 202 — 8xy1y + 422 =

[a ][ 2] 2]

Definicao 33. Matriz Positiva Definida: Dizemos que a matriz A € positiva definida
se, a forma quadrdtica associada a A, Q(h) = hTAh >0, V h # 0 em R".

)

Q(z1,x9) = acf +4zi29 + 63:% = (z1 + :1:2)2 + 21‘% >0, V (z1, 22) # (0, 0).

Exemplo 22. A matriz

é positiva definida uma vez que

Menores Principais Lideres

Definicao 34. Menor Principal Lider: O menor principal lider de ordem k de uma
matriz n X n € o determinante de uma submatriz k X k de A obtida quando removemos

as ultimas n — k linhas e as dltimas n — k colunas da matriz A.

As proposicoes a seguir sao necessarias para a prova do Teorema 1.2.7.
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Proposicao 15. Se A € uma matriz positiva definida, entdo A € inversivel.

Demonstracao. Suponha que A seja nao inversivel. Assim, existe um vetor nao nulo z tal
que Az = 0, pois o sistema homogéneo possui infinitas solucoes. Assim, 27 Az = 270 = 0,

contradizendo a hipdtese, uma vez que A é positiva definida. Logo, A é inversivel. n

Proposigao 16. Seja A € uma matriz simétrica e Q) € uma matriz inversivel, entao,

1. QTAQ ¢é uma matriz simétrica.
Demonstragio. (QTAQ)T = QTAT(QT)T = QT AQ. Logo QT AQ ¢é simétrica. [
2. A positiva definida se, e 56 se, QT AQ € positiva definida.

Demonstracdo. Primeiramente mostremos que se A é positiva definida, entdao Q7 AQ

é positiva definida.

Seja x € R", x # 0,
1 (QTAQ)r = (27 Q1) A(Qx) = (Qx)" A(Qx) > 0,

pois, A é positiva definida.

Provemos agora que se Q7 AQ é positiva definida, entdao A é positiva definida. De-

vemos provar que, V x € R", 27 Az > 0.

Como @ ¢ inversivel, o sistema linear Qy = x tem solugao, ou seja 3 yg # 0, tal

que Qyo = x. Assim,
v Az = (Qyo)" A(Qyo) = (o Q") A(Quo) = 15 (QT AQ)yo > 0,
uma vez que Q7 AQ é positiva definida. O

O proximo teorema relaciona a positividade de uma matriz simétrica com os

menores principais lideres dessa matriz.
Teorema 1.2.7. (Matriz Positiva Definida) Seja A uma matriz n X n simétrica. Se todos

0s menores principais lideres sao maiores que zero, entao A € positiva definida.

Demonstracao. A demonstracao sera feita em duas partes. Inicialmente, o teorema sera

demonstrado para uma matriz diagonal A, isto é,

ap 0 -+ 0
. 0 ay -+ 0
0 O an
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A forma quadrética de A é dada por

ay 0 0 hl

0 ay -+ 0 || h . ,
Q(h)=(h1 hy -+ hy)| . . .| = (hfar + haz + -+ + hyay).

0 0 - ay h,

Os menores principais lideres de A sao:
Ay =a1, Ay=way, -, Ay =aay - ay.
Se todos os menores principais lideres de A sao maiores que zero, temos a; >

0, a>0,---, a, >0 e portanto Q(h) > 0, para qualquer h € R" e h # 0, assim, A serd

positiva definida.
Faremos a demonstragao do caso geral por indugao sobre n e utilizaremos as
proposigoes 15 e 16.
e Sabemos que a afirmagao é valida para matrizes 1 x 1.

e Supomos valido para uma matriz n X n e provaremos sua validade para uma matriz

(n+1) x (n+1). Seja

a11 a2 T A1(n+1)
21 22 T A2(n+1)
A= ,
An+1)1 An41)2 " Q(nt1)(n+1)

uma matriz (n + 1) x (n + 1), simétrica. Particionando A do seguinte modo:

A, a
T J
a an+1,n+1

em que
air a1z - A A1(n+1)
g1 Q2 -+ A2 a2(n+1)
An = (& a =
anp1 Qp2 - Gpp QAn(n+1)

Assumindo que todos os menores principais lideres de A sao positivos, a submatriz
A, é positiva definida, pela hipdtese indutiva. Assim, pela Proposicao 15, A, é
inversivel. Tomando d = a, 41,41 — a’ (A,) 'a, I,, a matriz identidade n X n e 0,, a

matriz nula, n X 1, podemos reescrever A como

ATL On
of d

]TL OTL
(A'a)” 1

I, Ala

A=
ol 1

=QTBQ.
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Temos que det Q = det QT = 1 e det B = ddet A,,, pela proposicao 14. Logo, pelo
Teorema de Jacobi (1.2.4), det A = ddet A,,. Como os menores principais lideres

sao todos positivos, det A > 0 e det A,, > 0, temos, portanto, d > 0.

Calculemos agora a forma quadratica de B. Seja

X
Tn+1 ‘

A, 0, X
Og d Tnt1

Pela proposicao 13, YT BY == XTA, X +dz2, > 0, pois, A, é positiva definida
e d > 0. Logo, B ¢é positiva definida. Como A = QT BQ, pela Proposicao 16, A é

positiva definida.

Y —

em que X é um vetor n X 1. Assim,

YTBY — [ X 2 }

1.2.6 Espaco Vetorial Real

Definigao 35. Seja V' # 0 um conjunto. Uma funcao f : V xV — V é chamada

operacao em V.

Definigao 36. Espaco Vetorial Real: Um conjunto V # 0, munido de uma operagdo
adicao,
+: VxV —» V
(u, v) — u+wv

e de uma operacao multiplicacao por escalar, -,

RxV — V
(k, v) — kv

¢ um espago vetorial real se as operagoes + e - satisfazem as propriedades:
e A1: A adicao € associativa:

(u+v)+w=u+w+w), Yu, v, weV.

e A2: A adicao é comutativa:
uv+v=v+u, Vu velVl
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e A3: A adicao possui elemento neutro:

3 0eV, tal que v+0=v, V v €V.

e A/ : A adicao possui elementos simétricos:

VveV, 3 —veV ta que v+ (—v)=0.

e MFE1: A multiplicacdo por escalar € distributiva em relacao a adigcao:
alut+v)=au+av, Va€ K eu,v €V,
(a1 + az)v = a1v + agv, ¥V ay,a0 € K ev € V.
e MFE2: A multiplicacdo por escalar € associativa:

(ara2)v = ai(agv), V aj,as € K ev € V.

e ME3 A multiplicacdo por escalar admite elemento neutro:

lv=v, YVveV.

Os elementos de V sao chamados de vetores e os elementos de R de escalares.
Exemplo: R, R?, R?, ---, R" com as operacoes de soma e multiplicacao por escalares

usuais sao espacos vetoriais sobre R.

Definicao 37. Subespaco Vetorial: Sejam V um espaco vetorial e W um subconjunto
nao vazio de V. Dizemos que W é um subespaco vetorial de V', ou simplesmente um
subespaco de V', se W, com as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar de V, €

um espago vetorial.

Proposigao 17. Seja V' um espago vetorial e W um subconjunto ndo vazio de V', entdo

W € subespaco se, e somente se, 0 € W e se u,v € W, entao u+av e W, V a € R.

Demonstragao. (=) Se W é um subespago vetorial entao as propriedades 1 e 2 seguem

diretamente da definicao.

(<) As propriedades A1, A2, ME1, ME2, ME3 seguem do fato de W C V
e V é um espaco vetorial. Além disso, 0 € W, pois 0-u =0€ W por 2, eu e W =

—1-u=—ue€ W, também por 2. O
Definicao 38. Conjuntos Linearmente Independentes: Sejam vy, vy, - - , v, ve-
tores de um espaco vetorial V. Dizemos que os vetores vy, vo, - ,v, Sao linearmente

independentes (LI) se a equagdo
a1v1 + asvy + -+ a,v. =0

for satisfeita somente quando a1 = ay = -+ =a, = 0.
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Se existe algum a; # 0, tal que ayv; + asvy + - -+ + a,v, = 0 dizemos que os
vetores vy, Uy, -+, v, sa0 linearmente dependentes (LD). O conjunto {vy, vy, -+, v} é
linearmente independente ou dependente se os vetores vy, vq, - - - , v, sao, respectivamente,

independentes ou dependentes.

Proposicao 18. Se L ¢ linearmente independente e H € um subconjunto de L, entdo H

¢ linearmente independente.

Demonstragao. Sejam

HZ{“I?"'JUT} € LZ{”I;"'?“T? ur+17"'7un}'

Suponha que H seja linearmente dependente. Entao, existe aq,--- ,a, nao
todos nulos tais que ajuy+- - -+ a,u, = 0. Assim, ayu;+---+a,u+0-upr 14+ -+0-u, =0

com pelo menos um a; # 0. Mas, isso contradiz a hipdtese de que L é linearmente

independente. Logo, H ¢é linearmente independente. O]
Definicao 39. Combinacao Linear: Seja V. um espaco vetorial e sejam vy, vg, -+, U,
vetores de V. Diremos que um vetor v de V € uma combinacao linear de vy, vg, -+, v,
se existirem numeros reais ai, as,--- ,a, tais que

V= a1V, + asUy + - - - + a0,

Exemplo 23. O vetor v = (1, —3, 0) em R? é uma combinagao linear de v; = (2, 4, 0)

e ve = (1, 3, 0), pois
(1, =3, 0) =3(2, 4, 0) + (—5)(1, 3, 0).

Definicao 40. Subespaco Gerado: Sejam o = { vy, ve, -+, v} um conjunto de
vetores de V. Definimos G(«) = {combinagoes lineares de vy, --- , v}, isto é, G(a) =
{aqv1 + -+ av,0; €R, 1 <i <r}.

Proposicao 19. G(«) é um subespago vetorial de V.
Demonstracao. Sejam

o G(a)# 0, pois0=0-v;+--+0-v,.

eacReuveG(a).

Entao, existem numeros reais ay, as, -+, a, € by, by,---, b, tais que u = av; +

aoUy + -+« + a, v, € v = by + byvg + - -+ + b,
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Fazendo u+ av = (ay + aby)vy + (az + abg)ve + - - - + (a, + ab,)v,. Logo, u+ av

é uma combinagao linear de vy, vy, -+, v, e consequentemente pertence a G(a). Logo
G(«) é subespago de V. O
Defini¢ao 41. Bases: Seja o = {vy, vq, -+, vy} um conjunto ordenado de vetores de

um espaco vetorial nao nulo V. Dizemos que o € uma base de V' se

e « ¢ linearmente independente;
o V=_G().

Proposicao 20. Seja um espaco vetorial V gerado por um conjunto finito de vetores
V1, , Un. Entdo, qualquer conjunto com mais de n vetores é necessariamente LD (e,

portanto, qualquer conjunto LI tem no mdzimo n vetores).

A demonstracao dessa proposi¢cao pode ser encontrada em Boldrini (1980,
p.118).

Proposicao 21. Todas as bases de V' possuem o mesmo numero de elementos.

Demonstragao. Sejam B ={ uy, -, u,} e C ={ vy, -+, v,} base de V. Como B é LI
e C gera V, entao, pela proposicao anterior » < n. Por outro lado, C' é LI e B gera V,

entao, n < r. Logon =r. O

Definicao 42. Dimensao: O numero de elementos de uma base de um espaco vetorial

¢ chamado de dimensdao de V e € denotado por dim V.

Exemplo 24. B = {(1,0),(0,1)} ¢ uma base do R? conhecida como base canénica, logo,
adimR? = 2;

Exemplo 25. A base canonica de R? é formada pelos vetores u = (1,0,0), v = (0,1,0)
ew = (0,0,1), ou seja, a dim R? = 3;

Exemplo 26. g = {(1,0,0,---,0),(0,1,0,---,0),---,(0,0,0,--- ,1)} é a base canonica

de R", que possui n vetores e, portanto, a dim R" = n.

Definicao 43. Sejam U e W subespacos de um espaco vetorial V', definimos U + W =
{u+wyuelU eweW}.

Proposicao 22. Considere U e W subespacos de V. Entao U + W € subespaco de V.

Demonstracao. Tomemos a € R e vy, vo € U+ W.

Como vy, v € U + W existem u; e us elementos de U e existem wy, ws

elementos de W tais que v; = u; + wy € vy = Us + Wo.

Entao, v; + ave = (ug + wy) + aug + we) = (ug + aug) + (wy + aws) € U+ W.
Logo, U + W é subespaco de V. O
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Se H=U+W e UNW =0 dizemos que o subespaco H é soma direta de U
e W, e denotamos H = U P W.

Proposicao 23. Se H ¢é soma de direta de U e W, entdao todos os elementos de H sao

escritos de maneira unica como u+ w, comu € U ew € W.
Demonstracao. Seja y € H e suponha y = uy +v; € y = ug + v9, com uy, ug € U e
V1, U2 € W.

Assim, uy + v1 = Uy + V9 = U — Uy = Uy — V1.

Temos que uy—ug € U, poisu; e us € U e que u;—ugy € W, pois u; —us = v9—uy
e vy — vy € W, uma vez que vg e v € W. Portanto, u; —us € UNW = {0} e assim

U — us = 0 = ug = us.
Se w1 = uo, temos vy — v; = 0 = v = vs.

Logo, y é escrito de maneira tinica como soma de um elemento de U com um
elemento de W. O

Definicao 44. Produto Interno: Seja V um espaco vetorial. Um produto interno em
V' é uma fungio ( , ) : V. xV — R que a cada par de vetores u, v € V associa um

nimero real denotado por (u,v), que satisfaz as sequintes propriedades:

e PI1 (v, v) >0;

e PI 2 (v, v) =0 se, e somente se, v =0;

PI 3 (u, v) = (v, u);

PI 4 (u+v, w) = {(u, w)+ (v, w);
e PI 5 (ku, v) = k(u, v).

Exemplo 27. Seja V= R" e (u,v) : R"xR" definido por (u, v) = x1y1+x2ya+- -+ TpYn.
Essa fungao é um produto interno no R™ conhecido como produto interno usual ou produto

escalar.

Definicao 45. Distancia: Seja V' um espago com produto interno. Definimos a norma
Euclidiana do vetor v de V', ou comprimento de v, por ||v]| = +/(v, v).

Definigao 46. A distdncia entre dois vetores u, v € V', d(u, v), € definida como

d(u, v) =||lu—v|| = {(u—v,u—v).
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Exemplo 28. Considerando u = (z1, 2, -+, @) e v = (Y1, Y2, -, Yn), € 0 produto

interno usual, temos que

u—v= (21— Y1, Ta— Y2, ", Tp — Yn).

Assim,

d(u, v) = lu—v]| = V{u—v,u—v) = /(21 = y1)* + (22 = 92)* + - + (20 — yn)*.

Definigao 47. Vetores Ortogonais: Sejam V um espaco vetorial com produto interno

e u, v vetores de V. Dizemos que u e v sao ortogonais quando (u, v) = 0.

Definicao 48. Congunto Ortogonal: Um conjunto de vetores em V ¢é chamado con-

Jgunto ortogonal se quaisquer dois vetores distintos do conjunto sao ortogonais.

Definicao 49. Base Ortogonal: Uma base ortogonal de um espaco vetorial V é um

conjunto B que além de ser base de V' é ortogonal.
Proposicao 24. Todo conjunto ortogonal de vetores nao nulos de V € linearmente inde-

pendente.

Demonstra¢ao. Sejam V um espago com produto interno e { vy, -+, v,} um conjunto de

vetores ortogonais de V. Consideremos a equagao
a1v, + asvy + - -+ + a,v,. = 0.
Vamos mostrar que a; =0, V1 <i <r. Fixe 1 <17 <r. Entao,

(a1v14- - -+a, v, v3) = ar(vr, v) +- -+ (v, V) F it Vi1, vi) +- - - Fa (U, v;) = a;(vi, Vi),
(1.6)

ja que (v;,v;) = 0 sempre que j # i, por outro lado

(ayvy + aguy + -+ - + a,vp, v;) = (0,v;) = 0. (1.7)

De 1.6 e 1.7, segue que a;(v;,v;) = 0 e como v; é um vetor nao nulo, temos
necessariamente que a; = 0. Como ¢ foi tomado de modo arbitrario em seu intervalo de

variacao, segue o resultado. O

O processo de ortogonalizacao de Gram-Schimt, apresentado a seguir, garante
que todo espago vetorial V' admite uma base ortogonal, uma vez que mostra como obter

uma base ortogonal de um espago vetorial V' a partir de uma base qualquer.

Proposicao 25. Processo de Gram-Schimt - Existéncia de Bases Ortogonais:
Seja V' um espago vetorial e B = {vy, vg, -+, v,} uma base de V. C = {wy, wg, -+, wy}

em que
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<U27 w1>
® W9 (%) B w1,
[[w
® W3 = U3 <US’ w21>w1 <U3’ w;)w%
[[ws ] [[ws |
o w, =, <Un7 w21>w1 <UTLJ wn721> 1
[Jws ] [wn—1]|
¢ uma base ortogonal de V.
Demonstragao. O conjunto {wy, ws, -+, w,} é um conjunto ortogonal, pois (w;,w;) =0,
V1<1, j<mn,i#j. Como o conjunto {vy,---, v,} élinearmente independente (pois, é
base de V'), cada vetor w; é nao nulo. Logo, o conjunto {wy, ws, -, w,} é um conjunto

ortogonal de vetores nao nulos de V' e, portanto, é um conjunto linearmente independente.

Como n = dim V', segue que {wy, wsq,---, w,} é uma base ortogonal de V. ]

Se além de serem dois a dois ortogonais, os vetores do conjunto tiverem norma

1, o conjunto é chamado de conjunto ortonormal.

Uma vez que dado um vetor v,v/||v|| é um vetor de norma 1, todo conjunto

ortogonal sempre pode ser ortonormalizado.

Definicao 50. Complemento Ortogonal: Sejam v um espaco vetorial com produto
iterno e G um subconjunto de V. O conjunto de todos os vetores de V' que sao ortogonais

a G é chamado complemento ortogonal de G e é denotado por G*.

Proposicao 26. Seja V um espaco vetorial com produto interno e G um subconjunto de

V, entdo G+ € um subespaco de V.

Demonstragdo. Para provarmos que G é um subespago de V' devemos mostrar que (veja

proposigao 17),:

1. 0 € G*;

2. Seu, vEGteacR,entdo u+ av € G*.
Assim,

1. O vetor nulo pertence a G+ pois (0, u) =0, V g € G;

63



2. Seu, v € G+ entdo (u, g) =0e (v, g) =0, Vg€ G. Logo,
(u+av, g) = (u, g)+afv, gy =0+ 0 =0 e, portanto, u+ av € G*.

]

Proposicao 27. Seja V' um espaco vetorial com produto interno e G um subespaco de
V, entio V =GP G .

Demonstragdo. Para provarmos que V = G @ G+ precisamos mostrar que,

1. V=G+GH

2. GNGt ={0}.

1. Mostremos primeiramente que V = G + G+.

Obviamente G + G+ C V. Por outro lado, se y € V e B = {uy, us, ..., U}
uma base ortonormal de GG. Cabe lembrar que o processo de ortogonalizagao de

Gram-Schmidt nos garante que todo espaco vetorial admite bases ortogonais.

Considere
n

U= Z(y, ;) U

i=1
Note que u € G, uma vez que é combinagao linear dos u;s. Agora, como y =

u + (y — u), se mostrarmos que y — u € G a primeira parte da demonstracio esta

concluida.

Considere agora g € G. Utilizando as propriedades de produto interno, veja de-

finicao 44, e o fato de B ser base ortonormal, temos,

—u, g)= (y—(y, wur — - = (Y, Uy, 1 + -+ ayuy)

= a1 (y, ur) + -+ oy, up) —aa(y, ur)ur, ur) — - — Yy, w)(ur, up)
— oy, up)(n, u1) — o0 — oy, un)(Un, Un) =

=iy, w) + -+ an(y, un) — oy, ur) = — anly, un) =0

Logo y —u € G*.
2. Mostremos agora que G N GE = {0}. E ¢bvio que {0} € G N GL. Por outro lado,
seja g € GNGL. Entdo, g € Ge g € G*.

Como (g, h) =0, ¥ h € G. Em particular, (g, g) = 0 e, portanto, pela defini¢ao

de produto interno g = 0.

Assim, G NG+ = {0} e podemos concluir que V = G P G*.
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Proposicao 28. Seja V' um espaco vetorial com produto interno e G um subespaco de

V. A decomposicio y =u+v, comu € G ev € GF € unica.

Demonstracao. A demonstragao desse resultado segue diretamente do fato de V' ser soma
direta de G com G*. O

Teorema 1.2.8. (Menor Distancia) Sejam V' um espago vetorial com produto interno,
G um subespaco de V ey € V. Sey=u+v, comu € G ev € G*, entdo u € o elemento

de G a menor distancia de y.

Demonstragdo. Seja y € V tal que y = u+v, com v € G e v € G*+. Seja g um outro

vetor qualquer de G. A distancia de ¢g a y, de acordo com a definigao 46 é d(g,y) =
Vig—y,9—y)

Agora,
(g—v,9—y)y=(@g—utu—y,g—utu—y) =

=(g—ug—u)+{g-—uvu—y) +{u—y,g—u +{u—yu—y =

={g—ug—u) +2(g—uu—y)+(u—yu—y).
Como g —u € Geu—ye Gt temos (g —u,u—1y) =0 e, portanto,

Temos também que (g —u, g—u) > 0 e, portanto, (¢g—vy,g—y) > (u—y,u—1y),
ou seja,

d{g,y)* > d{u,y)? e consequentemente d{g,y) > d{u,y).
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1.3 Matriz Hessiana e a relacao entre formas quadra-

ticas e pontos criticos

1.3.1 Matriz Hessiana e Pontos Criticos

Definigao 51. Gradiente de f: Seja f : ' C R" — R, de classe C', e P um ponto
interior de F'. Chamamos de gradiente de uma func¢ao f a matriz, n X 1, formada pelas

derivadas parciais de f no ponto P, isto €,

[ 9]
7

Dy(P) = a_x?

(P)
(P)

of
L Oz
Definicao 52. Ponto Critico: Seja f : F C R" — R uma funcio e P um ponto
interior de F'. P € um ponto critico de f se Dy(P) =0, ou, se Dy nao estd definida em

P.

(P)

Definicao 53. Matriz Hesstana: Seja f : FF C R" — R, e P um ponto interior de
F. Chamamos matriz Hessiana de uma funcdo f, de classe C%, num ponto P, a matriz

simétrica formada pelas derivadas de sequnda ordem de f mo ponto P,

r a2 2 2
Sy Ly P
anl 81128@ 0x128xn
I N
DJ%(P) — | Ox9011 Oxs 0190,
92 f 92 f 92 f
P P) ...
i axnaxl( ) 07,015 ox?
Exemplo 29. Dada a funcao f(z) = 3z°y* +4ay3, suas derivadas de parciais de primeira
ordem sao 5 5
—f = 152" + 162> e —f = 122%° + 12212
ox dy

E, suas derivadas parciais de segunda ordem sao:

o0 f 0*f 0 f
_:6034 4823 — :6043 4832
Ox? TY ATy oxdy  OyOx TY ATy
92
a—£ = 362°y* + 242y.
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Portanto, o gradiente de f é,

15x4y* + 162°%y°
Dy(z,y) = [ 12055 4 19247 |

E a matriz hessiana é,

602%y" + 4822y 602y + 482y
ch(w,y)zl vy ey v xy].

60xty® + 4823y%  3625y? + 242ty
Como esperado, essa matriz é simétrica.
Definicao 54. Considere uma funcdio f : F CR" >R ep € F C F, dizemos que:
e p ¢ um ponto de mdximo local de f em F se existe uma bola aberta B,(p) de
centro p e raio r tal que f(x) < f(p) Vo € B.(p) N F;

e p ¢ um ponto de minimo local de f em F se existe uma bola aberta B,(p) de
centro p e raio r tal que f(x) > f(p) V= € B,.(p) N F;

e p ¢ um ponto de sela se é um ponto critico que nao € ponto de mdrimo ou minimo.

1.3.2 Relacao entre formas quadraticas e pontos criticos

Teorema 1.3.1. (Polinémio de Taylor de ordem 2) Seja a func¢ao f: F C R™ - R de
classe C* e p um ponto do interior de F. Entdao, existe um tinico polinémio po, de grau

2, de n varidaveis que satisfaz as condigoes,
p2(p) = f(p). Dy(p) = Dpy(p) e  Dj(p) = Dy, (p)

de modo que

pa(a) = F(0) + Dy(p) - (2 =) + 2 (& — )" Do)z — 1)

em que D¢(p) € o gradiente da fungdo f em p e DJ%(p) ¢ a matriz Hessiana de
f mo ponto p.

Vale que
f(x) = pa(z) + Ra(p, z)

em que Ro(p,x) € o erro e satisfaz a propriedade,

o Ro(p.x) _ i (z) — pa(z)
wop o —pl|2 a=p |lo—pl?

=0.
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Isto é, o erro Ry(p,x) vai para zero mais rapidamente do que o quadrado da

distancia entre p e z.
A demonstragao pode ser encontrada em Marcon (2018, p. 10).

Na sequéncia apresentamos um teorema que relaciona a positividade da forma
quadratica relacionada a matriz Hessiana de uma funcao f com os pontos de minimo

dessa funcao.

Teorema 1.3.2. (Minimo Local) Considere uma funcao f: F C R™ — R, de classe C*
e p um ponto critico de f. Se a matriz Hessiana desse ponto p € positiva definida, entdo

p € um ponto de minimo local de f.

Demonstracao. Para provar, vamos nos valer da aproximacao oferecida pelo polindomio de

Taylor de segunda ordem,
1
f(@) = f(p) + Ds(p) - (¢ = p) + 5(x = )" Di(p)(x —p) + Falp, @)
Como p é um ponto critico de f, entdo Dy(p) = 0 e assim,

f) = ) + 5 (&= )" DY) (2~ ) + Ralp. ).

Considerando que o erro Ry(p, z) tende a zero quando x tende a p e utilizando

a variavel h = x — p, que representa o deslocamento em relagao ao ponto p, concluimos

que
Flo+h) ~ fp) + 5h" D} p)h
Fp+ )~ fp) = 5hT D} w)h

Observemos que o lado direito da expressao corresponde a forma quadratica

1
da matriz Hessiana de f no ponto p. Assim, se D]% (p) é positiva definida, entao 3 hT -
Di(p) - h >0,V h#0. Assim, f(p+h) — f(p) > 0, ou ainda,

flp+h)> f(p), Vh#0.

Desta maneira, p é um ponto de minimo local de f. O
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Capitulo 2

Método dos Minimos Quadrados

Quando se trata de descrever o comportamento de um experimento ou uma si-
tuacgao real que possa ser mensurada por meio de dados coletados em intervalos regulares,
podemos nos valer de instrumentos matematicos, tais como, fungoes aproximadoras, que
mostram a evolugao desses experimentos ou situagoes reais e nos ajudam a entendé-los.
Nesse campo, podemos lancar mao de métodos de aproximacao ou de interpolagao, tais
como, Interpolacao Linear, Interpolacao Quadratica, Método dos Minimos Quadrados e o
Método da Maximo Verossimilhanga, além de outros métodos de ajuste de curvas. Goes
(2017) utilizou os Métodos da Maxima Verossimilhanga, da Interpolagao, o Método dos
Minimos Quadrados, B-Splines acoplado ao Método dos Minimos Quadrados e B-Splines
acoplado ao Método da Maxima Verossimilhanca na formagao de imagens digitais, e con-
cluiu que as curvas geradas a partir das formas polinomiais sao bastante semelhantes
apesar das diferencas observadas em cada método. Para determinar o melhor ajuste
recorreu ao estudo do erro gerado pela fungao aproximadora. Silva (2017), fez um es-
tudo sobre a influéncia do protetor solar no tempo de exposicao ao sol usando o Método
dos Minimos Quadrados para entender o comportamento dos dados e fazer projecoes.
O Método dos Minimos Quadrados, objeto de estudo deste trabalho, é um método de
aproximacao utilizado para situagoes em que o experimento (estudo, observagao, dados)
leva a um problema sobredeterminado, isto é, existem muitas informacoes para poucas
variaveis, e estas estao dispersas, nao obedecendo a um critério rigoroso que gere uma
curva perfeita para mostrar a solucao esperada. Ou, ainda, quando ha a necessidade
de extrapolar um resultado, isto é, fazer uma previsao ou estimativa futura. Além das
funcoes aproximadoras polinomiais, sendo que a de grau 1 recebe o nome de Regressao
Linear e é amplamente utilizada na Estatistica, o método pode gerar func¢oes aproxima-
doras exponenciais, logaritmicas, entre outras. Pode, ainda, ser utilizado para estudar
curvas expressas por fungoes, em que as derivadas ou integrais sao muito complexas ou

demandam muito tempo para sua determinacao, por meio de uma funcao mais simples.
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Esse ultimo caso nao sera objeto de estudo. Neste capitulo apresentaremos o Método dos
Minimos Quadrados e no capitulo 3 serao disponibilizados alguns exemplos préticos que

podem ser discutidos e trabalhados em sala de aula com os alunos do Ensino Médio.

Como o leitor ira observar no decorrer desse capitulo, antes de escolher qual a
melhor fun¢ao dentre uma determinada familia de fungoes (afim, polinomial, logaritmica
ou exponencial) é a melhor para aproximar um conjunto de dados, devemos escolher qual

¢ a familia de funcoes que iremos utilizar.

A escolha dessa familia de funcgoes, geralmente, se da pela visualizagao dos
pontos no plano cartesiano por informagoes prévias a respeito do experimento, ou ainda,
algum outro tipo de conhecimento a respeito do fendmeno a ser estudado (Ruggiero, 2000,
p. 269), por exemplo, se ele trata de andlise de velocidade, ja sabemos previamente que as
funcgoes do tipo lineares sao as mais indicadas; no caso do crescimento bacteriano sabemos

que a funcao aproximadora mais indicada é a exponencial.

2.1 Caso Discreto

Dado um conjunto de pontos aleatérios (z;,y;), ¢ = 1,---, n, z; # xj,
o Método dos Minimos Quadrados, caso discreto, nao procura uma funcao que passe
exatamente por estes pontos, mas que passe o mais proximo possivel deles, minimizando o
erro entre os valores observados e os fornecidos pela fungao aproximadora, isto é, o Método
dos Minimos Quadrados, fard com que obtenhamos uma funcdo ¥ (z) que minimiza a
soma dos quadrados das diferengas entre y; e 1(x;), fazendo com que a fungao assuma
a melhor aproximacgao para os dados disponiveis. Cabe observar que as diferencas y; —
W(x;), 1 = 1,---, n, sdo tomadas ao quadrado para nao corrermos o risco de uma
diferenca anular outra. A raiz quadrada da soma do quadrado dessas diferencas, entre
os pontos observados e a curva aproximadora, é chamada de Erro Quadratico Minimo,
que sera estudado no final da se¢d@o. Porém, nao é a unica forma de avaliar a curva
aproximadora produzida. A Estatistica, por exemplo, se vale de outro método, o r?, que

nao sera objeto de estudo dessa dissertacao.

2.1.1 Regressao Linear

Quando a funcao v escolhida para aproximar o conjunto de pontos observados
¢ uma fungao afim, isto é, ¥(z) = a1 + asx, 0 método dos minimos quadrados é conhecido
como Regressao Linear. A Tabela 2.1 traz dados aleatérios para darmos inicio ao processo
que gerard uma funcao aproximadora pelo Método dos Minimos Quadrados. A Regressao

Linear é uma ferramenta utilizada por estatisticos para interpretar os dados coletados,
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verificar se eles tém uma forte relacao linear entre si e, em caso afirmativo, por meio da
funcao tentar entender e projetar futuras interagoes produzidas pelos dados observados
inicialmente. Observando a Figura 2.1, se decidirmos trabalhar com Regressao Linear,
a pergunta é: Dentre todas as retas possiveis, qual melhor se aproxima desses pontos?
Cabe ressaltar que entendemos por melhor reta aquela que minimiza os erros em relacao

aos dados observados.

Tabela 2.1: Pontos tomados ao acaso para o estudo de Regressao Linear

i Yi
1 4
2 3
3 7
4 6
5) 9

Fonte: proposto pelo autor.

Figura 2.1: Plotagem dos dados da Tabela 2.1

I

=]

(%))

Eio v

Ka

in

i

Eixo x

Fonte: Elaborado pelo autor a partir do Software Excel da Microsoft.
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No programa Excel é possivel acrescentar a Linha de Tendéncia ao Grafico
(veja a Figura 2.2), essa linha é uma aproximagcao gerada pelo programa utilizando o
Método dos Minimos Quadrados. No programa, a linha de tendéncia pode ser de varios
tipos, tais como: linear, polinomial, exponencial, logaritmica, as quais apresentaremos

neste trabalho. A escolha do tipo da funcao aproximadora sera discutida na secao 2.
A Linha de Tendéncia Linear é usada para avaliar se existe uma relagao linear
entre duas variaveis.
Figura 2.2: Insercao da Linha de Tendéncia Linear pelo Excel

Exemplo

10

7 = e 3

B /»
5 = /
4 4 4/

o m =1

o 1 2z 3 4 5 B

Fonte: Elaborado pelo autor a partir do Software Excel da Microsoft.

A Figura 2.3 mostra as diferencas entre os pontos e a reta aproximadora e,
também, a expressao da funcao de regressao linear calculada pelo Excel para os dados

apresentados na Tabela 2.1.
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Figura 2.3: Diferencas (d;) entre a posigao observada e a posigao fornecida pela linha de

tendéncia

¥=1,30x+1,90

Exemplo

o x =

eixo x

Fonte: Elaborado pelo autor a partir do Software Excel da Microsoft.

Observe que ao representar os pontos pela linha de tendéncia, surge uma di-
ferenga entre a posigdo do ponto (x;, y;) e o valor de ¥(x;), identificado no grafico pelos
segmentos d;, com ¢ = 1, 2,--- . n. Essas diferencas, representadas pelos segmentos,
serao utilizadas para avaliar a fungao aproximadora, e serao tratadas como um erro na
aproximacao. Para avaliar esse erro cometido na aproximagao serao apresentados, na

secao 2.2, o calculo do Erro Quadratico Minimo, bem como exemplos de aplicacao.

Como ja dissemos anteriormente, sejam n pontos do Plano Cartesiano, i =
1,2,--- ,n, e y =1(x) = a; + asx, a reta aproximadora que queremos determinar. Uma
vez que conhecemos os valores (x;,¥;),7 = 1,--- ,n, obtidos no experimento ou estudo de
caso, teremos que determinar os valores para a; e as que minimizam a soma dos quadrados
das distancias exemplificadas na Figura 2.3, isto é, miniminizam S = d? + d3+ - - -+ d? =

n
ST (y; — ¥(x;))?, e que consequentemente determinam a reta que mais se aproxima de

i=1
todos os pontos.

Assim, para escolher a reta aproximadora devemos encontrar a; e as que
minimizam

S = Z [yz — ] — OéQ[L’i]Q . (21)
i=1

Para encontrar o minimo de S, precisamos encontrar o(s) ponto(s) critico(s)
dessa funcao e verificar qual(is) desse(s) ponto(s) critico(s) é ponto de minimo. Para

determinar o(os) ponto(s) critico(s) devemos derivar S em relagdo a a; e az (veja as
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regras de derivac@o na segao 1.1.2) e igualar essas derivadas a zero, obtendo

oS n
E = 21‘:1 (yi — 01 — 042951‘)(_1) =0
05 n
57@ = 2; (yi — Q1 — 04233i)(—33i) =0.

Logo,

—Z yH’Z 0z1+z agr; = 0
i=1 i=1 i=1
- Z YiT; + Z Q1T; + Z 052([)32-)2 = 0.
i=1 i=1 i=1

Isolando as varidveis no primeiro membro dessas equagoes, chegamos ao sis-

tema linear nas variaves oy e as, conhecido como Sistema Normal

|
M-

@
I
—

n
amn 4 oy, x
i=1

Y m Y (@)

i=1 =1

Yi

Il
M=

N
Il
—

YiZs

o2 | [ g, anyz
= [& o

n
Z YiZ;
i=1
n
nooy
Provaremos a segui i=1 0, 1 ist 1 soluca
guir que | , n # 0, logo o sistema possui solugao

DT ) l“?
=1 =1

unica. Assim, temos um unico ponto critico e ele é minimo.

De fato, tomando um conjunto de pontos (x;, y;), comi =1,2,--- . n, x; # x;,

Agora,

n n 2 n n n n 2
Zx? > szg > > >
=1 =1 =1 =1 =1 =1

_ — _ 2 +
n n n n n n
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=1 —9 i=1 =1 + =1 =1
n n n n n
> >ori [ 2w > > i
=1 i=1 =1 i—1 -1
== | 27 — 22;° +]° == |z-" (2.3)
n n n n n
n n
> > n
i=1 < i=1 .
Se x; — = 0, entao =x; = > x;=nx;, ¥V i=1,2--- n,0 que
n n i=1
n
noo>
nao ocorre, pois, se ¢ # j entao x; # x; logo | ot # 0.

DT Y 37?
=1

=1
Resta provar que o tnico ponto critico de S é ponto de minimo. Para isso,
precisamos olhar para a matriz Hessiana (H) de S e mostrar que H é positiva definida,

veja Teorema 1.3.1.
2n 2y
i=1

H = n n
25 @ 23 a2
i=1 i=1
A fim de verificar a positividade de H, olhemos para seus menores principais
lideres:

n n 2

. n n 2 >} > Ti
Hy=H=| . S l=4n) ai-4 <§ :c) —4n? | = | = >0,
. n n
_ i i=1 i=1

conforme jé observado na Equacao (2.3).

Assim, todos os menores principais lideres de .S sao positivos e, portanto, pelo

Teorema 1.2.5 a matriz é positiva definida como queriamos demonstrar.

Para exemplificar, vamos encontrar a reta que melhor aproxima os pontos da
Tabela 2.1. Para determinar a equacao, manualmente, é pratico usar um quadro ou uma

tabela para agilizar os calculos. A Tabela 2.2 apresenta os dados tabulados.
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Tabela 2.2: Calculos preliminares da Regressao Linear

2

x Y xy x
1 4 1
2 3 6 4
3 7 21 9
4 6 24 16
5 9 45 25

Yr; =15 Xy; =29 Xy =100 Sz =55

Fonte: Elaborado pelo autor.

Logo, nesse exemplo o sistema (2.2) é dado por

Il
N

S
]
8
e
—
=2
('
:vM:
<
>

YTk

M=

e
Il
—
e
Il
—_
e
Il
—

ou seja,

Ou equivalente

5 15 =29
aq + 1oag (2.4)
15aq + 55an = 100
. 19 13
Resolvendo o sistema encontramos oy = 0 ey = 10"

Temos, entao, que a fungao linear que melhor se aproxima dos pontos dados ¢é
flz)=1,9+1, 3.

Observacoes:

Observagao 6. A partir da Equagao (2.2) temos

a1n+a22xk = Zyk e (2.5)
k=1 k=1
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alzxk—kagin = Zykxk. (2.6)
k=1 k=1 k=1
De 2.5 segue que

Z Yk Z Tk
= k=1

=> Q1 =Y — T (27)
em que ¥y e T sao as médias aritméticas de yi e xx, k = 1,--- ,n, respectivamente.

Substituindo na Equagao (2.6) encontramos

n n n
_ _ 2
(g — anT) g Tp + Qg g Ty = E YLk
k=1 k=1 k=1
n n n n
_ _ 2
?JE %—Ozﬂg $k+0425 mk_E YrTk
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n
2 _ _
0422 xk_OZQZUE l'k:g ykxk_ZUE Ty
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n
2 _ _
%) E xk—xE Tk ZE ykxk—yE Tk
k=1 k=1 k=1 k=1

n n

PRSI
k=1 k=1

n

Tk

Qg =

x% - T
k=1 k=1

Substituindo Z e y chegamos a

n 1 n n
> YTk — P Ye D Tk
k=1 k=1 k=1
Qg = Py
2 1
Th = 5 2o Tk ) Tk
k=1 k=1 k=1

Multiplicando numerador e denominador por n obtemos

Ny YTk — D, Yk D, Tk
k=1 k=1 k=1 ) (28)
n Yo ap— (30 o)’
k=1

k=1

Qo —

De um modo geral, os Livros de Estatistica - por exemplo, Crespo (1996) e
Oliveira (2013) - trazem as férmulas (2.7) e (2.8) prontas para o célculo da Linha de
Regressao Linear y = a1 + asz e fazem referéncia que elas sao baseadas no Método dos

Minimos Quadrados.

Para determinar a equagao, esses livros recomendam usar um quadro ou tabela
para agilizar os cédlculos. Do mesmo modo que fizemos com a construgao da Tabela 2.2

que traz os dados ja tabulados.
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Observacgao 7. Outro método pratico para chegarmos ao sistema normal é substituir os
pontos observados na equacao y; = a3 + agx;, @ = 1, 2, -+ n, de forma a obter o

seguinte sistema:

a1+ aoxrr =1
Q1+ Qoo = Yo
o1 + o, = Un

Na forma matricial temos

AX =B,
em que
I = Hh
1z Yo
a1
A= 1 T3 , X = [ e B = Y3
. o% .
1 e Yn
Multiplicando ambos os lados por A?, temos
1 = I
1 i) Y2
11 1 - 1 o 1 1 1 - 1
1 3 = Y3
Ty T2 Xy -t Tp . Q2 L1 T2 Xy ot Tp .
1 =z, Un

Ap6s resolver a multiplicacao, obtemos o sistema normal

n

o1 Zilxz [m] Zilyz

i=1
n
Z YiZ;
i=1

n

n
DT Y, x?
=1

i=1

(&%)

Um exemplo de resolugao pode ser visto em Zanardini (2018).
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2.1.2 Caso Polinomial

Se o objetivo for aproximar os n pontos amostrais (z;,y;), i = 1, 2,--+, n,

por uma funcao polinomial de grau m, 2 < m < n, seguimos o mesmo procedimento

adotado na regressao linear, isto é, minimizar soma do quadrado das distancias entre

yi e ¥(z;) = ap + gz + asx? + -+ + a,2" de modo que a funcao aproximadora as-

suma a melhor aproximagao para os pontos dados.

n

2
2oy — a0 —oawi —owri — - —apx
i=1

Derivando S em relacao «q, oy,

temos o sistema AX = B, em que,

M=
8

N
Il
i
-
Il
—

NE
B
M=
=
=N

.
Il
—
-
Il
—_

I
[
0=
8
B,
1=
8
S w

M=
8
3.
M=
)
RS

@
Il
. =
©
Il
i

U=

Qp
aq
%)

s

2
i

Zyi

=1
n

i=1
n

Z 3/1'1'?
=1
n

Z yﬂ?

=1

n
E yiry"
| =1

Isto é, queremos minimizar S =

-, e igualando essas derivadas a zero,

(2.9)

Resolvendo o sistema linear AX = B encontramos os candidatos a ponto de

minimo. Mas, ainda temos duas perguntas a responder: Assim como na regressao linear,

esse sistema sempre tem solugao tinica? A solugao deste sistema é ponto de minimo? Com

o objetivo de responder a estas questoes notemos que

Observagao 8. A matriz A do sistema 2.9 pode ser escrita como

A= MM,
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em que

2 m
1z 2f xy
1 2y 22 z
2 2
M = )
2 m
1 =z, z; x,

Se m + 1 = n, temos que det A = det(M'M) = det M*det M = (det M)?.
Logo det A > 0.

Notemos ainda que a matriz M é uma matriz de Vandermonde com z; #
xj, i, J=1,2,--- ,n, i# j, logo det M # 0 e consequentemente det A > 0 e o sistema
AX = B com A dada na Equagao (2.9) possui solucao tnica.

Com o objetivo de mostrar que a solu¢ao do sistema AX = B é um ponto de
minimo, vamos calcular a Hessiana, H, de A. Voltando as derivadas parciais de S em

relaccoa oy , 1 =1,2,--- ., n,

53 - m
Sag = 22 (yi — 0 —anw; — - — - 27" ) (1)
i=1
05 - m
Sy = 22 (yi — a0 —onwi — - — - 2" ) (— i)
i=1
53 - my(_m
S 22 (i — ao — oqzi — -+ — ay - ") (=),
m i=1
Obtemos
2n 25" @ 23 22 o 23 al
i=1 i=1 i=1
ani 2nxl2 an? ~--2nxm+1
2;xm 2;1‘?”1 2;:(:2”*2 2;xfm

em que A é a matriz dada na Equagao (2.9).

Olhemos, agora, para os menores principais lideres de H:
n
n ZT;
H1:2n>0; H2:22 i1

n I

n
Z Ty Z 1’7,2
=1

=1
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n n
n PIETDE
n iﬁl i7=11
Hy =23 sz Zx? Z:U? o Hyy =2MA.
zil zzl lil
>ai Yyl Yy
i=1 =1 =1

De forma anéloga ao constatado na Equagao (2.3), podemos concluir que Hy >
0, H3; > 0,---, H,, > 0. Assim, todos os menores principais lideres de H sao positivos
e portanto pelos Teoremas 1.2.5 e 1.3.1 a unica solucao do sistema normal é ponto de

minimo.

Agora, se n for diferente m + 1 (o que na prética é o que ocorre, em geral o
nimero de pontos é bem maior que o grau do polinémio), o argumento anterior nao pode
ser utilizado, uma vez que nao podemos calcular o determinante da matriz nao quadrada
M.

Neste caso, a prova de que o sistema tem solugao unica e que esta solugao é
um ponto de minimo, o que de fato ocorre, fica bem complicada utilizando o argumento
que a matriz Hessiana é positiva definida e vamos, portanto, justificar este fato utilizando

os argumentos de complemento ortogonal que apresentaremos na secao 2.1.3.

Assim, se queremos aproximar os dados por um polinémio de grau 2 o Sistema

Normal que devemos resolver é dado por

M=
=
]
=

r n
Z Yi
(&) =1

=1
;fv? ar | = | Dy |- (2.11)
>

-
I
—_
<
I
—_

M=
B
NE
8
<o

@
Il
-
<.
Il
_

(0] n

4 2

Z; > YiT;
| =1

M=
&

3.
8

=L

.
Il

—
-
I
—
-
Il
—
L

Para exemplificar, vamos encontrar o polinomio de grau 2 que melhor se ajusta

aos dados apresentados na Tabela 2.1.

Tabela 2.3: Célculos preliminares para o ajuste por uma Fungao Polinomial de grau 2

T Y Ty x? 23 x? %y
1 4 1 1 4

2 3 4 8 16 12
3 7 21 9 27 81 63
4 6 24 16 64 256 96
5 9 45 25 125 625 225

Y, =15 Xy, =29 Xy, = 100 Zx? =55 Ex? = 225 Ex? =979 Ex%yi =400

Fonte: Elaborado pelo autor.
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O sistema linear, dado pela Equacao (2.11), é mostrado em (2.12):

5 15 55 ag 29
15 55 225 | | oy | = | 100 |. (2.12)
55 225 979 | | o 400
Resolvendo o sistomma i . 7 1 3
€50lvendo O sistema linear, encontramos, ¢y = 5 , 1 = 70 € (g = 14 (§]

portanto o polinomio de grau 2, que melhor se aproxima dos dados é

17 1 3
P(2) = — 4 —2 4+ 242
() =5 + 757+ 137

Figura 2.4: Grafico da Fungao Aproximadora para a Tabela 2.1

Y

AN

3]
[ ]

(2

-1 1 2 3 4 5 5]
X

i

® Pontos Observados Fungao Aproximadora Polinomial

Fonte: Préprio autor utilizando software Excel da Microsoft.
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2.1.3 Caso Geral Linear

De um modo geral, devemos escolher m fungoes g1, g2, -, gm, m < n,
linearmente independentes, continuas no intervalo [xi,z,]|, e encontrar m constantes
Qp,Qo, Q€ Rv tais que, w(xz) = ngl(mi) + a2g2(xi) + ot amgm(mi)a S€ apro-

xime ao maximo y;.

Por exemplo, se o diagrama de dispersao sugerir que a curva que melhor se

aproxima dos pontos observados é um polinémio de grau m, as fungoes sao g; = 1, go = x,
— 2 _ am
gs = T,....,dm+1 = T .

Escolhendo ¥(x;) = a191(x;) + agga(x;) + -+ + mgm(x;) nosso objetivo é

determinar as constantes aq, as, as, ..., @, que minimizam

S=3 (i — (x:)

i=1

= Z lyi — a1g1(ws) — aaga(zi) — -+ — amgm(xi)]Z . (2.13)

=1

Para determinar os pontos minimos de S, devemos derivar S em relacao a cada

um dos a,, procurados e igualar essas derivadas a 0 (zero), obtendo

% = 22 (yi — a1g1(xi) — -+ — g (23))(—91(25)) = O

;Ti - QZ (yi —ongi(@i) — -+ — g (@) (—g2(xi)) =0

% = 2 (4 — (i) = -+ = am gm(:)) (= gm(2:)) = 0
Assim,

n

- Z yigi(@) + Y ngi(@)gn(ws) + -+ ) amg(@)(g1(w:)) = 0

i=1 =1

n

- Z Yiga(xi) + Z angi(wi)ga (i) + -+ + Z G (2:)(g2(2:)) = 0

i=1 i=1
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Z a191(%) gm (i) +

i=1 i=1

- Z Yigm(T:) +
=1

iy Z C“mgm(xl)@m(xl)) =0.

Isolando as variaveis no primeiro membro dessas equagoes obtemos o sistema

linear nas variaveis aq, ao,...,0y,

n

Z algl xz g1 xz) +Z amgm xz gl {L’Z
=1

=1

3

das Z amgm :Ez 92 xl

=1

> ngi(@i)galmi) +
=1

3

+ Z amgm xZ gm xl

Z algl :L‘z 9m xl) + -
=1 i=1

Z yzgl l‘z
Z %92 mz

Z ylgm ‘/EZ

Na forma matricial temos o sistema dado por AX = B, em que

<91,91> <91,92> <91,9m>
A (g2: 1) (92, 92) (gz,.gm> | (2.14)
(Gm, 1) (G, G2) (Gm> Gm)
ai (91,9)
X _ a.2 o B _ <92.a y>
(0779 <g’rn7y>
g = (gl(ajl)a gl(x2>7 Ty gl(mn))7 com [ = 17 2a ey My, €Y = (y17 Yo, ..oy yn)

Resolvendo esse sistema linear encontramos as m constantes que o problema
requer. Cabe ressaltar que minimizar a funcao S é encontrar uma fungao f(z) = ayg1(z)+

.+ apgm (), isto é, uma f que pertence ao espago gerado (g1, go,..., gm), que minimiza

<gl> G925 -5 gm>
da Menor Distancia (1.2.8) que existe um tnico elemento f € G que minimiza a distancia

a distancia até o vetor y. Considerando G = C R", temos pelo Teorema

ao ponto y, isto é, existe uma tdnica f(z) = a191(z) + .... + angm(x) que é ponto de
minimo da fungao S. Como os vetores g1, g2, -+, gm sao linearmente independentes, f
é escrita de maneira tnica como combinacao de g1, g2,--*, gm, €, portanto, existe um
tnico conjunto de parametros (aq, -+, @), solugdo do sistema, que fornece a solu¢ao do

problema.
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Observacao 9. Sejam n o numero de pontos dados e m o ntimero de funcoes no ajuste.
Para que a solugao do problema seja tinica devemos ter m vetores linearmente indepen-
dentes em R™, o que é impossivel se n < m. Logo, para que o problema tenha solucao
unica, o numero de fungoes utilizadas no ajuste (m) dever ser menor ou igual ao nimero de
pontos amostrados, como citado no inicio. Esta exigéncia esta longe de ser um problema,

uma vez que o numero de pontos amostrados, em geral ¢ bem grande.

Observacao 10. E, no caso particular do ajuste polinomial, a solucao é tinica? Pelo que ja
foi observado anteriormente, para que a solucao seja tinica o conjunto {g1, g2, g3, , Gm}
deve ser linearmente independente.

Lembremos que ¢g; = (gi(z1), gi(x2), -, g(x,)),coml=1,---  m, e que no
caso do ajuste polinomial g;(x) = 1 para qualquer z; gs(z) = 2,---, gm(z) = 2™,

Considere M a matriz cujas linhas sao esses vetores, isto é,

[ 1 1 1]
I ) Tn
M = 3 3 x?
xgm—l) xém—l) . ZL‘ng_l)

1. Se m = n, M é uma matriz de Vandermonde e, portanto, det M é diferente de zero,

consequentemente os vetores sao linearmente independentes.

2. Se m ¢é diferente de n, (m < n), L = 1, z, 2%,---, 2(™~Y é um subconjunto de
Z =1, z, 22,2V g™ . 20D e como Z é linearmente independente, L
também é. Assim, no caso do ajuste polinomial o ponto que minimiza S existe e é

Unico.
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2.1.4 Caso Logaritmico

Para a Funcao Aproximacgao Logaritmica, usaremos as func¢oes aproxima-
doras g; = 1 e go = Inx e, portanto, a curva sera dada por 1(z) = oy + oz In x, aplicando

na matriz 2.14 obtemos

1 Y Inz; o >y

=1 i=1 [ 1 ] — | =t e (2.15)
Slnz; > (Inz;)? 2 > yi(lnx;)
i=1 i=1 i=1

ap Yy 1 + ap ) Inuz; => v

ar Y. Inz; + axd (In z;)? =3 yi(ln ;)

=1 =1

@
Il
—

Tabela 2.4: Calculos preliminares para Func¢ao Aproximadora do Caso Logaritmico

Inx (Inz)? Y ylnz
0,00000 0,00000 4 0,00000
0,69314 0,48044 3 2,07942
1,09861 1,20694 7 7,69027

6
9

1,38629 1,92179 8,31774
1,60943 2,59026 14,48487
Yr;= Yz, = X(lnz)?= Xy = Sy lnz

15 478747 6,19943 29 32,57230

Fonte: Elaborado pelo autor.

T W NN R

Substituindo os valores da tabela no sistema linear, obtemos:

Say + 4,78747ay =29
4,78747c; + 6,1994300 = 32,57230

Resolvendo o sistema encontramos a; = 2,95205 e ap = 2,97437. Na figura

2.5 podemos ver o grafico da fun¢ao aproximadora ¥ (x) = 2,97437Inx + 2,95205.
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Figura 2.5: Plotagem dos Pontos e Linha de Tendéncia Logaritmica

Grafico da Tabela Exemplo com Linha de Tendéncia
Logaritmica

10

/ y=2,8743In(x) + 2,8521
| 7
& /
5

% Pontos Tabela Exemplo
— | pparitmica

¥ 4 ¢/
3 £

L 4

o % = m

L 2

Eixo x

Fonte: Préprio autor utilizando software Excel da Microsoft.
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2.1.5 Caso Exponencial - caso redutivel a regressao linear

O objetivo desta secao é mostrar como fica o método dos minimos quadrados

quando desejamos aproximar o conjunto de pontos por uma fun¢ao exponencial, isto

¢ uma funcdo do tipo y = AePX. Com o objetivo de trabalhar com um sistema linear,

facilitando assim nossos calculos, vamos aplicar a funcao logaritmo natural (In) em ambos
os lados da equagao, obtendo In y = In(AeP¥) = InA + In(eP¥) = InA + Bx. Assim

nosso trabalho se resume a fazer uma regressao linear no conjunto de pontos (z;, In ;).

Para exemplificar ajustaremos uma fungao exponencial aos dados apresentados

na Tabela 2.1.

Pelo observado anteriormente devemos resolver o sistema linear,

ary, 1 + )] => Iny
=1 =1 =1 (217)

oy w + oy () = (Iny)
=1 =1 3

ou na forma matricial

e
Il
—
.
Il
—

= | 5! (2.18)

= NgE
5 T2
M1
808
= N0 .
| — |
Q
5
| I
N
=
<

I
—
-
Il
—
.
I
R

3

emque a; =IlnAeay = B.

Tabela 2.5: Calculos preliminares para Funcao Aproximadora do Caso Exponencial

x Y Iny rlny x?
1 4 1,38629 1,38629 1
2 3 1,09861 2,19722 4
3 7 1.94591 5,83773 9
4 6 1.79175 7,16703 16
5 9 2.19722 10,98612 25

Sa; =15 Yy =29 Slny = 8,41978 Ya;lny = 27,57439 Ya? = 55

Fonte: Elaborado pelo autor.

Substituindo as informacoes obtidas na tabela 2.5 o sistema linear em questao

5 150, =8, 41978
{ o+ Do ’ (2.19)

150y + Hdae = 27,57439
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Resolvendo o Sistema Linear, determinamos,
ar; = 0,98945 as = 0,23150

Logo, In A = 0,98945, portanto, A = %9945 isto &,

w(x> — 60,9894560,231501 —¢

0,98945+0,23150x ~ 2 689860,23150:10
)

O grafico (Figura 2.6) mostra a plotagem dos pontos e a respectiva Linha de

Tendeéncia inserida e calculada pelo Excel.

Figura 2.6: Plotagem dos Pontos e Linha de Tendéncia Exponencial

Gréfico da Tabela Exemplo com Linha de Tendéncia
Exponencial

10

9 *

y = 2,689802315x

7 + /
6 +

o x = m

# Pontos Tabela Exemplo

= Exponencial

Eixo x

Fonte: Préprio autor utilizando software Excel da Microsoft.
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2.2 Erro Quadratico Minimo

Como no método dos minimos quadrados nao é exigido que a fungao aproxima-
dora passe pelos pontos observados, existe, a principio, como ja observado anteriormente
uma diferenga entre o valor observado (y;) e o valor estimado pela fungao aproximadora

Y ((x;)). Para avaliar quao boa é a aproximagao, usamos o Erro Quadrético, dado por

EQ = | > [yr — ¥(zx)]?. Quanto mais o erro se aproximar de zero, melhor a aproximagao
k=1

dada pela curva ¢ (x).

Para exemplificar, vamos calcular o Erro Quadratico cometido ao aproximar
os dados da Tabela 2.1 pela funcoes Afim, Quadratica, Logaritmica e Exponencial. Lem-

bremos que as Funcoes aproximadoras encontradas anteriormente sao:

Tabela 2.6: Calculos dos Erros Quadraticos

Valores Tabela Valores de y Erros Quadraticos
Ponto z y | Afim Quadrdtica Exponencial Logaritmica | E(Afim) FE(Quad) FE(Exp) E(Log)
A 1 4] 32 3,62856 3,39046 2,95205 0,64 0,13796 0,37153 1,09819
B 2 3| 45 4,28568 4,27364 5,01372 2,25 1,65297 1,62215 4,05506
C 3 7| 58 5,37136 5,38688 6,21972 1,44 2,65246  2,60215 0,60883
D 4 6| 71 6,88560 6,79010 7,07540 1,21 0,78428 0,62425 1,15648
E 5 9| 84 8,82840 8,55885 7,73911 0,36 0,02944 0,19461 1,58984
Somatorio Erros Quadraticos 5,90 5,25714  5,41469  8,50840
Erro Quadrético 2,42 2,29284  2,32694 2,91691

Fonte: Elaborado pelo autor.

Isso nos diz que a melhor fungao aproximadora para os dados apresentados na
tabela 2.1, entre as fungoes aproximadoras calculadas, foi a Polinomial de Grau 2 e a pior

foi a Logaritmica.

E possivel fazer uma avaliacao visual dos graficos das fung¢oes aproximadoras
(Figura 2.7) e, apés, a confirmagao através de cdlculo da curva que melhor minimiza a

funcao S.
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Figura 2.7: Graficos das Fungoes Aproximadoras aos Pontos da Tabela 2.1

E L

Eio y
[=}]

3 -
1 2 3 4 5
Eixo x
® Pontos Linear Polinomia| == Exponencial Logaritmica

Fonte: Préprio autor utilizando software Excel da Microsoft.

Na sequéncia, apresentamos os gréficos das fungoes aproximadoras (Regressao
Linear, Polinomial, Exponencial e Logaritmica) para os dados da Tabela 2.1 plotados no
mesmo sistema de coordenadas cartesianas, porém individualizados, diferente de quando
tratamos do erro quadratico em que as quatro fungoes aproximadoras foram plotadas num

mesmo sistema cartesiano (Figura 2.7).
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Figura 2.8: Graficos das Fungoes Aproximadoras Linear, Polinomial, Exponencial e Lo-

garitmica
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Fonte: Préprio autor utilizando software Excel da Microsoft.

92



2.3 Método Minimos Quadrados versus Interpolacao

Polinomial

Dados n + 1 pontos, a interpolacao produzird um polinomio de grau menor
ou igual a n, uma vez que precisamos ter pelo menos n equagoes para resolver de forma

determinada um sistema com n variaveis.

Dados P, = (z;,y:), 1 =0,1,2,...,n, z; # x;, ¥V i # j, pontos do Plano Carte-
siano (pontos observados), diferente do que ocorre no método dos minimos quadrados, na
interpolagao polinomial desejamos encontrar um polinomio P(z) = ag + ajx + ... + a,2",

tal que P(x;) = y;.

a + are + axy + - 4+ a.xf = yo
ap + arr + awri + -+ aal =y
Assim, { ay + a1ry + axri 4+ o+ auxy =1y
ap + ar, + axZ + o+ aual =y,

\

Note que ao escrever o Sistema Linear na forma matricial

2 3 n

1 zy x5 x5 -+ aop Yo
2 3 n

1 xf 7 - af aq Y1

1 @y 23 a3 - af as | =1 v2 |, (2.20)
2 3 n

1 z, z;, x, --- Qn, Yn

a Matriz dos Coeficientes é uma Matriz de Vandermonde (1.4), formada pelos pontos

observados.

O Teorema de Vandermonde (veja Se¢ao 1.2.2) nos garante que o determinante
desta matriz é diferente de zero uma vez que os elementos z;, com ¢ = 0,1,2,--- ,n, sao

distintos dois a dois, e portanto, o sistema linear tem solugao tunica.

Vejamos o exemplo proposto por Brandao (2020) [10]. O autor propde encon-
trar um polinémio que passe pelos pontos A = (=2, —15), B= (-1, 0), C = (0, 3), D =
(1, 0) e E= (2, —-3).

Neste exemplo, nosso trabalho se resume a resolver o Sistema Linear para esse

problema que é expresso por:
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1 -2 4 —8 16 | ao

1 -1 1 -1 1 ay
1 0 0 0 0 |- ] as (2.21)

1 1 1 1 as

|1 2 4 8 16| | as
Resolvendo o sistema chegamos a ay =0, a3 =1, ao = -3, a; = —1 e ap = 3.

Portanto, nosso polinomio interpolador é P(x) = 3 — x — 3z + 2. Note que

¢ um polinomio de grau 3, mesmo possuindo 5 pontos para a interpolacao, isso aconteceu

pois encontramos coeficiente de grau 4 (a4) igual a zero.

Se nosso estudo esta limitado aos dados coletados, a interpolacao nos fornece

uma 6tima ferramenta de andlise para o intervalo observado. Porém, esse método apre-

senta um problema: ele fornecerd um polindmio que passa exatamente pelos pontos dados.

Se tivermos um conjunto de 5 pontos ele fornecerd um polinomio de grau 4 ou menor,

mesmo que a posicao desses pontos sugiram que uma reta ou uma fungao exponencial

representariam melhor esse conjunto de pontos. Tornando, assim, o Método dos Minimos

Quadrados mais flexivel quanto a funcao fornecida para anélise do problema e confidvel

para previsoes, tendéncias ou extrapolagdes ao intervalo das observagoes (RUGGIERO,

2000).

94



Capitulo 3
Aplicacoes

O objetivo deste Capitulo é mostrar alguns exemplos de aplicacao do Método
dos Minimos Quadrados. Embora os dados coletados digam respeito a duas areas es-
pecificas da ciéncia, uma delas inclusive bem no topo do cenario mundial, nossa pretensao
aqui tem cunho exclusivamente didatico, ou seja, nao pretendemos aqui apresentar um
modelo a ser utilizado pela ciéncia, mas fornecer respostas para as perguntas que mais

recaem sobre os Professores de Matematica:
Para que isso serve? Onde vou usar isso? Isso tem aplicacao?

Essas aplicacoes que podem ser feitas em sala de aula, em cursos Técnicos ou
em cursos regulares, numa abordagem multidisciplinar, dao subsidios para que o Método
do Minimos Quadrados sirva de ponte com outros contelidos ministrados no Ensino Médio:
matrizes, fungoes, sistemas lineares e outros. E, para que os alunos também possam vis-
lumbrar a presenca de alguns topicos tidos como puramente matematicos na vida coti-
diana. Esse capitulo apresenta, ainda, a exposicao de exercicios propostos a partir de
experimentos realizados e da coleta de dados divulgados através de aplicativos hospe-
dados em sites da internet. A andlise dos dados obtidos acaba por colocar o aluno em
contato com a estatistica e por consequéncia com softwares para elaboracao de tabelas
e graficos como, por exemplo, o Excel de propriedade da empresa Microsoft ou o WPS
Office cujo proprietario é a WPS. De acordo com o objetivo do professor, o aluno pode
ser instigado a observar, a relatar e a analisar um fendémeno, é a experimentacao em
acao. O professor poderd levar seu aluno a pensar em como produzir o experimento,
como organizar seus dados, como explicar para outros os efeitos de sua experiéncia. E
um aprendizado duradouro, que, além das experiéncias com o contetido ministrado, deixa

marcas no aprendizado do aluno no que diz respeito a multidisciplinaridade.

Neste trabalho apresentamos experimentos com germinacao de sementes e

analise de dados relacionados a COVID-19 na fase inicial em que a doenca apareceu
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na China e, posteriormente, no Brasil. A disposicao desses dados sobre um plano car-
tesiano e as fungoes que melhor descrevem essa disposi¢ao nos ajuda a tomar decisoes a

respeito de fatos, como é o caso da pandemia de Sars-Covid-19

As sementes utilizadas nos experimentos foram retiradas de pacotes comuns
de feijao e de alimentos para passaros, adquiridas em supermercado, sem qualquer trata-
mento especial e sem a intengao de produzir conhecimento cientifico sobre germinacao. Se
o experimento for realizado de forma interdisciplinar, a compra das sementes nao é obri-
gatoria. Elas podem ser conseguidas com antecipagao, seja o professor separando algumas
sementes que utiliza em sua alimentacao ou de seus animais de estimacao, ou pedindo
aos alunos, com certo prazo de antecedéncia. Temos varios filhos de agricultores e de
comerciantes em nossas escolas publicas e privadas do Oeste do Parana e é uma forma de
inseri-los no processo. E isso nao se restringe ao fato de trazer a semente, mas, também,
de usar como disparador para uma pesquisa mais aprofundada. Num projeto interdisci-
plinar, os alunos poderiam pesquisar a origem da semente, seus formatos, similaridades,
identificar a que grupo pertencem, se sao comestiveis ou nao. Isto envolveria professores

de outras areas e faria a diferenca na conducao de uma educacgao que preza por qualidade.

Sobre a pandemia de Sars-Covid-19, os dados foram utilizados para mostrar
a funcao aproximadora em relacao aos nimeros oficiais divulgados, também sem a pre-
tensao de apresentar um modelo que descreva a evolugao dos nimeros de infectados ou de
mortos. Nesse caso, também ocorreram e ocorrem demoras na alimentacao de dados por
dificuldades técnicas, por erros sistémicos ou por falha humana. Por isso, reiteramos que
os calculos aqui apresentados apenas mostrarao como os niimeros se comportariam se nao
ocorressem interferéncias e se este modelo fosse o mais adequado. Cabe lembrar que esses
dados sao suscetiveis a alteracoes por parte das autoridades envolvidas no levantamento
dos mesmos. Isso ocorre devido a exames em fase de conclusao e/ou verificacdo e outras
causas que nao sao objeto de estudo desse trabalho. E, com o decorrer do tempo, cada
acao tomada sera refletida nos dados posteriores, sendo um parametro para verificar se a
acao surtir o efeito desejado, se determinou a piora no estudo realizado ou se nao interferiu

Nno processo.

Cada proposta de aplicacao do Método dos Minimos Quadrados sera acompa-
nhado de um texto explicativo do experimento e de exercicios elaborados a partir dessa
proposta. De acordo com o que vimos no capitulo 2, para aplicar o Método dos Minimos
Quadrados sera necessario que os alunos resolvam o Sistema Normal, e para chegar a esse
sistema os alunos necessitaram efetuar algumas operagoes basicas: soma, multiplicacao e
potenciagao. Além disso, o conhecimento prévio dos gréaficos de fungoes afins, polinomiais,
exponenciais e logaritmicas ajudara na escolha do tipo de funcao escolhida para efetuar

o ajuste.
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3.1 Aplicacao 1: Germinacao de Sementes

3.1.1 Descricao do experimento

O objetivo do experimento é observar o processo de germinacao e desenvolvi-
mento da semente de linhaca para coletar dados e aplicar o Método dos Minimos Qua-
drados, determinando as Fungoes Aproximadoras, seus erros quadraticos e analisando os

resultados obtidos.

Neste caso especifico, o objetivo é acompanhar a evolucao das sementes, 2
vezes ao dia, durante alguns dias. Na germinacao, a radicula, que é a raiz embrionaria,
é a primeira estrutura a aparecer e terd seu desenvolvimento acompanhado. Em sala, o
professor devera conduzir o experimento de maneira que os dados sejam coletados num
mesmo horario. Nesse ponto, o envolvimento de outros professores, num projeto interdis-

ciplinar, pode colaborar com precisao dos dados.

No experimento, 18 sementes de linhaga foram depositadas individualmente
numa forma de gelo, submersas na dgua (Fig. 3.1). O desenvolvimento foi acompanhado,
diariamente, com observacoes as 6h e as 18h. Nove dessas sementes germinaram, no
entanto, seis delas se desenvolveram pouco ou pararam o processo de germinacao e foram
descartadas. As 18h do 6° dia, as trés sementes restantes foram transferidas para outro
recipiente com algodao embebido em dgua, para fixar as raizes (Fig. 3.2). Elas tiveram
seu desenvolvimento acompanhado com medidas realizadas as 6h e as 18h, sendo que os
caules foram notados as 18h do 7° dia e no 10° dia as raizes cessaram o crescimento. Os
dados relativos ao crescimento das raizes e caules estao transcritos nas Tabelas 3.1 e 3.2
e poderao ser usados para que o professor elabore outros exercicios envolvendo fungoes

aproximadoras, tais como o exercicio a seguir.

Figura 3.1: Sementes de Linhaca - 1° dia

Fonte: Préprio autor.
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Figura 3.2: Sementes de Linhaca - 6° dia

Fonte: Préprio autor.

Figura 3.3: Semente 2 de Linhaga - Caule em desenvolvimento

Fonte: Préprio autor.

3.1.2 Exercicio

Considerando as medidas obtidas para o desenvolvimento das raizes da semente
2 (Tabela 3.1), a partir do dado referente as 18h do 39 terceiro dia (os valores anteriores
foram descartados por serem iguais a zero e um dos ajustes a ser realizado ser exponencial),
temos 13 pontos observados. Apesar de existir uma func¢ao polinomial de grau menor ou
igual a 12, nosso objetivo neste trabalho nao é fazer interpolacao e sim aplicar o Método
dos Minimos Quadrados para diferentes tipos de funcoes aproximadoras, isto é, apds

escolher o tipo de funcao aproximadora.

1. Utilize os dados da semente 2 e plote os pontos obtidos num plano cartesiano e
conjecture qual tipo de fungao: afim, quadratica, exponencial ou logaritmica, vocé

acha que melhor se ajusta a esses pontos.
2. Encontre as fungoes aproximadoras para,

(a) a regressao linear;
(b) a funcao polinomial de grau 2;

(c) a fungao exponencial;
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(d) a fungao logaritmica.

3. Calcule o erro quadratico de cada funcao do item anterior e determine dentre elas
a melhor funcao aproximadora, baseado no menor erro quadratico. Sua conjectura

foi confirmada ou refutada?

Tabela 3.1: Desenvolvimento das Raizes nas Sementes de Linhaga (em mm).

observacao semente 1 semente 2 semente 3

12 dia - 6h 0 0 0
19 dia - 18h 0 0 0
29 dia - 6h 0 0 0
2° dia - 18h 1 0 1
39 dia - 6h 1 0 1
3° dia - 18h 4 2 3
4° dia - 6h ) 3 4
4° dia - 18h 7 ) 7
59 dia - 6h 10 6 8
59 dia - 18h 12 7 11
6° dia - 6h 14 10 15
6° dia - 18h 16 12 16
79 dia - 6h 17 14 16
79 dia - 18h 20 15 17
82 dia - 6h 27 23 17
82 dia - 18h 35 30 19
9? dia - 6h 35 38 19
9° dia - 18h 35 40 19

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de observagao.
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Tabela 3.2: Desenvolvimento dos Caules nas Sementes de Linhaga (em mm).

observacao semente 1 semente 2 semente 3

19 dia - 6h 0 0 0
1° dia - 18h 2 2 2
29 dia - 6h 5 5 5
2° dia - 18h 7 8 )
32 dia - 6h 15 15 11
3?2 dia - 18h 20 28 15
4° dia - 6h 25 40 22
4° dia - 18h 38 45 30
5? dia - 6h 45 20 32
52 dia - 18h 52 o7 42

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de observagao.

3.1.3 Resolucao

e Primeira etapa:

Em sala de aula, o primeiro passo é pedir para os alunos plotar os treze pontos, e
tentarem identificar qual tipo de funcao é a mais adequada para aproximar os dados

obtidos. Essa é a pergunta norteadora da apresentacao do conteuido.

Figura 3.4: Grafico do desenvolvimento da raiz da Linhaga (em mm)
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Fonte: Préprio autor.
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Pela posicao dos pontos no plano cartesiano, alguém poderia sugerir que a Re-
gressao Linear forneceria a melhor fungao aproximadora, outros diriam que é a
funcao quadratica, ou ainda, a funcao exponencial. A resposta a essa duvida serd

verificada no final do exercicio com o calculo dos erros quadraticos.

Tabela 3.3: Céalculos a serem Utilizados nas Fungoes Aproximadoras

observagao y zy 22 z3 x? Inx Iny ylnx In® z rlny
3%dia 18h 1 2 1 0 0,693 0 0 0,693
4°dia 06h 2 3 8 16 0,693 1,098 2,079 0,480 2,196
49dia 18h 3 5 15 27 81 1,098 1,609 5,490 1,205 4,827
59dia 06h 4 6 24 16 64 256 1,386 1,791 8,316 1,920 7,164
59ia 18h 5 7 35 25 125 625 1,609 1,945 11,263 2,588 9,725
6°dia 06h 6 10 60 36 216 1296 1,791 2302 17,910 3,207 13,812
6°dia 18h 7T 12 84 49 343 2401 1,945 2,484 23,340 3,783 17,388
7%ia 06h 8§ 14 112 64 512 4096 2,079 2,639 29,106 4,322 21,112
7°dia 18h 9 15 135 81 729 6561 2,197 2,708 32,955 = 4,826 24,372
8°dia 06h 10 23 230 100 1000 10000 2,302 3,135 52,946 5,299 31,350
8°dia 18h 11 30 330 121 1331 14641 2,397 3,401 71,910 5,745 37,411
99dia 06h 12 38 456 144 1728 20736 2,484 3,555 94,392 6,170 42,660
99dia 18h 13 40 520 169 2197 28561 2,564 3,688 102,560 6,574 47,944
somas 91 205 2009 819 8281 89271 22,545 31,048 452,267 46,119 260,654

Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Tabela 3.1.

e Segunda etapa:

A partir dos dados observados, serd construida a Tabela 3.3 que fornecera os pré

calculos com o fim de encontrar as fungoes aproximadoras.

1. Para a regressao linear, temos uma reta a ser encontrada. Essa reta ¢ dada
pela equagao y = a + bx, onde a e b sao as constantes a serem descobertas

resolvendo o sistema 2.2, apresentado na secao 2.1.1, isto é:

n n
n > T o Zjl Yi
n
Sap > a7 2 DY
; = i=1

Substituindo pelos dados da Tabela 3.3 chegamos a:

13 91 a 205

91 819 b 2009
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ou equivalentemente

13a + 91b =205

{ 91la + 8196 = 2009
Resolvendo o sistema linear encontramos a = —6,301, b = 3,153 e a fungao
aproximadora obtida por regressao linear ¢ dada por y = —6,301 +

3,153x, isto é, dentre todas as retas a reta que melhor aproxima os pontos,
segundo o Método dos Minimos Quadrados ¢ a reta de equacao y = —6, 301 +
3,153x.

. Para a Aproximagao Quadratica a Fung¢ao Aproximadora de grau 2 é dada

pelo Sistema Normal 2.11 reproduzido a seguir,

- n n n 5 ] - n -
>l > Y > Yk
k’n,:1 k‘il kﬁl Q{O T];:’:l
Sorr ok 2w | | on | = | 2 vk
kil kil kil o kil

2
)R ADIEADIE > Yk,
L k=1 k=1 k=1 - L k=1 .

Com base na tabela 3.3, o Sistema Linear a ser resolvido é

130+ 9lay+ 819y = 205
91ap+ 8191+  828lay = 2009
819+ 8281+ 89271y = 21551

E os valores para as constantes sao a; = 4,156, ap, = —1,032 e ag = 0,299, e
portanto, a funcao quadratica que melhor aproxima os dados é
P(x) = 4,156 — 1,032z + 0, 2992

. Para a aproximacgao exponencial, devemos encontrar os valores A = e*! e

a tais que a funcao y = Ae*?* melhor se ajuste aos pontos tabelados.

Uma vez que In y = ay + aox encontramos os valores de o e ay por regressao

linear. A partir dos dados obtemos o sistema

13 91 | [ an | 31,048
91 819 | | a 260, 654



que apds resolvido nos fornece a fungcao aproximadora exponencial dada

por:
In Y= 07 722 + O, 238z ou Y= 27 058607238m

4. Para a aproximacao logaritmica, a curva é dada por y = a+bln x, em que

>1 Y lnz > Yi
=1 =1 [ aq ] . izl

Z yi Inx;
i=1

Assim, temos

13,000 22,545 ap | | 205,000
22,545 46,119 a | 452,267

Resolvendo o Sistema, encontramos a; = —8,125 e ap = 13,778
Logo, a fungao aproximadora logaritmica é dada por y = —8,125 +
13,778 1In .

Nas Figuras 3.5 e 3.6 estao dispostos os graficos gerados pelos pontos, bem como,

as Fungoes Aproximadoras.

Figura 3.5: Grafico para a regressao linear e quadratica - linhaga
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Figura 3.6: Graficos para as fungoes aproximadoras exponencial e logaritmica - linhaca
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Fonte: Préprio Autor com o Auxilio do Software Excel da Microsoft.

Podemos observar nas Figuras 3.5 e 3.6 que as funcoes aproximadoras apresentadas
pelo software Excel diferem das que encontramos manualmente. Isso se deve aos
arredondamentos que foram realizados. Uma andlise visual dos graficos anteriores
permite descartar a funcao aproximadora obtida por regressao linear e a obtida pela
aproximagao logaritmica. Mas, nos deixaria em divida quanto a escolha entre as
funcoes quadratica e exponencial, ficando a decisao da melhor fungao aproximadora,

dentre essas ultimas, baseada no erro quadratico.
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e Terceira etapa:

Para determinar o erro quadratico vamos usar a tabela 3.4:

Tabela 3.4: Caélculos para determinar o Erro Quadratico das Fungoes Aproximadoras-

Linhaca
x y(mm) Linear |y-— f(z)r;| Quadritica |y—f(z)g| Expon |y—f(@)g| Logarit |y— f(x)L, |
1 -3,148 5,148 3,423 1,423 2,610 0,610 -8,125 10,125
2 3 0,005 2,995 3,288 0,288 3,312 0,312 1,425 1,574
3 5 3,158 1,842 3,751 1,249 4,202 0,797 7,011 2,011
4 6 6,311 0,311 4,812 1,188 5,331 0,668 10,975 4,975
5 7 9,464 2,464 6,471 0,529 6,763 0,236 14,049 7,049
6 10 12,617 2,617 8,728 1,272 8,581 1,418 16,561 6,561
7 12 15,770 3,770 11,583 0,417 10,886 1,113 18,685 6,685
8 14 18,923 4,923 15,036 1,036 13,811 0,188 20,525 6,525
9 15 22,076 7,076 19,087 4,087 17,522 2,522 22,148 7,148
10 23 25,229 2,229 23,736 0,736 22,231 0,768 23,600 0,600
11 30 28,382 1,618 28,983 1,017 28,203 1,796 24,913 5,086
12 38 31,535 6,465 34,828 3,172 35,781 2,218 26,112 11,887
13 40 34,688 5,312 41,271 1,271 45,395 5,395 27,214 12,785
Ly — ¥(z5))?: 218,000 38,180 49,111 695,954

Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Tabela 3.3.

Apo6s calcular os erros quadraticos utilizando a formula apresentada na Secao

2.2, EQ = \/ Y i lyr — ¥(xx)]?, encontramos que o erro quadrético para a fungao apro-
ximadora Linear é FQ(Linear) = /218,000 = 14,764; para a func¢ao aproximadora
Quadrética é FQ(Quadrdtica) = /38,180 = 6,179; para a fun¢ao aproximadora Ex-
ponencial é EQ(Fxzponencial) = /49,111 = 7,007 e para a fungao aproximadora Lo-
garftmica é FQ(Logaritmica) = /695,954 = 26, 380.

Isto mostra que entre as quatro funcoes aproximadoras calculadas, a funcao
aproximadora quadratica é a melhor para este caso. Observe que de fato os erros das
funcoes linear e logaritmica sao bem maiores que os erros para as funcoes quadrética e

exponencial, ratificando a percepgao visual.
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3.2 Aplicagao 2: Desenvolvimento de Sementes de

Girassol e Leguminosas

3.2.1 Apresentacao do experimento

Num segundo experimento, foram utilizadas 2 sementes de girassol, 3 sementes
de feijao preto, 3 sementes de feijao carioca, 3 sementes de soja e 3 sementes de lentilha
Libanesa (ou Lentilha Rosa). O ”plantio” ocorreu em algodao com agua, na tarde do dia
02/02/2020, conforme Figura 3.7. Houve acompanhamento didrio, duas vezes ao dia, as
09h e as 17h.

No dia 07 de fevereiro, as sementes foram transplantadas para terra a fim de
obter sustentagao, devido ao tamanho atingido por suas raizes e caules. As sementes
continuaram a receber dgua, mantendo a terra imida. Sob essas novas condicoes, no dia
08 de fevereiro, o caule do feijao preto (fep3) atingiu 70mm as 09h e 85mm as 17h. As 17h
do dia 09 de fevereiro seu caule tinha 100mm de comprimento, sendo cessado o processo

de medidas.

Figura 3.7: Disposi¢ao das Sementes no Experimento

Fonte: Préprio autor.

Nas Figuras 3.8 e 3.9 do dia 04/02/20, podemos ver as germinagoes, das len-
tilhas 1 e 2 e do feijao preto 3, e ainda perceber que nao foi a semente considerada
mais bonita que se desenvolveu, tanto nas lentilhas quanto nos feijoes. Podemos verificar
também que, para experiéncias em sala de aula, ou como tarefa de casa, é mais vidvel
usar leguminosas (feijao, lentilha) as gramineas (arroz, trigo), que devido ao processa-

mento industrial a que sao submetidas, nao germinam.
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(04/02/2020)

Figura 3.8: Germinag

ao das Sementes no Experimento

B

Fonte: Préprio autor.

- Figura 3.9: Sementes de Feijao (04/02/2020

Fonte: Préprio autor.

No experimento foram observadas sementes que se destacaram, germinando e
se desenvolvendo muito mais que as demais. Exemplo do Feijao (fep3), das lentilhas (lenl
e len3). Esse fato pode ser observado na Tabela 3.5, Tabela 3.6 e na Figura 3.10 . As

Tabelas 3.5 e 3.6 tiveram suprimidos os dados referentes as sementes que nao germinaram.
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Figura 3.10: Visualiza¢do das Sementes no dia 06/02/2020

Fonte: Préprio autor.

Cabe observar que os periodos em que as medidas foram tomadas nao sao
peridédicos. Para resolver este problema vamos utilizar periodos de observacao de 8h.
Aqueles que nao contem informagao sao descartados. Assim, o dado coletado em 03/02
as 9h sera considerado x = 1, o que foi coletado as 17h do mesmo dia é x = 2, = 3
corresponde ao valor que deveria ter sido coletado as 01h do dia 04/02, x = 4 é a coleta

do dia 04/02 as 9h e assim sucessivamente, conforme tabelas a seguir.

Tabela 3.5: Desenvolvimento dos Radiculas

Desenvolvimento das Radiculas (em mm)as 09h e as 17h

dia  girl lenl len2 len3 s0j2 so0j3 fep2 fep3 fec2

03/02 0 1 1 1 0 0 0 0 0
03/02 0 2 1 1 0 0 0 3 0
04/02 0 2 2 2 0 0 0 12 0
04/02 0 2 2 2 0 0 4 15 0
05/02 0 2 2 2 0 0 13 15 6
05/02 0 5 3 5 0 0 15 15 7
06/02 5 ) 3 5 9 0 15 26 11
06/02 11 5 0 7 15 0 18 26 11
07/02 11 9 0 7 25 0 28 28 20
07/02 11 11 0 10 25 10 28 32 31

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de observagao.
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Tabela 3.6: Desenvovimento dos Caules (em mm)

Desenvolvimento dos Caules (dgua e algodao) as 09h e as 17h

dia  girl lenl len2 len3 so0j2 fep2 fep3 fec2

03/02 0 0 0 0 0 0 0 0
03/02 0 3 0 0 0 0 0 0
04/02 0 5 2 2 0 0 0 0
04/02 0 3 3 4 0 0 0 0
05/02 0 8 3 6 0 0 13 0
05/02 0 10 3 7 0 7 17 0
06/02 0 20 3 15 0 10 27 0
06/02 0 20 0 18 0 13 27 0
07/02 7 30 0 26 0 23 41 0
07/02 10 36 0 30 10 23 55 12

Desenvolvimento dos Caules com Terra
08/02 0 0 0 0 0 0 85
09 / 02 0 0 0 0 0 0 100

Fonte: Elaborado pelo autor a partir de observagao.

3.2.2 Exercicio:

A partir dos dados coletados, sobre o crescimento das raizes (tabela 3.5), es-
creva as funcoes aproximadoras linear, ctibica e logaritmica para o desenvolvimento das
raizes do feijao 3. E, apds, baseado na fungao que melhor aproxima os dados coletados

calcule o valor para o comprimento da raiz & 01h do dia 06/02.

Observacao 11. A funcao aproximadora exponencial nao serd trabalhada pois a primeira
observacao tem valor nulo e a disposicao dos dados no plano cartesiano nao indica essa
funcao. Os dados coletados durante o experimento foram mantidos caso o professor queira

explora-los, em sala de aula, com seus alunos.

3.2.3 Resolucao:

A Tabela 3.7 contém os calculos preliminares para determinar as funcoes apro-

ximadoras.
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Tabela 3.7: Calculos preliminares das Fungoes Aproximadoras - Raiz Feijao 3

x y (mm) x? x3 xt x® x0 Inz (Inz)? Ty ylnzx
1 0 1 1 1 1 1 0,000 0,000 0 0,000
2 3 4 8 16 32 64 0,693 0,480 6 2,079
4 12 16 64 256 1024 4096 1,386 1,920 48 16,632
5 15 25 125 625 3125 15625 1,609 2,588 75 24,135
7 15 49 343 2401 16807 117649 1,945 3,783 105 29,175
8 15 64 512 4096 32768 262144 2,079 4,322 120 31,185
10 26 100 1000 10000 100000 1000000 2,302 5,299 260 59,852
11 26 121 1331 14641 161051 1771561 2,397 5,745 286 62,322
13 28 169 2197 28561 371293 4826809 2,564 6,574 364 71,792
14 32 196 2744 38416 537824 7529536 2,639 6,964 448 84,448

somas: 75 172 745 8325 99013 1223925 15527485 17,614 37,675 1712 381,620

Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Tabela 3.5.

e Para a funcao aproximadora linear o sistema é dado por

10 75 o 172
75 745 Q9 1712

Resolvendo o sistema encontramos a fungao aproximadora linear y = 2,312z —
0,142 que pode ser vista na Figura 3.11, gerada pelo software Excel, para ilustrar o

problema.

Figura 3.11: Desenvolvimento das raizes do feijao 3 - em mm
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Fonte: Préprio autor.

e O sistema para a fungao aproximadora logaritmica é

10,000 17,326 oy 172,000

17,326 36,960 Qg 378,164
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E, resolvendo encontramos a; = —3,635 e ap = 11,829, portando a funcao é escrita

como y = —3,635 4 11,829 In z, mostrada na Figura 3.12.

Figura 3.12: Desenvolvimento das raizes do feijao 3
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Fonte: Préprio autor.

e Para a funcao aproximadora ctibica temos o sistema

- n n n n . r
21 Y Y Yo
i=1 i=1 =1 i=1
n n n n (&7))
Sowi Yl yap Yap ||,
i=1 i=1 i=1 i=1 L
n n n n
IEADIE D LD DL I B
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n Qs
Yol Yl Yay Y
| =1 i=1 i=1 i=1 _ L

Substituindo os valores da Tabela 3.7, chegamos a

172
1712
19024

10 75 745 8325 %

75 745 8325 99013 ap |
745 8325 99013 1223925 as |
8325 99013 1223925 15527485 o

225422

Sendo ag = —4,411, a3 = 4,836, ag = —0,342 e a3 = 0,013 a solucao do sistema

e a fungao aproximadora ctibica, cujo grafico pode ser visto na Figura 3.13, é dada

por y = 0,01323 — 0, 34222 + 4,836z — 4, 411.
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Figura 3.13: Desenvolvimento das raizes do feijao 3 - em mm

]
[

v =0,013048655x%% - 0,342614346x% + 4,836414743x - 4,411347092 I/Q

&

*

]
un

=]
=1

e
4
4
>

Comprimento em mm

=
=1

\

v T T T T T T T T T T T T T 1
o 1 2 3 4 ] ] 7 8 9 10 11 12 13 14 13

Observagdes (de 8h em 8h)

Fonte: Préprio autor.

e Antes de encontrar uma estimativa para o tamanho do caule do feijao a 01h do dia
06/02, vamos determinar a fungdo, dentre as calculadas, que melhor aproxima os

dados utilizando o erro quadratico.

Tabela 3.8: Célculos para determinar erro quadratico (Feijao 3)

Ty @) (Lin)  |y—¢@)(Lin)]? $(z)(Log) |y —(x)(Log)l®  ¢(x)(Cub) |y — ¢ (x)(Cub)|®
1 0 2,170 4,708 -3,635 13,213 0,096 0,009
2 3 4,482 2,196 4,564 2,446 3,997 0,994
4 12 9,106 8,375 12,763 0,582 10,293 2,913
5 15 11,418 12,830 15,403 0,162 12,844 4,648
7 15 16,042 1,085 19,383 19,212 17,142 4,588
8 15 18,354 11,249 20,962 35,553 19,045 16,362
10 26 22,978 9,132 23,602 5,749 22,749 10,569
11 26 25,290 0,504 24,729 1,613 24,706 1,674
13 28 29,914 3,663 26,705 1,674 29,220 1,488
14 32 32,226 0,051 27,582 19,515 31,933 0,004
somas: 53,793 99,719 43,249

Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Tabela 3.5.

Assim, encontramos o erro quadratico para a funcao aproximadora Linear igual a
EQ(Linear) = /53,793 = 7,334; para a fungao aproximadora Logaritmica igual a
EQ(Logaritmica) = /99,719 = 9,985 e para a fungao aproximadora Cubica igual a
EQ(Clibica) = /43,249 = 6,576. Logo, a fun¢ao que melhor aproxima os dados é
a funcao aproximadora cibica. Portanto, o valor estimado para o dia 06/02 & 01h
(x =9) é 20,888mm.
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3.3 Aplicacao 3: Desenvolvimento de Sementes de

Painco

3.3.1 Descricao do experimento

Experimento iniciado as 18h do dia 09 de fevereiro, com depdsito de 92 se-
mentes de Painco, para alimentacao de péassaros, sobre terra imida, ou seja, nao foram
enterradas. O objetivo, nesse caso, é observar o crescimento médio dos caules das semen-
tes que por ventura germinarem. Os dados foram coletados as 9h30 e as 17h durante 7

dias. As sementes (Figura 3.14) receberam apenas dgua e tomaram sol até as 12h.

E um experimento um pouco mais controlado sem sofrer com a agao do tempo

ou de péssaros e grandes insetos.

Figura 3.14: Sementes de Paingo em 09/02/2020
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Fonte: Préprio autor.

Na Figura 3.15 é possivel ver como estava o desenvolvimento das plantas no dia
25/02/2020. Na Tabela 3.9 temos o crescimento dos caules de duas dessas plantas entre os
dias 12/02, quando os caules foram percebidos, e 15/02, quando encerramos a observagao.
A partir dessa data, as folhas comecaram a se desenvolver enquanto os caules estagna-
ram. Como o objetivo era acompanhar o crescimento dos caules o acompanhamento foi

interrompido.
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Fonte: Préprio autor.

Observacao 12. Neste experimento o intervalo de coleta de dados nao é periédico. Para
contornar esse problema, dividiremos os intervalos de 3 em 3 horas iniciando as 08h do

dia 12/02. Assim, os extremos dos intervalos adquirem a seguinte configuragao:

0:12/02,08h 1:12/02,11h 2:12/02,14h 3:12/02,17h
4:12/02,20n  5:12/02,23h  6:13/02,02h 7 :13/02,05h
8:13/02,08h 9:13/02,11h 10:13/02,14h 11:13/02,17h
12:13/02,20h 13:13/02,23h 14:14/02,02h 15 :14/02,05h
16 : 14/02,08h 17:14/02,11h 18:14/02,14h 19:14/02,17h
20 : 14/02,20h 21:14/02,23h 22:15/02,02h 23 :15/02,05h
24:15/02,08h 25:15/02,11h 26:15/02,14h 27 :15/02,17h

Sendo que, a primeira observacao assume o valor x = 0,5, a segunda = = 3 e

assim sucessivamente.

3.3.2 Exercicio

A Tabela 3.9 mostra o desenvolvimento do caule observado em duas semen-
tes de Painco, enquanto que, na Figura 3.16, podemos observar a plotagem dos dados

coletados para a semente 2 com os sete primeiros dados.

1. Calcule as fungoes aproximadoras por regressao linear e polinomial de grau 3.
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Observacao 13. A escolha das fungoes aproximadoras se deu pela observacao da

plotagem dos dados que sugere que esses tipos de fungoes sao mais adequadas.

2. Utilize a funcao aproximadora mais adequada, para encontrar um valor aproximado
para a oitava observagao (note que esta observagao nao foi utilizada nos calculos).

Compare o valor aproximado encontrado pelo modelo com o valor observado.

Tabela 3.9: Evolugao das Sementes de Pain¢o em Terra Umida

Crescimento do Paingo (em mm) entre 12/fev e 15/fev, as 9h30(*) e as 17h(**).
semente 2% 126 13*%  13** 14*% 14 %% 15* 15K

1 7 9 18 25 33 40 42 20

2 7 11 21 29 43 47 23 95

Fonte: Préprio autor apds observacgao.

Figura 3.16: Plotagem dos dados referentes a semente de feijao (3)
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Fonte: Préprio autor.

1. Iniciaremos construindo a Tabela 3.10 que nos fornecera os calculos preliminares
para obtencao das fungoes aproximadoras por regressao linear e polinomial de grau
3.
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Tabela 3.10: Célculos preliminares das fungoes aproximadoras do Paingo-semente 2

T y (mm) z2 23 x4 x5 26 Ty zzy z3y

0,5 7 0,25 0,125 0,062 0,031 0,015 3,5 1,75 0,875
3,0 11 9,00 27,000 81,000 243,000 729,000 33,0 99,00 297,000
8,5 21 72,25 614,125 5220,062 44370,531 377149,515 178,5 1517,25 12896,625
11,0 29 121,00 1331,000 14641,000 161051,000 1771561,000 319,0 3509,00 38599,000
16,5 43 272,25 4492,125 74120,062 1222981,031 20179187,020 709,5 11706,75 193161,375
19,0 47 361,00 6859,000 130321,000 2476099,000 47045881,000 893,0 16967,00 322373,000
24,5 53 600,25 14706,125 360300,062 8827351,531 216270112,500 1298,5 31813,25 779424,625
> 83 211 1436,00 28029,500 584683,248 12732096,120 285644620,000 3435,0 65614,00 1346752,500

Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Tabela 3.9.

A funcgao aproximadora polinomial de grau 3 para a semente 2 de Paingo

é dada pelo sistema

7,0 83,000 1436, 000 28029, 500 o 211,0
83,0 1436, 000 28029, 500 584683, 248 o | 3435,0
1436,0 28029, 500 584683,248 12732096, 120 a | 65614,0
28029,5 584683,248 12732096,120 285644620,000 o3 1346752,5

Sua resolucao fornece a fungao
y = —0,00523 + 0,1752% + 0, 6522 + 6, 927.

A seguir é apresentado o grafico do crescimento do Paingo 3.17 com a Linha de

Tendencia aplicada pelo Excel:

Figura 3.17: Crescimento do Pain¢o (em mm) - Ajuste polinomial de grau 3

v =-0,00510624 1 +0,175181311x% + 0,652121365x + 6,9278593.
50

/
/

Altura (em mm)
8

20

10

0 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 0 21 22 23 24 25 26
Periodos (3h)

Fonte: Préprio autor.

Ja os coeficientes da funcao aproximadora por regressao linear para a semente

2 de Painco sao obtidos pela solugao do sistema:
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7T 83 o 211
83 1436 a%) 3435

Resolvendo o sistema encontramos a fungao aproximadora linear:

y = 2,065 + 5,656

Na sequeéncia grafico do crescimento do Paingo 3.18 mostra a Linha de Tendéncia

aplicada pelo Excel:

Figura 3.18: Crescimento do Paingo (em mm) - Ajuste Regressao Linear

Altura {em mm)

60

y=2,0651x+ 56563
*
50
.

L
40 /
20 //
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Periodos (3h)

w
=]

Fonte: Préprio autor.

Em sala de aula, cabe observar que existe erro e que quanto melhor o ajuste menor
o erro. Com essa andlise inicial, podemos observar que o ajuste obtido pela fungao
aproximadora polinomial de grau 3 é melhor do que o ajuste por regressao linear.

Isso pode ser notado também quando se calcula o erro quadratico das fungoes.

Para determinar o erro quadratico vamos usar a tabela 3.11.

Tabela 3.11: Célculos para o Erro Quadratico das Funcoes Aproximadoras-Painco

x y (mm) Polin. grau3 |y-Pol| Linear |y - Lin |

0,5 7 7,296 0,296 6,688 0,312
3,0 11 10,323 0,677 11,851 0,851
8,5 21 22,042 1,042 23,208 2,208
11,0 29 28,619 0,381 28,371 0,629
16,5 43 42,868 0,132 39,728 3,272
19,0 47 48,195 1,195 44,891 2,109
24,5 53 54,414 1,414 56,248 3,248

Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Tabela 3.9.
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O erro quadratico para a funcao aproximadora polinomial de grau 3 é:

n

EQ(Polinomial) = | > [yx — t(ax)]> = /4,662 = 2,159 (3.2)

k=1

O erro quadratico para a fungao aproximadora Linear é:

n

EQ(Linear) = ,| > [yx — t(x)]2 = /31,797 = 5,633 (3.3)

k=1

O erro quadratico mostra que entre as duas funcoes aproximadoras calculadas, a
funcao aproximadora polinomial de grau 3 é a que fornece um ajuste melhor para

este caso.

. A oitava medida foi tomada as 17h do dia 15/02 (x = 27). Utilizando a fungao

aproximadora polinomial de grau 3, chegamos ao valor y = 53,691mm, sendo que

a medida verificada na ocasiao foi 55mm, valor préoximo ao estimado pela funcao.

No entanto, se precisarmos de uma projecao um pouco maior a funcao deve ser
repensada uma vez que ela tem um ponto de maximo local proximo a sétima ob-

servacao, conforme podemos ver na Figura 3.19.

Figura 3.19: Crescimento do Paingo (em mm) - Ajuste Polinomial de grau 3

Altura {@m mm)

20
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-20

y =-0,005108241x%* +0,175181311x* + 0,652121365x + 6,927859349

/ N
e N\

Periodos (3h)

Fonte: Préprio autor.
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3.4 Aplicagao 2: O Episédio do Coronavirus (virus
SARS-CoV-2)

3.4.1 Na China

As primeiras informagoes sobre o novo coronavirus chegaram no final de 2019
sem alarde. Seria uma forma de pneumonia ainda desconhecida sem grandes proporgoes.
Com o passar do tempo e as novas informacoes, a doenga tomou dimensoes globais, com
fechamento de cidades na China, impedindo a populacao de sair de suas residéencias. Nao
ha dados precisos, mais diversos sites falam em 40 milhoes de pessoas atingidas, inicial-
mente, por essas medidas. O feriado local de Ano Novo, normalmente de alguns dias,
foi estendido inicialmente para uma quinzena e depois, em 03/02/2020 foi prorrogado
para até 14/02/2020. Um hospital para 1400 pacientes foi erguido em prazo recorde:
uma semana. Varios paises fecharam suas fronteiras para os chineses e para os turistas e
empresarios que estiveram na China nos iltimos 40 dias. O motivo de tudo isso? Os au-
mentos exponenciais de transmissao e mortes provocados pelo agente patologico. Talvez,
nesse ponto, consigamos entender o isolamento das cidades e a urgéncia nas construgoes

de hospitais e centros de acolhimento na China.

A partir de 20/01/2020, a Universidade Jhon Hopkins disponibilizou uma fer-
ramenta para acompanhamento simultaneo da divulgacao dos casos de contaminacao e
mortes provocados pelo SARS-CoV-2. Abaixo, as Figuras 3.20 e 3.21 sao capturas de tela

deste site.

Total Deaths

259

Fonte: Universidade John Hopkins
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Figura 3.21:
fg‘?}!
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Fonte: Universidade John Hopkins

E facil perceber a Curva Exponencial quando observamos o grafico ampliado
dos casos confirmados obtido do aplicativo (Figura 3.21, Figura 3.22 e Figura 3.23), onde
sao retratados os casos confirmados de contagio na China. Como os dados sao computados
nos Estados Unidos da América, existe uma discrepancia nos horarios e datas apontados
nas figuras e nos graficos e os dados coletados na internet devido ao fuso horario. Por
exemplo, se todos os paises fecharem o nimero de casos as 18h, entao, quando a regiao de
Guizhou, na China, fechar o nimero de casos hoje, as 18h, em Washington ainda serao
08h. E, quando Washington fechar o niimero de casos, ja terao sido adicionados mais 12
horas de levantamentos na China, pois a atualizacao é instantanea. O levantamento para
este trabalho comegou em 31/01/2020, portanto foram utilizados Screenshots do aplicativo
disponiveis na Web antes dessa data. A partir de 31 de janeiro, foram coletados dados
em horarios diferentes, as vezes as 18h, as vezes as 23h. A coleta de dados esta disponivel
na Tabela 3.12 atualizada até o dia 10/02/2020, 23h55.

Figura 3.22: Grafico Produzido pelo Aplicativo da Universidade John Hopkins 02/02/2020

& 2019-nCoV Global Cases by Johns Hopkins CSSE (each

Fonte: Universidade John Hopkins
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Figura 3.23: Grafico Produzi
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Fonte: Universidade John Hopkins

No dia 13 de fevereiro, a China mudou o modo como os diagndsticos eram
feitos, passou de laboratorial para clinico. Houve uma explosao no nimero de casos.

Foram notificados 15.100 novos casos nesse dia e 6.500 no dia seguinte.

3.4.2 Exercicio

Observacao 14. Vamos explorar neste trabalho os dados referentes aos niimeros de infec-
tados na China, durante o periodo que vai do dia 20/01/20 até 10/02/20. Primeiramente,
gostariamos de observar que uma anélise visual do gréfico de dispersao (Figura 3.24) des-
carta, dentre os modelos que estamos abordando neste trabalho, os modelos lineares e
logaritmicos e, por esse motivo, nos itens que seguem abordaremos somente os modelos

exponencial e quadratico.
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Tabela 3.12: Dados Oficiais Covid-19 - China

dia nimero de infectados

1:  20/jan 278

2:  21/jan 326

3: 22/jan 547

4: 23/jan 639

5. 24/jan 941

6: 25/jan 2019
7:  26/jan 2794
8: 27 /jan 4474
9:  28/jan 6057
10:  29/jan 7783
11:  30/jan 9925
12:  31/jan 11200
13:  01/fev 14140
14:  02/fev 17318
15:  03/fev 19853
16:  04/fev 20704
17 05/fev 24631
18:  06/fev 28359
19:  07/fev 31774
20:  08/fev 37198
21:  09/fev 40510
22: 10/fev 43106

Fonte: Universidade John Hopkins

Figura 3.24: Grafico com o numero de infectados até 10/02/20 - Covid-19: China

Niamero de Infectados - Covid-19: China até 10/02/2020

45000

Mamero de Infectados

L
rlassewee
0 2 4 6 g 10 12 14 1 18 20 22 24

Observacdes didrias a partir de 20,/01/2020

Fonte: Universidade John Hopkins

1. Com a intenc¢ao de verificar se a quantidade de dados influencia na projecao, use a

Tabela 3.12 e faca trés simulagoes para a funcao aproximadora exponencial e para
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a polinomial de segundo grau:

(a) Usando os dias 20/01, 22/01, 24/01, 26/01 e 28/01;
(b) Usando os 12 primeiros dias da tabela;

(c¢) Usando todos os dados.

2. Utilize a func¢ao mais adequada para os itens 1.(a) e 1.(b), quadrética ou exponencial,

para fazer uma projegao do nimero de infectados para o dia 05/02/2020.

3. Utilize a fungao aproximadora de melhor ajuste do item 1.(c), faga a projegao para
o dia 11/02/20.

3.4.3 Resolucao

e 1l.a) usaremos 5 pontos, os dias 20/01, 22/01, 24/01, 26/01 e 28/01, para efetuar os

calculos da curva:

Tabela 3.13: Calculos Preliminares das Fungoes Aproximadoras - Covid-19 - China

Nimero de Infectados pelo Coronavirus de 20/01,/2020 a 28/02/2020.

dia x y x2 23 2t xy %y Iny rlny
20/jan 1 278 1 1 1 278 278 5,627 5,627
22/jan 2 547 4 8 16 1094 2188 6,304 12,608
24/jan 3 941 9 27 81 2823 8469 6,846 20,538
26/jan 4 2794 16 64 256 11176 44704 7,935 31,740
28/jan 5 6057 25 125 625 30285 151425 8,708 43,544
somas 15 10617 55 225 979 45656 207064 35,420 114,057

Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Tabela 3.12.

Lembremos que, de acordo com o que vimos na Se¢ao Método dos Minimos Qua-
rados - Caso Exponencial, para a Xi a0 ex ial a curva é dada por

drad Caso E 1, aproximacao exponencial dad

y=A-e2% com A= e* e, portanto, a partir dos dados fornecidos pela Tabela

3.13 e a aplicacao no sistema 2.18 obtemos o sistema na forma matricial:

5 15 35,420
M= ’ . (3.4)
15 55 | | a 114,057
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Resolvendo o Sistema, chegamos a a7 = 4,747, A = 115,237 e ap = 0,779 e
a fungao aproximadora exponencial para os casos de infectados na China é

escrita como:
y = 115,237 -7 7,

A fungao aproximadora polinomial de segundo grau (quadrética) é dada pelo sistema
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Logo,

5 15 55 % 10617
15 55 225 ap | = | 45656
95 225 979 Qo 207064

Resolvendo o Sistema, chegamos a ay = 1705,4, a; = —1811,07 e ag = 531, 9286,
assim, a fungao aproximadora quadratica para os casos de infectados na China

¢é escrita como:
y = 531,932% — 1811, 07z + 1705, 4.

Para decidir qual das duas fungoes aproximadores melhor se ajusta a estes dados,
vamos calcular o erro quadratico em cada caso, a partir da Tabela 3.14 podemos de-
terminar o erro quadratico para as fungoes aproximadoras, sendo que, para a funcao
aproximadora quadratica este erro é dado por FQ(Quadrdtica) = 1/192446,6 =
438,687 e para Exponencial é EQ(FExponencial) = 1/257963,4 = 507,901. Note
que, neste caso, o calculo dos erros mostra que o ajuste quadratico é mais adequado

que o ajuste exponencial.

Tabela 3.14: Calculos para determinar erro nas funcoes aproximadoras - 5 pontos

z y  lexp) vY(quadr)
1 278 251,11 426,26
2 547 547,20 210,98
3 941 119243 1059,56
4 2794 259844  2972.00
5 6057 5662,30  5948,30
Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Tabela 3.12.
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A Figura 3.25 mostra os graficos da fungoes aproximadoras exponencial e quadratica
para o estudo analisado, observe que a decisao do melhor ajuste baseado na anélise

visual fica bem dificil neste caso.

Figura 3.25: Grafico da funcao aproximadora exponencial com 5 pontos - Covid-19 -

China

Covid-19 - China Covid-19 - China

y = 115,19 18505e075m=:2
y=115,1918505¢ 000

¥ =531,93¢ - 1811,1x + 1705 4

€000 ° 6000

5000
4000 4000
3000 3000
2000 2000

1000 ® 1000

Fonte: Préprio Autor

e 1.b) Neste caso, serao usados 12 pontos, desde o dia 20/01 até o dia 31/01, para
encontrar as funcoes aproximadoras. Os somatoérios, referentes a esses dias, obtidos

de modo analogo ao processo anterior, sao:

12 12 12 12
Yo1=12 ;=18 S 2? =650 ST a? = 6084
i=1 i=1 i=1 i=1

12 12 12 12
Sl =60710 > y; = 46983 yir; = 453214 S yx? = 4618822
=1 i=1 =1 =1

1= 1=

12 ke
> Iny; =91,165 > x;(Iny;) = 645,691
i=1

i=1
Logo, para a funcao aproximadora exponencial temos

12 78 a | 91,165

78 650 | | oy 645,691 |
Resolvendo o novo Sistema, chegamos a a; = 5,185, A = 178,37 e as = 0,371 e a
fungao aproximadora exponencial para os casos de contagio na China é escrita

CO1mo:

y = 178,037 ™37 =,
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E, para a funcao aproximadora quadratica obtemos

12 78 650 Qg 46983
78 650 6084 ap | = | 453214
650 6084 60710 (o %) 4618822

Resolvendo o Sistema, chegamos a ay = 114,029, ay = —448,64 e as = 654,84,
assim, a fungao aproximadora quadratica para os casos de infectados na China
é escrita como:

y = 114, 032> — 448, 64z + 654, 84.

A Figura 3.26 mostra o grafico das fungoes aproximadoras exponencial e quadratica
com 12 pontos. Neste caso, uma andlise visual ja sugere que o ajuste quadratico é
mais adequado que o exponencial. Vejamos que informagoes nos fornece o célculo

dos erros quadraticos.

Figura 3.26: Grafico das fungoes aproximadoras com 12 pontos - Covid-19 - China

Covid-19 - China Covid-19 - China

14000 14000

y= 178.27&\“3’7
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y = 114,03x% - 448,64x + 554,?
10000 / 10000
8000 8000

\m\‘\

A g

Fonte: Préprio Autor

Tabela 3.15: Calculos para determinar erro nas funcoes aproximadoras - 12 pontos

z y p(exp)  y(quadr)
1 278 257,99 320,23
2 326 373,87 213,68
3 547 541,78 335,19
4 639 785,12 684,76
5 941  1137,73  1262,39
6 2019  1648,73  2068,08
7 2794 238921 3101,83
8 4474  3462,28  4363,64
9 6057 5017,28  5853,51
10 7783 7270,60  7571,44
11 9925 10536,15  9517,43

12 11200 15268,23 11691,48

Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Tabela 3.12.
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A partir da Tabela 3.15 podemos determinar o erro quadratico para as funcoes apro-
ximadoras, sendo que, para a fungao aproximadora Quadratica é EQ(Quadrdtica) =
V767827, 3 = 876, 2576 e para Exponencial é EQ(Exponencial) = /19654799, 33 =
4433, 3733. De fato, os erros quadraticos calculados nos diz que, novamente, a fungao
aproximadora quadratica é mais adequada e neste caso, a diferenca entre os erros
e bem maior do que no caso 1.a), quando visualmente nao foi possivel decidir pelo

melhor ajuste.

e 1.c) Para o terceiro caso onde consideraremos todos os pontos temos:

Tabela 3.16: Calculos a serem Utilizados nas Fungoes Aproximadoras

dia x Y x? Iny rlny

20/01 1 278 1 5,627 5,627

21/01 2 326 4 5,786 11,573
22/01 3 547 9 6,304 18,913
23/01 4 639 16 6,459 25,839
24/01 5 941 25 6,846 34,234
25/01 6 2019 36 7,610 45,662
26/01 7 2794 49 7,935 55,546
27/01 8 4474 64 8,406 67,248
28/01 9 6057 81 8,708 78,380
29/01 10 7783 100 8,959 89,596
30/01 11 9925 121 9,202 101,230
31/00 12 11200 144 9,323 111,884
01/02 13 14140 169 9,556 124,237
02/02 14 17318 196 9,579 136,633
03/02 15 19853 225 9,896 148,441
04/02 16 20704 256 9,938 159,009
05/02 17 24631 289 10,111 171,899
06/02 18 28359 324 10,252 184,548
07/02 19 31774 361 10,366 196,961
08/02 20 37198 400 10,524 210,480
09/02 21 40510 441 10,609 222,795
10/02 22 43106 484 10,671 234,771

somas 253 324576 3795 192,858 2435,517
Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Tabela 3.12
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Para obter a aproximadora exponencial substituimos os valores no sistema normal

22 253 | [ | [ 192,858
253 3795 | | az 2435,517 |

Resolvendo o novo sistema, chegamos a a; = 5,948, A = 382,750 e ap = 0,245 e a

e obtemos:

funcao aproximadora exponencial para os casos de contagio na China é escrita
como:
y = 382,750 %215 =,

Para a fungao aproximadora quadratica, além dos calculos da tabela, temos que

22 22 22 22
> 1=22 > ;=253 > :c? = 3795 > x? = 64009
7,2:21 12221 12221 7,2221 )
> x‘i‘ = 1151403 > y; = 324576 > y;x; = 5584442 yzxf = 101554462
i=1 i=1 i=1 i=1
e obtemos o sistema normal
22 253 3795 Qg 324576
253 3795 64009 ap | = 5584442
3795 64009 1151403 Qo 101554462

que nos fornecera a funcao aproximadora quadratica dada por

y = 104,9292% — 322, 1152 + 357, 402.

Na sequeéncia, a Figura 3.27 mostra os dois graficos para as fungoes aproximadoras

para 22 pontos.

Figura 3.27: Gréfico Covid-19 na China - 22 pontos

Grafico da Fung3o Aproximadora Gréfico da Fungio Aproximadora
Polinomial - Covid-19-China Exponencial - Covid-19-China
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Fonte: Préprio Autor
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Neste caso a analise visual ja deixa claro que o ajuste quadratico é bem mais ade-
quado e esperamos que a diferenca entre os erros quadraticos seja bem maior do que
no caso 1.b), sendo o erro quadrético para a fun¢ao quadratica menor do que o erro

para funcao exponencial.

Tabela 3.17: Célculos para determinar erro nas fungoes aproximadoras - 22 pontos

x y  leap) [Y(exp) —y| lquadr) |¢(quadr) —y|
1 278 48899 210,99 140,21 137,78
2 326 624,73 298,73 132,89 193,11
3 B47 798,15 251,15 335,42 211,57
4 639 1019,71 380,71 747,81 108,81
5 941 1302,77 361,77 1370,05 429,05
6 2019 166441 354,58  2202,16 183,16
72794 212643 667,56  3244,12 450,12
8 4474  2716,71 1757,28 449594 21,94
9 6057 347084 2586,15  5957,62 99,37
10 7783 443431 3348,68  7629,16 153,83
11 9925  5665,22 4259,77  9510,55 414,44
12 11200 7237,83 3962,16  11601,81 401,81
13 14140  9246,97 4893,02  13902,92 237,07
14 17318 11813,83 5504,16  16413,89 904,11
15 19853 15093,22 4759,77 1913571 718,28
16 20704 19282,93 1421,06  22065,40 1361,40
17 24631 24635,65 4,65 2520594 574,94
18 28359 31474,24 311524  28556,34 197,34
19 31774 40211,14 8437,14  32116,60 342,60
20 37198 51373,30 14175,30  35886,72 1311,27
21 40510 65633,96 25123,96  39866,69 643,30
22 43106 8385322 4074722 44056,53 950,53

Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Tabela 3.12.

A partir da Tabela 3.17 podemos determinar o erro quadratico para as fungoes apro-
ximadoras, sendo que, para a fungao aproximadora Quadratica é EQ(Quadrdtica) =
V7667018 = 2768,93 e para Exponencial é EQ(Exzponencial) = /2708169834 =

52040, 07. No estudo deste caso, podemos observar que, para diferentes quantidades

129



de pontos considerados, o ajuste quadratico é sempre mais adequado que o expo-
nencial, sendo que o modelo exponencial foi ficando cada vez menos adequado, a

medida que a quantidade de pontos foi aumentando.

e 2. Para uma eventual projecao de casos, devemos verificar qual a posi¢ao do dia
esperado em relacao aos dias utilizados para os calculos da fun¢ao aproximadora. Na
primeira fungao, o dia 05/02 seria considerado x = 9, devido a exclusao das posi¢oes
pares da tabela. Entretanto, na segunda fungao o dia 05/02 corresponde a x = 17

uma vez que nao foram excluidos valores da tabela. Os resultados encontrados sao:

— No primeiro ajuste, a funcao y = 531, 9322 — 1811, 07x + 1705, 4 nos d4 28.492

infectados;

— No segundo ajuste, y = 114,03x% — 448,64z + 654,84 nos forneceria 25.982

infectados;

— O Governo Chinés divulgou 24.631 casos.
Podemos destacar:

1. que devemos pensar no melhor ajuste de uma forma geral e esta escolha deve
se basear em instrumento matematicos, como por exemplo o erro quadratico,

adotado neste trabalho;

2. que a funcao é dinamica e que deve ser atualizada constantemente para enten-
der o seu comportamento, ou seja, quanto mais dados obtivermos a respeito

do fato, melhor a construcao da funcao aproximadora.

e 3. Na China, o numero oficial de contaminados divulgado no dia 11/02/2020
era 44.386. Na fungdo aproximadora do item 1.c), o dia 11/02/2020 corresponde
a posicao 23 e, assim, a estimativa para esse dia é de 48.456 casos para a funcao
aproximadora quadratica, fornecendo esta ultima uma boa projecao do nimero di-

vulgado.

A matemadtica, em especial a parte que estuda o comportamento de ajuste de
curvas, nos da um panorama do que acontecerd se nada intervir no processo ou nos diz
que o modelo nao corresponde a curva esperada. Nesse item, por exemplo, uma curva
polinomial representa melhor os dados, embora existisse uma expectativa de que o ajuste

exponencial fosse o mais adequado.

Com isso, podemos perceber a importancia de abordar esse assunto do trata-
mento de informacao com os estudantes e falar sobre as possibilidades que os softwares
nos oferecem. Se formos efetuar esses calculos, mesmo com auxilio de calculadoras, é um

processo demorado, que requer confirmagoes.
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3.4.4 Covid-19 no Brasil

Em marcgo, a China diz ter conseguido controlar os casos de transmissao no
pais. Porém, na Europa os casos surgem como nos primeiros dias na China, impulsionados
pela Italia, que parece nao conseguir controlar o contdgio. O virus chega ao Brasil, de
dezenas salta as centenas de pessoas contaminadas em poucos dias. A Europa cancela

competicoes e alguns paises proibem aglomeragoes.

Apesar das mudancas no nome ou de suas mutacoes sofridas com o decorrer
do tempo, quando a China comecava a dar sinais de que estava pronta para se recuperar,
Europa, Estados Unidos da América assombravam o mundo com o nimero de casos que
apresentavam. Sem respeitar fronteiras ou nacionalidades, a curva de contégio, na visao
da midia, é praticamente a mesma em todo lugar, uma Exponencial. O “achatamento”da
curva, ou seja, torna-la parecida com uma Funcao Logaritmica e, apds, entrar num periodo

em que ela se torna decrescente, passa a ser um objetivo comum.

Figura 3.28: Print do Gréfico com Casos Oficiais de Mortes em 31/03
Casos oficiais de covid-19 no Brasil

2291
11 12 22 2 3 8 1310253034 6378 98121

Fonte: https://noticias.uol.com.br/saude/ultimas-noticias/redacao/2020/03/31/coronavirus-brasil-ca-

sos-mortes-31-marco.htm

A despeito da propagacao, é quase certo que os dados disponibilizados conte-
nham erros, propositais ou nao, uma vez que observamos divergéncia no comportamento
dos dados em cada regiao do Globo. Abaixo e ao final da secao, estao trés graficos com

dados oficiais, utilizados pelo site Uol, para divulgar os casos registrados. Eles é que
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nortearam o estudo aqui proposto.

Tabela 3.18: Célculos para Fungoes Aproximadoras Covid-19-Brasil de 26/02/2020 a 31/03/2020

x x2 x> z*  y (Mortes) Iny zlny
1 1 1 1 1 0,000 0,000
2 8 16 1 0,000 0,000
3 27 81 1 0,000 0,000
4 16 64 256 2 0,693 2,772
5 25 125 625 2 0,693 3,465
6 36 216 1296 2 0,693 4,158
7 49 343 2401 2 0,693 4,852
8 64 512 4096 3 1,098 8,788
9 81 729 6561 8 2,079 18,714
10 100 1000 10000 13 2,564 25,649
11 121 1331 14641 19 2,944 32,388
12 144 1728 20736 25 3,218 38,626
13 169 2197 28561 30 3,401 44,215
14 196 2744 38416 34 3,526 49,369
15 225 3375 50625 69 4,234 63,511
16 256 4096 65536 78 4,356 69,707
17 289 4913 83521 98 4,584 77,944
18 324 5832 104976 121 4,795 86,324
19 361 6859 130321 200 5,298 100,668
20 400 8000 160000 234 5,455 109,106
21 441 9261 194481 291 5,673 119,139
22 484 10648 234256 428 6,059 133,300
23 529 12167 279841 621 6,431 147,920
24 576 13824 331776 904 6,806 163,363
25 625 15625 390625 1128 7,028 175,705
26 676 17576 456976 1546 7,343 190,929
27 729 19683 531441 1891 7,544 203,711
28 784 21592 614656 2201 7,696 215,506
29 841 24389 707281 2433 7,796 226,109
30 900 27000 810000 2915 7,977 239,328
31 961 29791 923521 3417 8,136 252,232
32 1024 32768 1048576 3904 8,269 264,632
33 1089 35937 1185921 4256 8,356 275,750
34 1156 39304 1336336 4579 8,429 286,594
35 1225 42875 1500625 5717 8,651 302,791
630 14910 396900 11268978 37174 162,532 3937,281

Fonte: Elaborado pelo autor a partir da Figura 3.28 (somas efetuadas via planilha WPS)
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3.4.5 Exercicio

De modo anélogo ao caso da Covid-19 na China e para efeitos de comparagao,
calcule a funcao aproximadora exponencial e a polinomial de 2° grau para os casos de

mortes ocorridos no Brasil (Figura 3.28) considerando os dados fornecidos entre os dia
26/02 e 31/03/2020.

3.4.6 Resolucao

xT

A aproximacgao exponencial, serda dada por y = A e*?*, com A = e e,

portanto, com o auxilio da tabela 3.18 o sistema na forma matricial é dado por
35 630 ap | 162, 532
630 14910 | | an | | 3937,281

Resolvendo o Sistema, chegamos a oy = —0,457, A =0,633 e s = 0,283 e a

funcao aproximadora exponencial é escrita como:
y = 0,633e0283

Para a aproximacgao polinomial de grau 2, além dos cédlculos da tabela,

temos que

35 35
Sy = 1133936 Y ysa? = 35210292
=1 i=1

e assim, obtemos o sistema normal

35 630 14910 % 37174
630 14910 396900 ap | = | 1133936
14910 396900 11268978 Qg 35210292

que nos fornecera a fungao aproximadora quadratica dada por

y = 9,08822 — 197,004z + 736, 306.

Para determinar a melhor funcao aproximadora, calculamos o erro quadrético
das fungoes aproximadoras quadratica e exponencial. Assim, o valor do erro quadratico
é EQ(Quadrdtica) = /2780240 = 1667,405 para a funcdo aproximadora quadrética e
para a exponencial é EQ(Fxponencial) = V85512878 = 9247,317. Podemos perceber,
também, pela Figura 3.29, que a funcao quadratica foi a que melhor se ajustou aos dados

fornecidos.
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Fonte: Préprio Autor

E claro que as fungoes aproximadoras sao uma primeira analise de uma situagao

problema, no entanto, elas permitem vislumbrar um cenario inicial e fazer projegoes.

Quando comparamos esse resultado com o Grafico fornecido pelo Software WPS (Figura

3.30), fica evidente a necessidade de que a escolha da funcao aproximadora passe pela

analise da distribuicao dos pontos sobre o plano cartesiano. Acreditamos ter respondido

as perguntas iniciais desse Capitulo mostrando algumas aplicagoes para o Método dos

Minimos Quadrados.

Figura 3.30: Gréfico dos Casos Oficiais de Mortes por Covid-19 até 31/03

Covid-19 - Brasil
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Fonte: Préprio Autor
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Conclusao

Estamos vivenciando uma época em que a valorizagao do tempo esta em alta.
Ocupamos cada minuto com informagao. Os aparelhos de comunicagao cada vez mais
ageis nos proporcionam usar esse tempo de modo planejado ou aleatério dependendo
do que colocamos como prioridade ou do que nos é exigido. Usamos um Smartphone
para fotografar, para gravar videos, para nos comunicar, sem mesmo pensarmos no tempo
gasto pela humanidade para chegar a esse equipamento. Algo semelhante acontece na ma-
tematica. O Método dos Minimos Quadrados nas aplicacoes do Ensino Médio ou Superior,
nao passa de um processo de somas e multiplicacoes numa tabela que sao transportados
para uma férmula pronta. Ao iniciarmos os primeiros passos nessa jornada também foi
assim, coletamos dados, organizamos tabelas, procuramos por resultados e padroes. Mas,
como observamos no primeiro capitulo, o embasamento tedrico que da forga e forma ao
Método dos Minimos Quadrados é extenso. Por isso mesmo, podemos afirmar que ele esta
bem ancorado, que tem alicerces bons e bem definidos. Todo o conteido apresentado no
primeiro capitulo pode ser trabalhado com os alunos do ensino médio, respeitando o ob-
jetivo de cada série. Em varias etapas do ensino médio temos que trabalhar Estatistica e
podemos apresentar aos alunos o método dos minimos quadrados, resolvendo os sistemas
normais, como alternativa a aplicagao direta das féormulas prontas de regressao linear. E,
ainda, mostrar a eles que hd mais que a regressao linear para se trabalhar. Acreditamos
que é possivel apresentar o conteiido e desenvolver os exercicios com o auxilio dos softwa-
res de que falamos no texto ou similares, uma vez que grande parte dos alunos dispoe
de equipamentos que possibilitam o uso de softwares livres - como Linux, LibreOffice,
Geogebra e outros. Esse uso pode ser compartilhado, possibilitando a interagao entre os
alunos e a troca de experiéncias. Aprendemos a trabalhar numa Pandemia esse ano, ela
dificultou nossas aulas, nossas viagens, nossos sonhos, mas também criou novas perspecti-
vas de encarar o mundo e a sala de aula e de superar desafios. Nossas aulas on-line, onde
a camera esta desativada porque o trafego de internet nao da conta, fizeram o conteudo
chegar ao aluno mesmo sem sabermos se o aluno esta realmente ali, presente, ou olhando
pela janela, pensativo. Essas aulas foram baseadas na confianca mutua e na experiéncia
que carregamos como seres humanos e precisamos rever nossos conceitos a respeito da tec-

nologia e aceitar de vez que elas estao presentes e temos que aprender a utiliza-las a favor
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do aluno. No segundo capitulo o Método dos Minimos Quadrados foi apresentado com
suas nuances. As formas de se calcular e como sao os processos para cada tipo de curva
buscada. Querer enxergar uma curva exponencial, devido ao que vivemos nesse periodo de
Pandemia, atrapalhou um pouco a execucao dos experimentos no terceiro capitulo, pois,
como vimos uma funcao aproximadora quadratica ou ciibica pode ser melhor. A plotagem
dos pontos no plano cartesiano nos ajuda a identificar a curva, mesmo que nao fique claro
qual é, nos dd um norte a seguir e encontrar com mais precisao o que buscamos. No
terceiro capitulo sofremos um revés nos dados sobre a Covid-19, primeiro porque a China
mudou os métodos de calculo de infectados, depois porque os municipios brasileiros nao
divulgavam os dados diariamente e, logo apés, o Consércio de Empresas de Comunicagao
que passou a divulgar os dados sobre a doenca, uma vez que o Ministério da Saude teve
problemas para continuar essa divulgagao, optou pela Média Mdével dos dados. Com isso,
optamos por usar somente os primeiros dados divulgados, teoricamente sem problemas
com essa divulgacao. No entanto, obstante a esses problemas, no site da Johns Hopkins
University é possivel acompanhar a evolucao da pandemia, diariamente, e obter os da-
dos e gréaficos disponibilizados ao publico. Espero que o alcance desse trabalho seja o
de ajudar professores interessados no assunto e em melhorar o ensino da Matematica.
Ouvimos sempre que a prioridade dos politicos é com a Satide e Educacao e a esperanca
¢ de que se cumpram essas prioridades algum dia. Finalizamos esse trabalho esperando

que o objetivo tenha sido alcangado e que nossa Educacao seja valorizada como se deve.
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