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Resumo

SILVA, Andréia Maria de Oliveira, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, feve-
reiro de 2017. Geometria Fractal e Aplicagoes no Ensino da Matematica .
Orientador: Mehran Sabeti. Coorientador: Luis Alberto D’Afonseca.

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar uma proposta de abordagem
introdutoéria da Geometria Fractal no ensino fundamental. Esta nova geometria,
umas das Geometrias Nao-euclidianas, vem se desenvolvendo desde a década de
1970, quando da sua descoberta por Benoit Mandelbrot, e possui aplicagoes nos
campos da medicina, arte, tecnologia, arquitetura, cinema, etc. Neste trabalho, em
primeiro lugar, foi feita uma abordagem cronolégica através da citagao de grandes
matematicos que contribuiram para o progresso das ciéncias exatas que levaram ao
desenvolvimento da geometria fractal. Em seguida foram abordados aspectos relativos
a caracterizacdo e propriedades dos fractais. Aplicacbes de grande importancia para
o desenvolvimento da humanidade foram enumeradas e de uma forma sucinta foram
abordados alguns monstros matemaéticos do século XIX, posteriormente incluidos na
categoria dos fractais. Uma sugestao de plano de sequéncia didatica para introducao
do assunto na grade curricular do 9° ano do ensino fundamental, uma sequéncia
de atividades pedagdgicas e propostas de atividades para introduc¢ao do estudo da

geometria fractal em sala de aula finalizam a presente pesquisa.



Abstract

SILVA, Andréia Maria de Oliveira, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, Febru-
ary, 2017. Fractal Geometry and Applications in Mathematics Teaching.
Adviser: Mehran Sabeti. Co-adviser: Luis Alberto D’Afonseca.

This work has the main objective to present an introductory approach to Fractal
Geometry in elementary school. This new geometry, one of the Non-Euclidean
Geometries, has been developing since the 1970s, when it was discovered by Benoit
Mandelbrot. It and presents many applications in medicine, arts, architecture, cinema,
and otlers. This work presents first a chronological approach made through citation
of great mathematicians who contributed to the progress of exact sciences that led
to development of fractal geometry. Next, aspects related to the characterization
and properties of fractals were discussed. Applications of great importance for the
development of mankind have been enumerated and succinctly addressed, some
mathematical monsters of the nineteenth century, later included in the category
of fractals. We present a suggestion for a didactic sequence plan to introduce the
subject in 9™ grade curriculum and a sequence of pedagogical activities and proposed
activities to introduce the study of fractal geometry in classroom concludes the

present research.
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Introducao

Observado desde o ar ... parece uma drvore tombada, com um tronco
curto e grosso, constituido pelo nicleo central de sepulturas, de donde
arrancam quatro poderosas ramas, contiguas no seu nascimento, mas
que depois, em bifurcagoes sucessivas, se estendem até perder-se de vista,
formando ... uma frondosa copa em que a vida e a morte se confundem.
(José Saramago, 2009) [&]

Figura 1.1: Arvore fractal. [3]

A Matematica é uma das mais antigas disciplinas escolares e, ao longo do tempo
tem ocupado um papel cada vez mais importante no curriculo. Ela é uma ciéncia
que trata nao somente com objetos e relagoes abstratas, é acima de tudo uma
linguagem que viabiliza a conexao do mundo, natural ou social, com outras ciéncias.
As atividades pré-histéricas de contar e medir se tornaram insuficientes com o
desenvolvimento da humanidade ¢ a matemadtica passou a dominar o mundo através
do estudo dos ntimeros, das operacoes, das formas geométricas, das estruturas e das
regularidades, das variacoes, do acaso e das incertezas. Tornou-se um instrumento que
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permite elaborar uma representacao do mundo propiciando formas de agir sobre ele
com o fim de compreender, prever e resolver problemas, e ainda controlar resultados
de acoes do homem e efeitos da natureza.

Hoje, a matematica esta presente em todos os ramos da ciéncia, nas tecnologias,
nas artes, em muitas profissoes e em diversas atividades do dia a dia. Por isso, hoje,
mais do que nunca, se exige das escolas um curriculo acessivel a todos os alunos e
que propicie uma formacao sélida.

Como o ensino da matemadtica requer capacidades cognitivas diversas como o
raciocinio, a imaginacao e a intuicao as atividades didaticas devem ultrapassar o
objetivo de transmissao de informacao e desenvolver nos alunos a confianca nas suas
capacidades individuais. Assim, a disciplina de Matematica no ensino fundamental
deve contribuir para o desenvolvimento pessoal do aluno, deve proporcionar a forma-
¢ao matematica necessaria para prosseguimento dos estudos — em outras areas ¢ na
propria Matemaética.

A geometria fractal chega como mais uma alternativa de integragao de temas
da matematica com outras areas desde as ciéncias da natureza até as ciéncias
ligadas as tecnologias. Se a teoria dos fractais for incluida e bem trabalhada no
ensino fundamental pode estimular a curiosidade, desperta nos alunos o espirito
investigativo e dar sentido aos contetiidos matemaéticos a ela relacionados.

A presente pesquisa tem com objetivo contribuir para o processo de ensino-
aprendizagem inserindo um tema que permite enxergar a natureza com outros olhos
e estabelecer conexoes com ensino da matematica, através da analise de padroes
geométricos e, a0 mesmo tempo, inserir novos conceitos como o de auto-similaridade
e dimensao fractal.

Para inciar o trabalho um apanhado historico de renomados matematicos e seus
feitos que influenciaram o desenvolvimento da geometria fractal foi realizado, visto
que a contextualizacao histérica da significado as descobertas cientificas do passado e
do presente. Destaque para a historia de Gaston Jilia e Pierre Fatou cujos trabalhos
foram aperfeicoados por Benoit Mandelbrot, pai da geometria fractal.

Conceitos relativos a sistemas dinamicos e a teoria do caos foram descritos e, em
seguida, uma definicao de fractais foi elaboradas as vistas do objeto desta pesquisa,
seguida pela enumeragao de suas caracteristicas. Ponto alto deste trabalho foi a
descricao de aplicagoes da geometria fractal na medicina, nas artes, no cinema e nas
tecnologias.

Complementando a cronologia varios “monstros” matematicos foram citados,
dentre eles o Conjunto de Cantor, tao importante para o desenvolvimento da teoria
dos conjuntos e a Curva de Koch associada por Benoit Mandelbrot ao formato das
linhas costeiras.

Ponto final da pesquisa foi a apresentagao de uma proposta de plano de sequéncia
didética e plano de execucao didética para possivel inser¢ao do estudo introdutério
da geometria fractal no curriculo do 9° ano do ensino fundamental das escolas do
Estado de Minas Gerais, seguida de um projeto de atividades a ela relacionadas.

Tanto atividade de construcao de cartoes fractais quanto a atividade de construcao
da piramide de Sierpinski contém em si o apelo visual e estético que favorece a captura



Capitulo 1. Introducao 3

da atencao dos alunos e auxilia no entendimento de conceitos da geometria fractal
como as ideias de auto-similaridade, dimensao, infinitude das fases da criacao de um
fractal e escala.



A historia dos Fractais

O livro da natureza foi escrito exclusivamente com figuras e simbolos
matemdticos. (Galileu Galilei)

A matemadtica estd impregnada na histéria da humanidade, visto que surgiu
justamente para suprir as necessidades de contar e medir das primeiras civilizagoes
da antiguidade. E fundamental que o professor tenha consciencia da importancia do
papel que a historia da matematica desempenha na construcao do conhecimento dos
alunos. Discutir seus conceitos e relagoes através da historia mostra aos discentes a
real magnitude da matematica. Sendo assim, para dar maior consisténcia a presente
pesquisa, cujo objetivo e avaliar a possivel introducao da geometria fractal no curriculo
do ensino fundamental das escolas da rede estadual do estado de Minas Gerais, serd
apresentado neste capitulo um resumo historico acerca de personalidades e dos fatos
que contribuiram para sua evolugao.

2.1 Cronologia

O homem sempre teve um fascinio pela natureza e seus mistérios. Desde a
antiguidade, filésofos, cientistas e estudiosos dos mais variados ramos das ciéncias
humanas, biolégicas, exatas ou aplicadas tentam desvendar os fenomenos e as trans-
formacoes da natureza. Alguns descreveram leis do mundo fisico e natural, e outros
ao aplica-las construiram edificios, pontes, maquinas mecanicas e eletronicas, mas
todos, de uma forma ou de outra, colaboraram para o desenvolvimento das ciéncias
e, consequentemente, do mundo que nos cerca. Varios matematicos contribuiram
para essa evolucao interpretando os fenomenos regulares, estaveis e periédicos. No
entanto, poucos atreveram-se a pesquisar o incerto, o irregular, o caos presente em
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objetos naturais e nao naturais. A cronologia a seguir pretende evocar algumas
personalidades do mundo cientifico que tiveram sua parcela de contribui¢ao para o
estudo da ciéncia do caos e o desenvolvimento da geometria fractal.

Galileu Galilei (1564-1642), fisico, matematico, astronomo e filésofo italiano.
E considerado o pai da ciéncia moderna. Deve-se a Galileu o moderno espirito
cientifico na forma de uma harmonia entre experiencia e teoria. Descobriu a lei dos
corpos, enunciou o principio da inércia e o conceito de referencial inercial. Melhorou
significativamente o telescopio refrator e com ele descobriu as manchas solares, as
montanhas da Lua, as fases de Vénus, os quatro satélites de Jupiter, os anéis de
Saturno, as estrelas da Via Lactea. Aqui, interessa informar que Galileu fez colocagoes
sobre a ideia da equipoténcia de conjuntos infinitos, ponto fundamental para a teoria
dos conjuntos de Cantor no século XIX.[17]

Figura 2.1: Galileu Galilei. [0]

Johannes Kepler (1571-1630), astronomo e matematico alemao. Formulou as
Trés Leis do Movimento Planetdrio, marcos fundamentais da histéria da astronomia
e da matemaética. Foi um dos precursores do calculo integral, descobriu dois dos
poliedros estrelados regulares e publicou um pequeno folheto intitulado Strena Seu
de Nive Sexangula (Um Presente de Ano Novo de Neve Hexagonal) sobre a descrigdo
da simetria hexagonal dos flocos de neve. Na opinido de Benoit Mandelbrot, [24]

Figura 2.2: Johannes Kepler. [(]
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“..Kepler foi o primeiro que realizou algo extraordindrio: partir de um
brinquedo e obter uma ferramenta. O brinquedo era a elipse, uma forma
matematica com que 0s gregos haviam jogado na antiguidade sem nenhum
objetivo concreto. Porém esse brinquedo se converteu em uma ferra-
menta para criar a ciéncia da astronomia, para explicar o movimento dos
planetas, e descrever tudo em termos matemdticos.”

Isaac Newton (1642-1727), fisico, matemético, astronomo, alquimista, filésofo e
tedlogo inglés. Sao intmeras as suas realizacoes, que foram expressas por Alexandre
Pope nos versos:

A Natureza e as leis da Natureza jaziam ocultas na noite;

Deus disse, “Faca-se Newton”, e a luz se fez.

Newton, publicou o Principios Matemdticos da Filosofia Natural que descreve
sua lei da gravitacao e descreveu a consisténcia entre seu sistema e as leis de Kepler
sobre o movimentos dos planetas. Foi o primeiro a demonstrar que os movimentos
de objetos, tanto na Terra quanto em outros corpos celestes, sao governados pelo
mesmo conjunto de leis naturais. Defendia que a investigacao racional pode revelar o
funcionamento da natureza. Na area da matematica, realizou estudos sobre o calculo
infinitesimal, séries de poténcias, generalizou o teorema binomial para expoentes nao
inteiros, e desenvolveu o método de Newton para a aproximacao das raizes de uma
fungao. [17]

Figura 2.3: Issac Newton. [(]

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), filésofo ¢ matematico alemao. Con-
temporaneo e rival de Newton na invencao do calculo, mas primeiro a fazer publicagoes
sobre o assunto. Desenvolveu uma nova teoria sobre a dinamica do movimento ba-
seada na energia cinética e energia potencial e se antecipou as ideias de Albert
Einstein, argumentando que o espaco, tempo e movimento sao relativos, nao absolu-
tos. Na matematica, trabalhou com a ideia de infinitude, principalmente relacionado
a construgao dos nimeros reais. [17]
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Figura 2.4: Gottfried Wilhelm Leibniz. [17]

Por um longo tempo apés Newton e Leibniz os fundamentos do calculo ficaram
obscuros e despercebidos. Somente a partir do século XIX, a comunidade matemética
se viu as voltas com estruturas que desafiavam, na época, a nocao comum de
infinito. Para essas estruturas nao existia explicagao objetiva e por essa razao foram
consideradas “patologicas” ou ainda “monstros matematicos”. Foi Weierstrass um
dos primeiros matemaéticos a se deparar com uma funcao dita “patoldgica”.

Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897), matematico alemao. En-
controu uma fun¢ao continua em toda a reta real que nao possui derivada em nenhum
ponto do dominio, um “monstro matematico”. Na linguagem informal, podemos dizer
que a funcao de Weierstrass tem bicos em todos os pontos do seu dominio, algo que
nao é facil de visualizar. Foi a primeira funcao a ser publicada e que apresentava tal
patologia.

hpjl. ,F'}l r!i'flﬁf
I'Ik i'ﬂ
1

Figura 2.5: Karl Weierstrass e a Curva de Weierstrass . [17]

Apenas a titulo de curiosidade a funcao de Weierstrass é definida pela seguinte
série de Fourier:

flz) = Z a"cos(b"mx)

onde a€(0,1) e b é um inteiro positivo impar, tal que,

otb>1—|—377T
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Weierstrass permitia que alunos e colegas matematicos trabalhassem com suas
descobertas a fim de aprimora-las. Foi entdao que em 1861, ele discutiu seu exemplo de
funcao continua nao-diferencidvel com Paul David Gustav du Bois-Reymond (1831-
1889). Em 1874, Reymond fez uma publicagao acerca desta fungao de Weierstrass.
Apesar de Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848) ter descoberto
uma fungao, nao publicada, com essas caracteristicas em 1843, a curva de Weierstrass
é historicamente o primeiro fractal conhecido. [17]

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), matematico russo,
duas décadas apds a publicacao da curva de Weierstrass publicou um trabalho
sobre outro “monstro matematico”, chamado hoje de Conjunto de Cantor (ou
Poeira de Cantor) no qual transforma um segmento reta numa poeira de pontos.
Cantor desenvolveu uma teoria dos conjuntos e trabalhou com a ideia de infinito que
influenciou fortemente os fundamentos da matematica.[l 7] O Conjunto de Cantor
também é um fractal, que serd abordado com pormenores na se¢ao 3.4.1.

Figura 2.6: Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor.[!7]

Jules Henri Poincaré (1854-1912), matematico e engenheiro francés. Como
matematico trabalhou equagoes diferenciais, interessou-se pelas geometrias nao-
euclidianas e fez grandes contribuicoes para a teoria das probabilidades. Teve sua
parcela de contribuicao para a teoria do caos quando concluiu que:

Uma causa muito pequena que escapa a mossa aten¢ao provoca um efeito
considerdvel que nao podemos deizar de observar, e dizemos entao que
o efeito se deve ao acaso. Se conhecéssemos exatamente as leis da
Natureza, e a situacao do Universo mo momento inicial, poderiamos
prever exatamente qual a situacao desse mesmo Universo num instante
posterior. Mas mesmo se acontecesse que as leis naturais deizassem de ter
segredos para nos, poderiamos, mesmo entao conhecer a situacao, apenas
de modo aproximado. Se isso nos permitisse prever a Situacdo sequinte
com a mesma aprorimacao, o que € tudo o que precisamos, dirtam que



Capitulo 2. A histéria dos Fractais 9

o fenomeno tinha sido previsto, que € controlado pelas leis conhecidas.
Mas isto nao ocorre sempre: pode acontecer que pequenas diferencas nas
condigcoes iniciais déem origem a outras muito grandes nos fenomenos
finais. Um erro pequeno no anterior, ird provocar um enorme erro no
posterior. A previsao torna-se impossivel, e temos assim, o fenémeno
aleatorio. []

Figura 2.7: Jules Henri Poincaré.[17]

Giuseppe Peano (1858-1932), matemadtico italiano, autor de mais de 200 livros
e artigos. Em 1890, ao trabalhar com o aprofundamento das nogoes de continuidade
e dimensao, descreveu outro caso patolégico conhecido como Curva de Peano,
um famoso fractal que possui diferentes variagoes. A proposta de Peano era cobrir
totalmente uma superficie plana quadrangular. [17]

Figura 2.8: Giusepe Peano e os quatro primeiros niveis da Curva de Peano. [17]

Niels Fabian Helge Von Koch (1870-1924), matematico sueco, introduziu
em 1906 através de sua obra “Une méthode géométrique élémentaire pour I’étude
de certaines questions de la théorie des courbes planes”a curva que posteriormente
recebeu seu nome. Este famoso fractal descreve uma curva de comprimento infinito
que delimita uma area finita. E uma curva que nao possui tangente em nenhum
de seus pontos e que deve ter influenciado os estudos de Benoit Mandelbrot por
possui caracteristicas semelhantes a uma linha costeira. Um estudo mais cuidadoso e
apurado sobre essa curva serd apresentado na segao 3.4.2. [17]
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Figura 2.9: Niels Fabian Helge von Koch. [17]

Waclaw Sierpinski (1882-1969), matematico polonés. Em 1916 apresentou
um famoso “monstro matematico”, o Triangulo de Sierpinski. Vérios outros objetos
fractais também receberam seu nome: a Piramide de Sierpiriski (versao tridimensional
do Triangulo de Sierpiniski) o Tapete de Sierpiniski e a Esponja de Menger (versao
tridimensional do Tapete de Sierpinski). O Triangulo de Sierpiniski e sua versao
tridimensional serao trabalhados na se¢ao 3.4.3.

Figura 2.10: Waclaw Sierpinski. [23]

Gaston Jilia (1893-1978) e Pierre Fatou (1878-1929), matematicos franceses.
Embora fossem contemporaneos e desenvolveram seus trabalhos quase simultanea-
mente, nao tinham o conhecimento um do outro.

Eles estudaram sistemas dinamicos complexos[10], ou melhor, estudaram o que
acontece com a imagem no plano complexo quando se aplica iteradamente a transfor-
macao f(z) = 22 + ¢, para um z, = x + iy complexo inicial (z e y reais), ¢ complexo
constante e n = 0,1, 2,3, .... Este trabalho é conhecido por Conjunto Julia-Fatou ou
simplesmente Conjunto de Julia e foi através do estudo da funcio f(z) = 2z + ¢ que
Benoit Mandelbrot inciou a formalizagdo da geometria fractal. [10] [21]

Benoit Mandelbrot (1924-2010), considerado pai da geometria fractal, nasceu
em Varsovia, capital da Polonia em 20 de novembro de 1924. Sua Familia era judaica
da Lituania e o pai trabalhava como fabricante de roupas.
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Figura 2.12: Benoit Mandelbrot. [23]

Em 1936, quando os ameacavam a Europa, a familia de Mandelbrot, na época com
12 anos, mudou-se para Paris onde seu tio Szolem Mandelbrot era um matematico
muito conhecido e se dedicava a pesquisa na area de analise avancada. Szolem foi um
dos fundadores do Movimento Bourbaki que defendia um maior rigor matematico
nos livros de Célculo e Andlise. Mandelbrot cresceu ouvindo falar de matematica
e tornou-se interessado pela disciplina. Seu tio Szolem que acreditava que nao
era possivel haver mais avancos significativos na geometria ¢ a seu contra gosto
Mandelbrot, desde cedo, apresentou maior inclinacao para o estudo da geometria.

Como varias regices da Franca eram constantemente ocupadas pelos alemaes
nazistas, a familia de Mandelbrot era forcada a mudar de residéncia com frequéncia,
fato que o impediu de frequentar normalmente uma escola. Ele, entao, passou a
estudar sozinho, o que lhe rendeu uma porc¢ao de independéncia e autoconfianca.

Em 1944, com o fim da ocupacao nazista, Mandelbrot fez exames para a Universi-
dade da Franca onde chegou a tirar o titulo de doutor. Percebeu, ainda na faculdade,
que sua familiaridade com a Geometria poderia ajuda-lo a explicar problemas em
outras areas da matematica.

Em 1958, Benoit Mandelbrot afastou-se do mundo académico ao deixar a Franca
e mudar-se para os EUA, onde aceitou o convite para fazer parte do grupo de
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pesquisadores do Centro de Pesquisas Thomas J. Watson, da International Business
Machines (IBM). Nesta época, seus estudos foram fortemente influenciados pelos
trabalhos de outros matemaéticos, como Georg Cantor, Giusepe Peano, David Hilbert,
Waclaw Sierpinski, Gaston Juia, Pierre Fatou e Helge Von Koch.

No inicio de sua carreira na IBM foi lhe passado a incumbéncia de estudar sobre
a variacao de precos das mercadorias, foi quando se deparou com resultados nao
muito comuns. Ao passar os dados do estudo para o computador verificou que os
nimeros que causavam aberracoes na curva de distribuicao normal, era simétricos
em relagao a escala. Concluiu, entao, que nao era possivel prever a variagao de
precos, mas observou que a sequéncia das variagoes independia da escala, ou seja, as
curvas aparentavam uma certa semelhanga quando ele variava a escala de mensal
para didria.

Mais tarde ele estudou problemas causados pelos ruidos das linha telefonicas
usadas para transmitir informagoes de computador para computador. Os ruidos
provocavam erros nos dados transmitidos. Ele descobriu que nao era possivel prever
os ruidos, mas apesar de aleatdrios existia uma certa regularidade nos efeitos causados
por eles. Como os engenheiros da IBM nao entendiam a linguagem matematica de
Mandelbrot, para ser compreendido por eles, ele construiu um modelo baseado no
Conjunto de Cantor associando-o a representacao da frequéncia de erros. Comecava
sua percepcao de que era possivel encontrar uma certa ordem diante do caos.

A seguir ele se debrugou sobre as rugosidades e irregularidades das linhas litoraneas.
Ele percebeu que, independente da escala de observagao, o grau de irregularidades
permanecia constante e a extensao medida da costa tornava-se cada vez maior, e
associou o estudo das linhas costeiras a Curva de Koch.

Figura 2.13: Linhas Litoraneas: Fractal na Natureza.

Nos anos que se seguiram, Mandelbrot prosseguiu com as pesquisas da IBM
simultaneamente a pesquisas de interesse pessoal, foi quando ele comecou a garimpar
os famosos “monstros matematicos” da histéria relacionados a regularidade e aos
caos, como ele mesmo descreve:

Até entao, a ciéncia havia se ocupado de todos os problemas em que
as estruturas eram principalmente suaves e requlares. F eu queria estu-
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dar fenomenos estranhos que ninguém estava estudando, assim que por
necessidade me encontrei com os remanescentes do que 0s meus colegas
e antecessores haviam escolhido como temas. Porque o cientifico nao
estuda a natureza como €, sendo que deve escolher, selecionar alguns
problemas. E tudo relacionado com a suavidade estava coberto. Porém,
com a rugosidade, eu estava sozinho.[2]

Verificou que as medidas euclidianas de extensao, profundidade e comprimento,
nao supriam a esséncias das formas irregulares e voltou-se para a ideia de dimensao.
Percebeu que todos os padroes encontrados por ele tinham uma caracteristica comum,
a auto-semelhanca, a simetria por meio de escalas, ou seja, um padrao dentro de um
padrao.

Em 1960, Benoit comegou a construir um modelo para aplicar suas ideia, ao qual
passou a associar toda vez que o reconhecia, principalmente na analise da geometria
associada a natureza. A este modelo ele deu o nome de Geometria Fractal e afirmou
que as estruturas fractais, inexplicadas no contexto da Geometria Euclidiana, podem
ser descritas com simplicidade em sua geometria com apenas algumas explicacoes.

Ademais os variados acontecimentos que se sucederam na vida de Benoit o
mais significativo parece ser o exato momento em que ele concebe o termo fractal.
Entretanto, tantas sao as lendas a esse respeito que o ideal é o préprio Benoit
Mandelbrot fazer os esclarecimentos:

Por motivos eminentemente prdaticos, um dos acontecimentos mais im-
portantes da minha vida aconteceu em 1973, quando me convidaram para
dar uma conferéncia no College de France, em Paris. Eu fiz o doutorado
em Paris e um tio meu era um matemdtico muito conhecido que traba-
lhava como professor no College de France. Meu tio tinha muito medo
do nepotismo, assim que, enquanto exercia o papel de professor nunca
permitiu que seus colegas me convidassem. Porém quando morreu, seus
colegas me convidaram para dar uma conferencia. F eu estava submetido
a uma pressao extraordindria, porque ew tinha somente uma hora para
explicar o que eu havia feito durante os vinte anos que haviam passado
desde que havia abandonado a Franca. Trabalhei muito duro, e creio que
nao o fiz tao mal - na verdade minha conferencia apareceu no jornal,
revisada por um homem muito famoso na €poca - e logo escrevi um livro
sobre isso. E eu precisava de um titulo. Eu havia feito um trabalho que
eu poderia descrever e explicar, mas que nao tinha titulo. E um livro
sem titulo nao funciona. Assim que eu me pus a procurar uwma palavra
bonita de origem latina para designd-lo e peguer um diciondrio de latim
do meu filho que havia em casa e me pus a buscar fratrura, fracao, etc;
e percebi que todas essas palavras procedem do adjetivo latino fractus,
fracta, fratum que faziam referéncia a aquele que se transforma em uma
pedra ao lancd-la: pecas irregulares. Eureka! A1 estava o termo que eu
necessitava. Além disso, € uma palavra que funcionava muito bem em
francés e em inglées. E assim foi como o livro que carecia de titulo passou
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a se chamar Les objects fractals, e mais tarde foi traduzido para muitos
idiomas. FE o termo fractal se encaizou muito bem. Vdarias das palavras
que eu havia proposto nao foram aceitas, porém fractal, sem divida. [21]

2.2 A Ideia por Tras dos Fractais

A ideia intuitiva no entendimento do termo Fractal, nos leva aos estudos de um
dos pioneiros da filosofia do século VI a. C. Anaxagoras (500 a 428 a.C.) pensou
a natureza como unidade e multiplicidade. Para ele a natureza é constituida por
infinitas particulas divisiveis ao infinito, que se juntam para formar os diversos corpos.
A essas particulas ele deu o nome de homeomerias que significa a semente das coisas.

Para Anaxdgoras nada nasce nem morre, mas a partir daquilo que existe, criam-
se infinitas combinagoes e separacoes de todos os elementos, explicando-se assim a
pluralidade das coisas[?]. Ele entendia que qualquer coisa do mundo material contém
necessariamente todas as multiplas qualidades que se encontram no resto do universo
fisico, contudo cada coisa se distingue das outras por uma qualidade hegemonica.
Assim, em cada coisa existe uma porcao de cada coisa ou, sucintamente, parte de
tudo em tudo e cada coisa se distingue das outras pelo predominio de uma qualidade.
Esta particularidade presente nas homeomerias de Anaxdgoras no século IV a.C. é a
caracteristica que define os fractais de Benoit Mandelbrot do século XX.

2.3 A Geometria Fractal e as Geometrias

Nao-euclidianas

H4 evidéncias de que Euclides enfrentou dificuldades a respeito da validade do
quinto postulado enunciado por ele em sua obra Os Elementos. Usando um substituto
equivalente e mais moderno ao enunciado por Euclides, o quinto postulado diz que:
Por um ponto fora de wuma reta dada nao hd mais do que uma paralela[l1]. O alegado
por muitos matematicos, aqui nos interessa somente os do século XIX para frente, é
que este postulado estd longe de ser auto-evidente e que, por esta razao, pudesse ser
somente mais uma proposicao. Outra alegagdo é de que o préprio Euclides retardou
a0 maximo o uso do quinto postulado e fez uso dele pela primeira vez somente
para demonstrar a proposicao I — 29. Assim, parece natural que até hoje existam
questionamentos envolvendo a validade do quinto postulado.

Foi no inicio do século XIX, que essas as tentativas de demonstrar o quinto
postulado deram frutos valiosos. Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Janos
Bolyai (1802-1860) e Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1792-1856) criaram geometrias
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alternativas, chamadas Geometrias Nao-Euclidianas. Eles consideraram que o quinto
postulado era independente dos demais postulados, ou seja, o modificaram e assim
criaram as geometrias eliptica e hiperbdlica: na primeira nao existe nenhuma reta
paralela a reta dada; e na segunda existem infinitas retas paralelas. Mais tarde,
Benoit Mandelbrot criou mais uma geometria dita nao-euclidiana, a geometria da
natureza, chamada Geometria Fractal.

2.4 O Caos e a Geometria Fractal

A nocao primitiva de caos remonta aos estudos de Karl Weierstrass que influenciou
as conclusoes de Henry Poincaré sobre sistemas dinamicos.

A teoria do caos trabalha com sistemas de comportamento caoticos. Eles estao
presentes em varios ramos das ciéncias e ao serem estudados podem ser encontrados
padroes que apresentam uma determinada regularidade. A principal caracteristica
de sistema cadticos é que sao extremamente sensivel as condigoes iniciais. Qualquer
interferéncia nos dados iniciais de um sistema desse tipo, nao importando quao
pequenas elas sao, levara a uma grande diferenca no estado final fazendo com que a
previsoes futuras sejam muito dificeis de serem determinadas.

Foi Edward Norton Lorenz (1917-2008), meteorologista, matemaético e filésofo
estadunidense quem, em 1960, realizou os primeiros estudos que levaram a teoria do
caos. Ele construiu um modelo matematico para prever fenomenos meteorologicos
futuros. Seu modelo era composto de uma equagao linear de recorréncia que gerava
dados futuros sobre o tempo em funcao dos dados presentes.

—

Figura 2.14: Edward Norton Lorenz. []

Para testar o comportamento numérico de seu modelo matemético ele langou no
computador o valor inicial para a componente tangencial da velocidade do vento na
cidade de Boston. Apéds trés horas de calculo o computador deu como resultado a
componente tangencial do vento, no mesmo local, para uma semana apos. Ao tentar
confirmar esse nimero ele langou um valor de bem proximo do anterior - diferenca
na sexta casa decimal, acreditando que essa aproximacao nao implicaria em grandes
alteracoes no valor previsto. Contudo, na nova previsao ele encontrou um valor para
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a componente tangencial da velocidade do vento com uma diferenca muito grande em
relagao a primeira. Ele concluiu que em seu sistema pequenas alteracoes nos valores
iniciais provocavam enormes discrepancias finais e escreveu: ¢ como se o simples e
elegante véo de uma borboleta influenciasse a meteorologia dias depois[25].

A geometria fractal estd relacionada com a teoria do caos de Lorenz na medida em
que seus objetivo ¢ buscar padroes de comportamento em sistemas presumidamente
aleatérios e cadticos. Elementos geométricos e imagens que nao conseguiam ser
justificadas pela geometria euclidiana s@o facilmente descritos pela geometria fractal
bastando, para isso, encontrar um padrao de regularidade, mesmo que esse seja
aproximado.



A Geometria Fractal

3.1 O que é um fractal?

Como bem o disse Benoit Mandelbrot o termo fractal veio para ficar, contudo
até hoje nao ha consenso sobre sua defini¢ao formal. Ele préprio ao “dar a luz” ao
verbete o definiu como um conjunto cuja dimensao de Haussdorf (conhecida como
dimensao fractal) é superior a dimensao topolégica. No entanto, esta definigao “nao
vingou”. Varias outras defini¢coes foram propostas por matematicos e pesquisadores da
geometria fractal, mas nenhuma mostrou ser completa a ponto de incluir todos os tipos
de fractais. Cumpre entao estabelecer uma definicao que atenda as peculiaridades
desta pesquisa.

Defini¢ao 3.1: Fractais sao formas geométricas presentes na natureza (ou criadas
pelo homem) passiveis de serem parcionadas e cujas partes carregam a caracteristica
da auto-similaridade estrita (ou da auto-afinidade), em relagao ao todo, independen-
temente da escala em que é observada.

Decorre desta definigao que o essencial para se identificar um fractal é a manifes-
tagao regular de um padrao que se repete indefinidamente e, mesmo sendo natural,
aparenta ter sido criado por um processo recorrente ou iterativo.

As formas estranhas e cadticas estao presentes em alguns fenomenos naturais
como os sismos, o desenvolvimento das arvores, as redes hidrograficas, a estrutura da
casca de uma arvore, a forma de algumas raizes, a linha de costa maritima, as nuvens.
Tais formas que no século passado eram vistas como anomalias para a matematicas,
hoje apresentam um papel fundamental na interpretacao da realidade e deram origem
a mais um ramo da matematica, a geometria fractal, responsavel pelo estudo das
propriedades e do comportamento dos fractais.

Através dela, o homem vem conseguindo obter respostas onde a geometria classica,
a euclidiana, nao conseguiu. Essa nova geometria nasceu fadada a conquistar o mundo
e possui aplicagoes em varias areas como na Arte, nas Tecnologias, na Astronomia,
no Cinema, na Economia, na Medicina, na Geologia, na Meteorologia, e até na

17
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interpretacao dos fatos da histéria.

3.2 Caracteristicas dos Fractais

Tecnicamente, podemos dizer que um objeto fractal apresenta invariancia estrita
(ou aproximada) na sua forma a medida em que a escala, na qual é observado, é
alterada.

Apesar da falta de uma definicdo “universal” vigente, os fractais possuem caracte-
risticas Unicas inerentes a sua existéncia. Sao elas:

e Auto-semelhanca;
e Complexidade infinita; e

e Dimensao.

3.2.1 Auto-semelhanca

A caracteristica da auto-semelhanca dos fractais significa que parte do objeto se
assemelha ao objeto visto como um todo. Uma arvore é um tipo de fractal encontrado
na natureza e que possui essa caracteristica. Ao observa-la se um galho for retirado
conforme se vé na Figura 3.1, este galho é semelhante a arvore inteira. Se este
processo for repetido sucessivamente para todos os galhos, todos ele serao copias
da arvore inteira, s6 que em menor escala. Esta caracteristica nao esta presentes
nos objetos euclidianos. Por exemplo: um tronco de piramide nao é semelhante a
piramide inteira.

Figura 3.1: Auto-similaridade da Arvore Fractal.

Todavia ha de se considerar dois tipos de auto-semelhanga: a auto-similaridade
estrita (ou exata) e a auto-afinidade.
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A auto-similaridade estrita ocorre quando o objeto é composto por copias
idénticas de si mesmo. Geralmente sao gerados por processos matematicos e com-
putacionais de transformagoes iterativas como é o caso do triangulo de Sierpinski
da Figura 3.2. A iteratividade dos processos significa que todas as fases da cons-
trucao do fractal estarao sujeitas as mesmas regras que se repetem consecutiva e
indefinidamente, isso leva, em cada nivel de construcao, a configuragoes idénticas a
inicial.

Figura 3.2: Auto-similaridade estrita do Triangulo de Sierpinski.

A auto-afinidade ocorre quando o objeto é formado por réplicas menores, mas
com uma pequena variacao em relacao ao todo. E o0 caso do que ocorre com fractais
encontrados na natureza como o Brécolis Romanesco da Figura 3.3. Esses fractais
sao igualmente formados por mini-copias, mas essas sao anisotrépicas, ou seja, ao se
passar de uma escala para outra o tamanho das copias nao varia uniformemente em
todas as dire¢oes do espaco.

Figura 3.3: Auto-afinidade do Brécolis Romanesco.
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3.2.2 Complexidade Infinita

A complexidade infinita dos fractais significa que ele nunca podera ser representado
por inteiro, pois a sua constituicao é formadas por uma quantidade infinita de
detalhes, reentrancias e saliéncias cada vez menores.|[1 2] Estd relacionada aos processos
recursivos, ou seja, o processo de geracao de uma figura é repetido sucessiva e
infinitamente. Assim, quando se executa um determinado procedimento temos um
sub-procedimento que é o proprio procedimento executado. E importante esclarecer
que no caso de um fractal construido recursivamente através de transformacgoes
matematicas e com a ajuda de um computador, é possivel dispor de um nimero
infinito de iteragoes que geram estruturas infinitamente complexas, mesmo que a
infinitude nao seja visivel. Isto nao ocorre no caso dos fractais naturais, neles a
propria natureza se incumbe de interromper o processo.

3.2.3 Dimensao Fractal

A dimensao euclidiana refere-se a cada uma das dire¢oes em que é possivel realizar
medidas no espago. Esta nogao vincula a dimensao de um figura (corpo ou objeto)
ao numero de coordenadas necessarias para descreve-lo. Assim, parece natural que a
maioria dos alunos no ensinos fundamental ¢ médio aprendam: que um ponto seja
adimensional; que uma reta seja unidimensional, pois basta uma coordenada para
descreveé-la; que uma figura no plano, como por exemplo uma circunferéncia, seja
bidimensional, pois sao necessarias duas coordenadas para descrevé-la; e, que uma
figura no espaco, como por exemplo um cubo, seja tridimensional, pois sao necessarias
trés coordenadas para descreve-lo. Por indugao, pode-se estender o raciocinio até a
n-ésima dimensao, mesmo que nao seja possivel enxergar além da terceira dimensao.

Fractais sao formas complexas que nao podem ser medidas apenas pela dimensao
euclidiana. Surge, entao, a dimensao fractal como uma alternativa para estimar o
grau de complexidade das estruturas fractais.

E importante ressaltar que as dimensoes euclidianas sao expressas por nimeros
inteiros. O mesmo nao ocorre na geometria fractal, pois fractais sao formas complexas
e mesmo tendo dimensao euclidiana bem definida apresentam peculiaridades que
a tornam insuficiente na descricao de algumas de suas caracteristicas. Explicar,
por exemplo, que o triangulo de Sierpinsk estd contido em um plano (dimensao
2) e que tem dimensao fractal aproximada de 1,584, nao aparenta ser tao ébvio.
Para demonstrar esta afirmacao com o rigor que o assunto requer é necessario um
conhecimento prévio de contelidos matemaéticos relativamente sofisticados e fora do
alcance de alunos do ensino fundamental e médio. Entretanto, é relevante para o
estudo da geometria fractal, em qualquer nivel de ensino, que se tenha ao menos
uma ideia do que se trata e como sera determinada a dimensao de um fractal. Para
alcancar este objetivo parece razoavel iniciar a discussao analisando a Curva de Koch.

O que caracteriza a curva de Koch como um fractal é o fato dela possuir infinitas
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dobras que ao serem ampliadas continuam aparecendo indefinidamente. Sua constru-
¢ao se da a partir de um segmento de reta de comprimento unitério (iteragao 0). O
processo iterativo infinito consiste em dividir cada segmento do nivel anterior em
trés iguais e substituir o tergo médio por um triangulo equilatero sem a base.

I3

e

Iy

Figura 3.4: Iteracgoes 0 a 4 da Curva de Koch.

A Figura 3.4 apresenta as iteracgoes de 0 a 4 e:

e na iteracao Iy, obtem-se )y = 1 segmentos de comprimento Cy = 1, com curva
de comprimento total Sy = 1;

, com curva

wl=

e na iteragao 1, obtem-se ()1 = 4 segmentos de comprimento Cy =
de comprimento total S; = ‘51;

e na iteracao I, obtem-se (Qy = 4? segmentos de comprimento Cy = (%)2, com
curva de comprimento total Sy = (%)2;

)3, com

W=

e na iteragao I3, obtem-se Q3 = 43 segmentos de comprimento Cs = (

curva de comprimento total S3 = (%)3;

e na iteracao I, obtem-se Q4 = 4* segmentos de comprimento C,; = (%)4, com

curva de comprimento total Sy = (3)*;

e na iteracao I,,, obtem-se (), = 4" segmentos de comprimento C,, = (%)", com

curva de comprimento total S, = ()"
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s

Observe que quando n tende a infinito a quantidade de segmentos @), = 4™ é

infinita, o comprimento de cada segmento C,, = (%)” tende a zero e o comprimento
4
3
Voltando ao questionamento sobre a dimensao da Curva de Koch, nota-se que

total da curva S,, = (%)™ é infinito.

essa curva ocupa mais espago que uma reta, pois seu comprimento € infinito. Logo
sua dimensao deve ser maior que 1. Por outro lado, verifica-se que ela nao ocupa
completamente uma faixa do plano que a contém, como se vé na Figura 3.5. Assim,
espera-se que sua dimensao seja menor do que 2. A conclusao logica, é que a dimensao
da curva de Koch, Dy, é tal que 1 < D, < 2.

Figura 3.5: Faixa do plano ocupada pela Curva de Koch.

Vérios devem ter sido os questionamentos que atormentaram Mandelbrot. Seria
possivel dentro da dimensao euclidiana afirmar que a curva de Koch é unidimensional,
como o é para um segmento de reta, sabendo que a distancia entre quaisquer dois
de seus pontos é infinita? Seria, entao, bidimensional, mesmo tendo conhecimento
que ela nao é grande o suficiente para preencher uma parcela do plano? E possivel
que a curva de Koch tenha dimensao entre um e dois? Pode-se concluir que na
geometria fractal o conceito de dimensao em primeiro lugar esta associado ao espago
que uma estrutura ocupa no espaco métrico em que esté inserida, e em segundo lugar
ao formato da estrutura, o grau de irregularidade em diferentes escalas, aspereza e
fragmentacao. Isso explica a possibilidade da dimensao de um fractal ser um nimero
nao inteiro e a denominagao de que sao estruturas imperfeitas a luz da geometria
euclidiana.

Entre os véarios métodos desenvolvidos para se determinar a dimensao dos fractais
serd abordado o processo de Felix Hausdorff (1868-1942)[26], matemadtico alemao
considerado um dos fundadores da topologia moderna.

A Dimensao de Hausdorff

Para se determinar a dimensao Hausdorfl vamos iniciar tomando uma reta de

comprimento L, a qual é dividida em N partes iguais, com N = 1,2,3,---. Sendo
U = % o comprimento de cada segmento obtido pela divisao, entao N = % é a

quantidade de segmento auto-similares ao segmento de comprimento L, ou seja,
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precisamos de N = ([%)D segmentos para obter a reta de comprimento L, onde D ¢

sua dimensao. Aplicando-se o logaritmo na ultima identidade é possivel verificar que
a reta é unidimensional:

L
log N = log (E)D

log N
D=—2"
log ()
D=1
Estendendo o mesmo processo para o quadrado de lado L, ao dividi-lo em N
quadrados o valor de %2 sera a area de cada um dos quadrados menores e auto-
similares ao quadrado original. Assim, o lado de cada um deles sera U = \/LN e
N = ([%)2 a quantidade de quadrados autol;similares. Logo, para se obter o quadrado
original de lado L precisamos de N = (ﬁ) , onde D é sua dimensao. Aplicando-se o

logaritmo na tultima identidade é possivel verificar que o quadrado é bidimensional:

NP
log N = log (U)

D logjzf
log (17)
1 L
l()g(ﬁ)
2-log (£
D ogL(U)
log ()
D:

L 3 ,

Para o cubo de lado L, ao dividi-lo em N cubos o valor de LW sera o volume de

cada um dos cubos menores e auto-similares ao cubo original. Assim, o lado de cada
‘ _ _L _ (L\3 .

um deles serd U = o © N = (5) . Logo, para se obter o cubo original de lado L

precisamos de N = ([%

ultima identidade é possivel verificar que o cubo é tridimensional:

D , . . . .
) ,onde D é a sua dimensao. Aplicando-se o logaritmo na
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D log]LV
log(7)
Lo (%L)?’
log(77)
3 log([%)
log(%)
D pu—

Logo, se aumentando a resolucao de um fator %, 0 que equivale a dizer que a
escala de medida ¢é dividida por esse fator, passarem a ser observadas N objetos
auto-similares ao original, entdo dimensao de auto-similaridade (ou dimensao de
Hausdorff) serd determinada pela relagao

_lgN
18(37)
E, ainda, N = (%)D é sua equivaléncia sob a forma de lei de poténcia, onde:
e N ¢é a quantidade de objetos auto-similares a estrutura original;
L

e & ¢ o fator de ampliagao para se chegar a estrutura original;

e D ¢ a dimensao de HausdorfT.

Calculo da Dimensao Fractal

Reiterando o acima exposto, o método de Hausdorff foi concebido para calcular a

dimensao de estruturas que exibem a auto-similaridade exata, assim os fractais que

- - - . . D -
possuem essa caracteristica estarao sujeitos a lei de poténcia N = (%) € a expressao

D = llgg(f ) poderd ser usada para o calculo de sua dimensao.

Assilfn, voltando a discussao sobre a dimensao da Curva de Koch, observamos
que cada segmento dard origem a 4 outros segmentos cada um de comprimento igual
a % do segmento de origem, entdo N =4 e & = é = 3 e sua dimensao de Hausdorff,

U
Dy, e tal que Dy = %%1,26. Isso significa que a Curva de Koch, por ser mais

“enrugada” que o segmento de reta, ocupa mais espago do que uma simples linha reta
(dimensao 1) e menos espago do que superficie plana (dimensao 2).
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Para o triangulo de Sierpinsk, considerando-se o método da remocgao de triangulos,
o numero de triangulo restantes apds a primeira iteracao sera N = 3, com % =1=2
e Dg = 1”73z1,5849.

A dimensao 1 significaria a suavidade total, como por exemplo a linha reta, a

N

dimensao 2 significaria a possibilidade de se preencher todo o plano e a dimensao
3 a possibilidade de se preencher todo o espaco. Assim, a complexidade de um
fractal “no plano” aumenta a medida em que sua dimensao aumenta e tende a 2, e a
complexidade de um fractal “no espaco” aumenta a medida em que sua dimensao
fractal aumenta e tende a 3.

Cumpre discutir a situacao para os fractais que nao possuem a auto-similaridade
estrita, como os fractais naturais, para os quais nao é aconselhavel utilizar o mesmo
método utilizado para o cédlculo da dimensao da Curva de Koch. Percebe-se que nos
fractais naturais existe uma auto-similaridade estatistica, que segue também uma lei
de poténcia. Varios métodos foram desenvolvidos para se determinar a dimensao
desses fractais, dentre eles o método da dimensao de capacidade que é muito préximo
do céalculo da dimensao de Hausdorff e serd abordado a seguir.

A ideia é cobrir com o nimero minimo de esferas de raio r, N(r), todos os pontos
do objeto fractal. A medida em que o raio r diminui % aumenta e maior sera o
nimero N(r) de esferas necessdrios para cobrir o objeto. A dimensao de capacidade
serd definida através da expressao:

. g N
Dcapacidade = lim AR
r—0 lg (;)
Nesta pesquisa, cujo objetivo é atender alunos de ensino fundamental, o calculo
da dimensao estara restrito ao método de Hausdorff.

3.3 Aplicacoes da Geometria Fractal

Na geometria fractal estao inseridas construgoes diversas, tanto nas formas
abstratas quanto nas formas inerentes a natureza. Os fractais resultantes das infinitas
iteracoes de fungoes matematicas, dao origem a imagens ¢ sons de singular beleza.
Ja os fractais construidos pelos inexplicdveis processos origindrios da natureza, uma
vez pesquisados, podem colaborar para a preservacao da vida em nosso planeta e o
evolucao da humanidade. O desenvolvimento da geometria fractal tem proporcionado
progressos em diversas areas como a biologia, geologia, arquitetura, medicina, arte,
etc. Sua aplicacao vai da sua utilizacao na industria cinematografica até a medicina,
como por exemplo as pesquisas relativas ao crescimento das células de cancro. Essa
diversidade de aplica¢oes dos fractais tem atraido cada vez mais adeptos a seu estudo,
captando investimentos de empresas multinacionais para o desenvolvimentos de
recursos tecnoldgicos e disseminando seu conhecimento fora da sociedade cientifica.



Capitulo 3. A Geometria Fractal 26

Desta forma, é significativo apresentar neste capitulo alguns avancos atrelados a
geometria fractal.

3.3.1 Uso da Geometria Fractal na Medicina.

Hoje a teoria do caos associada a geometria fractal é vista como uma importante
ferramenta para o progresso da area médica. O que na medicina pode ser aparente-
mente caracterizado como confuso, cadtico e desordenado, se analisado sob a ética
dos sistemas dinamicos pode exibir harmonia, ordem e regularidade. O homem, como
parte da natureza, possui em seu corpo sistemas biologicos visivelmente complexos e
uma abordagem reducionista desses sistemas resultaria em uma falsa realidade. J& é
consenso dentre alguns médicos-pesquisadores que ainda nao foram empreendidos
esforgos suficientes, mas que no futuro o diagnéstico e a prevencao de varias patologias
estarao relacionadas as teorias do caos e dos fractais.

Lt b s Pixe Classifhcation S-S o0

Figura 3.6: Estrutura fractal da vasculatura da retina. [20]

Recentemente foi realizada uma pesquisa sobre a arvore de vasculatura da retina.
Foram utilizados véarios métodos para o calculo da dimensao e, ao final, ficou
evidenciado que a sua estrutura pode ser classificada como um fractal, conforme se
veé pela figura 3.6, e que esforco deve ser levado a cabo com a perspectiva de que a
Geometria Fractal, pode descrever as leis morfogenéticas de estruturas complexas,
possa vir a ser utilizada na modelagem matemdtica da vasogénese e na criacao de
métodos de diagndstico automatizado das doencas retinicas, metas que, alcancadas,
teriam grande impacto no campo da prevengdao da cequeira.[20)]

Em busca da melhora dos diagndsticos através de imagens biomédicas diversos
métodos de filtragem de imagens foram desenvolvidos para facilitar a deteccao de
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padroes estruturais associados a evolucao das células de cancro. Neste contexto, foram
observadas propriedades que descrevem um comportamento fractal nos diferentes
padroes de ocupacao das células nos tecidos e parametros fractais diferenciados nas
células cancerosas. As imagens de tumores sugerem que as células de de cancro
indicam um padrao de heterogeneidade maior em relacao as células normais, ou seja,
células de tumores cancerigenos tém dimensao fractal superior a células de tecidos
normais. [20]

(b)

Figura 3.7: (a) Imagem de célula normal com dimensao fractal de 1,7. // (b)
Imagem de célula cancerosa com dimensao fractal de 1,87. [20]

3.3.2 A Arte nos Fractais

As imagens fractais bidimensionais talvez sejam as melhores representantes da
conexao existente entre a matemadtica e a arte. A articulacao entre essas duas areas
propicia o uso de saberes matematicos no contexto artistico ¢ fornece uma nova
linguagem geométrica que vem inspirando artistas. Imagens fractais criadas por
computadores sao belissimas e sao consideradas verdadeiras obras de arte. Contudo,
formas fractais foram detectadas em obras de arte bem antes dos avangos tecnolégicos.
Katsushika Hokusai (1760-1849), Maurits Cornelis Escher(1898-1972) artistas notaveis
que utilizaram em suas obras tracos da geometria fractal.

Conhecido por suas gravuras retratando o monte Fuji, Hokusai retratou fractais
naturais nas nuvens ¢ nas ondas do mar construidas minuciosamente através de
cuidadosas repeticoes que sugerem composigoes fractais. Uma de suas obras mais
conhecidas é chamada de A grande onda como se vé na Figura 3.8

As obras de Escher demonstram mais claramente a auto-similaridade estrita e a
tentativa de alcancar o infinito, caracteristicas inerentes aos fractais, veja Figura 3.9.

Em Londres, o artista plastico Gregory Sams, é um representante ativo no uso de
imagens fractais, Figura 3.10. Na década de 1990, ele criou a loja Strange Attractions,
loja dedicada a teoria do caos. Apds dezenas de horas em seu computador pesquisando
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Figura 3.8: A Grande Onda de Hokusai. [7]

W —

Figura 3.9: Circle Limit I de Escher. [10]

sobre a teoria do caos, ele passou a produzir e licenciar imagens fractais que eram
utilizadas em cartazes, cartoes, camisetas, etc.

3.3.3 Fractais nas Telas dos Cinemas

O uso da teoria dos fractais na industria cinematografica é muito comum nos dias
de hoje. A criacao de paisagens e objetos de grande beleza, de diferentes texturas e
extrema realidade so se tornaram possiveis a partir de sua utilizacao. Em 1978, Loren
Carpenter trabalhava na Boeing Aircraft, em Seatle. Ele ajudava aos engenheiros
que projetavam os avioes buscando visualizar como estes se comportavam em voo
utilizando computacao grafica na elaboracao de paisagens em 3D. Mas, o resultado
obtido nao era satisfatério. Foi quando ele encontrou o livro Objetos fractais, formas,
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Figura 3.10: Imagem criada por Gregory Sams. [J]

acasos e dimensdo do matematico Benoit Mandelbrot. Carpenter resolveu aplicar as
idéias do livro a computacao grafica e, em 3 dias, utilizando-se da repeticao infinita,
ele ja construiu imagens de montanhas. Carpenter foi trabalhar na Lucasfilm e hoje
¢ um dos diretores de animacgao da Pizar Animation Studios. Sua primeira criagao
utilizado computacao grafica e a teoria fractal foi um planeta para o filme Jornada
nas estrelas II — A ira de Khan, marco inaugural de uma nova era para industria
cinematografica, conforme imagem de divulgagao Figura 3.12 .[3]

Desde entao, a geometria fractal é usada em computacao grafica para a criacao
de texturas, superficies e paisagens com aparéncia extremamente realista. Uma ideia
é a criacao da superficie de uma montanha que pode ser modelada num computador
usando a teoria fractal como se vé na Figura 3.14. Inicia-se com um triangulo no
espaco 3D, encontra-se os pontos centrais dos lados do triangulo e tracam-se as
trés bases médias, determinando quatro novos triangulos. A seguir deslocam-se de
aleatoriamente esses pontos centrais para cima ou para baixo dentro de uma gama
de valores estabelecidos. Vai-se repetindo o mesmo procedimento a cada interagao.
Essa técnica é chamada de recursao, ou seja, um procedimento é fragmentado numa
sequéncia de repeticoes de si mesmo.

Conclui-se que a geometria fractal aliada a computacao grafica revolucionou a
industria do cinema. Em varios outros filmes ja lancados foram utilizada essa nova
tecnologia, contudo o filme Dr. Estranho, imagem de divulgacao na Figura 3.13,
lancado em 2016 pela Marvel, surpreende pela grande quantidade e pela beleza da
imagens fractais utilizadas como efeitos especiais.
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Figura 3.12: Filme “Jornada nas Estrelas II - A Ira de Kan”, da Lucasfilm.

3.3.4 A Tecnologia e os Fractais

A expansao do setor de telecomunicagoes trouxe como consequéncia novos desafios
tecnolégicos. A demanda por dispositivos leves, compactos e portateis tem aumentado
o interesse dos pesquisadores e da industria mundial. Um dos objetivos é reduzir
as dimensoes desses dispositivos sem perda de performance. As antenas fractais
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Figura 3.13: Filme “Dr. Estranho”, da Marvel.

vieram para substituir as antigas antenas externas dos aparelhos de telefonia mdével.
A primeira antena fractal foi desenvolvida pela Motorola. Baseada na Curva de Koch,
conforme se vé na Figura 3.14, revolucionou o mercado de celulares, pois conseguem
funcionar, de forma satisfatéria, simultaneamente em varias frequéncias, pois usam
das caracteristicas de um fractal para maximizar a superficie do material que recebe
e transmite as ondas eletromagnética. J& as antenas comuns costumam operar bem
apenas na faixa de frequencias para a qual foram projetadas.

Figura 3.14: Celular da motorola e a primeira antena fractal. [1]

A estrutura das “arvores fractais” estd sendo usada como base para o desenvolvi-
mento de um novo tipo de célula solar. Esta célula é formada por galhos mintsculos de
uma arvore fractal de prata. Por exemplo: s@o necesséarios 50 galhos da arvore fractal
para cobrir o diametro de um fio de cabelo humano. Arvores deste tipo sao cultivadas
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pela reducao eletroquimica de nitrato de prata sobre um filme de estanho dopado
com flior. Como é de se esperar, cada galho é formado por ramificagoes que, por sua
vez, sao formadas por ramificagoes menores e assim por diante. Logo esses galhos
chegam a dimensoes microscépicas, o que da a arvores uma area superficial gigantesca
possibilitando a coleta de um nimero muito superior de fétons, em comparacao com
a célula solar plana convencional. A arvores fractal de prata, Figura 3.15, é revestida
com polimeros que absorvem a luz e quando os fétons atingem o revestimento de
polimero, eles produzem elétrons e lacunas. As lacunas, positivamente carregadas,
sao coletadas através dos ramos da arvore, enquanto os elétrons, que sao negativos
carregados, movem-se para um contra-eletrodo, criando uma corrente elétrica. E
o mesmo sistema utilizado por uma arvores real, que utiliza sua estrutura fractal,
através de seus galhos, ramos e folhas, para aumentar a superficie da sua copa e,
assim, otimizar a coleta de luz solar. Da mesma forma, as nano-arvores possuem
uma grande area superficial, o que ajuda a coletar mais fotons.

Figura 3.15: Célula solar com estrutura de arvore fractal. [9]

Os fractais também foram utilizados para resolver o problema de aquecimento
desigual dos alimentos nos fornos de micro-ondas. A solugao para esse problema se
chama meta-fractal que é a uniao de metamateriais e fractais. Os metamateriais
sao materiais artificiais modificados de tal forma que adquirem propriedades nao
existentes de forma natural. No caso dos fornos de micro-ondas, os meta-fractais
funcionam como como um cobertor elétrico de alimentos. Construido na forma de
uma folha de plastico ou bandeja, o meta-fractal se parece com um filme plastico
normalmente usado na cozinha e podera ser incorporado na propria embalagem dos
alimentos congelados. Ele distribui melhor o calor, diminui o tempo de cozimento,
reduzindo o consumo de energia do forno de micro-ondas.
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3.4 Alguns Fractais da Histéria

3.4.1 O Conjunto de Cantor

Em 1883, Georg Cantor apresentou um de seus mais famosos trabalhos de-
nominado Conjunto de Cantor que foi um dos resultados encontrados quando
trabalhava na demonstragao de que muitos conjuntos infinitos, em particular o con-
junto dos numeros reais entre 0 e 1, tem mais elementos que o conjunto dos nimeros
naturais.

Apesar de nao apresentar um apelo visual como a maioria dos fractais, o Conjunto
de Cantor é fundamental para o desenvolvimento dos estudos sobre fractais. Benoit
Mandenbrot o usou como modelo para explicar a distribuicao das frequéncias de
erros causados pelos ruidos nas linhas de transmissao de informacgoes de computador
para computador.

Para construir o Conjunto de Cantor considere como figura inicial um intervalo
da reta real fechado Iy = [0,1] de comprimento Cy = 1, isto ocorrera na iteragao 0.

Dividimos este intervalo em trés partes iguais, descartando a parte central ob-
teremos dois intervalo fechados restantes Ij; = [0,1] e Ij» = [%,1] de comprimento
C, = %, isto ocorrera na iteracao 1.

Novamente, dividimos cada um dos dois intervalo da iteracao anterior em trés
partes iguais, descartando a parte central de cada um deles e obtendo quatro intervalo

fechados restantes Ioy = [0, 3], o = [3,3], [y = [3, 5] e Loy = [3,1], cada um de
comprimento igual a Cy = 3%, veja Figura 3.16.
Iy
I11 Iy
"21 ;22 ';23 IE-I-

Figura 3.16: Conjunto de Cantor.

Continuando o processo indefinidamente, na iteracao i-ésima teremos 2° intervalos
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fechados I;, com k = 1,2,---,2" cada um deles de comprimento C; = gi onde
1 =0,1,2,--.

Podemos considerar a soma dos comprimentos dos segmentos obtidos em cada
iteracao 1, S; = 2’% = (%)Z e observar que quando i—oo cada segmentos tera
comprimento C;—0 e consequentemente a sua soma S;—0. Assim o somatoério dos

segmentos restantes de todas as iteragoes sera

i(§>i=1+g(§>i=l+ﬁ=1+3=4

=0 3

Por outro lado, analisando os segmentos descartados em cada iteragao i>1 (na
iteragao ¢ = 0 nao haverd segmento descartado) observamos que serao retirados 2!
segmentos, cada um deles de comprimento igual a C; = 3i Assim, em cada iteragao
121 a soma dos segmentos descartados sera D; = 2i_1-%.

O total removido sera, entao,

o0

i=1 i=1

(000 ) -tpe

Portanto, o comprimento total removido é igual a 1, resultado um pouco curioso,
pois significa que retiramos todos os pontos do intervalo inicial Iy = [0,1]. Mas a
conclusao nao é bem esta, e tal demanda levara o presente estudo a discussao sobre a
infinitude do conjunto dos nimeros reais que é um tépico para uma pesquisa futura.

3.4.2 A Curva de Koch

Niels Fabian Helge von Koch, apresentou 1906 a seu curioso fractal, mesmo que
na época ele nao fosse classificado desta forma. A Curva de Koch é uma curva
continua em todo seu dominio e que nao apresentava nenhuma tangente. Através dela
pode-se trabalhar conceitos da geometria cuclidiana como comprimento de segmento
e area. Sua construcao resulta de um processo iterativo fazendo cépias de copias de
si mesma e, por essa razao, carrega com sigo a caracteristica de auto-similaridade
estrita (ou absoluta) onde o fator de reducao em relagao a curva original sera dado
por uma poténcia da fragao %

Sua construcao baseia-se no processo recursivo e foi descrita na sec¢ao 3.2.3,
contudo é importante recordar alguns aspectos deste fractal ja discutidos. Entao,
apos realizadas n iteragoes (n inteiro e n > 0):

e o nimero de segmento é expresso por (), = 4" e para n muito grande tendendo
a infinito, teremos:
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lim 4" = oo
n—oo

Isto significa que com o processo iterativo o niimero de segmentos cresce na
proporcao de 1 : 4 e tende a ser infinito. Isto reafirma a caracteristica de
infinitude presente nos fractais auto-similares.

. s n .
e o comprimento de cada segmento é expresso por C,, = (%) e para n muito
grande tendendo a infinito, teremos:

lim <1> =0
n—oo \ 3

Isto significa que com o processo iterativo o comprimento de cada segmento se
reduz na proporg¢ao de 1 : 3 e fica cada vez menor, tendendo a zero.

e 0 comprimento total da curva S, = (%)n e para n muito grande tendendo a

i () =
i lg) -

Isto significa que com o processo iterativo o comprimento da curva aumenta,

infinito, teremos:

tendendo ao infinito. Curioso, pois a pesar do comprimento de cada segmento
tender a zero o comprimento da curva torna-se infinitamente grande.

Assim, o processo de construcao da Curva de Koch é razoavelmente simples e
em cada iteragao é possivel determinar quatro segmentos a partir de cada segmento
da iteragao anterior. E, como um fractal, nao importa o fator de ampliagao, a
quantidade de detalhes observado continua sendo muito grande.

3.4.3 A Curva Floco de Neve de Koch

A Curva Floco de Neve de Koch, Figura 3.17, tem como ponto de partida
um triangulo equilatero (aqui de lado unitario como na Curva de Koch trabalhada
anteriormente) e cada lado do triangulo funciona como uma Curva de Koch. A seguir
serdao discutidos aspectos referentes ao comprimento desta curva e da area delimitada
por ela.

Como cada lado do triangulo equilatero dara inicio a uma Curva de Koch espera-se
que, em cada iteragao, o comprimento total desta curva seja o triplo da Curva de
Koch correspondente, entao sua expressao sera dada por S, = 3- (%)n, apés infinitas
iteragoes é obvio que o comprimento da Curva Floco de Neve de Koch tendera ao
infinito, ou seja,
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' { A "
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I !, ;3 I

Figura 3.17: Curva Floco de Neve de Koch.

lim 3 AN
fm s (5) =

O objetivo final sera o de determinar a drea delimitada pela Curva Floco de
Neve de Koch. Na Figura 3.18 é apresentada a uma tabela indispensavel para se
determinar esta drea, partindo do triangulo equildtero inicial (lado unitério), etapa a
qual denominaremos iteracao I, observamos que:

Itel’a@ﬁﬂ Il !2 1'3 L} e Jf“
Numero de
tridangulos em uma q 4 42 43 4n-1

curva de Koch

Nuamero de
tridngulos inscritos
na Curva do Floco
de Neve de Koch

334|342 |3:-43 | | 3-471

Figura 3.18: Tabela das iteracoes da Curva Floco de Neve de Koch.

e na iteracao Iy, existe apenas o triangulo equildtero de lado unitario, entao a

area total da figura sera Ay = \/Tg

e na iteragdo I;, o numero de triangulos em uma Curva de Koch (lado do
triangulo) serd N; = 1 e na Curva Floco de Neve de Koch o nimero de
ca . . . . 2
triangulos inscritos serd NT7 = 3 cada um com area A; = (%) '\/Tg'

e na iteragdo I, o numero de triangulos em uma Curva de Koch (lado do
triangulo) serd Ny = 4 e na Curva Floco de Neve de Koch o nimero de
triangulos inscritos serda N1, = 3 - 4 cada um com area Ay = (32)2 ‘{
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e na iteragao I3, o numero de triangulos em uma Curva de Koch (lado do
triangulo) serd N3 = 4% e na Curva Floco de Neve de Koch o ntimero de

N . . . ; 2
triangulos inscritos serd NTy = 3 - 42 cada um com 4rea Az = (313) \4[

e naiteracao I,,, n =0,1,2,3,---, o nimero de triangulos em uma Curva de Koch
(lado do triangulo) serd N,, = 4"~! e na Curva Floco de Neve de Koch o nimero

N . . , . 2
de triangulos inscritos serda NT,, = 3 - 4" cada um com area A, = ( 3n) ‘4[
Observe que no nivel n sao inscritos 3 - 4! novos triangulos, cada um deles com

lado medindo 3% e drea A, = (5%)2 \/Tg = 3%n = Assim, a area total delimitada pela

Curva Floco de Neve de Koch é dada por:

Ap = ? +3§:4”_1An
n=1
- _+324n 132n

V3 33X (4"
Ar="rt ;(5)

V3 4 > /4\" 2 4
A = — 1 — — ) 9 = —
Ty T3 Z(g) e ;<9> -1 5
V3 34
Ar=— 114+ -—=
Ty ( T3 5)
4, V38
4 5
2V/3
Ar =5~
Comparando a area do triangulo inicial Ay = i e a arca delimitada pela Curva

Floco de Neve de Koch Ay = 2\—!, teremos:

Ap 2B
A8
Ar _ 8
Ay 5
AT=§A0

Logo, a area delimitada pela Curva Floco de Neve de Koch Ay é % da area do
triangulo inicial Ag, ou seja, a area final é finita e maior que a area inicial. Entao, a
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Curva Floco de Neve de Koch tem uma caracteristica especial: é uma curva infinita
que delimita uma area finita.

3.4.4 O Triangulo de Sierpinski

Sua construgao se dé a partir de um triangulo sélido qualquer (para facilitar o
desenrolar dos calculos necessarios para chegar aos resultados finais sera considerado
um triangulo equildtero de lado unitério) estd serd a iteragao Ip. A partir deste
triangulo passa-se a construcao de suas trés bases médias cujo resultado, ja conhecido
da geometria cuclidiana plana, determina quatro triangulos congruentes cada um
com &rea igual a }1 da area do triangulo original e perimetro igual a % do perimetro do
triangulo original. A iteracao I; é concluida apos a eliminacao do triangulo central. O
processo iterativo infinito consiste construir as bases médias dos triangulos restantes
e eliminar sempre o triangulo central.

ALL SO

lteracdc O lteracao 1 lteracao 2 lteracao 3 lteracac 4

Figura 3.19: Iteracoes do triangulo de Sierpinski.

Logo, teremos na:

e iteracao Iy o numero de triangulos serd Ny = 1, de lado medindo Ly = 1, area
V3

total Sp = ¥ e perimetro total Py = 3.
e iteracao /; o nimero de triangulos restantes sera N; = 3 cada um de lado
medindo L = 1 , area A; = (2)2‘f e perimetro p; = 3 - =, sendo drea total da

figura S; =3 - ( )2*[ e perfmetro total P, = 3- 3.

e iteracao I, o numero de triangulos restantes serd Ny = 32 cada um de lado
medindo Ly = i area Ay = (22)2f e perimetro p; = 3 sendo area total

da figura S; = 32 (3 )2\[ e perfmetro total P = 3% - 3

227

e iteracao I3 o m'lmero de triangulos restantes serd N3 = 33 cada um de lado

( )2f

e perimetro p; = 3 - sendo area total

3

medindo L3 = =5, area Az =
_ 33 ( )Q\f

237

da figura S; = e perimetro total P, = 33 -
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e iteracao I,,, n =10,1,2,3,---, o numero de triangulos restantes sera N,, = 3",
: _ 1 g _ (123 ‘ _ 1
cada um de lado medindo L, = 5. drea A, = (55)°" e perimetro p; = 3 - 55,

A)2£

)2 %2 e perimetro total Py = 3" - 2.

sendo drea total da figura S,, = 3™ - (

Cumpre analisar o que ocorre quando o valor de n torna-se muito grande, tendendo
ao infinito:

e numero total de triangulos restantes sera:

Np = lim N,

n—oo

n—00

e a medida do lado de cada triangulo restante sera:

Ly = lim L,

n—oo

1

n—oo 21

e a drea de cada triangulo restante sera:

n—oo

A = tim (=2 Y3 g

e 0 perimetro de cada triangulo restante sera:
n—oo

1
pr = lim3-2—n=0

n—oo

e a area total da figura sera:

n—oo



Capitulo 3. A Geometria Fractal 40

e o perimetro total da figura sera:
Pr = lim B,

n—00 on

Py = lim3-(g)”:oo

n— oo

Assim como a Curva Floco de Neve de Koch, quando o nimero de iteragoes e
muito grande (tendendo a infinito) o triangulos de Sierpinski nos leva a uma conclusao
no minimo interessante: a figura gerada tem perimetro infinito, porém sua area total
tende a zero.

Também ¢ interessante discutir a respeito da soma das areas dos triangulos
eliminados em cada iteragao. Observe que s6 havera eliminagao a partir da iteragao
I;. Veja que na:

e iteragao I; o nimero de triangulos eliminados serd N{ = 1, de lado L] = % e

l)?.ﬁ

drea total igual a 5] = (5 T

e iteragao Iy o nimero de triangulos eliminados sera N; = 3, cada um de lado

h =5 e drea Ay = () Y3 com 4rea total eliminada na iteracio igual a

22 4
=3 () F.

e iteracao I3 o nimero de triangulos eliminados serd N = 33, cada um de lado
Ly = 5 e drea Ay = (55)? - Y3 com drea total eliminada na iteracio igual a

4
P32 (42 4

e iteracdo I,,, comn = 1,2,3,--- o ntimero de tridangulos eliminados serd N/ = 33,
cada um de lado L], = 55 ¢ drea A} = (55)*- \/Tg’ com é&rea total eliminada na
' 20 i r_gn-l, (12, V3
iteragao igual a S7 = 3"7" - (57)% - .
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Assim, a soma total das dreas eliminadas em cada iteragao sera:

=51+ S+ S5+ 4+ S+

V3 1 V3 1

S’T:(_)2._+3.(_)2._+32.(_)2.__|_..._|_3”—1.(_)2. 4o

V3
4

2 4 22 4 23 4 2n
= Y 8+ R+ 3L
5= 2 lra e
mas S+ P+ Gy Oy = f% —3
logo, S = ? -3
5 -3

A conclusao apds a iteragao I,,, com n muito grande tendendo ao infinito é que a
area eliminada ¢ igual a area do triangulo inicial.

3.5 O Fractal de Benoit Mandelbrot

A imagem gerada pelo conjunto fractal de Mandelbrot estabelece um fascinio
particularmente interessante que conquista a todos pela sua beleza. Tao linda, rica e
complexa de detalhes é que para encontra-la nao é preciso garimpar muito, hoje ela é
encontrada em posters, camisetas, cartoes postais, capas de CD, etc. Se Mandelbrot
tivesse conhecimento do sucesso das imagens de sua fungao iterativa talvez a tivesse
usado com fins financeiros.

O fim principal desta pesquisa é avaliar a possibilidade de aplicacao da geometria
fractal no ensino fundamental, isto posto, para descrever a funcao de Mandelbrot
nao serao apresentados esclarecimentos baseados em excessivos calculos matematicas
e programas computacionais que geram sua imagem. Sera feita uma abordagem mais
didatica, intuitiva ¢ com informagoes que permitam a compreensao de um curioso
nao pertencente ao mundo académico. Entretanto, para um melhor entendimento
dos conceitos utilizados na explicagao cumpre esclarecer ideias por tras dos sistemas
dinamicos discretos, das iteracoes e érbitas.



Capitulo 8. A Geometria Fractal 42

3.5.1 Sistemas Dinamicos Discretos

A drea de sistemas dinamicos estuda processos cuja evolucao é dada por uma lei
matematica e seu objetivo é construir uma teoria que permita compreender e prever
sua situagoes futuras.

A palavra sistema, no sentido matematico, se refere a um conjunto de elementos
(varidveis) interconectados e que se relacionam entre si através de uma transformacgao
(fungao) como um fenomeno de causa ¢ efeito. Ja a palavra dinamica refere-se a
evolugao no tempo de um sistema em relagao as causas que provocam lhe alteracoes.

Entao, a grosso modo, um sistema dinamico discreto é um modelo matemético que
determina um conjunto de valores através de uma transformagao (fungao) aplicada
repetida e sucessivamente para obter valores de certa variavel, ou seja, um valor é
encontrado em termos do(s) valor(es) anterior(es). A palavra discreto estd relacionada
a intervalos inteiros.

Na natureza encontramos varios exemplos de sistemas dinamicos cuja evolugao
(equivalente as iteragoes) sao dependentes do tempo (intervalos): evolucao de planetas,
reagoes quimicas, crescimento do sistema biologicos, etc...

Iteracoes

Para maior clareza, a explicacao sobre as iteragoes serao realizadas tomando como
exemplo funcoes reais de variaveis reais.

Dada uma fungao f : # — R as iteracoes de f para um valor x € R sao os valores
da sequéncia de composicao de f, tais que z, f(z), f2(x), f3(x),---, f*(x), -+ em
que f(z)=fofofo--rofe fo(xr)=xzcomn=0,1,23,---.

Aqui a transformagao que define cada iteragao serd expressa por z,.1 = f(z,)
com n > (0 para x.

Assim, para a fungao real de varidvel real f(x) = 22, as iteragoes de xy = 2 é a
sequeéncia de valores g =, x1 = 4, x5 = 16,3 = 256, - - -

Orbitas

O conjunto composto pelos valores xg, x1, X2, 23, , Ty, -+ determinados pela
transformagao x,41 = f(x,) é chamado de drbita de =g e pode ser indicado por
O(z0,f). Orbitas finitas sao formadas por um niimero finito de elementos e érbitas
infinitas sao formadas por um numero infinito de elementos.

Dada uma fungao, f se existe um xy em seu dominio tal que f™(xq) = xq, esse xg é
chamado ponto fixo e sua érbita sera o conjunto formado pela sequéncia xq, zg, g, - - .
E um ponto xy no dominio de f é dito periddico se f"(xqg) = xo, n serd o periodo de
x( e sua orbita sera dita orbita periddica.

Entao, para a fungao f(x) = z? — 1:



Capitulo 3. A Geometria Fractal 43

e Sexg=—1tem-sex; =0, 20 =—1,23=0, 24 = —1, 25 =0, ---. Neste caso
a Orbita de x¢g = —1 é periddica de periodo 2 e os pontos g = —1 e x; = 0 sao
pontos da érbita O(zg = —1,f(z) = 22 — 1).

e Sexyg=1tem-sexr; =0, 20 =—1,23=0, 24 =—1, ---. Neste caso a érbita de
o = 1 nao é periddica, mas possui pontos z1 = 0 e x5 = —1 que sao periddicos,
entao diz-se que a orbita de xg = 1 é eventualmente periodica.

Para a funcéo linear f(z) = ax+b a dindmica dependera dos valores das constantes
reais a e b:
Caso 1: A constante a = 1, entao:

e se b =0 a fungao terd a forma f(z) = z e todos os pontos de valor x reais
serao pontos fixos e suas orbitas sao 6bvias;

e se b # 0 a funcao terd a forma f(z) =z +be xg, 1 = 29 + b, T3 = 29 + 20,
r3 =9+ 3b, ---, x, = x9 + nb, --- sao os valores pertencentes ao conjunto
da érbita de zp. Com b > 0, entdo lim f"(x) = oo e com b < 0, entao

T—r 00

lim f™(x) = —o0 e isto significa que as drbitas de zy tendem para o infinito
T—r 00

Caso 2: A constante a # 1. Neste caso os pontos fixos devem obedecer a equagao

ax + b = x cuja tnica solugao é xy = Tﬁa

e se |z <1, tem-se lim f*(z)= .
T—r 00

e se |z| > 1, tem-se lim f"(z) = oo.
T—r 00

Em ambos os caos existe um tnico ponto fixo e, ou todas as dérbitas convergem
para ﬁ ou todas as drbitas, exceto para os pontos fixos, divergem (vao para

o infinito).
Caso 2: A constante a = —1. Neste caso o ponto fixo serd ry = g Para os
outros valores tem-se que f?(z) = f(—z +b) = —(—z +b) + b = x,0u seja, as drbitas

serao periddicas de perfodo 2, pois: lim f?"(x) =z e lim f>""(x) = f(z).
T—r 00 T—>00

3.5.2 O Conjunto de Mandelbrot

Sabe-se que conjunto de Julia é um sistema dinamico discreto que fornece de
pontos do plano complexos obtidos quando se aplica iteradamente a transformagao
Zna1 = Zp2 + ¢, sendo z, uma variavel inicial complexa e ¢ uma constante complexa.
Mandelbrot analisou a mesma funcgao sistema e, ao contrario de Julia e Fatou,
considerou zy = 0 constante e ¢ como uma variavel complexa.

Verifique que iterando a fungao para cada ponto ¢ do plano complexo, encontra-se
uma determinada sequéncia de iteragoes. Entao,

e para ¢ = 0, as iteracoes fornecem a sequencia de iteracoes:zg = 0, z; = 0,

2220,23:0,5.
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e para ¢ = —1, as iteragoes fornecem a sequéncia de iteragoes: zp =0, z; = —1,

ZQZO, 23:—1,

e para ¢ = 1, as iteracoes fornecem a sequéncia de iteragoes: zp = 0, 2, = 1,

22:?:—1,Z3=—?:,24:1'—].,25:—?:,

Verifica-se que para ¢ = 0 todos os termos da sequéncia infinita convergem para

zero, ou seja, z, = 0, paran = 0,1,2,3,: e por esta razao é limitada. Neste caso
teremos um ponto fixo. Agora, para ¢ = —1 e ¢ = ¢ as sequéncias geradas sao
periddicas e também limitadas, pois todos os pontos se mantém dentro de um circulo
limite a uma certa distancia da origem.Para esses valores de ¢ as orbitas de zp =0
sao limitadas.

Verifando o que ocorre para outros valores de ¢, tem-se que:

e para ¢ = 1, as iteracoes fornecem a sequéncia de iteracoes: zop = 0, z; = 1
) 0 ) )
Z9 = 2, Z3 = 5, 24 = 26, 25 = 677

e para ¢ = 2, as iteracoes fornecem a sequencia de iteracoes:zg = 0, 21 = 2,
29 = 6, 23 = 38, 24 = 1446, :.

e para c = 1+1, as iteracgoes fornecem a sequéncia de iteracgoes: zg = 0, z; = 1+1,
20 =1+3i, 23 = -8+ Ti, 24 = 16 + 1114, :.

Verifica-se que ¢ = 1, c = 2 e ¢ = 1 + i geram sequéncias ilimitadas que vao para
o infinito. Logo, para esses casos as orbitas de zp = 0 sao divergentes.

Para compreender o sistema de Mandelbrot é interessante ter a ideia do que
ocorre na construgao da curva. Considerando um circulo de raio 2 cumpre determinar
a sequéncia de pontos gerada pela transformacao z,,1 = 2,2 + ¢, para zo = 0 e ¢
varidvel complexa. Tome um valor para c e faga n iteracoes (considere n razoavelmente
grande). Se os pontos das érbitas pertencerem ao circulo de raio 2 este ponto sera
retido, caso contrario o ponto sera desprezado (diz-se que o ponto escapa, vai para
infinito ou diverge). A medida de o nimero de iteragoes aumenta, mais pontos
escapam para o infinito. Entao, o fractal de Mandelbrot é a figura formada pelos
pontos retidos apds n iteragoes. A figura 3.20 representa a curva de Mandelbrot, onde
todos os pontos retidos receberam a cor preta. Na curva de Mandelbrot colorida, as
cores dever estar relacionadas com o nimero de iteragoes que o ponto pertencer a
orbita leva ir para o infinito.
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Figura 3.20: Fractal de Mandelbrot.
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Fractais no Curriculo do Ensino Fun-
damental

Quando um aluno aprende, nao € o aluno que temos diante de nds,
no dado momento em que aprende, mas, stm, um aluno que reatualiza
toda sua complexidade de vivéncias, de aprendizagens, de frustracoes e
de afetos ja vividos, e que se tornam presentes em cada novo ato de
aprendizagem. Como se se tratasse de um fractal vivente. (Antoni J.
Colom, 2004) [13]

4.1 A Historia do Ensino da Geometria no Brasil

Existe hoje e ja existia no passado uma grande preocupagcao sobre a relevancia do
ensino da geometria. Desde a década de 1990 profissionais e estudiosos da educagao
matematica tém empreendido esforgos com o propésito de tornar seu ensino mais
acessivel e prazeroso aos alunos. Para uma melhor compreensao das propostas atuais
é valoroso ter o conhecimento da trajetoria e dos fatos que influenciaram o ensino da
matematica no Brasil, em especial da geometria.

Até o final da década de 1920, a matematica ensinada na maioria das escolas
brasileiras era baseada em tradugoes e compilagoes de livros franceses. O primeiro
livro de matematica brasileiro propriamente dito, Curso de Mathematica Elementar,
foi lancado em 1929, por Euclides Roxo, com uma proposta de reestruturacao da
sequéncia a ser ensinada - nela havia a fusao dos contetddos de aritmética, algebra e
geometria.

Em 1931, com a Reforma Francisco Campos o ensino da matematica em todo o
pais passa a ter um carater nacional. Com o fracasso da proposta de Euclides Roxo,
em 1942, foi promulgada a Reforma Gustavo Capanema, nela a aritmética, algebra e

46
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geometria passaram a ser estudadas em separado - os contetidos de geometria eram
ensinados de forma dedutiva desde o curso fundamental até o Universitario.

No final da década de 1950, chega no Brasil o Movimento da Mateméatica Moderna
que priorizava o ensino da teoria dos conjuntos e da algebra, o ensino de geometria
foi deixado em segundo plano. Este movimento comeca a ser repensado a partir da
década de 1970.

Em 1980, o National Concil of Teacher of Mathematic, érgao dos EUA, recomenda
que no ensino da matematica seja dado destaque para a resolucao de problemas,
adverte sobre a importancia do papel do aluno na construcao do conhecimento e
propoe o uso das novas tecnologias na sala de aula.

A partir da décadas 1990, sob a influéncia das novas concepgoes a respeito da cons-
trucao do conhecimento, surgem discussoes acerca da importancia do conhecimento
geomcétrico. E o inicio do resgate da geometria como uma das areas fundamentais da
matemadtica.[27]

Em 1998, foram criados pelo MEC os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s)
de 5* a 8% séries. Neles hd uma recomendacao de que o ensino de geometria deve ser
associado a outros conteudos e que o aluno deve ser levado ao uso da matematica
como: --- nstrumental para compreender o mundo a sua volta e de vé-la como drea
do conhecimento que estimula o interesse, a curiosidade, o espirito de investigacao e
o desenvolvimento da capacidade para resolver problemas.[15]

4.2 Os Fractais e o Curriculo Escolar

Até a década de 1980 os conteidos de matematica eram abordados de forma
desconectada das outras areas do conhecimento e sem a preocupacao de dar significado
préticos a seus contetidos. Somente nos anos de 1990 é que iniciou-se a preocupagao
de que o ensino matematica deveria ser abordada em sala de aula com a perspectiva
de que ela esta presente em diversas dreas e caracteriza-se como uma forma de
compreender e atuar no mundo através de uma interpretacao peculiar da natureza,
das relacoes sociais e economicas. A geometria, uma importante area da matematica
também passou a ser vista de uma forma diferente, pois é através de seu estudo que
sao criados modelos de pesquisa, novas formas de compreender e atuar no mundo.

A geometria fractal tem uma capacidade inerente de integrar as diferentes areas
do conhecimento e propiciar o trabalho interdisciplinar na sala de aula. Também
possibilita o uso de computadores na criacao do que podemos chamar de arte-fractal
e arte associada a matematica viabiliza a representacao da realidade, fazendo a
transicao no imaginéario do aluno do concreto para o abstrato.

Neste sentido, é necessario mostrar que a natureza pode ser observada e por
meio dessas observagoes criar discussoes sobre o meio em que se vive, inquirir sobre
os tragos irregulares, imperfeitos e cadticos das formas da natureza que fogem
dos conceitos da geometria euclidiana, mas que podem ser abordados através das
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geometrias nao-euclidianas, dentre elas a geometria fractal como bem descreve os
PCN’s: O advento posterior de uma multiplicidade de sistemas matemdticos teorias
matemdaticas evidenciou, - -+ , que nao hd wma via unica ligando a Matemadatica e
o mundo fisico. Os sistemas axiomaticos euclidiano e hiperbolico na Geometria,
equivalentes sob o ponto de vista da consisténcia logica, sao dois possiveis modelos
da realidade fisica. Além disso, essa multiplicidade amplia-se, nos tempos presentes,
com o tratamento cada vez mais importante dos fenomenos que envolvem o acaso, a
Estatistica e a probabilidade, e daqueles relacionados com as nogoes matemdticas de
caos e de conjuntos fractais.[22]

Percebe-se que os PCN’s vém com bons olhos a insercao das geometrias fractal no
curriculo base dos ensinos fundamental e médio. Entretanto, a Proposta Curricular
de Matemaética do Ensino Fundamental do 6° ao 9° Ano do Estado de Minas Gerais
nao faz nenhum referéncia a nenhuma das geometrias nao-euclidianas. [19]

Tendo em vista o objetivo desta pesquisa, a seguir é apresentada uma sugestao
de plano de sequéncia didética e plano de execucao didética para o 9° ano do ensino
fundamental incluindo o estudo de conceitos béasicos da geometria fractal e suas
aplicacoes. Posteriormente, para a comprovacao da viabilidade desta proposta, sao
apresentadas uma série de atividades que possibilitam o trabalho com a geometria
fractal nesse ano de ensino.

4.2.1 Plano de Sequéncia Didatica e Plano de Execucgao
Didatica

O Plano de Sequéncia Didatica (PSD) é um elemento norteador para todo o
processo de construcao da aprendizagem. Nele encontra-se a matriz de referéncia
(lista de competéncias e habilidades) relacionadas com os objetos de conhecimento
(conteudos).

O PSD proposto foi elaborado tendo como referencial o ensino por competéncias
que é uma abordagem construtivista. Nela o sujeito (aluno) ocupa a posigao central
no processo ensino-aprendizagem, é ele quem deve produzir seu proprio conhecimento.

O Plano de Execucao Didatica (PED) é um documento que apresenta as sequéncias
didaticas elaboradas pelos docentes que vao lecionar determinada disciplina num
determinado ano escolar e serd a base para o desenvolvimento dos processos avaliativos,
scjam eles mensurados ou nao. O PED deve relacionar as sequéncias didaticas com
as habilidades e competéncias a serem trabalhadas com discentes.

A competéncia na area da educacao é uma caracteristica que deve ser desenvolvida
no alunos no sentido de potencializar sua capacidade de resolver problemas. Nao
problemas matematicos, mas problemas relacionados a situacoes cotidianas em casa,
na escola e futuramente no trabalho. Ja a habilidade deve ser trabalhada com o
aluno e é uma aplicagao pratica de uma determinada competéncia - é o aluno saber

fazer.
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A seguir sera apresentado um recorte do PSD e do PDE visando exclusivamente
apresentar a proposta de inclusdo da geometria fractal.

PLANO DE SEQUENCIA DIDATICA
Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias
Ensino Fundamental

Eixo Tematico: Espaco e Forma.

Competéncia - C;: Utilizar e analisar a natureza, a funcao e o impacto das
novas tecnologias na construgao do conhecimento, associando-o aos conhecimentos
cientificos e as situagoes-problema que se propoem solucionar.

Habilidades Matematicas:

e H M, - Distinguir, em contextos variados, figuras bidimensionais e tridimensi-
onais , descrevendo algumas de suas caracteristicas, estabelecendo relagoes e
utilizando de nomenclatura prépria.

e HM; - Compor e decompor figuras geométricas e calcular seu perimetro e érea.
e HMj - Desenvolver a nocao de figuras geométricas semelhantes.
e HM, - Aplicar as propriedades e relagoes métricas de figuras geométricas.

e HMs; - Relacionar as novas tecnologias ao desenvolvimento das sociedades e ao
conhecimento que elas produzem.

PLANO DE EXECUCAO DIDATICA
90 Ano do Ensino Fundamental

Competéncia - (j: Utilizar e analisar a natureza, a funcao e o impacto das
novas tecnologias na construgao do conhecimento, associando-o aos conhecimentos
cientificos e as situagoes-problema que se propoem solucionar.

Descritores:

e Di: Introduzir conceitos da geometria fractal utilizando elementos geométricos
da natureza e elementos geométricos construidos pelo homem. (H M)
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e D,: Calcular perimetros e areas de figuras geométricas fractais. (HMs)
e Dj: Relacionar a semelhanga de figuras geométricas fractais. (HMs)
e D, : Construir relagoes métricas de figuras geométricas fractais.(H M,)

e D : Utilizar recursos computacionais para trabalhar com figuras geométricas
fractais. (HM5)

e [Dg. Trabalhar com variados recursos didaticos manuais para construir figuras
geométricas fractais. (HM;)

4.3 Os Fractais na Sala de Aula

A introdugao da geometria fractal amplia o conhecimento geométrico dos alunos,
viabiliza uma nova forma de enxergar a natureza e mostra que as imagens geradas
pela matematica vao além dos graficos e que podem estar carregadas de beleza
estética. E possivel através da andlise de processos iterativos determinar expressoes
gerais para areas e perimetros e a partir delas tirar conclusoes curiosas que agucam
a curiosidade e o interesse dos alunos.

Neste capitulo serao apresentadas as atividades realizadas durante a oficina Estudo
e Construcao de Fractais para o 90 Ano do Ensino Fundamental aplicadas no do
Colégio Militar de Belo Horizonte no periodo de 24 de outubro a 03 de novembro de
2016.

As atividades tiveram como objetivo principal avaliar a possibilidade de introdugao
da Geometria Fractal na base curricular do ensino basico, bem como introduzir
conceitos iniciais, caracteristicas, tipos e aplicacoes dos fractais; e como objetivos
secundarios trabalhar com a internet e rever conceitos matematicos de perimetro e
area de figuras planas.

Descrigao do estabelecimento de ensino:

O Colégio Militar de Belo Horizonte, situado na cidade de Belo Horizonte,
completa ano de 2017, 62 anos desde sua criagao. O ensino da institui¢ao orienta-
se pela legislacao federal relativa aos ensinos fundamental e médio, tendo suas
peculiaridades e caracteristicas exclusivas pois faz parte, com suas 12 unidades, da
estrutura do Exército Brasileiro.

E subordinado diretamente & Diretoria de Ensino Preparatério e Assistencial, or-
gao do Exército Brasileiro, a quem cabe supervisionar, controlar, orientar e coordenar
as atividades didatico-pedagdgicas.
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Seu ensino compreende os ensinos fundamental e médio completos, sendo todo o
processo educacional baseado nos valores, costumes e tradicoes do Exército Brasileiro.
Em sua proposta pedagogica o Colégio Militar de Belo Horizonte tem como um dos
seus objetivos gerais, tornar a aprendizagem significativa como fator decisivo para o
desenvolvimento dos alunos; e como um de seus fundamentos educacionais, utilizar
procedimentos didaticos e técnicas metodologicas que conduzam o aluno a construir,
com a mediagdo do professor, o proprio conhecimento.

Descricao dos alunos e da série de ensino envolvidos na pesquisa:

A pesquisa foi desenvolvida com os 73 alunos das trés turmas do 9° ano do Ensino
Fundamental do Colégio Militar de Belo Horizonte, cuja caracteristica predominante
relativa aos pré-requisitos matemaéticos é a heterogeneidade. A carga horéria destinada
a disciplina de matemaética é de 5 horas-aula semanais (3 horas-aulas para o contetido
de dlgebra e 2 horas-aulas para o contetido de geometria) mais 2 horas-aulas semanais
de desenho geométrico. Para o desenvolvimento do trabalho das trés areas de estudo
da matematica a série conta com tres professores licenciados em matematica.

4.3.1 Descricao da aula 01:

Local da atividade: sala de informatica.

Duracao da atividade: 45 min.

Objetivo especifico: introduzir o conceito de fractal.

Habilidade matematica a ser trabalhada: H M,

Competéncia a ser trabalhada: ()

Descritor matematico a ser trabalhado: D,

ATIVIDADE 1: Definindo Fractais.

Pesquise sobre os Fractais na internet e responda os itens a seguir.

Item 1: O que é um Fractal?

Resposta do aluno Souza: Objeto geométrico que pode ser dividido em partes,
cada uma das quais semelhante ao objeto original. Em termos simples, é um con-
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Junto geométrico ou objeto natural cujas partes tém a mesma estrutura (irreqular e
fragmentada) que o todo, mas em escalas diferentes.

Item 2: Cite as principais caracteristicas de um fractal.

Resposta do aluno Souza: Estrutura fina em qualquer escala (detalhamento
infinito), nao pode ser descrita de maneira simples por uma fun¢ao analilica ou
linguagem geométrica tradicional, possui auto-similaridade e dimensao fractal.

Item 3: Quem melhor representa a natureza: a Geometria Euclidiana ou a
Geometria Fractal?

Resposta do aluno Souza: Geometria Fractal.

Item 4: Quem foi o criador da Geometria fractal?

Resposta aluno do Souza: Benoit B. Mandelbrot (Varsovia, 20/11/1924 - Cam-
bridge, 14/10/2010).

Item 5: A Geometria Fractal pode ser aplicada a outras areas de estudo distintas
da Matematica? Cite ao menos uma aplicagao.

Resposta aluno Souza: antena fractal (tecnologia das telecomunicagoes) e compu-
tacao grdfica.

Item 6: Procure na internet alguns tipos de fractais e gif’s animados de fractais.

Mediagao do professor: Além do auxilio prestado durante toda a aula, nos
dez minutos finais o professor exibiu uma sequéncia de slides com um resumo do
contetdo trabalhado no dia.

Percepgao de resultados: Para a realizacao da atividade 1 os alunos foram
direcionados para o laboratério de informatica e fizeram uma pesquisas individual
(cada aluno em um computador) para responder as perguntas pré-selecionadas.
Nesta atividade a estratégia de ensino utilizada foi o “ensino com pesquisa” que visa
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desenvolver a autonomia e a concentragao do aluno.

Com relagao a percepcao de resultados obtidos verificou-se que os objetivos foram
atingidos, quais sejam o de agucar o interesse dos alunos. Isto ficou evidenciado no
momento em que fizeram uma procura na internet de gif’s animados. Acharam as
imagens interessantes e muito bonitas. Outro momento de grande interesse foi no
final da aula quando o professor fez um resumo baseado no questionario e apresentou
as varias aplicacoes da geometria fractal.

Figura 4.1: Apresentagao de slides sobre a atividade 1.

4.3.2 Descricao da aula 02:

Local da atividade: sala de informaéatica.

Duracao da atividade: 45 min.

Objetivo especifico: introduzir a Curva de Koch.

Habilidade matematica a ser trabalhada: HM; e HMj;

e Competéncia a ser trabalhada:

Descritor matematico a ser trabalhado: Ds; e Dj

ATIVIDADE 2: A Curva de Koch
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Niels Fabian Helge Von Koch, nasceu em Estocolmo em 25 de janeiro de 1870, foi
um matematico sueco, que deu seu nome ao famoso fractal conhecido como Curva
de Koch que aparece em seu trabalho Une Méthode Géométrique Elémentaire Pour
L’¢tude de Certaines Questions de la Théorie des Courbes Plane publicado em 1906
e que une métodos de geometria elementar com a teoria das curvas. Uma variagao
deste fractal é a Curva do Floco de Neve de Koch, construida a partir de trés curvas
de Koch, cada uma tendo como ponto de partida os lados de um triangulo equilétero
de lado unitario. O trabalho de Koch consiste principalmente em provar que sua
curva é continua e que nao possui tangente.

Figura 4.2: Niels Fabian Helge Von Koch. [17]

(Para responder aos itens de 9 a 11 serd feita anélise de dados obtidos com a ajuda
de uma planilha do Excel construida pelo alunos no laboratério de informaética).

Item 7: Construa a Curva de Koch seguindo os passos a seguir.

e 1°. Passo

Iteracao 0: Inicie com um segmento de reta de comprimento unitario;

e 2°, Passo
Iteracao 1: Substitua o tergo-médio do segmento (iteracao 0) por um triangulo
equilatero sem a base.

e 3°. Passo

Iteragao 2: Substitua o tergo-médio de cada segmento (iteracao 1) por um
triangulo equilatero sem base.

e n°. Passo

Iteragao k: Substitua o tergo-médio de cada segmento (iteragdo k — 1) por um
triangulo equilatero sem a base.
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ITteragdo 0 1 2 3 4 b k

Numero de segmentos

Medida de cada segmento

Comprimento da curva

Figura 4.3: Tabela atividade 2.

Item 8: Faca uma anélise da Curva de Koch e preencha a tabela a seguir.
Resposta do aluno Dani:

Item 8: Faga uma andlise da curva de Koch e preencha a tabela a seguir.

Tteracdo 0 i 2 3 4 k
;d 2 / ) ¥
Numero de segmentos '/ ZL 4 | 2 <
1 | { | ] v
Medida de cada segmento \ - T = i /Q \iE
: 4 IR TN 7 K|

Comprimento da curva ! — 20 || AL\ 1L TUA) \ DN

- 1 \ \ F'd 2 \ 7 5 \ :

Figura 4.4: Tabela preenchida pelo aluno Dani.

Item 9: No nivel £ qual a quantidade de segmentos da curva, considerando k
um nimero muito grande (tendendo ao infinito)? Explique sua resposta.

Resposta do aluno Dani: A medida que o valor de k aumenta a quantidade de
segmentos aumenta cada vez mais, tendendo ao infinito.

Item 10: No nivel k£ qual o comprimento de cada segmento da curva, considerando
k um nimero muito grande (tendendo ao infinito)? Explique sua resposta.

Resposta do aluno Dani: A medida que o valor de k aumenta a medida do
segmento vai ficando cada vez menor, tendendo a zero.

Item 11: No nivel k qual o comprimento total da curva, considerando k£ é um
ntimero muito grande (tendendo ao infinito)? Explique sua resposta.

Resposta do aluno Dani: A medida que o valor de k aumenta o comprimento da
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curva aumenta cada vez mais, tendendo a infinito.

Mediagao do professor: Para a resolucao do itens de 9 a 11 o professor dirigiu
uma discussao acerca dos comprimentos dos segmentos ¢ da curva em cada nivel.
Foi feita uma anadlise dos resultados obtidos quando o valor da variavel k aumenta
usando uma tabela de excel, conforme se vé na figura 4.5.

2 Anélise da Curva de Koch

» lteragdes 0/ 1/2[3]|4 10 20 30

+ Numero de 1 4 | 16 | 64 | 256 1048576 1,09951E+12 | 1,15292E+18
1
i

+ Medida de cada segmento 03[01] 0 1,69351E-05 | 2,86797E-10 | 4,85694E-15
« Comprimento da Curva 13| 1,8|24]3,217,75772663 | 315,3368552 | 5599,665672

o

Pt

1«

0 LEN- KR Ny

Figura 4.5: Tabela de excel construida pelos alunos.

Percepcao de resultados: Para a realizacao da atividade 2 os alunos foram
direcionados para o laboratério de informatica e realizaram o trabalho com a ajuda
do computador (cada aluno em um computador). Nesta atividade as estratégias
de ensino utilizadas foram “estudo dirigido com aula orientada” que permite ao
aluno compreender e interpretar os problemas propostos e ao mesmo tempo sanar
dificuldades de entendimento.

Com relacao a percepcao de resultados obtidos verificou-se que os objetivos foram
atingidos, quais sejam o de perceber a infinitude do fractal estudado e as relagoes
matematicas. As generalizacoes para a iteracao k foram 6bvias para a maioria dos
alunos e para responder aos itens considerando o nimero de iteracgoes infinito ele
usaram conhecimentos adquiridos nas aulas de informética. O auge da atividade foi
a construcao manual da curva de Koch, alguns alunos escolheram utilizar régua e
compasso fazendo uso dos conhecimentos adquiridos nas aulas de desenho geométrico
- figura 2.9 e figura 4.6

4.3.3 Descricao da aula 03:

e Local da atividade: sala de informéatica do Colégio Militar de Belo Horizonte.
e Duracao da atividade: 45 min.

e Objetivo especifico: introduzir a curva Floco de Neve de Koch.
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Figura 4.6: Construcao da Curva de Koch com régua.

Figura 4.7: Curva de Koch construida com uso de régua e compasso.

e Habilidade matematica a ser trabalhada: HM, e HM,.
e Competéncia a ser trabalhada: (' .

e Descritor matematico a ser trabalhado: D ¢ D,.

ATIVIDADE 3: A Curva Floco de Neve de Koch

A curva Floco de Neve de Kock é formada por trés curvas de Koch, cada uma
das quais construida nos lados de um triangulo equilatero de lado unitario.

Construgao da Curva Floco de Neve de Kock:

e 1°. Passo

Iteracao 0: Inicie com um triangulo equilatero de lado unitario;

e 2°, Passo

Iteragao 1: Substitua o ter¢o-médio de cada lado do triangulo equilatero do
(iteragao 0) por um triangulo equildtero sem base.
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Figura 4.8: Atividade 3: Iteragoes da Curva Floco de Neve de Koch.

e 3°. Passo

Iteracao 2: Substitua o tergo-médio de cada segmento determinado (iteracao 1)

por um triangulo equilatero sem base.

e n°. Passo

Iteragao K: Substitua o tergo-médio de cada segmento (iteracao K — 1) por
um triangulo equilatero sem a base e, assim, sucessiva e indefinidamente.

Item 12: Faga uma andlise dos niveis 0, 1 e 2 e preencha a tabela a seguir.

Iteracao 7l . 3

Numero de tridngulos
da em uma Curva de
Kock

Nuamero de tridngulos
inseridos na Curva
Floco de Neve de Kock

Figura 4.9: Tabela atividade 3.

Resposta do aluno Souza:
Item 13: Apoés calcular o perimetro da curva Floco de Neve de Kock nos niveis

1, 2 e 3 0 que ocorrera com o perimetro da curva no nivel K, considerando k um
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13: Utilizando os dados da Curva de Koch da atividade anterior determine o perimetro da curva Floco
Neve de Koch nos niveis 1,2 e 3. Vocé conseguiria descrever o que pode ocorrer com o perimetro da curva

Floco de Neve de Koch no nivel k, considerando k um nimero muito grande (tendendo ao infinito)? Explique
sua resposta. y

Figura 4.10: Resolugao item 13.

numero muito grande (tendendo ao infinito)? Explique sua resposta.

Resposta do aluno Souza:

13: Utilizando os dados da Curva de Koch da atividade anterior determine o perimetro da curva Floco
Neve de Koch nos niveis 1,2 e 3. Vocé conseguiria descrever o que pode ocorrer com o perimetro da curva

Floco de Neve de Koch no nivel k, considerando k um nimero muito grande (tendendo ao infinito)? Explique
sua resposta.
it = \

Figura 4.11: Resolugao item 13.

Item 14: Apés calcular a drea da curva Floco de Neve de Kock nos niveis 1, 2 e

3 0 que ocorrera com a area da curva no nivel K, considerando k um nimero muito
grande (tendendo ao infinito)? Explique sua resposta.

Resposta do aluno Souza:

Item 15: Agora responda a pergunta:

Qual a curva de comprimento infinito que delimita uma area finita?
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Item 14: Utilizando os dados da Curva de Koch da atividade anterior determine a area da curva Floco de Neve
de Koch nos niveis 1, 2 e 3. Vocé conseguiria descrever o que pode ocorrer com o perimetro da curva Floco
de Neve de Koch no nivel k, considerando k um niimero muito grande (tendendo ao infinito)? Explique sua
resposta.

Figura 4.12: Resolugao item 14.

Resposta do aluno Souza: A curva floco de neve de Koch.

Mediagao do professor: Para a resolucao do itens de 12 a 14 o professor interviu
para prestar esclarecimentos sobre a resolugao dos item envolvendo os célculos de
perimetro e area.

Percepcao de resultados: Para a realizacao da atividade 3 os alunos foram
direcionados para o laboratério de informatica e realizaram o trabalho com a ajuda
do computador (cada aluno em um computador). Nesta atividade as estratégias
de ensino utilizadas foram “estudo dirigido com aula orientada” que permite ao
aluno compreender e interpretar os problemas propostos e ao mesmo tempo sanar
dificuldades de entendimento.

Com relacao a percepcao de resultados obtidos verificou-se que os objetivos foram
parcialmente atingidos. No primeiro momento os alunos foram instruidos a procurar
na internet gif’s animados demonstrando as etapas de construcao da curva, logo em
seguida passaram ao preenchimento da tabela sendo que até este momento nao foram
constatadas maiores dificuldades. Com relacao aos itens de 13 a 15 ficou evidenciado
que a resolucao tais itens nao foi satisfatoria e, por esta razao, conclui-se que a
atividade nao estava adequada. Os calculos foram realizados em conjunto com o
professor que fez uso do quadro.

4.3.4 Descricao da aula 04:

e Local da atividade: sala de informatica do Colégio Militar de Belo Horizonte.

e Duracao da atividade: 45 min.
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e Objetivo especifico: introduzir o triangulo Sierpinsk.
e Habilidade matematica a ser trabalhada: HM, e HMs;.
e Competéncia a ser trabalhada: C.

e Descritor matematico a ser trabalhado: D, e Ds.

ATIVIDADE 4: O Triangulo de Sierpinsk

Figura 4.13: Wactaw Sierpinski.

Wactaw Sierpinski, matematico polonés, nasceu em Varsovia na Polonia em 14
de marcgo de 1882. Descreveu, em 1915, o fractal que posteriormente recebeu o nome
de Fractal de Sierpinsk. Este fractal apresenta algumas caracteristicas, tais como:
ser auto-semelhante em todos os seus niveis, ter area total igual a zero e nao perder
a sua definicao inicial.

ALL SO

teracdo O teracdo 1 teragao 2 lteracao 3 teracac4

Figura 4.14: Triangulo de Sierpinsk.
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Item 16: Descreva a construcao do triangulo de Sierpinsk pelo método de
remogao de triangulos. (Use a figura acima e faga uma pesquisa internet)

Resposta da aluno Dani: O triangulo de Sierpinsk é um fractal criado a partir
de um triangulo equildtero da sequinte maneira: divide-se cada lado do triangulo
ao meio, unem-se esses pontos médios e forma-se um novo triangulo equildtero, a
sequir, retira-se o triangulo central. Em sequida, repete-se esse mesmo procedimento
em cada um dos triangulos restantes indefinidamente.

Item 17: Preencha a tabela a seguir, considere que o triangulo equilatero do
nivel 0 tem lado unitério.

Nivel

[t} 1 F 4 4
Figura associada A A é h & A&a

Comprimento do lado de cada nangulo 1

restante

SF

Arca de cada um dos triangelos restante

-
wal

Area da figur

=|

Figura 4.15: Tabela atividade 4.

Resposta da aluno Dani:
Item 18: Preencha a terceira coluna da tabela anterior. Qual o valor da area da
figura obtida no nivel 17 Em relacao ao nivel anterior a area aumenta ou diminui?

Resposta da aluno Dani: O wvalor da drea da figura obtida no nivel 1 é %3. Em
relacao ao nivel anterior a drea diminui.

Item 19: Preencha a quarta coluna da tabela anterior. Qual o valor da area da
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Iteracao 0 1 2 3 4
Figura associada A A
} Namero de tridingulos 1 < l
‘
TComprimento do lado de cada 1
‘ triangulo
Area de cada um dos triAngulos ﬁ
restante 4
‘ r ‘/§ D,
trea total da figura e g

Figura 4.16: Tabela atividade 4 preenchida.

figura obtida no nivel 27 Em relacao ao nivel anterior a area aumenta ou diminui?

Resposta da aluno Dani: O wvalor da drea da figura obtida no nivel 2 é %3. Em
relacao ao nivel anterior a drea diminui.

Item 20: Preencha a quinta coluna da tabela anterior. Qual o valor da area da
figura obtida no nivel 37 Em relacao ao nivel anterior a area aumenta ou diminui?

Resposta da aluno Dani: O valor da drea da figura obtida no nivel 3 € %3. Em
relacao ao nivel anterior a drea diminui.

Item 21: Preencha a sexta coluna da tabela anterior. Qual o valor da area da
figura obtida no nivel 47 Em relacao ao nivel anterior a area aumenta ou diminui?

Resposta da aluno Dani: O wvalor é %f. Em relagcao ao nivel anterior a drea
dimanus.

Item 22: E possivel calcular a drea da figura obtida no nivel k£, onde k£ é um
nimero muito grande tendendo ao infinito? Qual o valor dessa areas, ou melhor,
essa area se aproxima de qual valor

Resposta da aluno Dani: Sim. Essa drea se aproxima do valor zero.

Mediacgao do professor: Para a resolucao do itens de 16 a 17 o professor interviu
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para prestar esclarecimentos sobre pré-requisitos como base média do triangulo e
formula da area do triangulo equilatero veja figura 4.17. No momento da resolugao
do item 22 também foi necesséria a intervencao.

Percepcao de resultados: Para a realizacao da atividade 3 os alunos foram
direcionados para o laboratério de informatica e realizaram o trabalho com a ajuda
do computador (cada aluno em um computador). Nesta atividade as estratégias
de ensino utilizadas foram “estudo dirigido com aula orientada” que permite ao
aluno compreender e interpretar os problemas propostos e ao mesmo tempo sanar
dificuldades de entendimento.

Com relagao a percepcao de resultados obtidos verificou-se que os objetivos
atingidos. No que se refere ao preenchimento da tabelas e a resolucao dos itens de 18
a 21 os alunos nao apresentaram dificuldades. Contudo, com relacao ao item 22 eles
tiveram dificuldade no que se refere ao fato de trabalhar com nimeros irracionais e
relaciona-los a infinitas iteracoes. O auge da aula foi a apresentacao de gif’s animados
das iteracoes do triangulo de Sierpinski.

Figura 4.17: Revisao de pré-requisitos para aula de Triangulo de Sierpinski.

Figura 4.18: Aluna pesquisando sobre o Triangulo de Sierpinsk.
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4.4  Fractais na Pratica

A atividades que se seguem foram elaboradas visando reforcar a ideia de que a
Matematica vai além da resolucao exaustiva de problemas. Ela pode ser experimental,
criativa e tornar-se interessante mesmo para os alunos que tem uma aversao a seu
estudo.

Usando de artificios como atividades manuais e lidicas os alunos sao capazes de
transcender do abstrato para o concreto, estabelecer relagoes e aplicar o raciocinio
l6gico buscando soluc¢oes para problemas a partir de hipoteses ¢ nao apenas pela
observagao indireta da realidade.

Essa nova perspectiva , a construcgao fisica de modelos, motiva a investigacao e
possibilita exploragao de tépicos da matematica de uma forma mais suave.

4.4.1 Descricao da aula 05 e 06:

Local da atividade: sala de apoio do Colégio Militar de Belo Horizonte.

Duracao da atividade: 2 aulas de 45 min.

Objetivo especifico: Construir cartoes fractais.

Habilidade matematica a ser trabalhada: HM;.

Competéncia a ser trabalhada: (.

Descritor matematico a ser trabalhado: D;.

ATIVIDADE 5: A Construcao de Cartoes Fractais
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Cartao Escada

Material utilizado:
e Folhas de papel multiuso coloridas tamanho A4;
e Folhas de papel multiuso coloridas tamanho 235mm x 325mm:;

e Régua;

Tesoura;

Estilete;

Procedimento: Ver figura 77

1. Dobre a folha de papel multiuso colorido A4 ao meio;
2. Faca dois cortes como na figura;

3. A linha tracejada representa onde serd feita uma dobra;
4. Dobre conforme a figura;

5. Esta é a primeira iteracao do fractal. Se quiser pode-se abrir o cartao para
verificar o efeito obtido.

6. Retorne a dobra do ultimo passo do procedimento anterior;
7. Faga novamente dois corte como na figura;
8. Marca da dobra;
9. Esta é a segunda iteracao do fractal;
10. Repita o procedimento de cortar e dobrar até que seja possivel.

Apéds o procedimento 10 reforce as dobras e abra o cartao escada. Para uma
melhor visualizacao e um efeito tridimensional dobre ao meio a folha de papel multiuso
colorida tamanho 235mm x 325mm e em seguida cole o cartao escada. Conforme
observamos na figura 4.19 as formas geométricas resultantes das dobras e dos cortes
sao paralelepipedos. Também é facil verificar que observando os degraus em ordem
decrescente de tamanho teremos sempre figuras auto-similares a figura toda, mas em
escala menor. Estd é uma caracteristica que permite a forma geométrica resultante
ser denominada uma representacao tridimensional de um fractal. Vale ressaltar que
a infinitude do fractal somente seria visivel se fosse possivel efetuar os procedimentos
de cortar e dobrar sucessiva e infinitamente.



Capitulo 4. Fractais no Curriculo do Ensino Fundamental 67

S
| @ — | @
% & do 9
(3] L6
& () ™M | @
9 oo | [ | |~

Figura 4.19: Etapas de contrugao do cartao fractal degrau. 1]

Figura 4.20: Etapas de contrugao do cartao fractal degrau. [11]

Mediagao do professor: Durante as aulas 5 e 6 a mediacao do professor foi
no sentido de passar os procedimentos para a construgao dos cartoes fractais figura
figura 4.17. No momento da resolucao do item 22 também foi necesséria a intervencao.

Percepcao de resultados: Para a realizacao da atividade 3 os alunos foram
direcionados para sala de apoio. A estratégia utilizada foi a de “laboratério”, nela
o aluno é levado a construir modelos, sob orientacao, para aprofundamento de um
tema.

Foi passado aos alunos os procedimentos para a confeccao do cartao degrau. Ja
no inicio do procedimento os alunos questionaram sobre a quantidades de degraus
produzidos a cada procedimento, a discussao seguiu livremente com o apoio do
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professor.

Com relagao a percepcao de resultados obtidos verificou-se que os objetivos foram
atingidos. Este tipo de abordagem mostrou-se apropriada para a exploracao de
conceitos da geometria fractal e aproximou a teoria da pratica.

Importante esclarecer que foram confeccionados os cartoes fractais cujos procedi-
mentos de confeccao nao foram descritos, veja da figura 4.21 até figura 4.25.

Figura 4.21: Cartao degrau construido pelos alunos.

Figura 4.22: Cartao triangulo de Sierpinski construido pelos alunos construido
pelos alunos.

4.4.2 Descricao da aula de 07 a 09 :

e Local da atividade: sala de apoio.
e Duracao da atividade: 3 aulas 45 min.

e Objetivo especifico: Construir a piramide de Sierpinsk.
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Figura 4.24: Cartao paralelepipedos construido pelos alunos.

Figura 4.25: Cartao elipse construido pelos alunos.

e Habilidade matematica a ser trabalhada: HM;.
e Competéncia a ser trabalhada: C.

e Descritor matematico a ser trabalhado:D;.
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ATIVIDADE 6: A Piramide de Sierpinsk

Material utilizado:

e Molde impresso em folhas de papel cartao coloridas tamanho A4;
e Cola;

e Tesoura;

Procedimento:

A piramide de Sierpinski é a versao tridimensional do triangulo de Sierpinski.
Para sua construcao serao utilizados varios tetracdros idénticos formados a partir
do molde da figura 4.26. A primeira fase corresponde a construgao de um tetraedro
a partir do molde. A segunda fase consiste de um tetraedro vazado construido a
partir de quatro outros tetraedros da primeira fase. A partir dai o processo é a
repeticao das fases anteriores, sempre construindo tetraedros a partir dos anteriores
- ver figura 4.27 e figura 4.28. Observa-se este processo sucessivo de construcao
também pode ser infinito visto que nao ha limite para o tamanho da piramide final.

Mediagao do professor: Durante as aulas de 7 e 9 a mediacao do professor se
restringiu a coordenacao das atividades, ou seja, o procedimento foi repassado aos
alunos e eles prosseguiram com a atividade independentemente

Percepcao de resultados: Para a realizacao da atividade 3 os alunos foram
direcionados para sala de apoio. A estratégia utilizada foi a de “laboratério”, nela
o aluno é levado a construir modelos, sob orienta¢ao, para aprofundamento de um
tema.

Com relacao a percepcao de resultados obtidos verificou-se que os objetivos foram
atingidos. Este tipo de abordagem mostrou-se apropriada para a exploracao de
conceitos da geometria fractal e aproximou a teoria da préatica além de trabalhar
valores como o companheirismo, respeito aos colegas, espirito de cooperacao e a
divisao de tarefas.

Tanto atividade de construcao de cartoes fractais quanto a atividade de construcao
da piramide de Sierpinski contém em si o apelo visual e estético que favorece a captura
da atencao dos alunos e auxilia no entendimento de conceitos da geometria fractal
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Figura 4.26: Molde para construgao da piramide de Sierpinski.

Figura 4.28: Molde para construgao da piramide de Sierpinski - etapa final.



Capitulo 4. Fractais no Curriculo do Ensino Fundamental 72

como as ideias de auto-similaridade, dimensao, infinitude das fases da criacao de um
fractal e escala.



Consideracoes Finais

Apesar da geometria fractal ter sido criada em meados da década de 1970 ela
ainda pode ser considerada uma area relativamente nova e em evolugao. Como
ferramenta de investigagao cientifica cla vem contribuindo para o desenvolvimento
de diversas areas das ciéncias, como a engenharia, medicina, computacao gréfica,
entre outros. O estudo das caracteristicas fractais de elementos como as células de
cancro, da do cinema demonstram que seu estudo ainda tem muito a contribuir para
a evolugao da humanidade.

No primeiro momento desta pesquisa foi realizado um estudo histérico das
principais personalidade do mundo cientifico que tiveram sua parcela de contribuicao
para o estudo dos sistemas dinamicos, da teoria do caos e finalmente da geometria
fractal. Dentre essas personalidades foi dado maior destaque a historia de Benoit
Mandelbrot pai da geometria fractal e quem soube inovar ao considerar novas
condicoes para o Conjunto de Jilia.

Posteriormente foram apresentadas as principais caracteristicas dos fractais com
destaque para a auto-similaridade estrita encontrada nos fractais gerados a partir de
iteragoes de transformacoes matematicas e a auto-afinidade presentes nos fractais
naturais, como por exemplo o bréocolis romanesco.

Seguiu-se o estudo de alguns monstros matematicos, hoje classificados como
fractais pioneiros. Destaque a apresentacao da Curva de Mandelbrot cuja abordagem
foi feita de forma didatica e direcionada a leigos no assunto.

Finalmente, para atender ao objetivo principal da pesquisa, foi elaborada uma
proposta de plano de sequéncia didatica e de plano de execucao didatica visando a
inclusao do estudo introdutoério da geometria fractal no 9° ano do ensino fundamental.

Para fechamento desta proposta uma relacao de atividades foi apresentada e
aplicada de forma experimental nessa série de ensino do Colégio Militar de Belo
Horizonte. Essas atividades seguiram as orientagoes de Ruy Madsen [10] e despertou
o interesse dos alunos, inicialmente pela beleza das animagoes de fractais pesquisadas
com o uso da internet. Nesta oportunidade ficou evidente para os alunos a ideia de

que fractais sao formas geométricas construidas a partir de copias de si mesmo. No
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transcorrer das outras atividades o estudo geometria plana (calculo de perimetros
e dreas) foi vinculado ao estudo introdutério de alguns fractais pioneiros como a
Curva de Koch e, ainda, o trabalho realizado para se chegar a relacoes matematicas
usando recursos indutivos, mas sem muito rigor no que se refere a demonstragoes. O
auge das atividades de sala de aula e que agugaram mais o interesse dos alunos foi a
construcao de cartoes fractais e da piramide de Sierpinski, o que demonstra que as
aulas de matematicas podem envolver atividades praticas.

Fica evidenciado que apesar das dificuldades que o educador-matemético encon-
tra no ambiente escolar é possivel colocar o aluno na posicao central do processo
educacional ao incluir atividades que levam os alunos a integragao dos contetidos da
matematica com a realidade do mundo fisico. Como bem disse Maria Beatriz Luce
[15]:

A evolugao (ou revolugao?!) do conhecimento sobre aprendizagem permite-nos,
agora, compreender melhor como nossos alunos aprendem e, em decorréncia, se a
maneira como ensinamos permite ou facilita que aprendam. Mas, apesar do muito
que se tem progredido na pesquisa sobre aprendizagem, ainda nao € facil traduzir este
complexo conhecimento em implicagoes prdticas para o ensino. A aprendizagem tem
a ver com como percebemos e entendemos o mundo, com construcao de significados;
tem a ver com o tipo e a forma como nos relacionamos com informacgoes fatuais ou
principios abstratos, com métodos e técnicas de trabalho, com idéias e raciocinios, com
comportamentos considerados adequados para certas situacoes. Como lidamos com
alunos que sao sempre individuos muito diferentes uns dos outros e sempre mutantes,
que tiveram cada qual diferentes experiéncias de vida e diferentes conhecimentos
adquiridos, e tém diferentes expectativas sobre o que e como aprender, € obvio
que nem todos aprendem da mesma maneira, ou com a mesma prontidao ou o
mesmo significado em cada material e situacao de ensino. A disciplina e o nivel
de estudos também tém influéncia na aprendizagem. Logo, nao hd resposta simples
e conclusiva sobre como se aprende e, muito menos, sobre como naos, professores,
podemos propiciar maior ou melhor aprendizagem. E possivel, no entanto, nos
apropriarmos do estado atual do conhecimento sobre aprendizagem e tracarmos nosso
plano de investigacao sobre nossos proprios alunos, os conhecimentos e habilidades
que consideramos importantes e adequados a seu nivel de estudos, bem como sobre
nossas estratégias e recursos de ensino. FEste €, no meu entendimento, o atual e
maior desafio na faceta do ensino, na complexidade da prdtica académica.

Neste cendrio de um trabalho ja concretizado, a aplicacao da geometria fractal em
sala de aula, outra perspectiva de reflexao e novas praticas poderao ser elaboradas.
Entretanto, os roteiros de atividades aqui apresentados nao devem ser seguidos
fielmente por outros professores, ao contrario devem desencadear novos projetos
em que atividades semelhantes possam ser ponto de partida o estudo da geometria
fractal.
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Primeiro Apéndice

Entrevista: Mandeclbrot ¢ a Beleza do Caos
Entrevistador: Eduardo Punset
Entrevistado: Benoit Mandelbrot

Data da entrevista: 22 de fevereiro de 2007
Lugar da entrevista: Universidade de Yale
Encontrado em: www.eduardpunset.es
Traducao de: Andréia Maria de Oliveira Silva

Benoit Mandelbrot, matematico, pai da geometria fractal, a quem poderia aconte-
cer projetar uma teoria das rugosidades e das fragmentacoes e, além disso, o aplicar
a determinados campos como o estoque para decifrar a variabilidade do valor das
agoes? A primeira coisa que viram os nossos antepassados foram as rugosidades. Eles
viam poucas coisas suaves como a lua ou os olhos. A ciéncia entrou em cheio no
suave e todo mundo se esqueceu das rugosidades e das fragmentacoes... todo mundo
menos uma pessoa: Mandelbrot.

Se vocé acha que entende, vocé nunca avancgara, entrevista de Benoit Mandelbrot
no Diario de Mallorca. Mandelbrot y La belleza Del caos entrevista de Benoit Man-
delbrot a BBC em Mundo: como Benoit Mandelbrot saltou para a fama matemaética
quando descobriu as propriedades dos fractais. Gragas ao auge dos computadores,
soube transformar um brinquedo procedente da matematica pura em uma ferramenta
de compreensao e desenvolvimento.

Eduard Punset: Quando eu era jovem, Maurice Thorez, secretario geral do
Partido Comunista Frances, disse: “Tem que se colocar diante das massas, porém
nao tao a frente, ou se arriscara a acabar sozinho e gesticulando.” E, embora voceé
seja muito diferente de Maurice Thorez, tenho a sensacao de que, talvez, ao longo da
sua vida voceé tenha se encontrado algumas vezes sozinho e gesticulando antes de
todos.

Benoit Mandelbrot: Sem divida. As vezes eu estive a frente um ano, cinco
anos, dez anos, quarenta anos! E muita gente havia perdido o interesse, porém eu

persisti.
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Eduard Punset: Persistiu porque tinha esta estranha obsessao, se me permite
que a chame assim. Todo mundo se interessava pela suavidade, a geometria classica.
Mas, desde o principio, voce investigou a rugosidade e a fragmentacao e tentou
explicar qual é a teoria que se esconde por tras da rugosidade. Isso era estranho.
Como isso aconteceu?

Benoit Mandelbrot: Na verdade, demorei muito tempo para me dar conta do
que estava fazendo. A maioria das pessoas come¢am com um objetivo muito claro em
sua vida, o validam e continuam, aprendem e desenvolvem. Eu comecei combinando
duas ideias muito perigosas: em primeiro lugar, quando eu era jovem, a geometria
me fascinava totalmente, a forma das coisas, em uma época em que as matematicas
estavam se transformando em algo muito abstrato e algébrico. Em segundo lugar,
eu tinha uma paixao, uma obsessao com Kepler. E por que Kepler? Kepler nao
fol um cientista tao importante como Newton, porém Kepler foi o primeiro que
percebeu algo extraordindrio: partiu de um brinquedo e obteve uma ferramenta. O
brinquedo era a elipse, uma forma matematica com que os gregos haviam jogado
na antiguidade sem nenhum objetivo concreto. Porém esse brinquedo se converteu
em uma ferramenta para criar a ciéncia da astronomia, para explicar o movimento
dos planetas, e descrever tudo em termos matematicos. Isso me fascinou desde o
principio. E eu fui certamente temerario, comecei sem uma idéia clara de onde queria
chegar. No primeiro momento, nao fiz nada sensacional assim que comecei com
pequenas coisas que me interessavam e, quase que arrastado, me vi condenado ao
estudo da rugosidade. Na realidade, a descricao completa deste objetivo nao veio até
mais tarde, quando eu era mais velho. Tinha mais de setenta anos!

Eduard Punset: Ah, sim?

Benoit Mandelbrot: Durante muito tempo, eu dei ao meu trabalho somente
nomes parciais, aplicdveis a uma parte ou outra do meu trabalho. De algum modo,
descobri o meu cargo do objetivo, exatamente o contrario de um lider politico que
deve ter um objetivo claro para comegar, e logo o cumprir.

A origem da palavra “fractal”

Eduard Punset: E certo. E como veio o nome “fractal”?

Benoit Mandelbrot: Por motivos eminentemente préaticos. Um dos aconteci-
mentos mais importantes da minha vida aconteceu em 1973, quando me convidaram
para dar uma conferéncia no College de France, em Paris. Eu fiz o doutorado em Paris
e um tio meu era um matematico muito conhecido que trabalhava como professor no
College de France. Meu tio tinha muito medo do nepotismo, assim que, enquanto
exercia o papel de professor nunca permitiu que seus colegas me convidassem. Porém
quando morreu, seus colegas me convidaram para dar uma conferencia. E eu estava
submetido a uma pressao extraordinaria, porque eu tinha somente uma hora para
explicar o que eu havia feito durante os vinte anos que haviam passado desde que
havia abandonado a Franca. Trabalhei muito duro, e creio que nao o fiz tao mal
(na verdade minha conferencia apareceu no jornal, revisada por um homem muito
famoso na época) e logo escrevi um livro sobre isso. E eu precisava de um titulo.
Eu havia feito um trabalho que eu poderia descrever e explicar, mas que nao tinha
titulo. E um livro sem titulo nao funciona.
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Eduard Punset: Nao, nao vende.

Benoit Mandelbrot: Assim que eu me pus a procurar uma palavra bonita de
origem latina para designa-lo e peguei um dicionério de latim do meu filho que havia
em casa e me pus a buscar “fratrura”, “fracao”, etc; e percebi que todas essas palavras
procedem do adjetivo latino “fractus, fracta, fratum” que faziam referéncia a aquele
que se transforma em uma pedra ao langa-la: pecas irregulares. Eureka! Ai estava
o termo que eu necessitava. Além disso, é uma palavra que funcionava muito bem
em frances e em inglés. E assim foi como o livro que carecia de titulo passou a se
chamar Les objects fractals, e mais tarde foi traduzido para muitos idiomas. E o
termo “fractal” se encaixou muito bem. Varias das palavras que eu havia proposto
nao foram aceitas, porém “fractal’foi, sem duvida.

Eduard Punset: Seria correto definir a ciéncia que constitui o objeto de sua
investigagao como uma tentativa de buscar os principios rigorosos subjacentes a
rugosidade e as fraturas?

Benoit Mandelbrot: Sim, isso aconteceu porque eu estava indo livre: analisava
temas que ninguém mais estava estudando. Até entao, a ciéncia havia se ocupado de
todos os problemas em que as estruturas eram principalmente suaves e regulares. E
eu queria estudar fenomenos estranhos que ninguém estava estudando, assim que por
necessidade me encontrei com os remanescentes do que os meus colegas e antecessores
haviam escolhido como temas. Porque o cientista nao estuda a natureza como é,
sendo que deve escolher, selecionar alguns problemas. E tudo relacionado com a
suavidade estava coberto. Porém, com a rugosidade, eu estava sozinho.

Os artistas ja trabalham a fractalidade

Eduard Punset: Sozinho, sim; com excecao dos artistas, que ja haviam pensado
nisso. Nunca haviam explicado, mas haviam abordado, nao?

Benoit Mandelbrot: Sem divida. Essa é uma das maravilhas da historia
hipotética. Assim que nos remetemos muito atras na histéria hipotética: imaginemos
um homem ou uma mulher primitivos. Quantas formas suaves eles viam? Poucas: a
lua cheia, o olho, a pupila, a Iris, alguns alimentos esféricos. Porém poucas, muito
poucas formas eram assim.Todo o resto era rugoso. E o que fizeram as mateméticas?
Comecaram pelas formas simples e desenvolveram uma geometria e posteriormente
uma ciéncia detalhada. E o que aconteceu com as rugosidades? Pois ficaram nas
maos dos artistas.

Eduard Punset E certo...

Benoit Mandelbrot: Alguns artistas tinham uma forte sensibilidade com o
rugoso e fragmentado, porém no principio eu nao sabia disso, ninguém sabia! Somente
depois de desenvolver a geometria fractal que percebi que Hokusai, o genial pintor
japonés do periodo Edo, tinha uma visao extremamente geométrica. Nos seus
desenhos, sempre aparece alguma forma classica (o monte Fuji, que é muito suave e
quase um cone) varias coisas simples, e todo o resto é muito abrupto. Sem saber,
simplesmente por motivos estéticos, Hokusai pintava fractais. Delacroix também era
consciente disso, porém nao nos seus quadros. Uma vez, quando aconselhava um
jovem pintor que havia perguntado como se desenhava uma arvore, Delacroix disse:
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“Uma arvore se compoe de arvores pequenas.”

Eduard Punset: De arvores pequenas...

Benoit Mandelbrot: Além disso, se analisarmos a arte de qualquer civilizacao,
encontraremos muitos aspectos fractais, inclusive na arte de civilizacoes sem escritura.
Me parece que a fractalidade tenha sido algo extremamente natural e que nao se
pode falar do “pai dos fractais” porque tudo isso aconteceu ha muito tempo. Eu
me considero, talvez, o pai da geometria fractal, porque fui quem descobriu que as
mesmas estruturas que os artistas e, as vezes, os filésofos haviam utilizado durante
milénios de um modo inconsciente podiam de converter em ferramentas para a
compreensao da ciéncia. E também em ferramentas para desfrutar. Porque os
desenhos de fractais s@o bonitos.

A.0.1 Uma ferramenta aplicada em varios campos

Eduard Punset: Vocé também havia dito que o brécolis é o fractal mais
emblematico. Por que?

Benoit Mandelbrot: Se trata de um caso que compreendemos bem porque a
natureza é economica. Seria muito dificil imaginar que a natureza incluisse no ADN
distintos cédigos para cada ramo de um brocolis. No momento em que temos um
sistema com ramos, o ADN ordena criar um ramo, um novo ramo e logo, depois
de um certo niimero de fases, se detém. O mesmo acontece com o pulmao humano.
Inclui ramificagoes, més ramificagoes, muitas vezes e logo o cédigo diz:”agora é hora
de parar e fazer diferente” durante algumas fases. Assim que nao somente no exterior,
com objetos como o brocolis, assim que também no interior do nosso corpo estao
repletos de fractais. E é uma perspectiva muito ttil, porque meus colegas que se
especializam em anatomia cooperam com os fisicos e desenvolveram conjuntamente
uma visao do pulmao que explica muitos problemas pulmonares de uma maneira que
supOe uma promessa de progresso no futuro.

Eduard Punset: Agora, vérias teorias procedentes de disciplinas diferentes
retomaram a teoria da geometria fractal e aplicaram em varios campos. Isso os
permitiu construir, por exemplo, a complexidade da teoria do caos. E assim?

Benoit Mandelbrot: E uma ferramenta muito importante na teoria do caos,
sim.

Eduard Punset: Por qué?

Benoit Mandelbrot: De novo, ¢ um caso que compreendemos bem porque a
teoria do caos consiste em operacoes repetitivas, estuda fendmenos em que a mesma
regra se aplica uma e outra vez. Em certas condigoes, as estruturas que se geram
sao fractais. Porém essas estruturas nao sao objetos reais e sim objetos mentais.
Por exemplo, a trajetoria da Terra ao redor do sol nao é um objeto real, nao ha
nenhum arame ao redor do sol que delimite essa trajetéria. As aplicagoes dos fractais
a teoria do caos sao deste tipo. Quer dizer, se utiliza nesse campo porque tanto
nessas equagoes como no crescimento das arvores existe uma repeticao da mesma
ordem de um modo que podemos analisar.

Eduard Punset: Com a geometria fractal, agora podemos medir a rugosidade
das coisas.
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Benoit Mandelbrot: Sim, e também podemos medir a rugosidade em outros
contextos. Por exemplo, em um tema em que trabalhei em varias ocasioes: os precos
dos mercados financeiros. Existe uma relacao muito estreita entre a rugosidade e os
precos de acoes. Os precos nos mercados competitivos as vezes se movem lentamente,
mas de vez em quando produzem uma grande explosao e logo se movem lentamente
de novo. Todos os especialistas em economia e financas devem medi-lo, porém
as medicoes que se utilizavam eram incorretas. Eu propus uma maneira diferente
de medir a rugosidade dos pregos. E uma caracteristica que é muito interessante
nesta nova maneira de medi-lo é muito similar & maneira de medir a rugosidade
meteorolégica. Por qué? Porque o clima é intermitente, na maior parte das vezes.

82 anos repletos de vitalidade

Eduard Punset: Ao principio, o ser humano via a rugosidade por todas as
partes,como vocé comentava antes. Porém logo, com a ciéncia, provavelmente nos
esquecemos um pouco da rugosidade, e agora estamos voltando a ela, a fragmentacao,
para estuda-lo de um modo cientifico.E incrivel. Pode nos ajudar a predizer coisas,
por exemplo?

Benoit Mandelbrot: O futuro o dird. As teorias que agora se embaralham
sobre os precos ou sobre o clima nao nos permite fazer previsoes. Em muitos casos,
estudei teorias que nao permitem predizer e sim entender as diferencas entre a
realidade e a teoria. Em um sentido mais imediato, no caso dos precos, o que o meu
trabalho permite é avaliar os riscos.

Eduard Punset: Professor Mandelbrot, como é que, aos seus 82 anos, segue
trabalhando tao duro e pensando em coisas tao profundas? Voceé é consciente de que
as coisas requerem seu tempo, porém segue obcecado com as novas invencoes, as
novas iddias...

Benoit Mandelbrot: Pois nao sei por que. Isto exigiria uma auto andlise das
personalidades da minha mae, da minha esposa, dos meus filhos e todo mundo que
me rodeia e também da historia da minha vida, muito complicada. Primeiro vivi na
Polonia, logo na Franca e agora nos Estados Unidos. Quando era crianca, a Europa
do Este estava em um estado tao desesperado que as pessoas da minha idade que
nasceram na Hungria ou Polonia estavam preparadas para trabalhar muito mais duro
que as pessoas da Franca ou da Gra Bretanha, por exemplo.

Eduard Punset: Para sobreviver.

Benoit Mandelbrot: E logo, estive na Franca durante a guerra, que nao foi
precisamente o melhor momento para estar na Europa. Por outro lado, pude me
beneficiar de uma educacgao francesa extraordinaria. Porém, a Franga nunca poderia
ter me dado as oportunidades para o tipo de trabalho que queria, assim que fui aos
Estados Unidos para passar o verao e decidi ficar. Nao foi algo planejado, nem uma
fuga forcada ou uma emigracao. Porém nés ficamos e eu tive muita sorte durante
trinta e cinco anos porque IBM tinha um laboratério em que se realizava uma grande
variedade de atividades, foi um dos laboratérios mais importantes da historia. E
era Unico em uma coisa, e é que permitia que algumas poucas pessoas fizessem
exatamente o que queriam e tive a sorte de contar-me entre eles. Assim que aqui

estou... minha saide me permite continuar, isto é o que eu mais gosto, e continuarei
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a fazé-lo enquanto posso.
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Oficina: Estudo e Construciao de Fractais para o 9°.
Ano do Ensino Fundamental do Colégio Militar de
Belo Horizonte

Universidade Federal
Mestranda: Andréia M de Oliveira Silva; Orientador: Mehran Sabeti; de Vigosa

COLEGIO MILITAR : ‘
pE BeLo HorizonTe | Co-orientador: Luiz D’Afonseca

ATIVIDADE 1

Pesquise sobre os Fractais na internet e responda os itens a seguir. (Atividade realizada no laboratorio de

informatica).

Item 1: O que ¢ um Fractal?

Item 2: Cite as principais caracteristicas de um fractal.

Item 3: Quem melhor representa a natureza: a Geometria Euclidiana ou a Geometria Fractal?

Item 4: Quem foi o criador da Geometria fractal?

Item 5: A Geometria Fractal pode ser aplicada a outras areas de estudo distintas da Matematica? Cite ao

menos uma aplicagao.

Item 6: Procure na internet gif’s animados de fractais.




ATIVIDADE 2: A Curva de Koch

Niels Fabian Helge Von Koch

Niels Fabian Helge Von Koch, nasceu em Estocolmo em 25 de janeiro de 1870, foi um matematico sueco,
que deu seu nome ao famoso fractal conhecido como Curva de Koch que aparece em seu trabalho Une
méthode géométrique élémentaire pour ['étude de certaines questions de la théorie des courbes
plane publicado em 1906, que une métodos de geometria elementar com a teoria das curvas. Uma variagdo
deste fractal ¢ a "Curva do Floco de Neve de Koch”, construida a partir de trés curvas de Koch, cada uma
tendo como ponto de partida os lados de um tridngulo equilatero de lado unitario. O trabalho de Koch consiste
principalmente em provar que sua curva ¢ continua e que nao possui tangente.

(Pré-atividade: Apresentacao de slides sobre a construgao da curva de Koch.)

Item 7: Construa a Curva de Koch seguindo os passos a seguir.

> 1° Passo

Iteracao 0: Inicie com um segmento de reta de comprimento 1;

> 2° Passo

Iteracio 1: Substitua o terco-médio do segmento (iteragao 0) por um tridngulo equilatero sem base.

» 3° Passo:
Iteracdo 2: Substitua o terco-médio de cada segmento (iteracao 1) por um triangulo equilatero sem

base.

» N-éssimo Passo
Iteragao k: Substitua o ter¢o-médio de cada segmento (iteragdo k-1) por um tridngulo equilatero sem

a base e, assim, sucessiva € infinitamente.




Item 8: Faca uma andlise da curva de Koch e preencha a tabela a seguir.

Iteracao 0 1 2 3 4 k

Numero de segmentos

Medida de cada segmento

Comprimento da curva

(A analise realizada para responder aos itens de 9 a 11 sera feita apds andlise de dados obtidos com a ajuda de
uma planilha do Excel construida pelo alunos no laboratoério de informatica).

Item 9: Na iterag¢do k qual a quantidade de segmentos da curva, considerando k um nimero muito grande
(tendendo ao infinito)? Explique sua resposta.

Item 10: Na itera¢do k qual o comprimento de cada segmento da curva, considerando k um nimero muito
grande (tendendo ao infinito)? Explique sua resposta.

Item 11: Na iteragdok qual o comprimento total da curva, considerando k um nimero muito grande (tendendo
ao infinito)? Explique sua resposta.




ATIVIDADE 3: A Curva Floco de Neve de Koch

A curva Floco de Neve de Koch ¢ formada por trés curvas de Koch, cada uma das quais construida a partir
dos lados de um triangulo equilatero de lado unitario.

(Pré-atividade: Apresentagdo de slides e gif’s animados sobre a constru¢ao da Curva Floco de Neve de Koch.)
Construgdo da Curva Floco de Neve de Koch:

» 1° Passo
Iteraciio 0: Inicie com um tridngulo equilatero de lado unitario;
» 2° Passo
Iteraciio 1: Substitua o terco-médio de cada lado do tridngulo equilatero (iteragdo 0) por um triangulo
equildtero sem base.
» 3° Passo:
Iteracdo 2: Substitua o terco-médio de cada segmento (iteracao 1) por um triangulo equilatero sem

base.

» N-éssimo Passo
Nivel k: Substitua o terco-médio de cada segmento (iteragdao k-1) por um triangulo equilatero sem a

base e, assim, sucessiva e infinitamente.

Iteracéo 0 Iteracao 1 lteracdo 2 Iteracéo 3

Item 12: Faca uma analise da curva de Koch e preencha a tabela a seguir.

Iteragdo 1 2 3

Numero de tridngulos
em uma Curva de
Kock

Numero de tridngulos
inseridos na Curva
Floco de Neve de Kock




Item 13: Utilizando os dados da Curva de Koch da atividade anterior determine o perimetro da curva Floco
de Neve de Koch nosniveis 1, 2 e 3. Vocé conseguiria descrever o que pode ocorrer com o perimetro da curva
Floco de Neve de Koch no nivel k, considerando k um niimero muito grande (tendendo ao infinito)? Explique
sua resposta.

Item 14: Utilizando os dados da Curva de Koch da atividade anterior determine a area da curva Floco de Neve
de Koch nos niveis 1, 2 e 3. Vocé conseguiria descrever o que pode ocorrer com o perimetro da curva Floco
de Neve de Koch no nivel k, considerando k um nimero muito grande (tendendo ao infinito)? Explique sua
resposta.

Item 15: Agora responda a pergunta a seguir:
Qual a curva de comprimento infinito que delimita uma area finita?

Explique sua resposta.




ATIVIDADE 4: O Triangulo de Sierpinsk

Waclaw Sierpinski, matematico polonés, nasceu em Varsovia na Polonia
em 14 de marco de 1882. Descreveu, em 1915, o fractal que
posteriormente recebeu o nome de Fractal de Sierpinsk. Este fractal
apresenta algumas caracteristicas, tais como: ter tantos pontos como o do
conjunto dos nimeros reais; ter area igual a zero; ser auto-semelhante (cada
uma de suas parte ¢ idéntica ao todo); ndo perder a sua defini¢do inicial a
medida que ¢ ampliado.

Waclaw Sierpinski ‘ ﬁ f i é 2 i E

Iteracdo 0 Iteracao 1 Iteracéo 2 Iteracao 3 Iteracao 4

(Pré-atividade: Apresentacao de slides e gif’s animados sobre a construcao do Triangulo de Sierpinski.)

Item 16: Descreva a construcdo do tridngulo de Sierpinski pelo método de remocao de tridngulos. (Use a
figura acima ¢ a ajuda da internet.)

Item 17: Preencha a tabela a seguir (considere o triangulo equildtero da Iteracao 0 com lado unitério).

Iteracao 0 1 2 3 4

Figura associada & éfé?%}ﬂ

Nuamero de triangulos 1

Comprimento do lado de cada

‘A 1
triangulo

Area de cada um dos triAngulos V3
restante 4
Area total da figura \/Tg




Item 18: Preencha a terceira coluna da tabela anterior. Qual o valor da area da figura obtida no Iteragdo 1?
Em relagdo a iteragdo anterior a area aumenta ou diminui?

Item 19: Preencha a quarta coluna da tabela anterior. Qual o valor da 4rea da figura obtida no Iteracdo 2? Em
relacdo a iteragdo anterior a drea aumenta ou diminui?

Item 20: Preencha a quinta coluna da tabela anterior. Qual o valor da area da figura obtida no Iteragdo 3? Em
relagdo a iteracdo anterior a area aumenta ou diminui?

Item 21: Preencha a sexta coluna da tabela anterior. Qual o valor da area da figura obtida no Iteracao 4? Em
relagdo a iteracdo anterior a area aumenta ou diminui?

Item 22: E possivel calcular a drea da figura obtida na iteragao k, onde k € um nimero muito grande tendendo
ao infinito? Qual a formula que determina essa area? O valor da area na iteragao k, onde k ¢ um niimero muito
grande tendendo ao infinito, se aproxima de qual valor?




