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RESUMO

Esta dissertacdo tem como objetivo apresentar uma proposta do ensino de contetdos
da geometria analitica afim de romper a abstracdo sobre este tema, com o auxilio do
software Geogebra para alunos do ensino médio. O presente trabalho surgiu na
necessidade de acabar com a visdo abstrata dos alunos quanto as construgbes
matematicas, mostrando a aplicabilidade dos conteldos, a fim de causar interesse ao
aprendizado da matéria com o uso de uma tecnologia, o software Geogebra. Este foi
escolhido devido a facilidade de acesso, gratuidade, interface intuitiva e vasta
quantidade de ferramentas relacionadas a geometria analitica. Abordamos neste
trabalho uma breve fundamentacéo tedrica quanto a geometria analitica e os topicos
de estudo; plano cartesiano, distancia entre pontos, equacdo da reta, coeficiente
angular, area de triangulos e as coénicas (elipse, circunferéncia, parabola e hipérbole).
A metodologia de ensino utilizada sera a “mentalidades matematicas”, baseado na
premissa que qualquer um pode aprender matematica, desde que corretamente
estimulado, o que buscamos com a utilizagdo de um software durante as aulas.
Apresentamos aqui aulas preparadas conforme o método de ensino que propomos,
pontuando as diferencas entre o ensino tradicional e o ensino com o auxilio do
software Geogebra. Ao final das aulas, os alunos devem responder uma avaliagéo de
conferéncia da fixagdo do conteddo e um questionario de opinido sobre as aulas.
Espera-se como resultado que os alunos que tiveram contato com o Geogebra tenham
assimilado melhor o contetdo abordado, concordando com outros trabalhos aos
mesmos moldes.

Palavras-chaves: Geometria Analitica. Geogebra. Ensino Médio.



ABSTRACT

This dissertation aims to present a proposal for teaching analytic geometry content in
order to break the abstraction on this subject, with the help of Geogebra software for
high school students. The present work arose from the need to end the abstract view
of students regarding mathematical constructions, showing the applicability of the
content, in order to cause interest in learning the subject with the use of a technology,
the Geogebra software. This software was chosen due to its ease of access, gratuity,
intuitive interface and the vast amount of tools related to analytic geometry. In this work
we will address a brief the or etical foundation of analytic geometry and the topics of
study; cartesian plane, distance between points, equation of the line, angular
coefficient, are a of triangles and conics (ellipse, circle, parabola and hyperbola). The
teaching methodology used will be the "mathematical mindset", based on the premise
that anyone can learn mathematics, provided that they are correctly stimulated, which
we seek with the use of software during the classes. We present here lessons prepared
according to the teaching method we propose, pointing out the differences between
traditional teaching and teaching with the help of the Geogebra software. At thend of
the classes, the students must answer an evaluation of the content fixation and an
opinion questionnaire about the classes. It is expected that the students who had
contact with Geogebra have better assimilated the content covered, agree ing with
other works along the same lines.

Keywords: Analytic Geometry. Geogebra. High School.
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1. INTRODUCAO

Desde o principio da matematica criou-se um mito acerca de sua
dificuldade, sendo validado por fildsofos como Pitagoras de Samos, confirmando o
discurso de “matematica para poucos”, aplicando uma doutrina baseada em carater
religioso e elitista (TENORIO, 1995). Diferentemente da visdo pitagorica, o professor
hoje visa ensinar os contetdos da disciplina para o aluno, com a finalidade de coloca-
lo a par de fatos cotidianos e historicos, para assim promove-lo a série seguinte.

A matematica possui multiplas relacdes e aplicacdes no cotidiano, e cabe
ao educador através de atividades empiricas, favorecer a aprendizagem do educando
a referida disciplina. Com uma visédo mais tradicionalista, o ensino da matemética a
nivel fundamental e médio, € dotado de muitas teorias abstratas e distantes do
conhecimento do mundo jovem, tornando-a desinteressante para esse grupo
(OGLIARI, 2008).

Para resgatar a mente do aluno desta abstracéo, as TIC’s (Tecnologias de
Informacdo e Comunicacdo) no ensino da matematica vem sendo cada vez mais
utilizadas obtendo resultados satisfatérios, como os apresentados por Euzébio (2018),
Nunes (2019) e Sant'ana(2019). Miranda (2021) pontua que nao se deve apenas
apresentar as tecnologias, como um software, uma vez que assim nao se garante que
0 aluno ird construir o conhecimento necessario sozinho, deve-se entdo realizar um
plano de aula valido e utilizar as tecnologias como suporte de ensino.

Desta forma, o trabalho em questdo tem o objetivo de apresentar um
método de abordagem de ensino com o uso do software GeoGebra, em exercicios
que envolvam geometria analitica afim de romper a abstracdo sobre este conteudo.
De maneira mais especifica, abrangeremos os conteldos de plano cartesiano,
distancia entre pontos, equacdo da reta, coeficiente angular, area de triangulos e
cOnicas para alunos do ensino médio. Paralelamente, tem-se a pretensdo neste
trabalho a andlise da utilizacdo de tais recursos, numa perspectiva construtivista

aliando teoria e pratica no ensino da matematica.
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1.1.DEFINICAO DO PROBLEMA

Em diversas situacdes na sala de aula, o professor de matematica
comumente se depara com 0s seguintes questionamentos pelos alunos: “Onde vou
usar isso?”, “Para que serve isso?” ou “Eu n&o gosto de matematica, é muito dificil”.

Os numeros encontrados de reprovacdo de alunos na matéria da
matematica, sdo exorbitantes. O resultado do Sistema de Avaliacdo de Rendimento
Escolar do Estado de S&o Paulo (SARESP), divulgado no ano de 2018, mostrou que
46,6% dos alunos do ensino médio da rede publica de Sao Paulo tem conhecimento
abaixo do basico (BRASIL, 2019). Os numeros do Programa Internacional de
Avaliacdo de Alunos (PISA) avaliaram o desempenho em matematica de jovens na
faixa de 15 anos, colocando o Brasil na 572 posicao em um ranking de 65 paises (BBC,
2019).

Os problemas levantados no processo de ensino/aprendizagem da
Matematica em todos 0s niveis ndo sdo novos, tal como ndo € novo o mal — estar que
eles provocam em alguns professores e alunos. Os problemas s&o muitos, variados e
dificeis. Seria sempre arriscado e pretensioso procurar aborda-los na sua totalidade,
sendo diferentes e Unicos em cada lugar em que sédo encontrados.

Limitou-se neste trabalho, a refletir e sugerir uma alternativa sobre uma das
causas que, no olhar de um docente experiente em sala de aula, dificultam a
aprendizagem no ensino da Matemaética.

Tem-se o0 conhecimento que o conteudo da disciplina por muitas vezes é
complexo e abstrato, dentre outros motivos, 0s alunos ndo conseguem enxergar
aplicabilidade pratica em seu cotidiano e, em razao disto, o entendimento e
compreensao da ciéncia matemética € prejudicada no todo ou em parte.

Para que esse problema ndo se perpetue, é necessario que a didatica
utilizada pelos docentes consiga alcancar os diversos niveis intelectuais, podendo
estar associada com a utilizacdo de métodos contemporaneos para que o aluno
consiga assimilar a matematica em algo visto em seu dia a dia, como o uso de
softwares, aplicativos, jogos interativos e dinamicas em sala de aula.

Partindo desse principio, o presente trabalho funda-se na abordagem do
conteaddo matematico para alunos do ensino médio, auxiliado pelo software
GeoGebra; tendo em vista a dificuldade de visualizacdo e consequente assimilacao

apresentada pelos alunos.
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Espera-se também, que com a aplicacdo de tal método, o aprendizado
tenha melhor sentido com as ferramentas utilizadas, bem como seu interesse seja
despertado ao trazer uma nova técnica de aprendizado ludico afastando a visdo de
que a matematica é dificil, desnecessaria e utilizada apenas nas avaliacdes

educacionais.
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2. AESCOLHA DO SOFTWARE

A utilizagdo de um software de ensino situa-se no campo das TICs —
Tecnologias da Informacéo e da Comunicacao — recursos muito utilizados nos ultimos
anos no ensino matematico, uma vez que podem reproduzir construcées geométricas
de forma dindmica (SANTOS, 2013; MORAES, 2016).

Euzébio (2018) destaca que para a predilecdo de um software, é
necessario avaliar aspectos como a interface virtual, interacdo aluno-computador,
“‘esforco mental” para a utilizacdo do software e tipo de resposta do sistema,
conjuntamente com a avaliacdo intrinseca do educador quanto ao perfil de seus
alunos.

Com o ideal de criar meios de ensino que despertem o interesse dos alunos
as aulas de matematica e o auxiliem no aprendizado da matéria, a escolha de um
software didatico pode ser considerada uma alternativa adequada. O software a ser
utilizado, como ja citado, é o GeoGebra nos termos da GNU(General Public License)
e 0s critérios utilizados em sua escolha vao além da didatica de ensino; quesitos como
acessibilidade do aplicativo e popularidade também foram considerados.

Quanto a didatica do software, esta € originada pela interface virtual
simples que possui (Figura 1), de modo que a aprendizagem para a utilizacdo
acontece de maneira intuitiva e a grande disponibilidade de ferramentas permite o
estudo de diversos topicos da matematica.

Figura 1 - Interface do software simples que permite uma aprendizagem descomplicada

€F GeoGebra Classic - X

Rl 7L D@4 N2 Q =

N s @&

Fonte: elaborada pelo autor
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Seu download e a utilizacdo da totalidade de recursos séo gratuitos para
iOS, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux, e seu tamanho n&o ultrapassa 100
MB, sendo acessivel a todos que possuam um computador ou smartphone (PUCSP,
2009). Para baixar o software, acessamos o site oficial do Geogebra

(https://www.geogebra.org/download?lang=pt) e seguimos os passos recomendados.

A popularidade do GeoGebra em meio aos docentes também foi atentada
para a escolha. Este possui uma gama de estudos desde sua programacao, e sua
utiizacdo em diversas é&reas da matematica promoveram necessidades de
atualizacdo de seus recursos, mantendo-o como um software modelo para o auxilio
do ensino da matematica (SANTOS, 2013; SANT'ANA, 2019).

E importante enfatizar que, embora o software possua condi¢bes para a
construcdo de conhecimento, o GeoGebra ndo é capaz de ensinar a matematica
sozinho. Para que haja a aprendizagem de fato dos conceitos matematicos, este deve
ser utilizado como ferramenta de apoio as situacbes didaticas elaboradas pelo
professor para o ensino (SANTOS, 2013).

2.1.0 GEOGEBRA

Em suma, dentre as derivacfes do software, o utilizado neste estudo sera
0 GeoGebra Classic 6 (Figura 2), aplicativo voltado para geometria, planilha,
probabilidade e CAS (PUCSP, 2009). Seré utilizado como um auxilio para o ensino de
topicos relacionados a geometria analitica, de maneira a construir uma interacdo do
aluno com a matematica por meio da tecnologia, tdo presente na vida dos estudantes

nos dias de hoje.

Figura 2 - icone do aplicativo "Geogebra"

GeoGebra Classic

Fonte: Geogebra


https://www.geogebra.org/download?lang=pt
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Criado em 2001 por Markus Hohenwarter, um pesquisador focado no uso
da tecnologia na educacdo matematica, o software tem o objetivo principal de auxiliar
0 processo de ensino/aprendizagem matematico nos ensinos basico e superior
(SANT’ANA, 2019).

Para uma abordagem da geometria analitica, o software possui diversas
ferramentas para a resolucédo de problemas, como 0s eixos cartesianos x e y bem
expostos, capacidade de nomeacao de pontos, distancia entre pontos, bissetriz, ponto
médio, raizes, poligonos e formacao de figuras; todos a partir de faceis comandos no
programa.

O software permite realizar construcbes geométricas com a utilizacdo de
pontos, retas, segmentos de reta e poligonos, assim como permite inserir funcdes e
alterar todos esses objetos dinamicamente, ap0s a construcdo estar finalizada.
Equac0bes e coordenadas também podem ser diretamente inseridas.

Portanto, o GeoGebra € capaz de lidar com variaveis para numeros,
pontos, vetores, derivar e integrar funcdes, e ainda oferecer comandos para se
encontrar raizes e pontos extremos de uma funcdo. O programa ainda relne as
ferramentas tradicionais de geometria com outras mais adequadas a algebra e
ao calculo.

O intuito da utilizacdo do software € a resolucao, junto aos alunos, de
exercicios que envolvam elementos da geometria analitica, auxiliando-os e

apresentando uma maneira mais dindmica de aprender matematica.


https://pt.wikipedia.org/wiki/C%C3%A1lculo
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3. FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1.A GEOMETRIA ANALITICA

N&o ha um consenso claro acerca do marco inicial da geometria analitica,
mas é de conhecimento universal registros de praticas correlatadas a esta area da
matematica em meados de 400 a.C. Os egipcios e romanos realizavam medicfes de
terras, correlatando as ternas pitagoricas e 0s gregos confeccionavam mapas,
relacionando ao conceito de proporcionalidade e o0s eixos cartesianos ortogonais.
(OLIVEIRA, 2014; SILVA, N., 2018; NASCIMENTO, 2018).

Nos estudos de Pappus de Alexandria, acredita-se que Aristeu (370- 300
a.C.) foi o pioneiro sobre o tratado de se¢des conicas, prosseguido por Apolbnio de
Perga, nos anos 262 a 190 a.C. (BOYER e MERZBACH,2019; SANT'ANA,2019).
Oliveira (2014) afirma que o matematico Nicole Oresme foi o criador da Geometria
Analitica, com a representacao grafica de algumas equa¢des matematicas, dando a
ele a autoria da primeira manifestacdo explicita da equacéo da reta. E autores como
Silva, N. (2018) e Nascimento (2018) relatam que Rene Descartes e Pierre de Fermat,
a partir do século XVII, foram os primeiros no estudo sistematico de métodos analiticos
e algébricos, posteriormente fundidos ficariam conhecidos como Geometria Analitica.

Apoldnio de Perga é bastante relacionado pela sua deducéo do cerne das
secgdes conicas, com sua obra “As Conicas” (EUZEBIO,2018; NUNES, 2019). Antes
de Apolbnio, as figuras como elipse, parabola e hipérbole eram obtidas como seccbes
de trés diferentes tipos de cone circular reto, sem observarem uma relacéo direta entre
as trés curvas. Entdo, o gedbmetra grego recompilou e aprimorou os resultados de
Aristeu, demonstrando que basta um cone circular reto de duas folhas qualquer para
se obter as secdes conicas, com a variacdo do angulo de interse¢édo do plano com a
geratriz (BEZERRA e SILVA, 2010; DELGADO e FRENSEL, 2013)

A grande importancia de Rene Descartes e Pierre de Fermat néo é
discutida entre os estudiosos, e apesar de trabalharem paralelamente, os dois
iniciaram o estudo sobre a Geometria Analitica no mesmo momento (SILVA, N., 2018;
NASCIMENTO, 2018).

Os pioneiros da Geometria, como conhecido por muitos, possuiam modelos
de estudos opostos. Movido por questdes filoséficas, Descartes partia de um lugar

geométrico e entdo encontrava sua equacdo; Fermat, movido pela paixdo na
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matematica, partia de uma equacao e entdo estudava o lugar correspondente (SILVA,
N., 2018; NASCIMENTO, 2018).

Descartes fundava seus estudos na aplicagdo da algebra a geometria, ou
seja, a traducdo de operacdes algébricas em linguagem geométrica (SANT ANA,
2019). Sua obra mais conhecida chama-se “Discurso do Método para Bem Conduzir
a Raz&o e Procurar a Verdade nas Ciéncias”, de 1637. E divida em trés apéndices, e
possui um voltado apenas para a geometria, chamado de “A Geometria”, dividido
também em trés partes. Inicialmente, Descartes faz um avango a matematica dos
gregos, enquanto que para os gregos uma variavel “x” corresponderia ao comprimento
de um segmento, o produto de duas variaveis a area de um retangulo e o produto de

trés varidveis ao volume de um paralelepipedo retdngulo, o matematico pioneiro
. ~ 1 .
considera que x? pode ser o quarto termo da proporcéo - = ;—2 Sendo assim, um

eixochamado “x” e seu comprimento “y” e um angulo fixo entre eles, pode-se construir
pontos que obedecessem a uma relagéo dada (OLIVEIRA, 2014).

Na segunda parte, Descartes faz a classificacao de curvas, hoje superada,;
e um método de construir tangentes a curvas passando por um determinado ponto
(SILVA, S., 2015).

E na ultima parte, aborda a resolucéo de equacfes de grau maior que dois
e inicia ai a convencdo de relacionar as primeiras letras do alfabeto latino como
constantes, as finais como variaveis e a notacao para representar poténcias (x?, x3, ...)
(OLIVEIRA, 2014; SILVA, S., 2015).

O estudo de Descartes como apresentado, ainda estava muito fomentado
acima da algebra. O matematico observava a geometria como “dificil” e a algebra
“facil”, e tinha por objetivo resolver os problemas dificeis (geométricos) pela algebra,
mais clara e facil de manipular (AVRITZER, 2009).

A contribuicdo de Rene Descartes fundamentou a geometria analitica,
mostrando um ponto como um par ordenado de numeros no plano cartesiano, que
formam as retas e figuras geométricas, representadas por equacdes em “xX” e “y”
(SILVA, S. 2015).

Os estudos de Fermat assemelham-se mais a geometria analitica que
temos hoje, no fato de serem as ordenadas usualmente tomadas perpendicularmente
ao eixo das abscissas (BOYER e MERZBACH, 2019; SANTANA, 2019),

diferentemente de Descartes. Os desenhos publicados em seu livro encontravam-se
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explicitamente fora dos eixos coordenados de maneira proposital, para que sua
interpretacdo fosse dificil e limita-se sua divulgacao (EVES, 2004; SILVA, S., 2015).

Conselheiro do parlamento de Toulouse, Pierre de Fermat utilizou grande
parte de suas horas de lazer estudando matemética por ndo conseguir fugir de sua
verdadeira vocacdo (NASCIMENTO, 2018).

Apesar de ser datado tempos depois de Descartes, ha registros em
setembro de 1636 de uma carta enviada a um amigo, onde Fermat afirma suas ideias
sobre geometria analitica e que ja existiam a sete anos (EVES, 2008; SILVA, R.,
2013). Ideias estas como o desenvolvimento da equacdo geral da reta, a da
circunferéncia e as curvas xMy" =a, y*=ax™ e r"™ =af conhecidas como
hipérboles, parabolas e espirais de Fermat (EVES, 2004; SILVA, S., 2015).

As ideias de Fermat devem-se aos seus estudos sobre os pensadores
classicos, a matematica grega (NASCIMENTO, 2018) e sua proposta de reconstruir
“Lugares Planos de Apolénio”. A partir de entdo, resultou em um subproduto deste
esforco, descobrindo o principio fundamental da geometria analitica (BOYER, 1996;
EVES, 1997).

Fermat muito modesto, era avesso a publicacdo de suas obras, obtendo
conhecimento publico de seus estudos apenas por descobertas de cartas enviadas a
outros intelectuais, e uma Unica publicacdo de sua obra em 1679 (BOYER, 1996;
EVES, 1997).

Para alcancar os moldes atuais, muitos intelectuais contribuiram no estudo
da geometria analitica sucedendo Descartes e Fermat. Podemos destacar a utilizacdo
de eixos ortogonais, coordenadas, notacfes vetoriais e até mesmo a insercao da ideia
de abcissas negativas, distancia entre pontos, inclinacdo de retas e angulo de duas
retas (NASCIMENTO,2018).

Partindo do conceito de que a geometria analitica estabelece conexdes
entre a algebra e a geometria, a importancia de seu estudo nos dias atuais se da pelo
principal fato de transformar problemas envolvendo figuras geométricas em problemas
com equacoes (OLIVEIRA, 2014). Esta caracteristica além de facilitar o entendimento
humano, tornou muito mais acessivel diversas areas do nosso dia-a-dia.

Podemos citar o caso do GPS, utilizado para localizar as coordenadas
cartesianas de um receptor e depois transforma-las nas coordenadas geograficas
latitude, longitude e altitude. O aparelho transfigura a superficie geocéntrica em um

sistema cartesiano tridimensional de coordenadas (X, y, z), sendo caracterizado com
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a origem O no centro da Terra, o0 eixo Oz positivo apontando na direcdo ao polo norte,
o plano xOy sendo o plano da linha do equador, o eixo Ox positivo corta 0 meridiano
de Greenwich e o eixo Oy positivo corta 0 meridiano de longitude 90°. Fixando esse
sistema de coordenadas, a cada ponto P do espaco pode-se associar coordenadas
(FELIX et. al.,2013).

A geometria analitica € comumente abordada no ensino médio como
preparacao do aluno para o ensino superior, mesmo que este nao venha por optar a
uma area que envolva as ciéncias exatas. Entretanto, € de extrema importancia que
o docente relacione os conteudos escolares da geometria analitica com a sua

existéncia fora da sala de aula, para estimular a assimilacéo e interacdo do aluno.

3.2.CONTEUDOS ABORDADOS

Os conteudos aqui bordados foram escolhidos conforme proposto pelo
curriculo minimo da disciplina de Matematica, para a 32 série do Ensino Médio e
baseados também nos conceitos fundamentais da Geometria Analitica.

Tais contelddos apresentam competéncias e habilidades do campo
geomeétrico tais como (BRASIL, 2017):

e Investigar relagbes entre nameros expressos em tabelas para
representa-los no plano cartesiano, identificando padrbes e criando
conjecturas para generalizar e expressar algebricamente essa
generalizacao, reconhecendo quando essa representacdo € de
fung&o polinomial de 1° grau;

e Investigar propriedades de figuras geométricas, questionando suas
conjecturas por meio da busca de contraexemplos, para refuta-las ou
reconhecer a necessidade de sua demonstracdo para validacéo,
como os teoremas relativos aos quadrilateros e triangulos;

e Resolver e elaborar problemas cujos modelos sé&o as funcdes
polinomiais de 1° e 2° graus, em contextos diversos, incluindo ou n&o
tecnologias digitais;

e Converter representacdes algébricas de fun¢des polinomiais de 1°
grau para representagbes geométricas no plano cartesiano,
distinguindo os casos nos quais 0 comportamento é proporcional,
recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de algebra e geometria
dinamica;

e Converter representacdes algébricas de fung¢des polinomiais de 2°
grau para representacdes geométricas no plano cartesiano,
distinguindo os casos nos quais uma variavel for diretamente
proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou n&o a softwares
ou aplicativos de algebra e geometria dinamica;

e Resolver e elaborar problemas em variados contextos, envolvendo
tridngulos nos quais se aplicam as relacdes métricas ou as nogoes
de congruéncia e semelhanca;
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e Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da area de
uma superficie (reconfiguracdes, aproximacdo por cortes etc.) e
deduzir expressdes de calculo para aplica-las em situacdes reais,
como o remanejamento e a distribuicdo de plantacdes, com ou sem
apoio de tecnologias digitais;

e Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Mateméatica e de
outras areas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares
simultaneas, usando técnicas algébricas e gréficas, incluindo ou ndo
tecnologias digitais;

e Resolver problemas utilizando o célculo da distancia entre dois
pontos;

e Identificar e determinar as equacdes geral e reduzida de uma reta.

3.3.SEQUENCIA PEDAGOGICA

3.3.1. PLANO CARTESIANO

Plano cartesiano € um sistema de referéncia que identifica a cada ponto de

um plano suas coordenadas ordenadas (GENTIL et al., 1998). E representado por

duas retas perpendiculares entre si, uma reta na horizontal chamada de eixo das

abcissas indicada pela letra “x”, e uma vertical chamada de eixo das ordenadas

indicada pela letra “y” (Figura 3).

Figura 3 — Plano cartesiano com os eixos XY.
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Fonte: elaborada pelo autor

Qualguer ponto P desse plano é representado por um unico par ordenado

(xp; yp) de numeros reais.Para isto, traca-se uma reta vertical pela abcissa x, € uma
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reta horizontal pela ordenada yp, e a interseccdo dessas duas retas nos fornece o

ponto P (Figura 4).

Figura 4 — Representacé@o de um ponto P.

! &

Fonte: elaborada pelo autor

Os eixos x e y dividem o plano cartesiano em quatro regides angulares,
denominadas quadrantes (Figura 5). Estes possuem nomes e diferem em relacdo ao
sinal de positivo e negativo que as coordenadas recebem ao estarem inseridas em
cada um deles. Por convencéao, os pontos localizados sobre 0s eixos ndo pertencem
a nenhum quadrante (GENTIL et al., 1998).

Figura 5 — Quadrantes do plano cartesiano.
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‘ T 4° quadrante:x > 0ey < 0
3° gquadrante 1 [ 40 quadrante
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Fonte: elaborada pelo autor
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Exemplo: Representar, no plano cartesiano, os pontos A (3;0), B (7;2),
C(1;,-2),D (—2;2),E (—3;—-2) e F (5;3) (Figura 6).

Figura 6 — Representacao de pontos em um plano cartesiano.

41y -“ﬁ
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Fonte: elaborada pelo autor

Obtemos entdo o ponto A ndo pertencendo a nenhum quadrante, 0s pontos
B e F no 1° quadrante, o ponto C no 4° quadrante, o ponto D no 2° quadrante e o ponto
E presente no 3° quadrante.

3.3.2. DISTANCIA ENTRE PONTOS

Segundo lezzi (2005), a distancia entre dois pontos estéa relacionada a uma
medida presente dentro de um plano cartesiano, sendo a menor distancia em linha
reta que une um ponto A a um outro ponto denominado B.

Dados dois pontos A(X,;Y,) e B(Xg;Yg), representando a distancia entre

eles por d4p, calcula-se esta distancia por trés possibilidades:

1°caso:X, # Xge Y, =Y;.
Podemos obter a distancia entre os pontos A e B representados na figura
7, através da diferenca entre os pontos X e X, indicada pela expresséo:
d(4;B) = |Xp — Xal.
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Figura 7— Representacéo dos pontos A e B no plano cartesiano, sendo Y, = Y.

o --—-=---

Fonte: elaborada pelo autor

Exemplo: Determinar a distancia entre os pontos A (1;2) e B (4;2) do

plano cartesiano (Figura 8).

Figura 8 — Representacao dos pontos A e B no plano cartesiano, sendo Y, = Y3.

41y @

Fonte: elaborada pelo autor

Substituindo os valores dados pelo enunciado na formula:
Temos:

d(A4;B)=14-2|=2



25

2°caso: Xy =XgeY, # V3.
A distancia representada na figura 9 € obtida correlatando com o caso
acima, pela diferenca entre Yz — Y,, sendo expressa como:
d(4;B) = |Yg — Yyl

Figura 9 — Representacéo dos pontos A e B no plano cartesiano, sendo X, = Xj.
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Fonte: elaborada pelo autor

Exemplo: Determinar a distancia entre os pontos A (2;4) e B (2;8) do

plano cartesiano (Figura 10):

Figura 10 - Representacdo dos pontos A e B no plano cartesiano, sendo X, = Xj.

Y B @

-1 0 1 2 3 4

-

Fonte: elaborada pelo autor
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Substituindo os valores dados pelo enunciado na férmula:
d(4;B) = |Yp — Yyl
Temos:
d(4;B)=18—4| =4

3°caso: X, # XgeY, # V3.

Em casos que os pontos pertencentes ao plano possuem coordenadas
distintas entre si nos eixos x e y, podemos obter a distancia aplicando o teorema de
Pitagoras.

Com os pontos ja existentes no plano, construimos um triangulo ABC onde

0s catetos sdo AC = |xg — x4| € CB = |yg — y4| (Figura 11).

Figura 11 — Triangulo ABC, sendo X, # Xz e Y, # V3.

&

Fonte: elaborada pelo autor

Aplicando o teorema temos:

(dap)? = (AC)? + (CB)? = (dup)? = (xg — x4)* + (¥ — Ya)?
Logo

dap = \/(xB —x2)% + (Vg — ya)?

Exemplo: Vamos determinar a distancia entre os pontos A (2;—-5) e
B (6; —2) (Figura 12):



Figura 12 — Representacéo dos pontos A e B no plano cartesiano, sendo X, # Xz e Y, # V5.
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Fonte: elaborada pelo autor
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Com os pontos ja existentes no plano, construimos um triangulo retangulo

tracando duas retas paralelas aos eixos, conforme a figura 13.

Figura 13 - Triangulo ABC.
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Fonte: elaborada pelo autor

Obtemos entéo os catetos AC e CB, e aplicamos o Teorema de Pitagoras:

das =J(6—2)2+(-2+5)2=/42+32=V25=>d,p =5
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3.3.3. EQUACAO DA RETA

A reta, conceito primitivo da matematica, possui duas possibilidades de
representacao por equacao, equacao geral da reta e equacao reduzida da reta.

Para definir a equacgao geral reta, lezzi (1978) cita “A toda reta r do plano
cartesiano esta associado ao menos uma equacao da forma ax + by + ¢ = 0 onde a, b
e ¢ S8o numeros reais, a # 0 ou b # 0, e (x; y) representa um ponto genérico de r".

Em outras palavras, a equacao geral de uma reta r pode ser estabelecida
a partir da condicdo de alinhamento de trés pontos, sendo A(x,; —y4) € B (xg; —Yy5)
pontos conhecidos e P(x; y) um ponto genérico.

Seja r a reta definida pelos pontos A e B, e P um ponto que percorre esta

reta podemos representar pela figura 14.

Figura 14- Ponto P percorrendo uma reta r.
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Fonte: elaborada pelo autor

Se A,B e P sao colineares, necessariamente satisfazem a condigédo de

alinhamentoe temos:

x y 1
Xa Ya 1
xg yp 1

Desenvolvendo o determinante pela regra do agrimensor, chegamos a

representacéo da figura 15:
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Figura 15 - Desenvolvimento do determinante pela regra do agrimensor.
x><}’
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__y.A;A Xy X.Ya
Ya- Xz / \XA-YB
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Fonte: elaborada pelo autor

—YXg — YaXp — XYp + Xya + X2y + yxp =0
(Va —yp)x + (xg — x2)y + (xa¥5 — xpYa) = 0
Fazendo y, —yg =a, xg —x4 = b € x,y5 — xgy, = ¢, com a condi¢do de
existéncia de a e b ndo simultaneamente ndo nulos, tem-se a equacao geral da reta:
ax+by+c=0
A equacao reduzida da reta é uma derivacdo da equacdo geral dessa
mesma reta, onde ha o isolamento do y em fung¢éo do x. S6 pode ser escrita quando
rl O_y)
Sendo r uma reta cuja equacao geral da reta dada por:
ax+by+c=0
Considerando b # 0, podemos obter a equacao reduzida isolando o y em

funcao de x, ou seja:

a c
by=—ax—c:>y=—E.x—E

Considerando m = —% eq= —% ,

Obtemos a equacdao reduzida da reta representada por
y=mx-+gq

Contudo, m = —% fornece a inclinacdo da reta em relacdo ao eixo0x.

Exemplo: Vamos determinar a equacao geral e reduzida da reta r que
passa os pontos A (4; 1) e B (1; 4) (Figura 16).
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Figura 16 - Reta r com a representacao dos pontos A, B e P.

Y @

Fonte: elaborada pelo autor

Considerando um ponto P (x;y) da reta, temos:

x y 1
4 1 1
1 4 1

Desenvolvendo o determinante

=0

x+y+16—-1—-4y—-4x =0
Obtemos a equacéao geral da reta
—3x+3y+15=0
Decompondo, conseguimos obter a equacéo reduzida

y=x-5
3.3.4. COEFICIENTE ANGULAR

Dado por lezzi(2005), chama-se de coeficiente angular o valor que

determina a inclinacdo de uma reta r no plano cartesiano. Este € determinado por

T
m=tga (a * —).
2
O angulo de inclinagéo é orientado no sentido anti-horério e obtido a partir
do semieixo positivo das abcissas, até a reta r. Desse modo, temos sempre:
0<a<m

Sendo assim:
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para < a < m, m é negativo (tangente negativa no 2° quadrante)(Figuras 19).

para 0 < a < —, m é positivo (tangente positiva no 1° quadrante) (Figuras 17 e 18).

Figura 17 - Coeficiente angular de um &ngulo Figura 18 - Coeficiente angular de um angulo
a<90°. 0°.

Y (55 / &

Fonte: elaborada pelo autor Fonte: elaborada pelo autor

Figura 19 - Coeficiente angular a>90°.
! s

a

N

Fonte: elaborada pelo autor

Para o calculo de coeficiente angular da reta, podemos considerar trés

casos:

1° caso: Angulo a conhecido.
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Num sistema cartesiano, quando conhecido o angulo a convexo, orientado
no sentido anti-horario e formado pela reta r ndo vertical, o coeficiente desta é um
numero real dado pela tangente de a.

Representamos pela equacao

m=tga

Exemplo: Determinar o coeficiente angular de uma r sendo o angulo de

inclinacdo de 120° (Figura 20).

Figura 20 - Reta r com angulo de inclinacao de 120°.

@

=2

Fonte: elaborada pelo autor

a = 120°
m=tg120° = —/3

2° caso: Coordenadas de dois pontos distintos da reta conhecidas.
Quando as coordenadas de dois pontos distintos, sejam eles A(x4;y4) €
B(xg; yg), de uma reta r sdo conhecidos, calculamos o coeficiente angular a partir da

representacdo de um triangulo retangulo no plano, como na figura 21.
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Figura 21 - Tridngulo formado pelos pontos A, B e C.

’ &

m
>

Fonte: elaborada pelo autor

Sendo r a hipotenusa do triangulo, faz-se entéo a raz&o entre a base e a
altura desse mesmo triangulo:

g xg—x4 AC

Exemplo: Vamos determinar o coeficiente angular da reta que passa pelos
pontos A(1; —1) e B(4;3) (Figura 22).

Figura 22 - Reta r com representacdo dos pontos A e B.

5 &

4 /

-2

Fonte: elaborada pelo autor
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3° caso: Equacéao geral da reta conhecida.
Se uma reta passa por dois pontos distintos A(x,;yv4) € B(xg; V)

conseguimos o determinante:

x y 1
Xa Va4 1l=0
xg yp 1

Que, desenvolvendo temos:

(Va —yp)x + (xg — x4)y + (Xayp — x5Y4) = 0

YB—YA

Comom = —==
XB—XA

e na equacao geral da reta temos:
{)’A—YB =a=>Yp—Ya=—0a
Xg—X4=0hb
Substituindo esses valores na equacéo anterior, temos:

a
m=——

b

Exemplo: Vamos determinar o coeficiente angular dareta r:8x —y + 2 =
0 (Figura 23).

Figura 23 - Representacado da reta r.

8 r
7

6

in 5 5 I / 0 1 2 3 3
-1

Fonte: elaborada pelo autor
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A equacéo dada esta na forma geral ax + by + ¢ = 0, assim temos a = 8
eb =—1.
Logo,

3.3.5. AREA DE TRIANGULOS

Segundo Dolce e Pompeo (2013), dados trés pontos A, B e C nao
colineares, chama-se tridngulo a reunido de trés segmentos AB, AC e BC.

A area de um triangulo é a quantidade de plano que esse poligono ocupa
no espaco onde esta inserido, sendo assim, a area € um ndmero que esta relacionado
a quantidade do plano ocupada pela figura. Quando maior a area da figura, maior o
espaco que ela ocupa e vice-versa.

Para este calculo, chegamos a uma relacao facilitada. Considerando os

pontos ndo alinhados A (x4; y4), B (xg;y5) € C (x¢; yc), temos (Figura 24):

L Xg ya 1
S=5.|D|emqueD:xB yg 1f.
Xc Y 1

Figura 24 - Triangulo ABC.

Fonte: elaborada pelo autor

Para chegar a esta relacao, partimos da formula estabelecida na geometria

plana em que a area do triangulo (Figura 25) é dada por
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1
S = E 'dBC 'dA.BC

Sendo dg. = base e d, g = altura.

Figura 25 - Triangulo ABC de altura d, g..

Fonte: elaborada pelo autor

Aplicando a formula da distéancia entre dois pontos

dpc = \/(XB —xc)? + (g — ¥e)?

Obtemos a equacao geral da reta BC

x y 1
xg Yy 1} =0=p—yc).x+ (xc —x5).y + (xgyc — xcyg) =0
xc Yy 1
Calculando a altura do triangulo ABC, encontramos
B —ye) . x+ (xc —xp).y + (xpYc — XcYB) _ D]
dapc = > > = dypc = d.
Vg —x0)? + (8 — ¥c) BC
Entéo,
1 1 |D]| 1
Szz'dABC' dBczigﬁl—gr;:Szlel

Exemplo: A &rea do triangulo de vértices A (1;3), B (1;7) e C (8; 1)é dada

por S = % .|D], conforme a figura 26.
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Figura 26 - Representacéo do triangulo ABC.

g |Y &

Fonte: elaborada pelo autor

Sendo assim, temos:

1 3 1
D=1]1 7 1|=-28
8 1 1

Aplicando a férmula

S ! |-28] = S 28 S=14
== . |- = = — = =
2 2

3.3.6. CONICAS

De forma geral, uma seccao conica é o conjunto de pontos que formam a
intersecdo de um plano com a superficie cénica, de maneira mais didatica, é o corte
de um cone circular reto com variagéo do angulo de corte (GENTIL et al., 1998).

Considerando duas retas, sendo uma o eixo de superficie e e a outra a
geratriz g, estas concorrentes, ndo perpendiculares entre si e com um ponto comum
0, quando conservada a reta efixa e mantido constante o angulo entre as retas, a reta
g resulta em uma superficie conica circular infinita, formada por duas folhas separadas
pelo vértice 0 (SILVA, E., 2018).

Podemos considerar trés tipos de sec¢des cbnicas que se diferenciam em
decorréncia do angulo que plano secante corta o cone (Figura 27), sendo estes elipse,

parabola e hipérbole. Alguns matematicos ainda incluem a circunferéncia no grupo
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das conicas, entretanto esta seccdo é apenas uma particularidade da elipse (SILVA,
E., 2018).

Figura 27 - Determinac¢do das cénicas pela seccdo de um cone de duas folhas por um plano de
diferentes inclinacdes, e o0 caso especial da circunferéncia.

Fonte: Oreste, 2019.

I. ELIPSE

As conicas foram estudadas inicialmente apenas com interesse
matematico e nao para aplicacdes praticas. Somente quando Kepler descobriu que a
Orbita dos planetas era em formato eliptico, estas foram visualizadas de maneira clara
(DIAS e DANTAS, 2006).

Temos a definicdo de elipse como um lugar geométrico obtido através de
um corte obliquo de um cone circular reto, cuja soma das distancias de cada ponto a
dois pontos fixos, denominados focos, € uma constante.

Para representarmos esta figura em um plano a, tomamos dois pontos
distintos, F; e F,, e sendo 2a uma constante real positiva maior que a distancia entreF; e
F,, chamaremos de elipse 0 conjunto de pontos que a soma das distancias destes a
F,e F,, seja sempre igual a 2a(GENTIL et al, 1998).

A cerca dos elementos de uma elipse, temos:
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( F, eF,: focos
O: centro da elipse

a: medida do semieixo maior
b:medida do semieixo menor

) A; e A,:vértices
A1A,: eixo maior
B, e B,:polos
B,B,: eixo menor
\ med(F,F,): distancia focal

Figura 28 - Elipse com as representacfes de seus elementos.

Fonte: elaborada pelo autor

Podemos fazer uma relacéo entre as medidas focais, do polo e dos vértices
aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo OF,B,, retangulo em O, temos:
a? = b? + ¢?
Outra relacdo importante é a excentricidade da elipse, sendo o fator a
definir qudo achatada sera a figura, determinado pela razdo entre o0 comprimento c e

comprimento a.

e=—
a

Pela definicdo da elipse temos 2¢ < 2a, entdo c < a e como efeito, 0 < e <
1 (GENTIL et al, 1998).

Para a determinagédo da equacgao da elipse, Gentil et al. (1998) determina
quatro diferentes casos para a elipse temos obtengdo, com suas respectivas

condicodes:
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1° caso: Elipse com centro na origem e eixo maior horizontal (Figura 29).

Figura 29 - Elipse com centro na origem e eixo maior horizontal, com representacéo de seus
elementos.

Fonte: elaborada pelo autor

Sendo ¢ a semidistancia focal, temos entdo que os focos da elipse séo
Fi(—c;0) e F,(c; 0).
Partindo da defini¢ao:
dpp, +dpp, = 2a =
>+ + (2 +Y(x— )2+ ()2 =2a=
>V +02+ ()2 =2a-Jx -0+ ()=

:Jx2+2cx+c2+y2=2a—\/(x—c)2+(y)2=>

Elevando ambos os membros ao quadrado

=>x2+2cx+c?+y?=4a% —4aJ(x— )2+ ()2 + x> +2cx + 2+ y2 =

= 4a’ —4cx = 4a.\/(x — )2+ y? >

Dividindo ambos os membros por 4

Sal—cx=a(x—c)2+y2>
Elevando ambos membros ao quadrado
2
= (a? —cx)? = (a.m) =
= a* —2cxa? + c?x? =ad? [(x —c)? + y?] >

= a*—2cxa? + c?x? = a?. [x? - 2cx + c? + y?*] =
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= a* — 2cxa? + ¢?x? = a®.x* — 2cxa® + c?a® + a’y?* >

= a* + c?x? = a’.x? + c?a? + a?y?* >

= a*—c?a®? = a%.x? — c*x* + a*y* >
Colocando a? em evidéncia no primeiro membro e x* no segundo membro

= (a? —c?).a? = (a? — c?).x* + a®y? >
Da relag&o fundamental, temos
= q? —c?=bh?
Substituindo obteremos
= b%.a% = b2 x? + a*.y?

Dividindo por a2. b’em ambos os membros, temos

Exemplo: Determinar a equacéo da elipse de centro na origem e eixo maior

horizontal, sendo 2a = 6 e 2c = 4 (Figura 30).

Figura 30 - Elipse de centro na origem e eixo maior horizontal.

Fonte: elaborada pelo autor

Pela relacao fundamental, temos
a? = b? + ¢?
Substituindo os valores dados

32=b2+2229=b*+4>b*=5>b=15
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2° caso: Equacédo da elipse com centro na origem e eixo maior vertical
(Figura 31).

Figura 31 - Elipse com centro na origem e eixo maior vertical, com representagéo de seus focos e um
ponto P.

o~

Fonte: elaborada pelo autor

Neste caso, podemos demonstrar a equacdo da mesma maneira que o

caso anterior, resultando assim em

N
N

QN|\<
+
U‘lx

)

Exemplo: Determinar a equacéo da elipse de centro na origem e eixo maior

vertical, sendo 2a = 10 e 2b = 6 (Figura 32).
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Figura 32 - Elipse com centro na origem e eixo maior vertical.

Fonte: elaborada pelo autor

Como temos as medidas dos eixos maior e menor da elipse,
respectivamente

2a=10>a=5e2b=6=>b=3

Aplicamos os valores na equacédo da elipse, obtemos a equacao especifica
neste caso:

3° caso: Equacao da elipse com centro c(x,;y,) € eixo maior horizontal
(Figura 33).
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Figura 33 - Elipse com centro fora da origem e eixo maior horizontal, com representacdo de seus
focos, o centro e um ponto P.

Fonte: elaborada pelo autor

Neste caso, temos que F;(xy — ¢, yy) € F,(xg + ¢, y0)
Logo:

(x—x0)>  (y—0)® _
a? p: 1

Exemplo: Determinar a equacdo da elipse representada graficamente
(Figura 34).

Figura 34 - Elipse com centro fora da origem e eixo maior horizontal.

Fonte: elaborada pelo autor
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Observando a figura, podemos concluir que
e O eixo maior € horizontal com medida igual a 10, entdo a = 5
e O eixo menor € vertical com medida igual a 8, entdo b = 4
e Ocentroé C(1;2)

Logo a equacédo da elipse é

x-1? (y-2)? (x-12 (y-2)?
52+42_1:>25+16_

1

4° caso: Equacgédo da elipse com centro c(x,;y,) € eixo maior vertical
(Figura 35).

Figura 35 - Elipse com centro c(x,; y,) € eixo maior vertical com representagéo de seus focos, o
centro e um ponto P.

N

Fonte: elaborada pelo autor

Neste caso, F;(xqyo + ¢) € F(xgyg — €)

_ 2 ¥ — x2)2
(6% Zyo) +( 20) —1
a b

Exemplo: Determinar a equacdo da elipse representada graficamente
(Figura 36).
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Figura 36 - Elipse com centro c(x,; y,) e eixo maior vertical.

Fonte: elaborada pelo autor

Observando a figura, podemos concluir que
e O eixo maior é vertical com medida igual a 6, entdo a = 3
e O eixo menor é horizontal com medida igual a 2v5, entdo b = V5
e Ocentroé C(4;3)

Logo a equacdo da elipse é

x=4* @-3)?"_ x-4° @-3)*
(\/§)2+ 32 =1= z + 9

II. CIRCUNFERENCIA

Neste trabalho, vamos abordar a circunferéncia em um tépico proprio,
devido sua grande utilizacdo em varias areas da matematica.

Consideramos a circunferéncia como um caso particular da elipse uma vez
gue, seus focos coincidem com o centro e o raio é exatamente seus semieixos maiores
e menores (SILVA, E., 2018).

Historicamente, ao falarmos de circunferéncia logo nos remetemos a roda,
a maior invencdo humana datada de 3.500 a.C., sendo aperfeicoada e utilizada até os
dias de hoje (EUZEBIO, 2018). Devido a sua grande importancia a sociedade,
filbsofos e matematicos como Arquimedes, Erastostenes e Ptolomeu desenvolveram

grandes estudos a seu respeito entregando equacdes e representacdes circulares.
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Podemos definir circunferéncia como o lugar geométrico de todos os pontos
equidistantes a um ponto denominado centro C, em um plano.

Considerando C o centro e P (x; y) um ponto qualquer da circunferéncia, a
distancia entre C e P (dp) representa o raio r dessa circunferéncia, como mostrado

na figura 37.

Figura 37 - Circunferéncia com representacdo de seus elementos.

Fonte: elaborada pelo autor
dpc =R

Para representarmos uma circunferéncia, podemos utilizar de dois tipos de
equacBes comumente usadas, a equacao geral e a equacao reduzida.

A egquacdao reduzida da circunferéncia é desenvolvida sob a equacédo de
distancia entre pontos, realizando uma relacdo entre o centro C (a; b) e um ponto

P (x; y)qualquer na circunferéncia (Figura 38).

dpc =7 = (Xp —X)2 + (Vp — ¥)? = (x — a)? + (¥ — b)?
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Figura 38 - Circunferéncia com representacdo de seu centro e um ponto P.

Fonte: elaborada pelo autor

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:
(x —a)? + (y — b)? = r?(equagao reduzida da circunferéncia)
Desenvolvendo os quadrados, teremos a equacao geral.
x?—2.a.x+a’*+y?*—2.b.y + b*> = R?
x?+y?—2ax—2by+a?+hb*—R?*=0
Tomando m = —2a, n = —2b e p = a? + b? — R?, temos

x? +y? +mx + ny + p = 0 (equagao geral da circunferéncia).

Exemplo: Vamos determinar as equacdes reduzida e geral da

circunferéncia de raio r = 5 e centro C (2; 2) (Figura 39).
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Figura 39 - Circunferéncia com representacdo de seu centro e um ponto P.

Fonte: elaborada pelo autor

Partindo da equacao reduzida conhecida
(x—a)?+ @ —-b)?=r?
Substituimos os valores dados, temos:
(x—2)2+(y—-2)2=5%> (x—2)?+ (y — 2)? = 25 (equacao reduzida)
Desenvolvendo o quadrado, obtemos a equagéo geral da circunferéncia
x2+4x+4+y —4y+4=25
>x2+y2—4x —4y+44+4—-25=0
= x%2 + y? —4x — 4y — 17 = 0 (equagéo geral)

IIl. PARABOLA

No ensino médio, o conceito de parabola é constantemente vinculado a
ideia de funcdo quadratica, mais precisamente ao delta da funcdo do segundo grau.
Podemos definir parabola como um lugar geométrico em que o conjunto de pontos
gue a compde sao equidistantes a um ponto chamado foco e uma reta diretriz.

Para representarmos a parabola (Figura 40) em um plano «, consideramos
uma reta d e um ponto F, com F ¢ d, a figura compde o conjunto de pontos do plano,
equidistantes de F e d (IEZZI, 1996).
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Figura 40 - Parabola com os respectivos pontos que a compde.

diretriz

Fonte: elaborada pelo autor

Os conceitos dos elementos de uma parabola devem ser pontuados, uma
vez que sao necessarios para melhor compreensao de suas condicdes de existéncia.

F:foco
d:reta diretriz
V:vértice
p:parametro

O vértice e o foco da parabola pertencem a mesma reta, essa € 0 eixo de
simetria da parabola (e), o eixo de simetria e a reta diretriz sdo perpendiculares
(d L e), o vértice é ponto médio do segmento que tem extremidades no foco e no
ponto de interseccao entre e e d.

A equacao da parabola pode variar quanto a posi¢do e simetria de seu
vértice e orientacdo da sua concavidade. Vamos deduzir a equacao para cada um dos

casos citados abaixo.

1° caso: Parabola com vértice na origem, concavidade para direita e eixo

de simetria horizontal (Figura 41).



51

Figura 41 - Parabola com vértice na origem, concavidade para direita e eixo de simetria horizontal.

Fonte: elaborada pelo autor

Da definicdo e das observacfes, temos a demonstracdo da equacéo da
parabola com vértice na origem, concavidade para a direita (eixo de simetria
horizontal).

Da equacéo da reta d, temos

p p
= —— —:0
X > x+2

Assim, A=1,B =0e C =7 e pelafigura, F(g; 0)
Da definicdo de pardbola, sendo M(x,y) ponto de d e PM 1 d, temos:

dpp = dpg &

2 |x+£|
2

@\/(x—g) +y2=\/ﬁ(:

p? p
2 _ P22 = Lifl [N
(=4 \/x xXp 4 y |x 2|
Elevando ambos os membros ao quadrado:

2 2
b b
2 _ r 2 L
S x xp+4+y |x+2| =
p? 2
(:»xz—xp+z+y2=x2+xp+z(:>

© y? =2px
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2° caso: Parabola com vértice na origem, concavidade para a esquerda e

eixo de simetria horizontal (Figura 42).

Figura 42 - Parabola com vértice na origem, concavidade para a esquerda e eixo de simetria
horizontal.

Fonte: elaborada pelo autor

De maneira analoga, podemos deduzir a equacao:

2 —

y© = —2px

3° caso: Parabola com vértice na origem, concavidade para cima e eixo de

simetria vertical (Figura 43).

Figura 43 - Parabola com vértice na origem, concavidade para cima e eixo de simetria vertical.

Fonte: elaborada pelo autor
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Temos:

x? = 2py

4° caso: Parabola com vértice na origem, concavidade para baixo e eixo

de simetria vertical (Figura 44).

Figura 44 - Parabola com vértice na origem, concavidade para baixo e eixo de simetria vertical.

\’.'

Fonte: elaborada pelo autor

Temos:

x? = —-2py

5° caso: Parabola de vértice V(x,; v,), xo €y, NA0 simultaneamente nulos

e eixo de simetria horizontal.

Temos:
(v — y0)? = 2p(x — xo)— concavidade para a direita (Figura 45)

(v — y0)? = —2p(x — x,)— concavidade para a esquerda (Figura 46)
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Figura 45 - Parabola com concavidade para Figura 46 - Pardbola com concavidade para
direita. esquerda.
° .F
V
Fonte: elaborada pelo autor Fonte: elaborada pelo autor

6° caso: Parabola de vértice V (xy; vo), X0 € yo N@0 simultaneamente nulos,

com eixo de simetria vertical.

Temos:
(x —x9)? = —2p(y — y,) — concavidade para baixo(Figura 47)

(x — x9)? = 2p(y — yo)— concavidade para cima (Figura 48)
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Figura 47 - Parabola com concavidade para Figura 48 - Pardbola com concavidade para
baixo com vértice fora da origem. cima com vértice fora da origem.

i

Fonte: elaborada pelo autor Fonte: elaborada pelo autor

IV.HIPERBOLE

Uma hipérbole é definida como a intersecdo entre uma superficie conica
circular regular e um plano que passa pelas duas metades do cone, além disso, pode
ser classificada como o conjunto de todos os pontos de um plano, cuja diferenca das
distancias a dois pontos fixos denominados focos, é constante em mddulo
(WINTERLE, 2000).

Para construir uma hipérbole, consideramos um plano a com dois pontos
distintos F, e F,, sendo 2a um numero real menor que a distancia em F, e F,, entdo
formamos a figuraa partir do conjunto dos pontos do plano, tais que o modulo da
diferenca desses pontos a F; e F,€ sempre igual a 2a.

Seus elementos (Figura 49) sdo compostos por:

( F, e F,: focos
O: centro da hipérbole

a: medida do semieixo maior
b:medida do semieixo menor

) A, e A,:vértices
A A,:eixo real
B, e B,:polos
B,B,: eixo imaginario
\ med(F,F,): distancia focal
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Figura 49 - Hipérbole com representacéo de seus elementos.

A
’ ~‘assintota

Fonte: elaborada pelo autor

Este lugar geométrico possui sua relacdo fundamental baseada no teorema
de Pitdgoras, assim como as demais, determinada por:
c?=a*+b?
Sua excentricidade € o numero real

e=—
a

Com ¢ > a e, como efeito, e > 1.
Podemos pontuar um caso particular da hipérbole, sendo esta a hipérbole
equilatera. Este caso é acerca dos eixos real e imaginario iguais, ou seja,
Se 2a = 2b

Quanto as equacdes, podemos considerar quatro casos:

1° caso: Hipérbole com centro na origem e focos no eixo das abscissas
(Figura 50).



Figura 50 - Hipérbole com centro na origem e focos no eixo das abscissas.

Fonte: elaborada pelo autor

Tomando F;(—c;0) e F,(c; 0)

Da definicdo de Hipérbole, temos

|dF1P_szP|:Za:>|\/(x+0)2+y2—\/(x—c)2+y2 =2a>

Retirando o médulo, temos

=>Jx+0)2+y2—(x—c)2+y2=42a>

=>Jx+)2+y2={(x—0c)?+y2+2a=
Elevando ambos os membros ao quadrado, temos
S@x+o)l+y?’=@x—c)2+y?+4a(x—c)2+y2+4a*>
S>x2+2cx+ct+y?=x%—2cx+c?+y? +4a(x — )2 +y2 + 4a* >
Cancelando os termos semelhantes entre 0s membros
= 2cx = —2cx + 4a/(x — )2 + y2 + 4a®* =
= 4cx = +4a/(x — )2 + y2 + 4a* >
Dividindo ambos os membros por 4, temos
Scx=4a/(x—c)2+y2+a*=>
Scx—a?=4a(x—c)2+y2 =
Elevando ambos os membros ao quadrado, temos
= c?x? —2a%cx+a* =a?. [(x —c)? +y?] =
= c%x? = 2a%cx +a* =a®. (x* = 2cx + 2 +y?H) >
= ¢2x? — 2a’cx + a* = a’x? — 2a%cx + a’c? + a*y? =
Cancelando os termos semelhantes entre os membros
= c?x? + a* = a’x? + d*c? + a’y? >

= c?x? —a’x? =a*y*+d*c* —a* >

57
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= (c? —a®)x? = a’y* + a*(c? —a?) =
Da relag&o fundamental
c2=a%>+b?=b?=c?-a?
Substituindo na igualdade anterior, temos
= b?x? = a’y? + a®b* =
Dividindo ambos os membros por a®b? temos

x2 yZ

:?:?+1:>
X2 2
=1
a? b?

Exemplo: Determinar a equacao da hipérbole representada graficamente
(Figura 51).

Figura 51 - Hipérbole com centro na origem e focos no eixo das abscissas.

4

Fonte: elaborada pelo autor

Do grafico, temos:

e Centro na origem €(0;0)
e Eixo real horizontal com vértices com coordenadas A4,(1;0) e

A,(—1;0); com isso o eixo real tem 2 unidades de comprimento (2a), logo a =

1.
e Coordenadas dos focos F;(2;0) e F,(—2;0); assim a distancia

focal é igual a 4 unidades de comprimento (2f), logo f = 2.

Pela relacdo fundamental, teremos:
fif=a?+bh?o22=12+b cb?=4-1ob=13
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Como o eixo real € horizontal e com centro na origem, temos:

XZ y2
2 ot

Substituindo os valores observados e encontrados anteriormente, temos:

2° caso: Hipérbole com centro fora da origem e focos no eixo das abscissas
(Figura 52).

Figura 52 - Hipérbole com centro fora da origem e focos no eixo das abscissas.

Fonte: elaborada pelo autor

Com pensamento analogo ao caso acima, temos:

(x —x0)* (¥ —y0)? —1
a2 b2

Exemplo: Determinar a equacéo da hipérbole representada graficamente
(Figura 53).
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Figura 53 - Hipérbole com centro fora da origem e focos no eixo das abscissas.

a

o0

Fonte: elaborada pelo autor

Do grafico, temos

e Centro C(4;0)
e Eixo real horizontal com vértices com coordenadas A;(5;0) e

A,(3;0); com isso o eixo real tem 2 unidades de comprimento (2a), logo a = 1.
e Coordenadas dos focos F;(6;0) e F,(2;0); assim a distancia focal
é igual a 4 unidades de comprimento (2f), logo f = 2.
Pela relagdo fundamental, teremos
fP=a?+bh*e22=12+b*=cb’*=4-1b=13
Como o eixo real é horizontal e com centro fora da origem, temos
(x — x0)? _ (¥ — ¥0)? —1
a? b2
Substituindo os valores observados e encontrados anteriormente, temos
(x-4?* (-0 y?
v (v3)’

=le@@-49" -5 =1

3° caso: Hipérbole com centro na origem e focos no eixo das ordenadas

(Figura 54).
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Figura 54 - Hipérbole com centro na origem e focos no eixo das ordenadas.

Fonte: elaborada pelo autor

Seguindo a mesma linha dos casos anteriores, temos a equacao:

2 2
y X
praa i

Exemplo: Determinar a equacédo da hipérbole representada graficamente
(Figura 55).

Figura 55 - Hipérbole com centro na origem e focos no eixo das ordenadas.

@

ts

Fonte: elaborada pelo autor

Do gréfico, temos
e Centro na origem €(0;0)
e Eixo real vertical com vértices com coordenadas A4,(0;2) e
A,(0; —2); com isso o eixo real tem 4 unidades de comprimento (2a), logo a =
2.
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e Coordenadas dos focos F;(0;3) e F,(0;—3); assim a distancia
focal é igual a 6 unidades de comprimento (2f), logo f = 3.
Pela relagdo fundamental, teremos
fP=a’+bh*o32=22+b2ebh*=9-4eb=5

Como o eixo real € vertical e com centro na origem, temos

2 2

y X

2 21
Substituindo os valores observados e encontrados anteriormente, temos
2 xZ 2 xZ
y_z - ;=1 L= 1
2 (\/g) 4 5

4° caso: Hipérbole com centro fora da origem e focos no eixo das

ordenadas (Figura 56).

Figura 56 - Hipérbole com centro fora da origem e focos no eixo das ordenadas.

Fonte: elaborada pelo autor

E por fim, temos a seguinte equacao derivando-se das anteriores:

(Y =y0)*  (x—xp)? —1
a2 b2

As assintotas da hipérbole séo retas suportes das diagonais do retangulo

de lados 2a e 2b. Quando o eixo real é horizontal, o coeficiente angular dessas

. p: b . , . .. ,
assintotasém = +-e quando o eixo real é vertical, o coeficiente angular é m = i%.
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Exemplo: Determinar a equacédo da hipérbole representada graficamente
(Figura 57).

Figura 57 - Hipérbole com centro fora da origem e focos no eixo das ordenadas.

Fonte: elaborada pelo autor

Do grafico, temos:
e Centro C(0;1)
e Eixo real vertical com vértices com coordenadas A4,(0;3) e
A,(0; —1); com isso o eixo real tem 4 unidades de comprimento (2a), logo a =
2.
e Coordenadas dos focos F;(0;4) e F,(0;—2); assim a distancia
focal é igual a 6 unidades de comprimento (2f), logo f = 3.
Pela relagdo fundamental, teremos
fP=a?+bh?e32=22+b2ob*=9-4eb=15
Como o eixo real é vertical e com centro na origem, temos

(Y =y0)*  (x—x0)° —1
a? B b2 -
Substituindo os valores observados e encontrados anteriormente, temos

—1)2 x2 2 2
-1 =1@l—?=1

SO

Retomando ao estudo de equacao de reta, podemos concluir os seguintes

casos quanto as assintotas:
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1° caso: Eixo real horizontal e centro na origem.

b

=+—x
Y Ta

2° caso: Eixo real vertical e centro na origem.

a
J’:igx

3° caso: Eixo real horizontal e centro fora da origem C(xy; y,), sendo x, e

Yo Nao simultaneamente nulos.

_ =4 —, _
Y= Yo _a(x Xo)

4° caso: Eixo real vertical e centro fora da origem C(xy; y,), Sendo x4 € y,

nao simultaneamente nulos.

a
y_YO=iE-(x_xo)
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4. ASPECTOS METODOLOGICOS

A caracterizacdo dos sujeitos desta proposta se compds em uma nova
abordagem de ensino para alunos do ensino médio, a utilizacdo do software
GeoGebra e baseando na metodologia de Mentalidades Matematicas, desenvolvida
pela pesquisadora britanica JoBoaler.

O Mentalidade Matematica funda-se no principio de que todos sao capazes
de aprender matematica em alto nivel, mas precisa ser adequadamente estimulado,
encorajado por meio de técnicas visuais e, também, compreender que é uma disciplina
aberta, flexivel e criativa, como diz o livro Mentalidades Matematicas (BOALER, 2018).

Esta metodologia investiga processos de aprendizagem que possam
promover competéncias intelectuais e sociais, despertando o aprec¢o dos alunos pelo
conhecimento, quebrando o paradigma de que € impossivel aprender matematica e
fazendo com que férmulas matematicas nao representem apenas letras, nimeros e
uma inexplicavel sensacéo de desconexdao com o mundo real (BOALER, 2018).

No Brasil, as ideias de Boaler (2018) ja foram incluidas na didéatica de
algumas instituicdes de ensino, como exemplo de estratégias equitativas utilizadas
temos:

¢ Est. 1: Oferecer conteudo de alto nivel a todos os alunos;

e Est. 2: Trabalhar para mudar ideias sobre quem pode ter éxito em
Matematica;

e Est. 3: Incentivar todos a pensar profundamente sobre Matemaética;

e Est. 4: Ensinar todos a trabalhar juntos;

eEst. 5: Dar para todos, independentemente do género ou etnia,
encorajamento adicional para que aprendam Matemética e Ciéncias;

e Est. 6: Eliminar ou, ao menos, mudar a natureza dos deveres de casa,

e Est. 7: Utilizar-se de novos métodos de ensino.

Dados positivos sao encontrados apos a implementacdo dessa
metodologia. YaJen conta que, desde 2017, quando introduziu uma aplicacdo desta
abordagem de Boaler no ensino fundamental | da Escola Estadual Henrigue Dumont
Villares (EEHDV), instituicdo publica paulistana, observou um aumento de 92% no
desempenho de criangcas do 3° ano na prova SARESP (Sistema de Avaliagcdo do
Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo feita anualmente para avaliar o ensino
da rede estadual) (Revista Educacgéo,2019).

O GeoGebra pode ser introduzido no ensino dos alunos, seguindo a
metodologia de mentalidades matematica, atendendo principalmente as estratégias 2,
3el’.
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A estratégia 2 que discorre sobre “trabalhar para mudar ideias sobre quem
pode ter éxito em Matematica”, atende ao problema ja mencionado neste trabalho,
remover a ideia instaurada nos alunos de que matematica € uma matéria dificil e seu
aprendizado n&o € possivel.

A terceira estratégia sobre “incentivar todos a pensar profundamente sobre
matematica”, retoma a ideia de apresentar e ressaltar a existéncia da geometria na
aplicabilidade pratica do dia-a-dia da vida do aluno.

E na ultima estratégia podemos inserir o uso do GeoGebra, seguindo o
argumento do tépico “utilizar-se de novos métodos de ensino”. O software entra como
um auxilio do ensino da geometria analitica, facilitando a construcdo de figuras e
equacdes. Além de estimula-los através do uso de uma TIC, partindo do conceito de
que esta geracdo de estudantes possui interesse em equipamentos eletrénicos e
tecnologias.

Esta proposta visa 0 ensino da geometria analitica com o auxilio do
GeoGebra. Como ideia inicial, esta proposta seria desenvolvida em sala de aula com
os alunos do 3° ano do ensino médio de instituicdo publica, onde desenvolveriamos
uma comparacao entre os alunos que receberiam apenas o ensino tradicional, e os
alunos que se beneficiariam do software GeoGebra. Entretanto, em decorréncia da
pandemia estabelecida mundialmente em marco de 2020 até o atual momento da
redacao deste trabalho, e consequente suspensédo das aulas presenciais.

Neste periodo, as aulas foram lecionadas de maneira remota e por muitas
vezes 0s alunos ndo conseguiam acessa-las, sendo assim, ndo conseguimos realizar
tal pesquisa. A vista disso, mantivemos a proposta, retirando apenas o fator
comparacao, afim de contribuir com subsidios tedricos para a implantagdo de um
modelo didatico que propicie melhor assimilagéo do conteudo pelos alunos, bem como
ao abandono da abstracdo da matemaética.

O método de ensino é composto de 1 aula introdutéria de apresentagéo do
projeto, 9 aulas com contetudo e atividades e 1 encontro para aplicacdo de uma
avaliagdo final e um questionario de opinido. Ao final dos 11 encontros, o professor
podera diagnosticar, utilizando os dados obtidos da avaliagdo e sua percepgao
durante as aulas, o éxito na assimilagdo dos contetdos abordados.

Durante as aulas, apresentaremos como seria 0 ensino de tais conteudos
sem o auxilio do software, ou seja, 0 ensino tradicional e o ensino aos moldes desta

proposta, com o Geogebra.
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4.1. AULAO

A aula intitulada como “aula 0” deve ser uma aula introdutéria sobre o
software a ser utilizado e expor aos alunos a metodologia de aplicacéo do projeto. Os
académicos que utilizardo do GeoGebra, deverao instala-lo com o auxilio do professor
responsavel atraveés do site oficial geogebra.org, o software GeoGebra Classic 6. Apos
0 sucesso da instalacdo, o docente devera apresentar as ferramentas e fungdes
disponiveis no GeoGebra, o que ndo demandara muito esforco, em razdo deste
software possuir um layout intuitivo.

Apos definida essas acfes, 0s alunos estédo preparados para dar inicio as

aulas.

4.2. AULA1

Na primeira aula, seguindo o conteddo programatico de ensino, devera
abordar o topico plano cartesiano, ressaltando o auxilio do GeoGebra para a
construcdo do ensino.

Objetivo: descricdo dos quadrantes de um plano cartesiano, nomenclatura
dos eixos x e y, chamados abscissas e ordenadas respectivamente, orientacdo quanto
a plotagem de pontos e a particularidades dos pontos.

Desenvolvimento da aula: para iniciar o ensino da geometria analitica, o
professor devera apresentar aos alunos o plano cartesiano com seus €eixos X e,
apontar os 4 quadrantes que o compde e explicar sobre a particularidade dos pontos.
Apés a assimilacdo do primeiro contetdo, os alunos partiram para a primeira atividade.

Atividade 1: Representar no plano cartesiano os pontos.

A.(2;3)

B.(-3;2)

C.(—4;,-1)

D. (5; —4)

E. (0;5)

F. (-5;0)

Ensino tradicional: neste método de ensino, normalmente os alunos,

munidos de uma folha quadriculada, construiriam um plano cartesiano e
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representariamos pontos dados pela atividade, seguindo os eixos das abscissas e

ordenas. Abaixo (Figura 58), uma representacao do resultado desta atividade.

Figura 58 - Resolugdo da atividade 1 no ensino tradicional.

Fonte: elaborada pelo autor

Ensino com Geogebra: neste método, os alunos deverdo realizar a
plotagem de pontos através do GeoGebra seguindo as seguintes orientacées:

1. Abrir o software.

2. Selecionar o segundo icone de ferramentas no canto superior esquerdo.

3. Selecionar “ponto”.

4. Clicar na malha quadriculada com a localizacdo dos pontos da atividade.

5. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, as coordenadas dos pontos

fixados.
A figura abaixo (Figura 59), mostra a atividade desenvolvida no software.
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Figura 59 - Resolucdo da atividade 1 no ensino com Geogebra.
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Fonte: elaborada pelo autor

Importante mencionar que, 0s alunos podem auto corrigir suas atividades,
uma vez que a cada comando, é gerado na caixa de entrada um protocolo de
construgéo possibilitando analisar se os passos seguidos foram feitos de maneira

correta.

4.3. AULA 2

Na aula seguinte, o tema a desenvolver é a distancia entre pontos.

Objetivo: ensino da distancia entre pontos relacionando com o teorema de
Pitagoras e aplicacdo da formula.

Desenvolvimento da aula: na aula sobre distancia entre os pontos, ao
ser dado um plano cartesiano e plotado os respectivos pontos, o professor deve
aplicar o teorema de Pitagoras a fim de relacionar a formula do calculo da distancia
com o teorema de Pitdgoras. Para uma maior fixacéo, os alunos deveréo desenvolver
uma atividade acerca deste assunto.

Atividade 2: Determine a distancia entre os pontos A4 (6;5) e B (—2;3).

Ensino tradicional: neste método de ensino, os alunos esbogcam os pontos
em um plano cartesiano, e realizam a aplicacdo da férmula da distancia entre pontos
para descobrir a distancia entre eles. Na figura a seguir (Figura 60), temos a resolugéo

da atividade esperada.



70

Figura 60 - Resolucéo da atividade 2 no ensino tradicional.
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Fonte: elaborada pelo autor

Ensino com Geogebra: estes alunos devem realizar o desenvolvimento
da atividade da mesma forma que o ensino tradicional, diferindo que poderao conferir
a correta plotagem dos pontos e distancia entre estes através do software GeoGebra.
Para descobrir a distancia entre dois pontos com auxilio do software, os alunos devem
seguir os seguintes comandos:

1. Abrir o software.

2. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior

esquerdo.

3. Selecionar “ponto”.

4. Clicar na malha quadriculada com a localizacdo dos pontos da atividade,

sendo A (6;5) e B (—2;3).

5. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, as coordenadas dos pontos

fixados (Figura 61).



Figura 61 - Pontos A e B no plano cartesiano.
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Fonte: elaborada pelo autor
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6. Selecionar o terceiro icone de ferramentas no canto superior esquerdo.

7. Selecionar “segmento”.

8. Selecionar um ponto e arrastar o mouse até o ponto seguinte,

selecionando-o.

9. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda a distancia entre os dois

pontos (Figura 62).

Figura 62 - Representa¢éo da distancia entre dois pontos.
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Fonte: elaborada pelo autor
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4.4. AULA 3

A aula seguinte aborda os topicos de condicdo de alinhamento e &area de
triangulo.
Objetivo: apresentar as condicfes para o alinhamento de trés pontos,
pontos colineares, formacao de um triangulo e calculo da area de um triangulo.
Desenvolvimento da aula: o professor devera apresentar a condicao de
alinhamento de trés pontos através do célculo de determinante, utilizando as
coordenadas de cada ponto. Ressaltando que, quando o resultante for igual a 0, estes
serdo pontos colineares, ou seja, alinhados e se diferente de 0, ndo seréo alinhados,
formando assim um tridngulo. Quanto & area do triangulo, devera utilizar do
determinante e aplicar formula para obter o resultado.
Atividade 3: Verificar se os pontos abaixo estdo alinhados:
a)A(—2;-3),B(1;2)eC (54).
b)A(—-1;3),B (2;1) e C (5 —-1).
Ensino tradicional: estes alunos aplicam a férmula do determinante para
descobrir se os pontos estdo ou ndo alinhados, sendo que se resultar em um valor

diferente de 0, os pontos ndo estdo alinhados, e se igualado a 0O, estes estaréo

alinhados.
Figura 63 - Resolucéo da atividade 3 no ensino tradicional.
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Fonte: elaborada pelo autor

Ensino com Geogebra: os alunos deste grupo devem aplicar a férmula do

determinante a fim de dimensionar se os pontos estdo alinhados e podem também
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conferir pelo GeoGebra o resultado, passando uma reta e verificando se estes pontos
estao inscritos nesta. No software, devem ser seguidos tais comandos:

1. Abrir o software.

2. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior

esquerdo.
3. Selecionar “ponto”.
4. Clicar na malha quadriculada com a localizagéo dos pontos da atividade.
5. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, as coordenadas dos pontos
fixados.

. Selecionar o terceiro icone de ferramentas no canto superior esquerdo.

. Selecionar “reta”.

0 N O

. Selecionar um ponto e arrastar 0 mouse até os pontos seguintes.

9. Verificar se todos os pontos estdo inscritos nesta reta, caso estejam,
estardo alinhados, se estiverem fora da reta, ndo estardo alinhados.

Temos abaixo (Figura 64 e 65) a representacéo dos itens a e b, da atividade

3 executado no Geogebra.

Figura 64 - Resolugao do item “a” da atividade 3 no ensino com o Geogebra.
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Fonte: elaborada pelo autor
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Figura 65 - Resolugéo do item “b” da atividade 3 no ensino com o Geogebra.
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Fonte: elaborada pelo autor

Atividade 4: Determinar a area do triangulo de vértices A (6;5),B (3;2) e
C (7;4).

Ensino tradicional: neste método, os alunos deste grupo localizam os
pontos do triangulo em um plano cartesiano e realizam o célculo da area utilizando a

férmula exposta pelo professor.

Figura 66 - Resolucéo da atividade 4 no ensino tradicional.
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Ensino com o Geogebra: auxiliados do Geogebra, os alunos devem plotar
0s pontos do triangulo mencionado no enunciado e realizar o célculo de sua area
utilizando a férmula apresentada pelo docente responsavel, podendo conferir o
resultado no software. Os comandos necessarios sao:

1. Abrir o software.

2. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior

esquerdo.

3. Selecionar “ponto”.

4. Clicar na malha quadriculada com a localizacdo dos pontos da
atividade, A (6;5),B (3;2) e C (7;4).

5. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, as coordenadas dos pontos
fixados (Figura 67).

Figura 67 - Representacéo dos pontos A, B e C no plano cartesiano.
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Fonte: elaborada pelo autor

6. Selecionar o quinto icone de ferramentas no canto superior esquerdo.

7. Selecionar “poligono”.

8. Selecionar um ponto e arrastar 0 mouse até 0s pontos seguintes e
selecionar.

9. Feche o poligono selecionando o ponto inicial novamente.

10. Conferir a area do poligono na caixa de entrada a esquerda (Figura 68).
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Figura 68 - Tridangulo ABC.
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Fonte: elaborada pelo autor

11. A area do triangulo é determinada por “t1” na caixa de entrada a

esquerda, sendo entdo igual a 3 unidades de comprimento.

4.5. AULA 4

Os temas desta aula sdo equacéao da reta e coeficiente angular e linear.

Objetivo: definicdo de equacao de reta, condicbes de alinhamento entre
0s pontos e coeficientes angular e linear.

Desenvolvimento da aula: o professor devera abordar a relacédo entre as
coordenadas x e y de um ponto genérico e o alinhamento entre outros dois pontos
para a determinagcdo de uma reta, e apontar os coeficientes angular e linear.

Atividade 5: Determinar a equacao da reta que interceptam os pontos
A(-1;3)e B (2;1).

Ensino tradicional: quando os alunos recebem este método de ensino,
estes determinam a equacdo da reta e os coeficientes angular e linear através da
aplicacao da formula apresentada, com o auxilio de um plano cartesiano. Na figura

69, vemos a resolucéo esperada da atividade 5.
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Figura 69 - Resolucéo da atividade 5 no ensino tradicional.
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Fonte: elaborada pelo autor

Ensino com o Geogebra: os alunos com este método de ensino,
conseguem determinar a equacdo da reta e os coeficientes angular e linear através
da aplicacdo do uso da formula e conferem os resultados através da utilizacdo do
GeoGebra, seguindo as orientacdes a seguir.

1. Abrir o software.

2. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior

esquerdo.

3. Selecionar “ponto”.

4. Clicar na malha quadriculada com a localizac&o dos pontos da atividade.

5. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, as coordenadas dos pontos

fixados (Figura 70).
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Figura 70 - Representacdo dos pontos A e B no plano cartesiano.
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Fonte: elaborada pelo autor

6. Selecionar o terceiro icone de ferramentas no canto superior esquerdo.
7. Selecionar “reta”.

8. Selecionar um ponto e arrastar o mouse até o ponto seguinte.

9. Acompanhar a criagdo da reta e conferir na “caixa de entrada” a

esquerda, a equacéo da reta (Figura 71).

Figura 71 - Reta passando pelos pontos A e B, com equacédo geral da reta na caixa de entrada a

esquerda.
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10. Selecionar o icone de “trés pontinhos” no tépico da equacgao formada na
caixa de entrada.

11. Selecionar “configuragdes”.
12. Selecionar “algebra” na aba aberta a direita da tela.
13. Selecionar a caixa de equacao para mudar o formato apresentado.

14. Mudar de “ax + by = ¢” para “y = ax + b” (equagéo reduzida da reta)
(Figura 72).

Figura 72 - Reta passando pelos pontos A e B, com equacdo reduzida da reta na caixa de entrada a
esquerda.
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Fonte: elaborada pelo autor

15. Conferir o coeficiente angular e linear, sendo o angular o nimero que
acompanha o x e o linear o termo independente.

4.6. AULA 5

Esta aula sera introdutéria ao estudo das conicas e abordar especialmente
como séo formadas.

Objetivo: apresentar o conceito de cbnicas, pontuar os tipos de conicas
existentes e demonstrar como estas sdo formadas a partir da secgdo de um cone

circular reto por um plano.
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Desenvolvimento da aula: inicialmente o professor deve explicar o que
sao as conicas, quais séo as seccdes obtidas e a partir do corte do plano seccionando
um cone circular reto, mostrar como séo formadas.

Atividade 6: Determinar a construcédo das conicas a partir do angulo de
inclinacdo do corte por um plano em um cone circular reto.

Ensino tradicional: no modelo de ensino tradicional, o professor apresenta a figuras
de representacéo das conicas, com os respectivos cortes planos em um cone circular
reto para demonstrar como sao criadas, conforme figura 73.Desta forma, os alunos

possuem apenas uma visdo “engessada” destes cortes.

Figura 73 - Cortes planos em cone circular reto para formacgéo das figuras cénicas

Fonte: Orestes (2019).

Ensino com o0 Geogebra: com este método de ensino que propomos, os alunos podem
acompanhar toda a formacgédo de uma figura cénica, com seus diferentes angulos de
seccdao e particularidades. Para gera-las no Geogebra, utilizamos da ferramenta em
3D e seguimos 0s seguintes comandos:
1. Abrir o software
2. Selecionar os “trés risquinhos” localizados no canto superior direito.
3. Selecionar “exibir’ na aba aberta.
4. Selecionar o icone “janela de visualizagdo 3D” e desselecionar o icone “janela
de visualizagao”
5. Selecionar os “trés risquinhos” localizados no canto superior direito, para fechar
a aba aberta.

6. Inserimos a formula do cone duplo circular reto “z* = x* + y*”
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7. Acompanhar a formacéo do cone duplo circular reto (Figura 74).

Figura 74 - Cone duplo circular reto
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Fonte: elaborada pelo autor

8. Para facilitar os cortes sobre o cone duplo, construiremos uma circunferéncia
com centro na origem, de forma que os cortes sejam tangentes a ela.

9. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior esquerdo.

10. Selecionar “ponto”.

11.Clicar na malha quadriculada com a localiza¢éo do centro na origem, (0; 0).

12.Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, a coordenada do ponto fixado.

13. Selecionar o décimo icone de ferramentas no canto superior esquerdo.

14.Selecionar “Esfera: Centro & Raio”.

15. Selecionar o centro, sendo o ponto plotado (0; 0).

16.Na caixa de diadlogo aberta, digitar um valor para o raio desta circunferéncia,
neste caso usaremos 2 unidades.

17.Acompanhar a formacéo da circunferéncia (Figura 75).
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Figura 75 - Esfera inscrita em um cone duplo circular reto
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Fonte: elaborada pelo autor

18.Mover a figura, arrastando a janela de visualiza¢do afim de conseguir uma visao
da parte superior da circunferéncia.

19. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior esquerdo.
20. Selecionar “ponto”.

21.Plotar um ponto na parte superior da circunferéncia (Figura 76).

Figura 76 - Ponto inscrito acima da circunferéncia
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Fonte: elaborada pelo autor

22.Selecionar o terceiro o icone de ferramentas no canto superior esquerdo.
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23.Selecionar “reta”.

24.Selecionar o ponto acima da circunferéncia e o centro (Figura 77).

Figura 77 - Reta inscrita no cone duplo circular reto e na esfera
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Fonte: elaborada pelo autor

25. Selecionar o oitavo icone de ferramentas no canto superior esquerdo.

26. Selecionar “plano perpendicular”.

27.Selecionar o ponto plotado acima da circunferéncia e a reta tragada.

28.Acompanhar a formacdo de um plano perpendicular cortando o cone duplo
(Figura 78).

Figura 78 - Plano perpendicular que corta o cone duplo circular reto
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29.Para formarmos uma elipse, basta posicionarmos este plano em uma

angulacdo que nédo seccione a base do cone, movendo o ponto inscrito na

circunferéncia, como vemos nas figuras 79 e 80.

Figura 79 - Seccao de um cone duplo circular reto para formacao de uma elipse — visao lateral
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Fonte: elaborada pelo autor

Figura 80 - Seccéo de um cone duplo circular reto para formacdo de uma elipse — viséo vertical
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30.Para formarmos uma circunferéncia, basta posicionarmos este plano paralelo

ao plano xOy, movendo o ponto inscrito na circunferéncia, como vemos nas

figuras 81 e 82.

Figura 81 - Seccao de um cone duplo circular reto para formacao de uma circunferéncia — viséo
lateral
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Figura 82 - Seccao de um cone duplo circular reto para formacao de uma circunferéncia — viséo
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31.Para formarmos uma parabola, basta posicionarmos este plano em uma

angulacdo que seccione a base do cone, movendo o0 ponto inscrito na

circunferéncia, como vemos nas figuras 83 e 84.

Figura 83 - Seccao de um cone duplo circular reto para formacédo de uma parabola — visao lateral
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Fonte: elaborada pelo autor

Figura 84 - Seccao de um cone duplo circular reto para formacao de uma parabola — visdo vertical
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32.Para formarmos uma hipérbole, basta posicionarmos este plano em uma

angulacdo que seccione as duas bases do cone, movendo o0 ponto inscrito na

circunferéncia, como vemos nas figuras 85 e 86.

Figura 85 - Seccdo de um cone duplo circular reto para formacao de uma hipérbole — viséo lateral
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Fonte: elaborada pelo autor

Figura 86 - Seccao de um cone duplo circular reto para formagao de uma hipérbole — viséo lateral
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4.7. AULA 6

Esta aula aborda a circunferéncia, o caso particular da se¢ao conica elipse.

Objetivo: assimilar o conceito de circunferéncia e a determinacdo da
equacdao geral e reduzida da circunferéncia.

Desenvolvimento da aula: o professor devera mostrar aos alunos como
forma-se uma circunferéncia derivada de uma elipse, abordar os elementos que a
compOde e apresentar a forma de obtencao de sua equagéao geral e reduzida.

Atividade 7: Determinar a equacado geral da circunferéncia de centro
A (3;2)e raio igual a 3,5.

Ensino tradicional: partindo dos dados fornecidos pelo enunciado e do
conhecimento da féormula da equacdo reduzida, os alunos a determinam e a

desenvolvem para obter a equacao geral, conforme apresentado na figura 87.

Figura 87 - Resolucéo da atividade 7 no ensino tradicional
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Fonte: elaborada pelo autor

Ensino com o Geogebra: os alunos que possuem o auxilio do Geogebra,
utilizam-no para a resolucdo da atividade. O software ajuda na formagédo da
circunferéncia no plano cartesiano a partir da inser¢cdo dos dados fornecidos pelo
enunciado, e com as ferramentas do software conseguimos a equacao geral e
reduzida.

Os comandos a serem utilizados no software séo:

1. Abrir o software.
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2. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior
esquerdo.

3. Selecionar “ponto”.

4. Clicar na malha quadriculada com a localizacao do centro fornecido pelo
enunciado, (3;2).

5. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, a coordenada do ponto fixado
(Figura 88).

Figura 88 - Ponto A no plano cartesiano.
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Fonte: elaborada pelo autor

6. Selecionar o sexto icone de ferramentas no canto superior esquerdo.

7. Selecionar “Circulo: Centro & Raio”.

8. Selecionar o ponto marcado do centro.

9. Na caixa de diadlogo aberta no centro da tela, digitar o valor do raio dado
pelo enunciado, ou seja, 3,5.

10. Acompanhar a formacéo da circunferéncia formada (Figura 89).



Figura 89 — Circunferéncia.
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11. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda a equacao reduzida da reta.

12. Para descobrir a equacgao geral, selecionar o icone de “trés pontinhos”

no topico da equacao formada na caixa de entrada.
13. Selecionar “configuragdes”.
14. Selecionar “algebra” na aba aberta a direita da tela.

15. Selecionar a caixa de equacao para mudar o formato apresentado.

16. Mudar “(x — m)? + (y —n)? = r* para “ax® + bxy + cy? +dx+ ey = f”

(Figura 90).

Figura 90 - Circunferéncia, com equacéo na caixa de entrada a esquerda.
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Fonte: elaborada pelo autor

17. Sabendo-se que a equacao geral deve ser igualada a 0, somamos em
ambos os lados "0,75", conseguimos a equacdo da circunferéncia nos moldes

corretos, sendo “x? + y? —6x — 4y + 0,75 = 0".

4.8. AULA7

Esta aula apresenta a seccao conica da elipse.

Objetivo: apresentar a elipse como uma seccdo cbnica, pontuar seus
elementos e desenvolver sua equagao.

Desenvolvimento da aula: o professor deverd mostrar aos alunos como
forma-se uma circunferéncia derivada de uma elipse, abordar os elementos que a
compde e apresentar a forma de obtencao de sua equacéao geral e reduzida.

Atividade 8: Determinar a equacao da elipse de centro na origem e eixo
maior horizontal, sendo 2a =5 e 2¢ = 3.

Ensino tradicional: partindo dos dados fornecidos pelo enunciado e do
conhecimento do passado pelo professor, os alunos determinam a equacéao da elipse

da seguinte forma (Figura 91):

Figura 91 - Resolu¢éo da atividade 8 no ensino tradicional.
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Ensino com o Geogebra: quando auxiliados pelo software, os alunos
podem construir a elipse, conferir os pontos e a formacgéo de sua equacéao.

1. Abrir o software.

2. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior
esquerdo.

3. Selecionar “ponto”.

4. Clicar na malha quadriculada com a localizacao do centro fornecido pelo
enunciado, sendo na origem.

5. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, a coordenada do ponto fixado
(Figura 92).

Figura 92 - Representa¢éo do centro de uma elipse no plano cartesiano.
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Fonte: elaborada pelo autor

6. Como apresentado no enunciado, o comprimento do eixo maior é 2a, ou
seja, mede 5 unidades de comprimento e é horizontal. Sabendo que o centro € ponto
meédio desse eixo, podemos conseguir os vértices da elipse, logo 4; (—2,5;0) e
A, (2,5;0).

7. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior
esquerdo.

8. Selecionar “ponto”.

9. Clicar na malha quadriculada com a localizagdo dos vértices

encontrados.
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10. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, as coordenadas dos pontos

fixados (Figura 93).

Figura 93 - Representacéo dos vértices de uma elipse no plano cartesiano.
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Fonte: elaborada pelo autor

11. Ainda pelo enunciado, temos que a distancia focal é 3 unidades de
comprimento, ou seja, 1,5 unidade a direita e a esquerda do centro sobre o eixo maior.

12. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior

esquerdo.
13. Selecionar “ponto”.
14. Clicar na malha quadriculada com a localizacdo dos focos encontrada.

15. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, as coordenadas dos pontos

fixados (Figura 94).
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Figura 94 - Representacédo dos focos e vértices de uma elipse.
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Fonte: elaborada pelo autor

16. Selecionar o sétimo icone de ferramentas no canto superior esquerdo.
17. Selecionar “elipse”.

18. Selecionar primeiro 0s pontos que representam os focos, e depois um

19. Acompanhar a criacdo da elipse instantaneamente sobre a malha

guadriculada e a construcdo da equacao na caixa de entrada (Figura 95).
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Figura 95 — Elipse.
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Fonte: elaborada pelo autor
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4.9. AULA 8

O tema desta aula abrange a se¢do conica da parabola.

Objetivo: definicdo do esboco do grafico e a equacéo da parabola através
do conhecimento de seus elementos.

Desenvolvimento da aula: o professor devera mostrar aos alunos como é
gerada uma parabola, abordar os elementos que a compde e apresentar a forma de
obtencao da equacgao da seccéo conica.

Atividade 9: Determinar a equacédo da parabola cujo foco € F (2; 1), diretriz
horizontal e vértice sobre areta3x + 7y + 1 = 0.

Ensino tradicional: os alunos devem determinar a equacao da pardbola a
partir do conhecimento de seu foco, orientacdo da reta diretriz e localizac&o do vértice,

conforme dados do enunciado e auxiliados pelo software (Figura 96).

Figura 96 - Resolugéo da atividade 9 no ensino tradicional.
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Fonte: elaborada pelo autor

Ensino com o software Geogebra: com apoio do Geogebra na resolucao
da atividade, os alunos conseguem a construcao da parabola no plano cartesiano,
insercdo da equacdo em que o Vvértice se encontra e conferéncia dos resultados.
Lembrando que, neste caso, o aluno devera utilizar do conhecimento tedrico passado
pelo professor para resolver a questdo, porém com a facilidade de retirada da
abstracdo quanto a formacdo da secdo coOnica. Desta forma, o aluno segue os
seguintes passos:

1. Abrir o software.



96

2. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior
esquerdo.

3. Selecionar “ponto”.

4. Clicar na malha quadriculada com a localizacdo do foco da parabola,
(2;1) (Figura 97).

Figura 97 - Ponto C no plano cartesiano.
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Fonte: elaborada pelo autor

5. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, a coordenada do ponto fixado.

6. Clicar na caixa de entrada e introduzir a equacdo da reta dada pelo
exercicio, onde o vértice estara sobre.

7. Acompanhar a criagdo da reta instantaneamente sobre a malha
quadriculada (Figura 98)
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Figura 98 — Reta e foco da parabola no plano cartesiano.
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Fonte: elaborada pelo autor

8. Sabendo-se que o vértice € equidistante ao foco e a diretriz, e que a reta
diretriz é horizontal, conseguimos localiza-la.

9. Analisando a malha quadriculada, a distancia entre o foco e o vértice é
igual a 2 unidades de comprimento, logo, a disténcia entre o vértice e a diretriz também
sera 2 unidades de comprimento.

10. Sabendo-se que o foco pertence ao eixo de simetria da parabola, no qual
o vértice também pertence, e sabendo-se que a diretriz € horizontal e
conseguentemente perpendicular a este eixo, temos 0 x;, = 2.

11. Do enunciado, sabemos que o vértice pertence aequagdo 3x + 7y + 1 =
0, entdo substituimos o0 x = 2 na equacao, obtendo assim y, = —1.

12. Com isso, obtemos as coordenadas do vértice da parabola, V (2; —1),

logo a diretriz pertence a equacgéo y = —3 (Figura 99).
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Figura 99 - Representacédo do foco e diretriz de uma parabola.
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Fonte: elaborada pelo autor

13. Com todos os elementos da parabola ja definidos, conseguimos entdo
representa-la no plano cartesiano.

14. Selecionar o sétimo icone de ferramentas no canto superior esquerdo.

15. Selecionar “parabola”.

16. Selecionar primeiro 0 ponto que representa o foco, e depois qualquer
ponto que percorre a diretriz.

17. Acompanhar a criacdo da parabola instantaneamente sobre a malha

qguadriculada e a construcéo da equacao na caixa de entrada (Figura 100).

Figura 100 — Parabola.
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4.10. AULA9

O tema desta aula abrange a secéo cbnica da hipérbole.

Objetivo: definicdo do esbogo do grafico e a equacao da hipérbole através
do conhecimento de seus elementos.

Desenvolvimento da aula: o professor devera mostrar aos alunos como &
gerada uma hipérbole, abordar os elementos que a compde e apresentar a forma de
obtencao da equacao da seccéo conica.

Atividade 10: Determinar a equacéo da hipérbole de eixo real horizontal,
centro C (1; 1), excentricidade e = 2 e vértice 4; (—1; 1).

Ensino tradicional: os alunos com este método de ensino, determinam a
equacao da hipérbole através do conhecimento do centro C (1;1), a excentricidade
e =2 e vértice A; (—1;1), partindo da relacdo fundamento e conseguindo assim a

equacdao desta seccao conica (Figura 101).

Figura 101 - Resolugéo da atividade 10 no ensino tradicional.
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Fonte: elaborada pelo autor

Ensino com o Geogebra: o grupo de alunos que recebem este método de
ensino utilizam de apoio do Geogebra na resolucéo da atividade através da formacéo
da parabola no plano cartesiano, inser¢cao da equacao em que o Vvértice se encontra
e conferéncia dos resultados. Lembrando que, neste caso, o aluno deve utilizar do

conhecimento tedrico passado pelo professor para resolver a questao, porém com a
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facilidade de retirada da abstracdo quanto a formacéo da secao conica. Desta forma,
0 aluno segue 0s seguintes passos:
1. Abrir o software.

2. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior
esquerdo.

3. Selecionar “ponto”.

4. Clicar na malha quadriculada com a localiza¢éo do centro da hipérbole
(1; 1) e do vértice A; (—1;1), como dado pelo enunciado.

5. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, as coordenadas dos pontos
fixados (Figura 102).

Figura 102 - Representacéo do centro e um vértice de uma hipérbole no plano cartesiano.
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Fonte: elaborada pelo autor

6. Sabendo-se que o vértice € equidistante ao centro, e 0 A; (—1; 1), entéo
0 A,(3; 1) (Figura 103).
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Figura 103 - Representacédo do centro e dois vértices de uma hipérbole no plano cartesiano.
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Fonte: elaborada pelo autor

7. Utilizando-se da teoria passada pelo professor, temos que a distancia
entre o centro e o vértice € metade do eixo real, entdo a = 2.
8. Conhecida a excentricidade, podemos encontrar a distancia focal (2c),

comoa =2ee =2, temos entdo

c c
e=—>2==—>c=4
a 2

9. Assim, conseguimos descobrir os focos.

10. Selecionar o segundo o icone de ferramentas no canto superior
esquerdo.

11. Selecionar “ponto”.

12. Clicar na malha quadriculada deslocando 4 unidades de comprimento a
direita e a esquerda do centro F; (—3;1) e F, (5; 1).

13. Conferir na “caixa de entrada” a esquerda, as coordenadas dos pontos
fixados (Figura 104).
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Figura 104 - Representacédo do centro, vértices e focos de uma hipérbole no plano cartesiano.
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Fonte: elaborada pelo autor

14. Selecionar o sétimo icone de ferramentas no canto superior esquerdo.

15. Selecionar “hipérbole”.

16. Selecionar primeiro 0s pontos que representam os focos, e depois
qualquer ponto que percorre a hipérbole, neste caso temos os vértices.

17. Acompanhar a criagdo da hipérbole instantaneamente sobre a malha

quadriculada e a construcédo da equacao na caixa de entrada (Figura 105).

Figura 105 — Hipérbole.
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4.11. AULA 10

No ultimo encontro, o docente aplica uma avaliacdo sobre os assuntos
abordados durante as aulas, afim de identificar o nivel de fixacdo dos conteudos pelos
alunos.

A avaliacao deve abranger os contetudos abordados e os alunos ndo podem
utilizar o software para a resolugdo, para que o obtenhamos um resultado sem
interferéncias. As questdes a serem abordadas na avaliagdo serdo encontradas no
apéndice A.

E viavel também que os alunos que receberam aulas com auxilio do
Geogebra, respondam um questionario quanto a impressao que tiveram utilizando o

software. O questionario estara expresso no apéndice B deste trabalho.
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5. RESULTADOS ESPERADOS

Partindo da experiéncia de um docente com mais de 15 anos de atuagéo,
€ nitida a necessidade dos alunos de uma objetificacdo dos conteldos abordados em
sala de aula. Os questionamentos quanto a utilizacdo de tais formulas e a nao
visualizacdo da necessidade de uma equacéao por exemplo, afastam o interesse dos
alunos na matéria e causa dificuldade ao docente de realizar seu trabalho.

Para Melo (2012), o processo de ensino e aprendizagem da matematica é
muito complexo e cheio de obstaculos, o que pode servir de estimulo para a busca de
novas técnicas e metodologias para a diminuicdo gradativa de tais adversidades.
Segundo ele, existe uma imensa necessidade de buscar uma maior motivagcao aos
discentes, através de uma matematica mais interessante e relacionada aos aspectos
socioculturais dos alunos.

A implantacdo da proposta apresentada neste trabalho, busca a
assimilacao do conteudo pelos os estudantes e o desenvolvimento de uma percep¢ao
mais ampla da aplicabilidade pratica da disciplina em seu cotidiano e em diversas
areas de suas vidas com o auxilio da tecnologia, mais precisamente o software
GeoGebra.

Bicudo e Garnica (2001) afirmam que o ensino de aprendizagem envolve
varios elementos como praticas, conceitos, abordagens e tendéncias, e exigem um
tratamento tedrico que Ihe serve de base. Muito embora, 0 ensino da matematica nédo
se pode fundamentar apenas nas teorias, ha de se criar novas metodologias de ensino
e evoluir objetivamente na dire¢cdo do conhecimento construtivo.

A confianca dada a esta proposta, baseia-se na desmitificacdo da
dificuldade na disciplina, trazendo algo do cotidiano do discente extra classe, no qual
ele tem interesse, para o ajudar a compreender 0s conceitos exigidos da matematica,
gue por muitas vezes nao o atrai.

Podemos encontrar desde estudos mais antigos, como contemporaneos
guanto a funcionalidade dos softwares no ensino da geometria analitica. Zulatto
(2002) em seu trabalho, faz um compilado de experiéncias de professores que ja
naguela época, com menos recursos e tecnologias que os dias de hoje, obtinham
melhores resultados na contextualizacdo dos conteudos. Nos dias atuais, temos 0s
resultados de Vital (2018), Nunes (2019) e Silva, A. (2019) e que garantem que 0 USO

do Geogebra facilita o aprendizado sobre a geometria analitica, estimulando a
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participacdo, a experimentacdo, o senso critico dos alunos, além de despertar um
maior interesse dos alunos pela disciplina.

A ideia de abstracao presente aos alunos consegue ser desvencilhada a
partir da visualizacéo das figuras formadas de maneira clara pelo software, ao inserir
uma equacao ou realizar tais comandos. Cardoso (2016) ainda pontua a importancia
da utilizacdo do GeoGebra na construcéo das definicdes das conicas, onde foi notado
que os alunos obtiveram uma visualizacdo e real compreensdo em relagdo aos
conceitos deste conteudo.

A avaliacdo dos alunos positiva acredita-se ser evidente. A ideia da
insercdo de um notebook ou celular, habitualmente usados para por eles em
momentos de descontracdo, pode trazer uma informalidade e menor tenséo durante
as aulas. Silva, C. (2016) guiou uma pesquisa aos moldes desta apresentada, onde
obteve médias de acertos em questdes envolvendo geometria superiores a 87%, e
uma validacao de importancia do software pelos alunos de cerca de 58%.

Nesta mesma linha, pressupde-se que o interesse dos alunos a este tipo
de aula, com o auxilio do software, tende-se a expandir. Grande parte dos alunos
criam resisténcia e desmotivacao as aulas tradicionais, em decorréncia de didaticas
macantes e arcaicas, e quando colocados em situacdes diferenciadas, estes ja
mudam a perspectiva quanto a matéria. Silva, S. (2015) apresenta sua aplicacdo do
GeoGebra nos ensinos da geometria analitica e plana, obtendo logo ao inicio das
aulas conjuntas ao software, demonstracdo dos alunos de motivagcdo em participar,

pois diziam estarem realmente aprendendo o conteudo.
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6.CONSIDERACOES FINAIS

Por meio do exposto deste trabalho podemos tecer consideracfes
importantes quanto a insercdo de tecnologia no ensino da matematica. Esta proposta
possui grandes indicios de funcionalidade, com o ensino com auxilio do Geogebra se
destaque em relagcéo ao ensino tradicional.

Queixas recorrentes de docentes no campo da matematica € voltada a falta
de entusiasmo dos alunos a aprenderem a matéria, problema esse que é passivel de
solucdo com a introducdo de um notebook, ou smatphone, durante as aulas, ja que
estes sdo objetos que os estudantes dominam e possuem interesse.

Por outro lado, temos também a retirada da ideia de abstracdo da
matematica. No ensino das conicas por exemplos, os alunos relatam dificuldade em
desenvolver uma atividade pela n&o visualizagdo da figura; com o Geogebra a figura
é formada a partir de simples comandos e € possivel acompanhar sua autenticidade
sobre o que foi proposto.

Deixamos aqui nosso lamento pela ndo aplicacao desta proposto devido a
pandemia instaurada no ano de 2020 até o momento, acarretando ao ensino online

nas instituicdes e impossibilidade de aplicacdo nos moldes aqui apresentado.
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APENDICE A - AVALIACAO ENSINO COM GEOGEBRA

Nome: Série:

Caro aluno, as questdes a seguir serdo apenas um diagndéstico quanto a fixacao
dos conteudos apresentados. Faga-as com calma e mostre todo o conhecimento

adquirido nestas ultimas aulas. Boa sorte!

1) Sobre o plano cartesiano, julgue as afirmativas a seguir:

| - O eixo horizontal é conhecido também como eixo das abscissas.

Il - O ponto A (-5, 3) € um ponto do terceiro quadrante.

[l - O eixo vertical &€ conhecido também como eixo das coordenadas.
IV — O plano cartesiano pode ser dividido em 2 quadrantes.

V — O ponto B (2, 21) pertence ao primeiro quadrante.

Podemos afirmar que:

a) Somente a afirmativa | é verdadeira.

b) Somente as afirmativas Il e IV s&o verdadeiras.
c) Somente a afirmativa V é verdadeira.

d) Somente as afirmativas |, Il e lll sdo verdadeiras.

e) Somente as afirmativas | e V séo verdadeiras.

2) Uma das diagonais de um quadrado tem extremidades A (7; 1) e C (-2; -8). As

coordenadas dos outros dois vértices sdo:
a) (7,-8)e(-2;1)
b) (-8 7)e(1;-2)
c) (-2,-8)e(1;4)
d ;2 e(-2;1)

e) nenhuma das anteriores
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3) Sabendo-se que a distancia entre os pontos A (2,y) e B (6,1) € 10, y € igual a
guanto?

a -1

by O

c) 1loul0

d -2o0u4

e) 2o0u4

4) Seja a reta cuja equacao é dada por y — 2x -10 = 0, € correto afirmar que essa

reta passa por quais dos dois pontos citados a seguir?

a)
b)

c)

6)

A (5; 0) e B (-20; 35).
C (12; 21) e D (0; 20).

E (14; -15) e F (-7; 7).

O coeficiente angular da reta cuja equacédo € 4x+ 2y — 7 =0 € igual a:

0,5

2,5

Encontre a equacao da reta t que passa pelo ponto X (-1,8) e € perpendicular

a bissetriz dos quadrantes impares.

7
a)
b)

Determine a equacao geral da reta que contém 0s pontos:
A(1,1)eB (0,2
A (1,-2) e B (2,-5)



8)

sejam os vértices de um triangulo qualquer.

9)

multiplo de
a 2

b) 5

c) 13

d 7
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Determine o valor de y de maneira que os pontos P (1, 3), Q (3, 4) e R (y, 2)

A area de um triangulo de vértices A (5, -1), B (-1, 3) e C (-1, -2) € um numero
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APENDICE B - QUESTIONARIO

OPINIAO SOBRE O GEOGEBRA

Nome (opcional): Série:

Caro aluno, o objetivo do questionério abaixo é identificar o desempenho do Geogebra
como auxilio nas aulas de matematica. Dé sua opinido, e caso queira, ndo precisa se
identificar.

Afirmagdes Concordo | Concordo Discordo Discordo
totalmente | parcialmente | parcialmente | totalmente

O GeoGebra torna as aulas
de Matematica mais
interessantes.

Eu prefro uma aula
“Tradicional” do que uma aula
onde o professor utliza o

GeoGebra.
Consigo aprender melhor os
conteudos guando 0

professor utiliza o GeoGebra
para expor o conteldo.
Consigo aprender melhor os
conteudos quando utilizo o
GeoGebra para fazer
construcbes e resolver
problemas de forma
din@mica.

Tenho interesse em aprender
mais sobre o GeoGebra e
suas ferramentas.

Fiquei mais interessado em
estudar mateméatica em casa
com o uso do GeoGebra.

O GeoGebra é de facil
manipulacéo.

Ao usar o Geogebra, acabo
me distraindo com o
notebook/smartphone e néo
consigo focar na matéria




