UNIVASF

LRIV ERSIDALE FEOERAL DO VALE DO S FRARCIS0D

UNIVERSIDADE FEDERAL DO VALE DO SAO FRANCISCO - UNIVASF
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL -
PROFMAT

JURANDIR MANOEL LOPES
ESTUDO DO CALCULO DE AREAS DAS REGIOES PLANAS IRREGULARES

PARA O ENSINO MEDIO: elaborac&o de uma proposta de sequéncia didatica

JUAZEIRO - BA
2023



JURANDIR MANOEL LOPES

ESTUDO DO CALCULO DE AREAS DAS REGIOES PLANAS IRREGULARES
PARA O ENSINO MEDIO: elaborac&do de uma proposta de sequéncia didatica

Trabalho apresentado como requisito parcial
para a obtencdo do titulo de Mestre em
Matematica do Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede
Nacional - PROFMAT da UNIVASF, neste
ano em curso.

Orientador: Prof. Dr. Evando Santos Araujo

JUAZEIRO - BA
2023



Lopes, Jurandir Manoel
L864e Estudo do célculo de areas das regifes planas irregulares para o Ensino
Médio: elaboracdo de uma proposta de sequéncia didatica / Jurandir Manoel
Lopes. - Juazeiro, 2023.
xiii; 98.f.: il.; 29 cm.

Dissertacdo (Mestrado Profissional em Rede Nacional - PROFMAT) -
Universidade Federal do Vale do S&o Francisco, Campus Juazeiro, 2023.

Orientador: Prof. Dr. Evando Santos Aradjo.

1. Matematica — Estudo e Ensino. 2. Métodos numéricos. I. Titulo. Il. Aradjo,
Evando Santos. lll. Universidade Federal do Vale do Sao Francisco.

CDD 510

Ficha catalografica elaborada pelo Sistema Integrado de Biblioteca SIBI/UNIVASF
Bibliotecario: Méarcio Pataro. CRB - 5/ 1369.




UNIVERSIDADE FEDERAL DO VALE DO SAO FRANCISCO - UNIVASF
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL -
PROFMAT

FOLHA DE APROVACAO

ESTUDO DO CALCULO DE AREAS DAS REGIOES PLANAS IRREGULARES
PARA O ENSINO MEDIO: elaborac&o de uma proposta de sequéncia didatica

Dissertacéo apresentada como
requisito parcial para obteng&o do titulo
de Mestre em Matemética, pela
Universidade Federal do Vale do S&o
Francisco.

Aprovada em, 24 de fevereiro de 2023.

Banca Examinadora

iwwb St /f/m%

Prof. Dr. Evando Santos Araujo (PROFMAT - UNIVASF) - Orientador
. '

Prof. Dr. Jodo Batista Rodrigues da Silva (PROFMAT - UNIVASF) - Avaliador Interno

J&\M\ &.%-ﬁm@

Prof. Dr. Anibal Livramento da Silva Neto (UNIVASF) - Avaliador Externo




A Deus, aos meus filhos (Ana Beatriz e Jlio Bernardo) e aos meus familiares.



AGRADECIMENTOS

A Deus, pelo dom da vida e por me guiar em todos 0s momentos.

Aos meus pais (in memoriam), pelo apoio dado para os meus estudos.

Ao meu orientador, professor Dr. Evando Santos Araudjo, por todos os
conselhos, pela paciéncia e ajuda nesse periodo.

Aos meus amigos do PROFMAT, pelos momentos de estudo, descontracéo,
companheirismo e amizade.

Aos professores do PROFMAT da Univasf, que tanto contribuiram para minha
formacdo profissional.

Aos colegas e amigos, Alan, Jamerson e Luciano pela companhia nas
viagens para a Univasf.

Aos meus colegas professores, pela troca de experiéncias.

Por fim, a todas as pessoas que contribuiram para realizacdo desse trabalho.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacdo de

Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES).

Muito obrigado!



Figura 1. Questao 21 do Enem — 2008
Figura 2. Questao 24 do banco de questdes da OBMEP — 2016

LISTA DE FIGURAS

Figura 3. Area sob a parabola y = x2, acima do eixo x, delimitada no intervalo 0 <

e TP UPTR PP 37
Figura 4. Area da regido coberta por 6 retangulos (a) e area coberta por varios
1= ¢= 1o T | o 1 38
Figura 5. Poligono regular inscrito (a) e tridngulo inScrito (D) ........coovvvveeeeeiiniiiieneen. 39
Figura 6. Area sob 0 grafico da funGao f(X) .......cccecveeeeeieeeeeeee e 40
Figura 7. Curva definida pela fungao y = f(X) ..uueeeeeeiiiiieeieeeeeere e, 44
Figura 8. Area coberta por VArioS retAnguIOS ............ccoovivieeeeeeeieeeeee e 44
Figura 9. Area abaixo da curva definida por n retangulos ..........c..coceeveeeeirieeeneee. 45
Figura 10. Area de uma regifio Plana S .........ccccoveeeveeeeeeeeeeeeee e, 46
Figura 11. Area de uma regido plana A com f(x) < 0..ocveeeverreeeeeeeeece e a7

Figura 12.

Area da figura plana limitada pelos gréaficos de f e g, pelas retas x = a e x

e o T SPPPRPTON 47
Figura 13. Regido retangular no plano cartesiano ............ccccceeeeiiieeeeeeeeeeeeeieeeeiiiiiians 49
Figura 14. Regido triangular referenciada no plano cartesiano ...........ccccceveeeeeeeeennn. 50
Figura 15. Area da regifio trianguIar AL ...........cc.oeveeeeieeeeeeeeee e 51
Figura 16. Area da regifio trianQUIAr A2 ..........ccceeveeeeieeeeeeeeeeeee et see e eeeeenes 52
Figura 17. Area da regifio trapezoidal ...........c.ccueeueieieeeeeeee et 53
Figura 18. Area da regido sob a curva f(x) no intervalo [a, b] aproximada pela soma
de area de retangulos, NESSE INLEIVAIO ........ccooeeeeiiiiiiiieee e 56
Figura 19. Areasobacurvay = —x? +5nointervalo [0,2] ......cccooveveeveeereerrerennne, 57
Figura 20. Area limitada pela curvay = f(x),oeixoxeasretasx = aex = b .59
Figura 21. Area da regisio limita pela curva y = 1/x3 no intervalo [1, 3] ....c.cceeeveuneen. 60
Figura 22. Area da regio definida por 5 trapézios ............ccceeveeveeveeeeeeereereeeeenenns 61
Figura 23. Area limitada pela curva y+1/X €M [1,3] ..cccoooveurieieieeeeeeeeeee e 62
Figura 24. Generalizagdo da Regra doS Trapezios .........cccvvveeeeeeeeeeiiiieiiiiiiivnenee 63
Figura 25. Férmulas da érea de algumas figuras geométricas planas ..................... 67
Figura 26. Area definida por retANgUIOS ...........c.ccveeveeeeiurieieeee e 69



Figura 27. Area sob a curva f(x) (a) e area formada por 4 retangulos (b) ................ 70

Figura 28. Area formadas POr traPEZIOS ..........c.cceevveveieeeieeeeeeeeeeeeeee s s 71
Figura 29. llustracdo da area da regi&o plana entre f(x) e o segmento CC' ............ 73
Figura 30. Area do municipio de Belém do S0 Francisco — PE ..........cccccceeviveunnen. 76

Figura 31. DOIS trapezios adJACENTES .....ccoiiiiuiiiiiie ettt 76



LISTA DE QUADROS

Quadro 1. Objetos do conhecimento e habilidades recomendadas pela BNCC
(BRASIL, 2018) para o ensino de calculo de areas nos anos finais do Ensino
FUNAAMENTAL ...t a e e e e e e e e e eeeeeennnes 15

Quadro 2. Competéncias especificas e respectivas habilidades recomendadas pela

BNCC (BRASIL, 2018) para o ensino de calculo de areas no Ensino Médio............ 17
Quadro 3. Tabela de integrais indefinidas imediatas de funcfes elementares........ 35
Quadro 4. Valores das areas e dos erros da area sob a curva 1/x3..........cccceeeeunee... 60
Quadro 5. Informacg@es gerais sobre o tema da sequéncia didatica......................... 66
Quadro 6. Sintese de aplicacdo da sequéncia de atividades............ccccceeeeveeieierinnnns 66
Quadro 7. Passo a passo para a regra do ponto médio ..............euvveiiiiiieieeeeeeiiinnnns 69
Quadro 8. Passo a passo para a regra dos trapezi0S. ..........ourvuverieeeriniiieeeeeeeeeeeaanns 70
Quadro 9. Orientacdes para 0s grupos acerca da atividade 1..........cccccceeeeiivveeennnnnns 74
Quadro 10. Passo a passo para a regra dos trapézios............uuuvvviieiiiieeeeeeeeeeeennnnnns 75

Quadro 11. Cabecalho de tabela para anotacdes dos registros de dados
experimentais obtidos, utilizando a regra do Ponto M&dio............cccevviiiviiiiieeneeenne 79

Quadro 12. OrientagOes para 0s grupos acerca da atividade 2..........cccceeeevvveveeeennnns 79



RESUMO

Este estudo tem como objetivo propor uma sequéncia didatica mobilizando aspectos
tedricos/praticos do calculo de areas de regides planas de regides irregulares. A
Base Nacional Comum Curricular (BNCC) orienta as ac¢des pedagogicas para
execucdo dessa tematica desde o Ensino Fundamental - Anos Iniciais ao Ensino
Médio, com niveis sequenciais de abordagem de conceitos, de acordo com as
habilidades e competéncias a serem alcancadas. Na pratica em sala de aula, é
conhecido que o objetivo mais trabalhado pelos professores envolve reconhecer a
area como grandeza associada a figuras geométricas usuais (quadrado, retangulo,
tridngulo, trapézio, entre outros) e solucionar problemas envolvendo essa grandeza
com o uso de diferentes ferramentas de medicdo e/ou unidades de medida
padronizadas. Nesse contexto, esse trabalho de pesquisa propde um estudo
pesquisa qualitativa para se conhecer aspectos teoricos e praticos relativos ao
calculo de areas de regides irregulares. Os objetivos especificos envolvem identificar
as principais relacdes desse topico em Matematica com habilidades e competéncias
requeridas aos alunos do Ensino Béasico pela BNCC, analisar o desenvolvimento de
técnicas analiticas e numéricas utilizadas no calculo de areas de regifes regulares e
sem forma geométrica definida. Para cumprir esse propdésito, usou-se métodos
numeéricos como a regra do ponto médio e a regra dos trapézios, para o calculo de
regibes planas irregulares, como por exemplo, a area de um municipio. O resultado
deste trabalho, resultou em uma sequéncia didatica direcionada a professores de
matematica do segundo ano do Ensino Médio. Com isso, espera-se que esse
trabalho possa servir como ferramenta de ensino para os professores de Matematica
que desejam aplicar e ressignificar conceitos de Mateméatica para a solucdo de
problemas praticos no préprio ambiente escolar.

Palavras-chave: Ensino de Matematica; geometria plana; calculo de areas; métodos
numeéricos; aplicacdes.



ABSTRACT

This study aims to propose a didactic sequence mobilizing theoretical/practical
aspects of calculating the areas of flat regions of irregular regions. The National
Common Curricular Base (BNCC) guides the pedagogical actions to implement this
theme from Elementary School - Early Years to High School, with sequential levels of
approach to concepts, according to the skills and competences to be achieved. In
practice in the classroom, it is known that the objective most worked on by teachers
involves recognizing the area as a quantity associated with usual geometric figures
(square, rectangle, triangle, trapeze, among others) and solving problems involving
this quantity with the use of different measurement tools and/or standardized
measurement units. In this context, this research work proposes a qualitative
research study to know theoretical and practical aspects related to the calculation of
areas of irregular regions. The specific objectives involve identifying the main
relationships between this topic in Mathematics and the skills and competences
required of Basic Education students by the BNCC, analyzing the development of
analytical and numerical techniques used in the calculation of areas of regular
regions and without defined geometric shape. To fulfill this purpose, numerical
methods such as the midpoint rule and the trapezoid rule were used to calculate
irregular flat regions, such as the area of a municipality. The result of this work
resulted in a didactic sequence aimed at second-year high school mathematics
teachers. With this, it is hoped that this work can serve as a teaching tool for
Mathematics teachers who wish to apply and reframe Mathematics concepts for the
solution of practical problems in the school environment itself.

Keywords: Mathematics Teaching; plane geometry; area calculation; numerical
methods; applications.
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1 INTRODUCAO

De acordo com Cardoso (2019) na Geometria plana, um dos conteidos mais
importantes é o céalculo de areas de figuras planas poligonais. Nos anos iniciais do
Ensino Fundamental, a partir do 4° ano, os alunos comegam a estudar os conceitos
de area, de maneira intuitiva, realizando, por exemplo, atividades com recortes de
cartolinas, comparando visualmente ou por superposicdo, areas de faces de objetos,

de figuras planas ou de desenhos especificos.

A partir dos Anos Finais (do 6° ao 9° ano), esses conceitos sao apresentados
utilizando decomposicdo por quadrados, retangulos e/ou triangulos, utilizando a
equivaléncia entre areas, conforme ressalta (BRASIL, 2018). A Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) destaca que a expectativa elencada para os alunos dos
Anos Finais € a de que eles possam reconhecer a area como grandeza associada a
figuras geométricas e que consigam resolver problemas envolvendo essa grandeza
com o uso de diferentes ferramentas de medicdo e/ou unidades de medida

padronizadas.

A BNCC destaca também, mais especificamente, a proposta de
“resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de area de
figuras geométricas, utilizando expressdes de célculo de &rea
(quadrilateros, triangulos e circulos), em situagbes como
determinar medida de terrenos” (BRASIL, 2018, p. 315).

Para o Ensino Médio, a proposta da BNCC na é&rea de Matemética é
semelhante a indicada para o Ensino Fundamental, o que envolve aproveitar 0s
conhecimentos construidos pelos alunos em séries anteriores, além de consolidar,
ampliar e aprofundar as aprendizagens desenvolvidas nas etapas anteriores de nivel

escolar, como destaca a BNCC.

De todo modo, ao ver do autor deste estudo, € escassa a aplicacdo em sala
de aula (e até mesmo na literatura) de problemas que envolvam o célculo de areas
de regides planas irregulares, sem uma lei de formacéo imediata que possa ser
utilizada, como no caso das areas de regides regulares descritas anteriormente.
Problemas como o descrito em “Qual a area da regido limitada pela parabola da
funcdo y = x? e 0 eixo X, no intervalo de 1 a 3?” ndo podem ser desenvolvidos pela

falta de ferramentas e discussdes adequadas ao publico-alvo, naquele nivel
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escolar, visto a geometria ndo usual da regido (sem uma forma geométrica
definida) a qual se deseja calcular a area. Soma-se a isso, o fato de que a
contextualizacdo desses problemas com situacdes reais do dia-a-dia do aluno,
com o objetivo de (re)significar conceitos matematicos, também ¢é incipiente,
mesmo com ac¢des indicadas claramente na BNCC.

Dessa forma, € possivel que o professor do Ensino Médio se questione:
como que problemas da classe do calculo de areas de regides irregulares podem
ser solucionados por métodos elementares, usando ferramentas de calculo
acessiveis ao aluno? Na tentativa de apresentar contribuicbes para solucdes
nesse campo de pesquisa em Ensino de Matemética, o presente estudo é de
abordagem qualitativa e possui carater bibliografico, de cunho descritivo-
exploratério. Tem com objetivo principal propor uma sequencia didatica
mobilizando aspectos tedricos/préaticos do calculo de areas de regides planas de
regides irregulares. Os objetivos especificos sao identificar as principais relacdes
desse topico em Matematica com habilidades e competéncias requeridas aos
alunos do Ensino Béasico pela BNCC, analisar o desenvolvimento de técnicas
analiticas e numéricas utilizadas no célculo de areas de regides regulares e sem
forma geométrica definida.

Na organizagdo da apresentagdo dos resultados, esse estudo foi dividido
em secdes que se complementam. No Capitulo 2, é discutido o tema de areas de
regides planas e sua importancia no curriculo de matematica na Educacao Basica,
relacionando-o com habilidades e competéncias da BNCC. No capitulo 3 aborda
aspectos tedricos e praticos relativos a descricdo de técnicas de calculo de area,
passando por aspectos analiticos do Céalculo Integral, apresentando teoremas,
demonstracdes e definicdes, sua relagcdo com o calculo de areas, bem como a
apresentacao de métodos numericos tais como o do Ponto Médio e do Trapézio,
0s quais podem ser adaptados para estudos dessa natureza na Educacao Basica.
No capitulo 4 apresenta um Produto Educacional como resultado da realizacdo
deste estudo, a partir da proposta de uma sequéncia didatica ao publico-alvo. No
capitulo 5 sdo apresentadas as consideracdes finais e as perspectivas de

trabalhos futuros decorrentes dessa pesquisa.



15

2 AREAS DE REGIOES PLANAS NO CURRICULO DE MATEMATICA DA
EDUCACAO BASICA, LIVROS DIDATICOS, CURRICULO DE PERNAMBUDO E
PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS

Neste capitulo sera discutido a presenca do tema na BNCC, nos livros
didaticos, no Curriculo de Pernambuco e nos Parametros Curriculares Nacionais
para o Ensino Fundamental Anos Finais e para o Ensino Médio bem como algumas

contribuicdes de pesquisas para o ensino de calculo de areas.

2.1 Areas de regides planas na Base Nacional Comum Curricular

A BNCC é o documento que rege as acdes educacionais no curriculo da
Educacao Basica no Brasil. Propde cinco unidades tematicas para Matematica no
Ensino Fundamental, Nimeros, Algebra, Geometria, Probabilidade e Estatistica e
Grandezas e medidas, na qual o calculo de areas esta inserido. Nesta unidade, que
estd correlacionada com as outras, sdo orientadas as habilidades a serem
desenvolvidas pelos alunos. O calculo de area de regides planas esta explicitamente

relacionado com essas habilidades, como destacadas no Quadro 1.

QUADRO 1. Objetos do conhecimento e habilidades recomendadas pela BNCC (BRASIL,
2018) para o ensino de calculo de areas nos anos finais do Ensino Fundamental.

ANO OBJETO DE CONHECIMENTO HABILIDADES BNCC
(pags.)
Problemas sobre medidas | “(EFO6MA24) Resolver e elaborar
envolvendo grandezas como | problemas que envolvam as
comprimento, ~ massa, tempo, | grandezas comprimento, massa,
temperatura, Area, capacidade e |tempo, temperatura, area
volume. (tridngulos e retangulos),
. " 302 -
capacidade e volume (soélidos 303

formados por blocos retangulares),
sem uso de formulas, inseridos,
sempre gque possivel, em contextos
oriundos de situacdes reais e/ou
relacionadas as outras é&reas do
conhecimento.”
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6° ANO

Perimetro de um quadrado como
grandeza proporcional a medida do
lado.

“(EFOBMAZ29) Analisar e descrever
mudangas que ocorrem  no
perimetro e na area de um
guadrado ao se ampliarem ou
reduzirem, igualmente, as medidas
de seus lados, para compreender
que o perimetro é proporcional a
medida do lado, o que n&o ocorre
com a area.”

302 -
303

7° ANO

Equivaléncia de area de figuras
planas: céalculo de areas de figuras
que podem ser decompostas por
outras, cujas areas podem ser
facilmente determinadas como
tridngulos e quadrilateros.

“(EFO7TMA31) Estabelecer
expressbes de calculo de area de
triangulos e de quadrilateros.”

“(EFO7MA32) Resolver e elaborar
problemas de calculo de medida de
area de figuras planas que podem
ser decompostas por quadrados,
retangulos e/ou triangulos,
utiizando a equivaléncia entre
areas.”

308 -
309

8° ANO

Area de figuras planas. Area do
circulo e comprimento de sua
circunferéncia.

“(EFO8MA19) Resolver e elaborar
problemas que envolvam medidas
de area de figuras geométricas,
utilizando expressoées de calculo de
area (quadrilateros, triangulos e
circulos), em situagBes como
determinar medida de terrenos.”

314-
315

92 ANO

Volume de prismas e cilindros

(EFO9MA19) Resolver e elaborar
problemas que envolvam medidas
de volumes de prismas e de
cilindros retos, inclusive com uso
de expressBes de célculo, em
situac¢des cotidianas.

318-319

Fonte: (BRASIL, 2018).

Como se ver, o calculo de areas de figuras geométricas planas esta presente

em todos os anos do Ensino Fundamental — Anos Finais. E ao passar dos anos,

outras figuras sdo apresentadas aos alunos, em algumas séries as figuras se

repetem, mas com um grau maior de dificuldade nas habilidades.

Para 0 9° ano, embora a BNCC n&o faca uma mencao explicita ao calculo de

areas, o calculo de volume de alguns sélidos como, por exemplo, do cubo,

paralelepipedo, prismas e cilindros retos envolve o céalculo da area da base dessas

7

figuras geométricas. Essa base geralmente é representada por quadrilateros ou
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circulo, conceitos que, juntamente com a area do triangulo, do retangulo e do

guadrado, foram trabalhados nos anos anteriores.

Enquanto para o Ensino Médio, a BNCC (BRASIL, 2018) orienta algumas
habilidades relacionadas ao tema, tais como empregar diferentes métodos para a
obtencdo da medida da &rea de uma superficie, resolver e elaborar problemas que
envolvem o célculo de &reas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos
redondos em situacdes reais, e ainda representar graficamente a variacdo da area

de um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam.
E importante salientar que para o Ensino Médio, a BNCC descreve:

A BNCC da area de Matematica e suas Tecnologias propde a
consolidacdo, a ampliacio e o aprofundamento das
aprendizagens essenciais desenvolvidas no Ensino Fundamental.
Para tanto, propbe colocar em jogo, de modo mais inter-
relacionado, os conhecimentos ja explorados na etapa anterior, a
fim de possibilitar que os estudantes construam uma visdo mais
integrada da Matematica, ainda na perspectiva de sua aplicagédo a
realidade. (BRASIL, 2018, p. 527).

No Ensino Médio, o conteido de célculo de areas se faz presente nos trés
anos de ensino. De acordo com (BRASIL, 2018), a expectativa é que os alunos
compreendam que o ato de medir € comparar uma grandeza com uma unidade
padrdo e expressar o resultado da comparacéo por meio de um numero. Além disso,
devem resolver problemas oriundos de situacdes cotidianas que envolvam outras

grandezas relacionadas, tais como comprimento, massa, tempo e temperatura.

Nesse sentido, o célculo de area também ¢é indicado na BNCC como pré-
requisito para o calculo de volumes de figuras geométricas tridimensionais (como

mostra o Quadro 2).

QUADRO 2. Competéncias especificas e respectivas habilidades recomendadas pela BNCC
(BRASIL, 2018) para o ensino de calculo de areas no Ensino Médio.

COMPETENCIA HABILIDADES BNCC
ESPECIFICA (pags.)

Propor ou participar de acbes para | (EM13MAT201) Propor ou participar de
investigar desafios do mundo | ac6es adequadas as demandas da regiao,
contemporéneo e tomar decisfes éticas | preferencialmente para sua comunidade,
e socialmente responsaveis, com base | envolvendo medicdes e calculos de
na analise de problemas sociais, como | perimetro, de area, de volume, de
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os voltados a situacbes de salde, | capacidade ou de massa. 534
sustentabilidade, das implicacdes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre
outros, mobilizando e articulando
conceitos, procedimentos e linguagens
proprios da Matematica.
(EM13MAT307) Empregar  diferentes
métodos para a obtencdo da medida da
area de uma superficie (reconfiguracoes,
aproximacdo por cortes etc.) e deduzir
expressfes de calculo para aplica-las em
situacdes reais (como o remanejamento e a
Utilizar estratégias, conceitos, | distribuicBo de plantagbes, entre outros), 536
definicGes e procedimentos | com ou sem apoio de tecnologias digitais.
ngee%?m%s ?:;?n\;gtrergre()tglgn:;gﬁ;ué: (EM13MAT309) Resolver e ] elaborar
diversos contextos, analisando a ;,)roblemas_ que envolvem o calcu_lo de
plausibilidade dos ’resultados e a areas totais e de volumes de brismas,
adequacdo das solucdes propostas, de pqumldes € corpos redondos em sﬂuac;oes
modo &  construir argumentaigéo reais (como_ o célculo dq gasto de ma’gerlal
consistente para revestimento ou pinturas Qe objetos
' cujos formatos sejam composi¢bes dos
sélidos estudados), com ou sem apoio de
tecnologias digitais. 537
Investigar e Estabelecer conjecturas a | (EM13MAT506) Representar graficamente
respeito de diferentes conceitos e | a variagdo da area e do perimetro de um
propriedades matematicas, empregando | poligono regular quando os comprimentos
estratégias e recursos, como | de seus lados variam, analisando e
observacéo de padrdes, | classificando as fun¢des envolvidas. 541
experimentacdes e diferentes
tecnologias, identificando a | (EM13MAT509) Investigar a deformagc&o de
necessidade, ou ndo, de uma | angulos e areas provocada pelas diferentes
demonstracdo cada vez mais formal na | projeces usadas em cartografia (como a
validagdo das referidas conjecturas. cilindrica e a cénica), com ou sem suporte 541

de tecnologia digital.

Fonte: (BRASIL, 2018)

O calculo de areas de figuras planas esta presente em todo o Ensino Médio,

com um grau crescente em dificuldades. O célculo de areas de figuras planas tem

como uma das principais fun¢des nesse nivel de escolaridade de resolver problemas

de ordem prética.

Freitas e Bittar (2016, p.11) reforcam essa ideia quando discorrem que

“algumas atividades propdem o calculo do volume de um determinado soélido, porém,

antes de calcular esse volume, é necessario determinar a area da base do mesmo”.

O célculo do volume de solidos geométricos envonvem a area da base dessa figura,

que pode ser representa por um quadrilatero, regular ou ndo ou até pelo circulo, e

para tal, precisa-se calcular o valor da sua area.
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Para o Ensino Fundamental, a BNCC relaciona as habilidades a objetos do
conhecimento, de forma explicita (Quadro 1). No Ensino Médio, as habilidades

requeridas sao ligadas ao desenvolvimento de competéncias especificas (Quadro 2).

Para o Ensino Médio, a BNCC (BRASIL, 2018, p. 530) destaca:

No ensino médio, a area de Matematica e suas Tecnologias deve
garantir aos estudantes o desenvolvimento de competéncias
especificas. Relacionadas a cada uma delas, séo indicadas,
posteriormente, habilidades a ser alcangadas nessa etapa.

Nesse sentido, a BNCC ainda discorre que “as competéncias ndo tém uma
ordem preestabelecida”, (BNCC, 2018, p. 530). Como cada habilidade esta
associada a determinada competéncia, elas devem ser apresentadas nos trés anos
do Ensino Médio e ainda sdo apresentadas sem indicacdo de seriacdo. Por essa
deciséo, fica flexibilizada a definicdo anual dos curriculos e propostas pedagodgicas
de cada escola em cada estado brasileiro. Como consequéncia, os livros didaticos
adotados para o Ensino Médio podem apresentar os conteudos de acordo com a
BNCC, mas sem uma ordem preestabelecida para esses conteudos.

2.2 O calculo de areas nos livros didaticos

A seqguir, tem-se a andlise de alguns livros didaticos distribuidos pelo
Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD), acerca do conteudo
calculo de areas de figuras planas para o Ensino Fundamental — Anos Finais e

Ensino Médio.

Ensino Fundamental — Anos Finais

O calculo de areas de figuras planas se inicia nas primeiras series dos anos
finais do Ensino Fundamental calculando a medida das é&reas de figuras
representadas na malha quadriculada e verificando quantas vezes uma unidade de
medida de area “cabe” na figura. A unidade de medida de area € um quadrado de

areaiguala 1 u. a.
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Para o sexto ano, as figuras geométricas trabalhadas no calculo de &reas sao
o retangulo, o quadrado e o triangulo, através de atividades e resolucdo de

problemas, como mostra Chavante (2018).

Para o sétimo ano, sdo acrescentadas as figuras geométricas, paralelogramo
e o0 trapézio para o calculo de areas e ainda sdo acrescentados o tema area de
poligonos regulares, que pode ser calculada através da decomposicdo em figuras

mais simples ja conhecidas, como aponta Bigode (2000).

No oitavo ano, o célculo de areas se d& com as figuras geométricas
apresentadas na série anterior com o acréscimo da area do circulo e suas partes.
Chavante (2018) mostra uma das maneiras de se chegar na férmula da area do

circulo (A = ©r?) através da decomposicdo em triangulos.

Para o nono ano, o célculo de areas se apresenta no calculo da area da
superficie e do volume de figuras espaciais como prismas e cilindros retos. A area
das superficies se da pela soma das areas de suas faces que podem ser quadrados,

retdngulos ou até mesmo um poligono regular.

Para o célculo do volume, o célculo da area se faz presente no calculo da
base, como mostra Chavante (2018, p. 252), “ A medida do volume (V) de um prisma
€ dada pelo produto entre a medida da area da base (Ab) e a medida da altura (h),
isto é V = Ab.h".

Para o Ensino Médio o calculo de area se apresenta com a resolucdo de
problemas envolvendo poligonos regulares inscritos na circunferéncia além de area
da regido quadrada, area da regido retangular, area da regido triangular, area
limitada por um trapézio, por um losango e também por um hexagono regular, Dante
(2013). O célculo de éareas também se apresenta na resolucdo de problemas
envolvendo volumes de prismas, piramides, cilindros circular reto, cone e ainda da

esfera.

A &rea de um poligono, entre outras férmulas, também pode ser calculada
pelo método analitico aplicando o determinante, através da decomposicdo em

triangulos a partir das coordenadas de seus vértices, como aponta Paiva (2009).
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E importante relatar que ha alguns anos atras, o contetido de célculo de areas
se apresentava no final dos livros didaticos e como o professor seguia a
programacao do livro, nem sempre conseguia chegar ao final do livro, ficando assim

uma lacuna nesse conteudo.

2.3 O calculo de areas no curriculo de Pernambuco

O Curriculo de Pernambuco do Ensino Fundamental € o documento que ira
orientar a partir de 2019 o trabalho pedagdgico da Educacdo Infantil e Ensino
Fundamental nas escolas em todo o Estado.

O Curriculo de Pernambuco, fundamentado na BNCC, torna-se um
instrumento de referéncia indispensavel a todas as etapas e modalidades da

Educacao Basica.

Nesse contexto, os professores planejam suas préaticas pela abordagem das
habilidades apresentadas neste documento. Os conteldos e habilidades para o
Ensino Fundamental, Anos Finais para a disciplina de Matemética apresenta-se de

acordo com a BNCC, mostrada no (Quadro 1).

Para a area de Matematica e suas Tecnologias no Ensino Médio, a Base
Nacional Comum Curricular - BNCC (2018) propde a ampliacdo e o aprofundamento
das aprendizagens essenciais que foram desenvolvidas no Ensino Fundamental.
Nesse sentido, o Curriculo de Pernambuco apresenta o calculo de areas com as
habilidades e competéncias por seriacdo, diferentemente como € apresentado pela
BNCC. E através do Curriculo que o professor faz seu planejamento para a

sequéncia dos conteudos, baseados no (Quadro 2).

2.4 O célculo de areas nos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs)

Sobre os Parametros Curriculares Nacionais, (BRASIL, 1998, p.15), destaca
que:

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica tEm como
finalidade fornecer elementos para ampliar o debate nacional
sobre o0 ensino dessa area do conhecimento, socializar
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informacdes e resultados de pesquisas, levando-as ao conjunto
dos professores brasileiros.

Contetdos propostos pelos PCNs (BRASIL, 1998) para o ensino de

Matematica no Ensino Fundamental, Anos Finais:

Compreensédo da nocdo de medida de superficie e de equivaléncia de
figuras planas por meio da composicdo e decomposicao de figuras;
Célculo da area de figuras planas pela decomposi¢cdo e/ou composi¢cao
em figuras de areas conhecidas, ou por meio de estimativas;

Célculo da area de superficies planas por meio da composi¢cdo e
decomposicéo de figuras e por aproximagoes;

Construcdo de procedimentos para o calculo de areas e perimetros de
superficies planas (limitadas por segmentos de reta e/ou arcos de
circunferéncia);

Célculo da area da superficie total de alguns solidos geométricos
(prismas e cilindros);

Andlise das variacdes do perimetro e da area de um quadrado em
relacdo a variacdo da medida do lado e construcdo dos gréaficos

cartesianos para representar essas interdependéncias.

Conteudos e habilidades propostos pelos PCNs (BRASIL, 1997) para as

unidades tematicas a serem desenvolvidas no Ensino Médio

Unidade tematica: Métrica: areas e volumes

Identificar e fazer uso de diferentes formas para realizar medidas e célculos;
Utilizar propriedades geométricas para medir, quantificar e fazer estimativas
de comprimentos, areas e volumes em situacdes reais relativas, por exemplo,
de recipientes, refrigeradores, veiculos de carga, moveis, cdmodos, espacos
publicos;

Efetuar medi¢bes, reconhecendo, em cada situacdo, a necessaria precisdo de

dados ou de resultados e estimando margens de erro.

Os PCNs orientam ainda que:
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e Os conhecimentos sobre perimetros, areas e volumes devem ser aplicados
na resolucao de situacdes-problema.

e A composicdo e a decomposicdo de figuras devem ser utilizadas para o
calculo de comprimentos, areas e volumes relacionados a figuras planas ou
espaciais. Assim, o0s problemas que envolvem figuras inscritas ou
circunscritas podem ser propostos aos alunos no sentido de aplicagcdo do que
aprenderam sobre as diversas medidas.

2.5. Algumas consideracfdes sobre o Processo de Ensino e Aprendizagem de

Célculo de Areas de Regides Planas

Nos ultimos anos, a importancia do calculo de areas para a formacdo do
aluno em nivel basico também vem sendo amplamente discutida na literatura como
resultado de pesquisas desenvolvidas diretamente no ambiente escolar (CARDOSO,
2019).

Em trabalho de pesquisa com seus alunos do Ensino Fundamental - Anos
Finais, Oliveira et al. (2020) trabalhou a determinag&o do custo para ladrilhar o piso
de uma sala, mediante o calculo de sua area equivalente. Nessa proposta, 0S
autores discutiram diversos temas com os estudantes, desde a historia, medidas de
comprimento, multiplos e submultiplos do metro, o conceito de unidade e sua
importancia, passando pelo conceito e operacdes com fragdes e niumeros decimais,
até a apresentacao de diferentes instrumentos de medi¢do (como a régua e a trena)
necessarios ao calculo das areas de salas e os respectivos custos de recobri-las

com ladrilhos.

Em outro trabalho realizado na Educacéao de Jovens e Adultos (EJA) — Ensino
Médio, Rocha e Silva (2020) mostraram que mesmo com dificuldades para se
calcular areas de figuras planas, os alunos foram capazes de compreender a
diferenca entre area e perimetro de uma figura geométrica plana. Para facilitar esse
entendimento, usou-se também o proprio espaco da sala de aula na qual os alunos
estudavam, associando o conteudo aprendido com o meio no qual estdo inseridos e

vivenciam.
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Os autores ainda destacam que como a pesquisa envolveu alunos mais
experientes (com relacdo a idade), eles puderam utilizar seus conhecimentos
prévios para associar diversos contextos do dia-a-dia com a Geometria, trazidos
pelo cotidiano na sua vivéncia, uma vez que muitos deles sao trabalhadores, alguns
comerciantes e até pedreiros, cujas profissbes estdo muito ligadas a conteddos
matematicos e geométricos, fazendo uso de conceitos geométricos, mesmo que

intuitivamente.

Outras pesquisas encontradas na literatura focam na aplicacdo do tema para
o célculo de areas de regides planas irregulares, utilizando diferentes instrumentos
que auxiliam nessa medicdo. Os autores justificam propostas didaticas nesse
sentido com o intuito de contextualizar os conteddos matematicos com situacdes do

cotidiano do aluno.

Apés os resultados das avaliacdes externas do estado do Parand, como
Sistema de Avaliacdo da Educacdo Basica, (SAEB), Sistema de Avaliacdo do
Estado do Parana (SAEP) e PROVA PARANA, Charnei (2019) mostra que a
situacdo revelada pelas avaliagbes € bastante preocupante nas disciplinas de
Matematica e Portugués. Em Matematica, um dos descritores especificos que tem
chamado a atencédo pelo baixissimo desempenho dos estudantes na prova Parana é
o Descritor 13 (resolucdo de problemas envolvendo o calculo de area de figuras
planas).

Esses resultados talvez sejam revelados devido a existéncia de um problema
gquanto ao ensino-aprendizagem trabalhado de forma tecnicista, mesmo
considerando que este topico de Matematica é tdo manuseavel e com muitas
aplicacdes praticas, como as descritas por Oliveira et al. (2020) e Rocha e Silva

(2020).

Para minimizar o problema, Charnei (2019) realizou um trabalho envolvendo o
conceito de area e perimetro de quadrilateros, utilizando ferramentas do software
GeoGebra disponiveis para fins didaticos em Geometria. Nesse sentido, o autor
(CHARNEI, 2019, p. 626) destaca que

O GeoGebra é um ambiente de geometria dindmica que integra

Geometria, Algebra e Estatistica. Com este programa, os alunos
podem explorar, testar, aplicar, apagar, fazer de novo, tentar e
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chegar as suas proprias conclusfes, sendo assim protagonistas
do aprendizado.

O trabalho foi realizado com duas turmas do Ensino Fundamental Anos
Finais, 8° e 9° anos, no laboratério de informatica da escola campo de pesquisa,
realizando atividades envolvendo area e perimetro de figuras planas, justificadas
pelo fato de uma boa parte dos alunos confundirem esses conceitos na Educacao
Basica (CHARNEI, 2019). Por meio da ferramenta “Poligono”, no software
GeoGebra, foi possivel construir os poligonos (regulares ou ndo) em destaque. Apos
a construcdo, os alunos foram convidados a determinar a area desses poligonos
construidos, usando a ferramenta “Area”. Ainda foi solicitado aos alunos que
movessem 0s vertices dos poligonos, mantendo a forma da figura e observassem o
que acontecia com a area das mesmas e discutissem com o0s colegas. Apos a
sequéncia, verificou-se que houve um grande avanco no resultado das questfes

envolvendo o calculo de areas.

De fato, é sabido que para que o aluno consiga obter habilidades necessarias
para formacé&o de competéncias na resolucéo de situacdes problema do dia a dia, a
Matemética apresenta-se de forma interdisciplinar e contextualizadade de temas das

mais diversas areas como, por exemplo, em Geografia.

Puhl e Dias (2017), com a contextualizacdo de conteudos, sugeriram acdes
pedagogicas para mensurar areas desmatadas em um determinado periodo de
tempo, na regido de Bom Principio/RS. As atividades propostas foram realizadas
com turmas do 9° ano do Ensino Fundamental e envolveram basicamente no¢des de
escala, de proporcao e calculo aproximado dessas areas a partir da soma de areas

de figuras planas regulares equivalentes.

Na atividade orientada por professores de Mateméatica e Ciéncias, usou-se 0
proprio espaco geografico no qual o estudante estava inserido para significar o
ensino de célculo de areas. Foi usado o software Google Earth como ferramenta
para a obtengcdo das imagens de satélite das regibes desmatadas (as quais se
desejava obter suas respectivas areas), bem como as escalas de medi¢des a serem
utilizadas como referéncia. Resumidamente, como descreveram Puhl e Dias (2017,

p. 4), o principal objetivo foi “relembrar ou construir 0os conceitos de escala,
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proporcao e de area, para fazer o calculo aproximado das areas em tamanho real”.
Como conclusdo do estudo, os autores verificaram que essa contextualizacdo do
conteudo, aliada a estratégia de resolucdo de problemas, influenciou de forma
positiva na interacdo e participacdo ativa do estudante na constru¢cdo do préprio
conhecimento (PUHL; DIAS, 2017, p. 1).

Outro destaque relativo a aplicagédo do calculo de areas, diz respeito a divisao
de areas de propriedades rurais. Esta acdo € bastante conhecida e usada desde a
antiguidade, por exemplo, com os povos Egipcios (PAUTZ, 2021). Nos dias atuais,
essa atividade ainda é requerida como parte do processo de delimitacdo de terras
rurais. Geralmente, utiliza-se o calculo da area de um poligono para modelar a area
da propriedade rural. Dessa forma, também ¢é possivel realizar o

georreferenciamento de imoveis rurais.
Costa (2018, p.1) descreve que

o georreferenciamento é uma ferramenta que permite determinar
a posicao exata de um imével e a sua area. Nesse mapeamento,
estdo disponiveis as coordenadas geogréaficas de posicdo de
todas as suas confrontagdes, permitindo ao proprietario saber
exatamente onde comecam e onde terminam as suas terras.

Dessa forma, o georreferenciamento de um imovel pode ser entendido como
uma ferramenta para a determinacdo da sua forma geométrica, suas dimensdes e

sua localizacgéo, através de métodos de levantamento topogréfico.

Na antiguidade para fazer a localizacdo de terras, os homens usavam varios
instrumentos como bussolas e mapas. Ao passar dos anos, novos instrumentos
foram criados pelo homem e substituiram os mais antigos, trazendo assim uma
melhor eficacia da modernidade. Nos dias atuais, o Georreferenciamento pode ser
feito por diferentes métodos, tais como: VANTs (Veiculo Aéreo Nao Tripulado), ou
seja, drones, e também GPS (Sistemas de Posicionamento Global), por meio de

imagens com satélite.

Outro exemplo, como cita Cordeiro Neto, (2019), em janeiro de 2019, mostra
gue ocorreu um desastre em Brumadinho, regido metropolitana de Belo Horizonte,
em Minas Gerais, devido ao rompimento de uma barragem de rejeitos de minério de
ferro de uma mineradora multinacional. A lama de rejeitos atingiu a area

administrativa da mineradora, bairros e comunidades préximas, pousadas, areas de
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cultivo, pastagens, além de estradas e vias rurais. (CORDEIRO NETO, 2019)
destaca que apds a tragédia, ambientalistas e autoridades tiveram que estimar a
area devastada. Por outro lado, a regido em evidéncia ndo é delimitada apenas por
segmentos de retas, formando areas de poligonos regulares ja conhecidos, tornando

assim, o calculo dessa estimativa nao tao facil.

Ainda segundo Neto (2019), questdes envolvendo estimativas da 4rea de uma
regido no plano qualquer também fazem parte do exame do PISA. Submetendo
esses problemas aos alunos da Educacdo Bésica, eles deverdo procurar
estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matematicos para chegar a uma
solucédo do calculo da area em destaque.

Toma-se como exemplo, o Georreferenciamento de Imdveis Rurais, regido
segundo Normas Técnicas do Georreferenciamento de Iméveis Rurais (NTGIR).

O calculo da éarea passou a ser realizado por intermédio das

coordenadas locais, localizado sobre um Sistema Geodésico

Local (SGL), as quais sado obtidas pelas coordenadas geogréficas

(latitude, longitude e altitude elipsoidal) ou cartesianas (X,Y,Z),

recorrendo a uma matriz de rotacdo ortogonal para realizacdo da
conversao. (PRINA et al., 2015, p.117).

Em questbes como essa, podemos observar que a Matemética esta presente
em outras areas do conhecimento, na resolu¢cdo de problemas em diferentes

situacoes.

Para outros autores (MAGNAGO; OLIVEIRA, 2015), é importante conhecer o
conceito de volume e de area superficial de um solido compreendendo seus
significados, pois, fazem parte das mais variadas atividades do ser humano. Em seu
trabalho, Magnago e Oliveira (2015) destacam que se agrava o interesse dos alunos
pelo estudo de Matematica, devido a falta de conexdo entre os conteudos
trabalhados em sala de aula e suas realidades, ocasionadas principalmente pelos
avangos tecnologicos na area de comunicagdo. Para sanar essa lacuna, entra em
foco um problema que envolve compreenséo e significados que fazem parte do

cotidiano das pessoas: calculo do volume e da area superficial de um reservatério de

1 O PISA ¢ o Programa Internacional de Avaliagdo de Alunos.
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agua. A proposta apresentada no trabalho foi de modelagem matematica, como
estratégia de ensino-aprendizagem, para resolver o problema de volume e de area.

Segundo Magnago e Oliveira (2015, p. 4) “Modelagem Matematica? é um processo

dinamico utilizado para a obtencao e validagdo de modelos matematicos”.

Por isso, se faz necessario a aproximacao entre esses conceitos e questdes

reais, como aponta Magnago e Oliveira (2015, p. 308):

Espera-se que o0s conceitos de volume e de area, abordados no
Ensino Médio, passem a compor um rol de conhecimentos que 0s
individuos disponham e usem de acordo com suas necessidades.

Ainda para Magnago e Oliveira (2015), a importancia do calculo de areas se
da, por exemplo, pela relacdo com a quantidade de material empregado a
construcdo de reservatérios/tanques e sua capacidade. A principal funcdo desses
reservatorios é acomodar um dado volume de matéria liquida ou sélida e seu custo é
um parametro levado em consideracao para sua aquisicdo. Nesse exemplo, tem-se
uma aplicabilidade significativa da Matematica muito significativa. Como 0s recursos
materiais e financeiros geralmente sdo limitados é possivel construir um tanque que
comporte um dado volume, utilizando a menor area de material possivel, sugerindo

economia na construgéo do aparato.

E, de fato, essas expectativas estdo de acordo com algumas competéncias e
habilidades especificas de Matematica da Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
do Ensino Médio (BRASIL, 2018, p. 527):

No que se refere a Grandezas e Medidas, os estudantes
constroem e ampliam a nocdo de medida, pelo estudo de
diferentes grandezas, e obtém expressdes para o célculo da

medida da area de superficies planas e da medida do volume de
alguns sélidos geométricos.

A BNCC (BRASIL, 2017, p. 527) ainda destaca a acao de

Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da area
de uma superficie (reconfiguracdes, aproximacao por cortes etc.)

2 A modelagem matematica € uma estratégia de ensino que relaciona situa¢ées do dia a dia do
estudante a conteddos matematicos.
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e deduzir expressdes de calculo para aplica-las em situacfes
reais (como o remanejamento e a distribuicdo de plantacfes, entre
outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Desde no Ensino Fundamental, os alunos aprendem a calcular areas de
figuras geométricas planas regulares a partir de formulas pré-determinadas descritas
nos livros didaticos e apresentadas pelo professor. Giovanni Junior e Castrucci
(2018), sugerem fazer uma retomada do calculo de &rea de algumas figuras
geomeétricas planas como retangulo e quadrado para dar inicio ao calculo de area de
outras figuras como paralelogramo, triangulo, retangulo, baseado na composicéo e
decomposicdo de poligonos conhecidos. “Sugere-se que, além da retomada das
férmulas, o conceito de area seja novamente discutido. Muitas vezes os alunos
confundem os conceitos de area e perimetro” (GIOVANNI JUNIOR; CASTRUCCI,
2018, p. 260).

No Ensino Médio, o conteudo calculo de medida de area é retomado no 1°
ano e o problema do célculo de areas continua em foco, com um grau de dificuldade
maior, pois ha insercao de outras formas geométricas regulares e da relacdo de area
com outros conteldos de matematica e com a aplicacdo na relacéo de problemas de
outras disciplinas.

As figuras geométricas estudadas no Ensino Fundamental e Médio,
geralmente sdo regulares, enquanto que em problemas reais, nem sempre
aparecerdo esses tipos de figuras. Para o célculo da area de regides planas
irregulares, onde nédo ha férmulas pré-estabelecidas, pode-se usar algumas técnicas

de calculo por aproximacao e até mesmo o calculo integral.

Em grande parte desses casos, ndo se realiza uma discussao prévia para
elucidar, por exemplo, que o calculo de areas de figura planas pode ser tomado
como referéncia a soma das areas de quadrados com 1 unidade de medida (u.m.)
de lado, equivalentes a area em estudo. Essa abordagem também ajudaria a

desmistificar aos alunos o significado da unidade de medida de area (u.m.?).

Conforme mensiona NOs (2018), o célculo de areas é uma das necessidades
das antigas civilizacbes. Os geometras antigos tentaram estudar a area de outras

figuras, por exemplo, a do circulo, relacionando-as com o quadrado, isso se devia,
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talvez, pelo fato do quadrado ser uma figura simples. Nesse sentido, empregou-se a

expressao quadratura, desse modo, de se determinar um quadrado com area igual a

area da figura estudada, ou seja, usar a equivalécia entre as areas.

Sobre a quadratura, a Base Nacional Comum Curricular - BNCC apresenta o

seguinte:

Assim, a Geometria ndo pode ficar reduzida a mera aplicacao de
formulas de calculo de area e de volume nem a aplicagbes
numéricas imediatas de teoremas sobre relacbes de
proporcionalidade em situacdes relativas a feixes de retas
paralelas cortadas por retas secantes ou do teorema de Pitagoras.
A equivaléncia de areas, por exemplo, ja praticada ha milhares de
anos pelos mesopotamios e gregos antigos sem utilizar formulas,
permite transformar qualquer regido poligonal plana em um
quadrado com mesma area (€ o que os gregos chamavam “fazer
a quadratura de uma figura®). Isso permite, inclusive, resolver
geometricamente problemas que podem ser traduzidos por uma
equacao do 2° grau. (BRASIL, 2018, pag. 272).

Esse recurso, conhecido como Equicomposicdo de poligonos, também é

enfatizado na BNCC:

Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem
apoio de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a
respeito dos tipos ou composi¢cdo de poligonos que podem ser
utilizados em ladrilhamento, generalizando padrdes observados.
(BNCC, 2018, pag. 541).

Esse tema tem sido explorado em testes oficiais como o Exame Nacional do

Ensino Médio - ENEM e Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas —
OBMEP (Nos, 2018), como visto nos exemplos. (Fig. 1) e (Fig. 2)

Figura 1. Questdo 21 do Enem — 2008
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[Gueso I3 -

O tangram é um jogo oriental antigo, uma espécie
de quebra-cabeca, constituido de sete pecas: 5 tridngulos
retangulos e isosceles, 1 paralelogramo e 1 quadrado.
Essas pecas s&o obtidas recortando-se um quadrado de
acordo com o esquema da figura 1. Utilizando-se todas as
sete pecas, & possivel representar uma grande diversidade
de formas, como as exemplificadas nas figuras 2 e 3.

o~ =
ol

Se o lado AB do hexagono mostrado na figura 2 mede
2cm, entdo a area da figura 3, que representa uma
“casinha”, é igual a

4 cm?.
8 cm®.
12 em”.
14 cm?.
16 cm?.

Peee9

Fonte: Enem (2008)

Figura 2. Questdo 24 do banco de questbes da OBMEP - 2016

Cortando a escada para formar um quadrado

A figura a seguir mostra uma “escadinha” formada por dois quadrados, um de lado 8cm e
um de lado 6¢m. A tarefa € cortar a figura em trés pedacos e reagrupd-los para formar um
quadrado sem buracos.

SBem

Gem

(a) Qual olado do quadrado que devera ser formado no final?
(b) Utilizando apenas um ldpis, uma régua de 20cm, com marcacoes de lem em lem, e

uma tesoura que corta apenas seguindo uma linha reta, mostre como realizar a tarefa
desejada.

Fonte: OBMEP (2016)



32

3 O CALCULO DE AREAS DE REGIOES PLANAS

3.1 Alguns aspectos sobre Integral Indefinida

O calculo de areas remete a época muito antiga. Boyer (2012). Segundo
historiadores, os primeiros célculos de areas foram realizados ha cerca de dois mil
anos antes de Cristo, no Egito. Os agricultores da época precisavam dividir as terras
gue ndo estavam inundadas pelas cheias do rio Nilo, e ainda faziam demarcacdes
de divisas para cada terreno, para isso utilizavam corda como instrumento de

medida.

Muitas civilizagbes primitivas como egipcias e mesopotanicas conheciam as
féormulas para a area de poligonos como quadrados, retadngulos e trapézios.
Contudo, os matematicos primitivos se deparavam com muitas dificuldades para
encontrar férmulas para a area de regiées com contornos curvilineos, das quais o

circulo é o exemplo mais simples, pois pode ser decomposto em poligonos

conhecidos.

O primeiro processo real no trato com o problema geral da area foi obtido pelo
matematico grego Arquimedes, Himonas (2005), que obteve areas de regibes
delimitadas por arcos de circulos, parabolas, esperais e varios outros tipos de
curvas, usando um procedimento que ficou denominado de método de exaustdo.
Esse método, quando aplicado ao circulo, consiste na insercdo de uma sucessao de
poligonos regulares no circulo, permitindo que o nimero de lados dos poligonos
cresca indefinidamente. A medida que cresce o nimero de lados, os poligonos
tendem a “exaurir” a regido do circulo e suas areas se aproximam cada vez mais da

area exata do circulo.

Matematicos como Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz desenvolveram
e aperfeicoaram técnicas associadas ao calculo de éareas através do calculo

diferencial e integral, como sera discutido a seguir. Boyer (2012)

Definicdo 1. uma funcdo F(x) definida no conjunto dos numeros Reais é

denominada de primitiva da fungédo f(x) (ou simplesmente uma primitiva de f(x)),
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se para todo x eI, F'(x) = f(x). Em outras palavras, F(x) é primitiva de f(x) se a
derivada de F(x) que denotamos por F’(x) (Ié-se, f linha de x) for igual a funcao f(x).
FLEMMING; GONCALVES (2006, p. 240).

Exemplo 1: F(x) =x3—3 é uma primitiva da funcdo f(x) = x?, pois F'(x) =

§.3x2 =x? = f(x).

3
Exemplo 2: As fungbes G(x) = % +4,H(x) = §x3 — 5 também s&o primitivas

da funcéo f(x) = x2, pois G'(x) = H'(x) = f(x).

Dessa forma, encontrar uma primitiva € calcular o processo inverso da
derivacdo, ou seja, encontrar uma antiderivada da funcdo dada. Note nos exemplos
1 e 2 que uma mesma funcéo f(x) admite mais de uma primitiva e a diferenca entre

duas primitivas é sempre uma constante.

Proposicédo 1. Seja F(x) uma primitiva da funcdo f(x). Entdo, se ¢ € uma
constante qualquer que pertence ao conjunto dos numeros Reais, a funcédo G(x) =
F(x) + ¢ é dita familia de primitivas da funcédo f(x). Assim, G'(x) = (F(x) +¢)' =
F'(x) + 0 = f(x) (FLEMMING; GONCALVES, 2006, p. 241). Dessa forma, conclui-se
que se F(x) é uma primitiva particular de f(x), entdo toda primitiva de f(x) é da

forma
G(x) =F(x)+c.

Com isso, o problema de se determinar primitivas de f(x) se resume a

determinar uma funcdo que pertenca a familia de funcbes G(x).

Definicdo 2. Seja G(x) = F(x) + ¢ a familia de primitivas da fungdo f(x). A

expressao G (x) € chamada de integral indefinida de f(x) e é denotada por:

[f(x)dx = F(x) +c.

Nessa notacdo, a funcdo f(x) € chamada de funcdo integranda ou,

simplesmente, integrando.

3.1.1 Propriedades da Integral Indefinida
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Sejam f,g:1 - R e c uma constante. Entao:
Proposicdo 2. [ kf(x) dx =k [ f(x) dx.

Prova. Seja F(x) uma primitiva de f(x). Entdo k F(x) € uma primitiva de
kf(x), pois (kF(x)) = kF'(x) = kf (x) (FLEMMING; GONCALVES, 2006, p. 242).

Dessa forma,
fkf(x)dx =kF(x)+c=kFx)+kc

= k[F(x) + ¢1] =k [ f(x)dx.

Proposicdo 3. [(f(x) + g(x)) dx = [f(x) dx + [ g(x) dx.

Prova. Sejam F(x) e G(x) funcdes primitivas de f(x) e g(x), respectivamente.
Entdo, F(x) + G(x) é uma primitiva da funcédo (f(x) + g(x)), pois [F(x) + G(x)]' =
F'(x)+G'(x) = f(x) + g(x) (FLEMMING; GONCALVES, 2006, p. 242).

Portanto,

[ (60 + gendx = [FG0 + 6601+ ¢

=[Fx)+Gx)]+ci+cy
=[F(x) + c1] + [G(x) + ;]
= [f()dx + [ g(x)dx

Essas duas ultimas proposi¢cdes sdo validas para um numero qualquer de

funcdes. Combinando-as, pode-se apresentar a proposicao a seguir.

Proposicao 4. Se fi(x), f2(x) - fn(x) SA0 fungOes reais definidas no mesmo

intervalo, entao
[leifi(x) + cofo(x) + -+ cpfu(X)]dx =

o [ fi()dx + ¢, [ f(0)dx + -+ cpfy(X)dx,
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onde ¢4, ¢, ..., ¢, SA0 constantes.

Fazendo a correspondéncia imediata da primitiva de uma funcéo f(x) com a
determinacdo de uma antiderivada dessa funcao, é possivel obter uma tabela de
integrais indefinidas imediatas de fungdes elementares.

QUADRO 3. Tabela de integrais indefinidas imediatas de fun¢des elementares.

Integral indefinida

fdx=x+c

dx
—=In|x|+ ¢
x

xa+1

[ x%dx = + ¢, (« é constante # —1)

a+1

ax
]axdx=—+c

lna
]exdx=ex+c
]senxdx= —cosx +c

jcosxdx=senx+c

jseczx dx = tgx +c

cosec’x dx = —cotgx +c

cosec x .cotg x dx = —cosec x + ¢

jsecxtgxdx=secx+c
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=arcsenx+c¢

=

dx
f1+x2=arctgx+c

Fonte: Flemming e Gongalves (2006, p. 243).

N&o se consegue falar em teoria do célculo de areas, se ndo falarmos de

integrais indedifnidas e seus desdobramentos.

3.2 Algumas Consideracdes Sobre o Calculo de Areas de Regifes Planas

As discussfes sobre o célculo de areas em regibes do plano € antigo e esta
presente em muitas aplicacdes importantes. Para medir a regido do plano ocupada
por uma figura, compara-se essa figura com a unidade de area. O resultado dessa
comparacao sera um numero, que devera exprimir quantas vezes a figura contém a
unidade de area. Convenciona-se tomar como unidade de area um quadrado cujo

lado mede uma unidade de comprimento.

Qualquer quadrado cujo lado meca 1 unidade terd, por definicdo, area igual a
1. Portanto, a area de uma regido plana qualquer, por definicdo, sera um multiplo da

area do quadrado de lado unitario, com A = 1.1 u. a2

Com base nessa definicdo, temos no retangulo, o caso mais simples de
calculo de areas uma vez que as medidas de seus lados (base e altura, lados
opostos paralelos) sdo multiplos das medidas dos lados do quadrado de area

unitaria.

Dessa forma, a area de uma regido retangular no plano € igual ao produto da
sua base pela sua altura. Uma vez conhecida essas definicdes, ndo é dificil
demonstrar as areas de outras regides planas cujos seus limites sao definidos por
linhas retas, como no caso de triangulos e paralelogramos. O problema se torna
mais complexo, porém, quando os limites da regido plana sao definidos, total ou

parcialmente, por linhas curvas quaisquer.
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Uma das primeiras solugbes conhecidas de um problema desse tipo foi a do
matematico grego Arquimedes, que calculou a area sob uma curva parabdlica.
HIMONAS; HOWARD (2005, p. 228). A curva que aparece na Fig. 3 € uma parte do
grafico da funcdo y = x? e o problema é calcular a area entre o gréfico e o eixo x,

para0 < x < 1.

Figura 3. Area sob a parabola y = x?, acima do eixo x, delimitada no intervalo 0 < x < 1..

y
A 2

- ! ' > X
114 1/2  3/4 1

Fonte: Arquivos do autor (2023).

Para calcular a area sob a parabola pelo método de Arquimedes, cobre-se a
regido sob o grafico com um conjunto de retangulos adjacentes, todos com a base
inferior no eixo x. A altura de cada retangulo € tomada como sendo o valor da
funcdo para um valor de x correspondente a um dos pontos da base do retangulo.
Em outras palavras, escolhe-se a altura de tal forma que o lado superior do
retangulo intercepte o grafico da funcéo. A Fig. 4(a) mostra a regido coberta por seis

retangulos.

O método de Arquimedes envolve duas ideias principais. A primeira € a de
gue é possivel calcular a area aproximada da regido abaixo da curva somando as
areas dos retangulos que a compdem. A segunda € a de que podemos tornar a

aproximacéo cada vez melhor usando uma grande quantidade de retangulos (com
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base cada vez menor); O erro para o valor exato da area se torna menor a medida

gue fazemos a quantidade de retangulos ser cada vez maior. Himonas (2005).

Figura 4. Area da regido coberta por 6 retangulos (a) e area coberta por varios retangulos

(b).

|l

Fonte: Arquivos do autor (2023).

=t > X

A\’
X

A Fig. 4b mostra a mesma regidao coberta por muitos retangulos finos. Como
se pode ver, estes retangulos representam melhor a regido que os da Fig. 4a. (A
ideia usada para retangulos é a mesma ideia para triangulos. O método funciona
para qualquer grafico do tipo y = f(x) com a < x < b, contanto que a fungéo seja

continua e y > 0 no intervalo considerado.

Como outro exemplo, pode-se citar a determinacdo da area do circulo. Para
definir sua area, consideremos um poligono regular inscrito de n lados, que

denotamos por B, (Fig. 5(a)).

Seja A, a area do poligono P,. Entdo A, =n.Ar, onde A; € a area do

triangulo de base [,, e altura h,, (Fig. 5(b)).



39

ln

Como A, = 'Zh" e o perimetro do poligono P, = nl,, vem
l,.hy, PB,.h,
A = =
n =T 2

Fazendo n crescer cada vez mais, isto €, n - +oo, 0 poligono P torna-se uma
aproximagdo do circulo. O perimetro de B, aproxima-se do comprimento do circulo

2nr e a altura h,, aproxima-se do raio r do circulo.

2nr.r

Logo, lim 4, = = nr?, que é a area do circulo.
n—-oo

Figura 5. Poligono regular inscrito (a) e tridngulo inscrito (b)

Iy
(@) (b)

Fonte: Flemming; Gongalves (2006 p. 256).

Para definir a area de uma figura plana qualquer, procede-se de forma
analoga. Aproxima-se a figura por poligonos cujas areas possam ser calculadas

pelos métodos da geometria elementar.
3.3 Soma de Riemann

Considere uma regido no plano xy cuja base é um intervalo [a, b] no eixo x
que € limitada na parte superior pelo grafico de uma fung¢éo continua y = f(x) tal

que y > 0 paraa < x < b. Uma regido como essa ¢€ ilustrada na Fig. 6.

Nesse sentido, Stewart (2006, p. 368) destaca que “para calcular uma area,

aproximamos a regido por retangulos e fazemos com que o numero de retangulos se
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torne cada vez maior. A area exata sera o limite das somas das areas dos

retangulos”

Figura 6. Area sob o gréfico da funcao f(x).

y y = £
A

Flalf x| f )

——>X
a x4 Xo X3 x,l_b
N, ot N, e’

Ax Ax

Fonte: Arquivos do autor (2023)

Encontrar a area de uma regido S que esta sob a curva y = f(x) de a até b,
significa que S, esté limitada pela grafico de uma fungéo continua f(x), f(x) =0, as

retas verticaisx = aex = b e 0 eixo x.Esse conceito sera discutido a diante.

Uma ideia para o célculo dessa area sera aproximar a regiao S por retangulos
e depois tomarmos o limite das areas desses retangulos a medida que aumentamos
0 numero de retangulos. O que se pensa intuitivamente como a area de S €
aproximada pela soma das areas desses retangulos. Esta soma é chamada soma
de Riemann da funcéo f(x). Para o calculo da area da regido sob o grafico de f(x)

para a < x < b, da Fig. 6, usando a soma de Riemann, serdo necessarios 3 passos.

1.° passo: Cobre-se a regido cuja area queremos calcular com n retangulos
adjacentes, onde n € um numero inteiro positivo. Para isso, dividimos o intervalo
[a,b] em n subintervalos de mesma largura. Esta largura é chamada de malha da

divisdo e representada pelo simbolo Ax. Temos:
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Em seguida, escolhe-se um ponto em cada um destes n subintervalos: um
ponto x; no primeiro subintervalo, um ponto x, no segundo subintervalo e assim por
diante, até um ponto x, no ultimo subintervalo. Em principio, pode-se escolher
qualquer ponto que pertenca ao subintervalo considerado, mas na pratica em geral

escolhe-se a extremidade esquerda, o ponto médio ou a extremidade direita.

Uma vez escolhido estes pontos, constru-se um retangulo para cada
subintervalo, como mostra a Fig. 6. Todos os retangulos tém bases de largura Ax. A
altura do primeiro retangulo é f(x;), a do segundo € f(x,) e assim por diante até o

altimo retangulo, cuja altura € f(x,).

2.° passo: Calcula-se a area total dos n retangulos construidos no 1.° passo,

da seguinte forma:
Area do primeiro retangulo = (altura). (base) = f(x;).Ax
Area do segundo retangulo = (altura). (base) = f(x,).Ax...
Area do enésimo retangulo = (altura). (base) = f(x,).Ax

Somando os n termos, obtermos a area total ocupada pelos retangulos. Esta
soma é conhecida como Soma de Riemann da funcdo f e representada pelo
simbolo S, (f):

Sa(f) = flx).Ax + f(xy).Ax + -+ f(x,). Ax.

3. passo: Calcula-se o limite de S,,(f) quando n — . E possivel demonstrar
que se a funcdo f é continua no intervalo [a, b], esse limite sempre existe. Na

verdade, lim S, (f) pode existir mesmo em alguns casos em que a fungcéo possui
n—oo

descontinuidades. Para resumir, temos o seguinte: a area sob o grafico de uma
funcéo f(x) pode ser aproximada com um grau arbitrario de precisédo por uma soma
de Riemann S, (f); para aumentar a precisao, basta aumentar o valor de n. Fazendo

n — oo, tem-se que a area sob o grafico de f(x) paraa <x < b = lim S,, (f). Esses
n—-oo
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conceitos sdo a base para o entendimento da integral definida, a qual ndo esta

restrita a funcdes ndo negativas.

3.4 A Integral Definida e o Teorema Fundamental do Calculo

Definicdo 3. A integral definida de uma funcéo f(x) de a a b é definida por:

f:f(x)dx = Tlli_r)?o[f(xl)'Ax + f(x;).Ax + -+ + f(x,,).Ax], contando que o limite

exista. Na notacao f:f(x)dx, 0S numeros a e b sdo chamados limites de integracéo

(a = limite inferior e b = limite superior). Sempre que se utiliza um intervalo [a, b],
supde a < b. Assim, em nossa definicdo ndo levamos em conta 0s casos em que 0
limite inferior e maior que o limite superior. (FLEMMING; GONCALVES, 2006, p.
265)

As propriedades basicas da integral definida entre outras, as duas primeiras
sdo semelhantes as regras da soma e da multiplicacdo por uma constante das

integrais indefinidas (Secéo 3.1.1).
Quando a funcéo f é continua e ndo negativa em [a, b], a definicdo da integral
definida coincide com a definicdo da area sob a curva y = f(x), de a até b. Portanto,

neste caso, a integral definida f;f(x)dx € a area da regido sob o gréfico de f, de a

até b.

O Teorema Fundamental do Calculo nos permite relacionar as operacdes de

derivacao e integracdo. Ele nos diz que, conhecendo uma primitiva de uma funcéo
continua f:[a,b] — R, podemos calcular sua integral definida f: f(t)dt. Com isso,

obtemos uma maneira rapida e simples de resolver inUmeros problemas praticos

que envolvem o célculo de integral definida.

Teorema. Se f é continua sobre [a,b] e se F € uma primitiva de f neste

intervalo, entdo f:f(t)dt =F(b) — F(a).

A prova deste teorema se encontra em Flemming e Gongalves (2006).
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Segundo Stewart (2006, p. 393),

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece uma conexao
entre os dois ramos do calculo: o célculo diferencial e o célculo
integral. O calculo deferencial surgiu do problema da tangente,
enquanto o célculo integral surgiu de um problema aparentemente
nao relacionado, o problema da area. O professor de Newton em
Cambridge, Isaac Barrow, descobriu que esses dois problemas
estdo de fato estreitamente relacionados. Ele percebeu que a
diferenciacéo e a integracdo sdo processos inversos. O Teorema
Fundamental do Calculo d& a precisa relagdo e usaram-na para
desenvolver o célculo como um método matematico sistemético.
Em particular, eles viram que o Teorema Fundamental os
capacitou a computar as areas e integrais muito mais facilmente,
sem que fosse necessario calcula-las como limites de somas.

Ainda segundo Stewart (2006, p. 393), como a e b sdo numeros fixados,

entdo a integral f:f(x)dx € um numero definido. Se f for uma fungéo positiva entao

f:f(x)dx pode ser interpretada como uma area sob o grafico de f de a até b.

Sterwart complementa o Teorema:

O Teorema estabelece que se conhecermos uma antiderivada F
de f, entdo poderemos calcular f; f(x)dx simplesmente
subtraindo os valores de F nos extremos do intervalo [a,b]. E
muito surpreendente que f; f(x)dx, definida por um procedimento

complicado envolvendo todos os valores de f(x) para a < x < b,
pode ser encontrado sabendo-se o0s valores F(x) em somente
dois pontos, a e b. (Stewart, 2006, p. 397)

3.5 Célculo de Areas Usando Integral Definida

O célculo de area de figuras planas pode ser feito por integracdo. Dada a
funcdo cujo grafico € representado pela curva y = f(x). Como calcular a area
limitada pela curva, o eixoxe asretasx = aex = b? (Fig. 7).

Divide-se igualmente o intervalo de a até b e construindo n retangulos com

. . s b—-a -

largura constante que vamos indica-la por Ax, onde Ax = —, ea altura sera
calculada em cada ponto da funcdo no lado esquerdo, como mostra a Fig. 8.

Note que, chamando



b =x, = x,_1 + Ax,

tem-se que a area aproximada sob a curva que representa a funcéo sera calculada
pela soma dos n retangulos construidos.

Figura 7. Curva definida pela fungéo y = f(x).

y

N

L — ¥y =/(x)

N

\'4
X

a b
Fonte: Arquivo do autor (2022)

Figura 8. Area coberta por varios retangulos

y
N
R ¥ =1=)
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N
[
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a b

Fonte: Arquivo do autor (2022).
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Entao, Area aprox.= f(xg)Ax + f(x)Ax + f(x)Ax + -+ f(x,_1)Ax.
Usando a notacdo de somatéria, tem-se que
Area aprox.= Y, f(x;_1)Ax.

Essa somatdria d4 a area aproximada sob a curva que representa uma

funcao para limite a esquerda.
Considere agora a funcéo cujo gréfico é representado pela curva y = f(x)

(Fig. 9).

Figura 9. Area abaixo da curva definida por n retangulos

y

N ¥ =f(x)
1 2 3 n
X
a b >
—
AXx

Fonte: Arquivo do autor (2022).

Considere que a area sob a curva limitada pelo eixo x e os pontos a e b pode

ser calculada pela sentenca.

n
Area = Z f(xi_1)Ax
i=1

b— p .
Onde Ax = Ta Esse € um exemplo da soma de Riemann. Nesse caso tem n

retangulos e quanto maior for o n melhor serq a aproximacdo com a area sob a

curva da funcdo. Entdo, a sua definicdo de uma integral que é a area existente
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abaixo da curva entre os pontos a e b consiste em fazer a soma de Riemann,
tomando o limite quando n tende ao infinito. De fato, quando n tende ao infinito,
teremos uma “porgéo” enorme de retédngulos e eles vao se tornando cada vez mais

aproximagOes melhores da area real e a area real abaixo da curva é definida como
b . . P
sendo fa F(x)dx = ,lllj{}oz?ﬂf(xi—l)Ax' onde dx é o Ax infinitamente pequeno.
Vejamos algumas situa¢gbes que comumente ocorrem.
Primeiro caso. Célculo da &rea da figura plana limitada pelo gréafico de f,

pelas retas x = a,x = b e o eixo dos x, onde f € continua e f(x) >0,V x € [a,b].
(Figura 10).

Figura 10. Area de uma regi&o plana S.

Ay

o=

Fonte: Arquivos do autor (2022).

Assim, a area ¢ dada por A = fff(x)dx.

Segundo caso. Célculo da area da figura plana limitada pelo grafio de f, pelas

retas x = a,x = b e 0 eixo dos x, onde f é continuae f(x) <0,Vx € [a,b]. (Figura

11). Neste caso, tomamos o mddulo da integral fff(x)dx, ou seja, A = |f:f(x)dx|.

Terceiro caso. Calculo da area da figura plana limitada pelos graficos de f e
g, pelas retas x =a e x = b, onde f e g sdo fungbes continuas em [a,b] e f(x) =
g(x),¥ x € [a,b]. Um caso particular onde f e g assumem valores ndo negativos

paratodo x € [a,b] (Figura 12).
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Figura 11. Area de uma regi&o plana A com f(x) < 0.

Yy
A

> X

Jx)

Fonte: Arquivos do autor (2023).

Figura 12. Area da figura plana limitada pelos gréaficos de f e g, pelas retas x =a e x = b.

1 Y, =/

a b
Fonte: Arquivos do autor (2023).

Entdo a area é calculada pela diferenca entre a area sob o grafico de f e a

area sob o grafico de g, ou ainda,
b b
A= f f(x)dx — f g(x) dx
a a

b
- [ (r@ - ge0) ax

Para o caso geral, obtemos o mesmo resultado. Basta imaginar o eixo dos

x deslocado de tal maneira que as fun¢des se tornem ndo-negativas, V x € [a, b].
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Exemplos didaticos da aplicacdo dessa equacgdo podem ser encontrados em
livros de Caélculo Diferencial e Integral de diversos autores (FLEMMING,;
GONCALVES, 2006 p. 272; LEITHOLD, 1994, p.355; Himonas; Howard, 2005, p.
247).

3.6 Célculo de Areas de Regides Poligonais Conhecidas

A nocdo de area de regides poligonais € introduzida na geometria através dos
seguintes axiomas:

(1) A toda regido poligonal corresponde um namero maior do que zero.
O numero a que se refere esse axioma € chamado de area da regido.

(i) Se uma regido poligonal € a unido de duas ou mais regides poligonais que
duas a duas ndo tenham pontos interiores em comum, entdo a sua area é
a soma das areas daquelas regides.

(i)  Regides triangulares limitadas por triangulos congruentes tém areas iguais
(BARBOSA, 1997).

A partir destes axiomas vamos determinar a area de algumas regides poligonais
simples.

3.6.1 Area de uma regido retangular

Observe que a area da regido em detaque na Fig. 13 é a area da regiao
limitada pelas retas x =a,x =b, y;, =cey, =d.

Assim,

X2

A= f (2 —y1) dx

b b
= Ja(d—c)dx=(d—c)x a

=(d-c).(b—a)
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Figura 13. Regido retangular no plano cartesiano.

-V
y, =d 7'y
Ay AREA
v
y1=¢
1 A 5
) Ax | X
X3 =a x;=Dh

Fonte: Arquivos do autor (2023).

Chamando (b — a) = Ax de base (B) e (d — ¢) = Ay de altura (h), temos que:
A = base x altura = B. h.

Em outras palavras, a area do retangulo é o produto das medidas da sua

base e de sua altura.

3.6.2 Area de uma regio triangular

Observe a regido triangular no plano destacada na Fig. 14. Note que essa
regido esta delimitada no plano pelas retas r,, € y=c. Por simplificacéo,
escolheu-se a base do tridangulo paralela ao eixo x no plano cartesiano (sistema de

referéncia adotado).
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Figura 14. Regio triangular referenciada no plano cartesiano.

T2

n

e N

a e

Fonte: Arquivo do autor (2022).

A é&rea do triangulo ABC pode ser dada pela soma das areas dos triangulos
ACD e BCD.

Antes de aplicar a integral definida para o célculo de areas, se faz necessario

a definicdo de equac0les das retas r; e r, que delimitam a area requerida.

Os pontos A(a,c) e C(e,d) € r,. Assim, a equacao da reta r;, pode ser dada

por:
_(d=-0)
_(d—c N [ (d——c)
y_(e—a)x ¢ a(e—a)
(d=c) ce—ad
Y E 0T o
Os pontos B(b,c) e C(e,d) € r,. Assim, a equacao da reta r, pode ser dada
por:
_d-9
(y_c) - (e—b)(x_b)
_ -9 (d=0o)
y = (e—b)x+c_b(e—b)

_(d—c) ce — bd
Y= -0 T e-n

Ty



Assim, vamos calcular a area (4,) do triangulo ACD, como mostra a Fig. 15
abaixo.

Figura 15. Area da regido triangular A;.

"

C
y=d
y=c A 4, A2
1 °
a e x

Fonte: Arquivos do autor (2023).

erd — ¢ ce —ad
A1=j[ x + —c]dx
a

e—a e—a

(d —¢) x? ce —ad e

A = (e—a)7+ ( e—a —c)xlla
(d—c)
2(e—a)

A1=

(e? —a?) + l(ce — a(ci)_—ac)(e — a)l (e—a)
_(d=c) (e?—a?)

Al_(e—a) 2

+ca — ad

_(d-c)(e—a)e+a)
Al_(e—a) > —a(d—rc)

(d—c)(e+a)_

ald—c) = (d—=c)(e—a).
2

2

Similarmente, calculamos a area (4,) do triangulo BCD, como mostra a Fig.
16.



Figura 16. Area da regi&o triangular A,
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y=c . A Ay Ay B
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Fonte: Arquivos do autor (2023).

bT(d - — bd
Az=f ( ) ce

) (e—b)x+(e—b)_cldx

_ (d=c)x*  [ce—bd b
42 = {(e—b)7+ (e—b)_c]x}|e

_(d=c) (b®*—e?) [ce—bd—c(e—Db)
L= Ty T 2 +[ (e — b) ]'(b_e)
_(d=c) (b—e)b+e) (ce—bd—ce+bc)
4= =50 > + - .(b—e)
4, = —(d—cz)(b+e) Cb(=d+0)
2 _—(b+e)(d—c)+2b(d—c)
2 2
4 - @=OCh—e+2b)
2
_(d=o-e)
Ay = >

52

Tem ainda que, a area (A) do triangulo ABC ¢€ igual a soma das areas dos

triangulos ACD e BCD, ou seja A = A; + A,.

Entao,
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d—c)(e—a) (@d—-c)(b—e)
2 + 2

(d-o)lle—a)+ (b—e)l
2

A= A+ A, =

A1+A2:

Chamando (d — ¢) de altura (h) e ((e — a) + (b — e) de base (B), temos que

B.h
A=—.
2

Isso significa dizer que a &rea de um tridngulo é dada pela metade do produto
do comprimento de um de seus lados (definido como base) pela altura relativa a
essa base. Essa demonstracdo pode ser verificada para os outros lados do triangulo

como base, de forma anéloga.

3.6.3 Area de um trapézio

Para o célculo da area do trapézio, por simplificacédo, considere que as bases
maior e menor estejam paralelas ao eixo x no plano cartesiano (Fig.17). Considere
também que essa area pode ser dividida nas areas A, A, e A; (Area total = A, +
A, + A3).

Figura 17. Area da regi&o trapezoidal.

T2 L5
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Fonte: Arquivos do autor (2023).

Sabendo-se que essas subareas sdo representadas por retangulos e
triangulos, aplica-se os resultados obtidos anteriormente para se calcular a area do

trapézio ABCD:

(e—a).(d—0)
2

A= (f—e)(d-0)

CENCED
2

Assim,

(e—a).d—c)+b—-f).(d=c)+2(b—-f).(d—c)
2

A: A1+A2+A3:

_@-9lle-a+F-e)+b -+ ~e)l
2

A

_[@d=9lb—a) +(f —e)]

A
2

Sabendo que (b — a) é a medida da base maior (B); (f —e) é a medida da

base menor (b) do trapézio; e (d — c¢) é a altura (h) desse trapézio, entao:

B+b).h
A=%

Mostra-se assim, que a area do trapézio € a metade do produto do
comprimento de sua altura pela soma dos comprimentos das bases paralelas que o

delimitam.

A area de outras regifes planas conhecidas como as de losangos e de outros
poligonos regulares tais como pentagonos, hexagonos, etc, podem ser calculadas
usando-se somas de areas de triangulos, retadngulos e/ou trapézios. Essa ideia é
também a base para o calculo de areas de regides planas irregulares (sem um

formato usual) usando técnicas de integracdo numeérica.
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3.7 Conceitos Basicos de Integracdo Numérica para o Calculo de Areas

O conceito de integral esta ligado ao problema de determinar a area de uma
figura plana qualquer. A area de uma figura plana qualquer pode ser aproximada a
soma de areas de poligonos cujas areas podem ser calculadas pelos métodos de
Geometria Elementar (HIMONAS, 2005).

A operacgdo analitica da integral definida, a partir Teorema Fundamental do
Célculo, exige inicialmente que se conheca a expressdo matematica da funcéo f(x)
gue representa o integrando e que f(x) tenha uma primitiva possivel. Em muitas

aplicacOes praticas, existem dois obstaculos para esta linha de acao.

Em primeiro lugar, a funcdo pode ser conhecida indiretamente apenas atraves
de uma tabela de dados, ou seja, por seus valores discretos (numero limitado de
pontos), e ndo por uma expressdo mateméatica que defina um caminho continuo no
intervalo estudado. Em segundo lugar, mesmo que a expressdo matematica da
funcdo seja conhecida, nem sempre é possivel determinar uma primitiva para essa

funcéo.

Nesses casos, a integral definida (e, consequentemente, a area de uma
regido plana relacionada) pode ser calculada de forma aproximada, usando alguns
métodos numéricos de integracdo jA bem conhecidos na literatura, tais como a

Regra do Ponto Médio e a Regra dos Trapézios.

3.7.1 Regra do Ponto Médio

Seja a funcgéo cujo gréafico é representado pela curva y = f(x) e considere o

intervalo [a, b] abaixo dessa curva (Fig. 18).

Note que a area da regido plana sob a curva f(x) e o eixo x em [a, b] pode ser
aproximada pela soma de areas de retangulos que contemplem essa regido, no

intervalo dado.
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Figura 18. Area da regi&o sob a curva f(x) no intervalo [a, b] aproximada pela soma de area
de retangulos, nesse intervalo.

¥y =/(x)
27] BRI /,/
F/CV] IR ]
f (3!'2) ---------- // L ]
f (x)fp == ===~ ,./ ' : '
e > X
a b

Fonte: Arquivos do autor (2023)

Para executar essa acdo, deve-se seguir 0s seguintes passos:

1.° passo — escolher um numero inteiro positivo n e dividir o intervalo [a, b] em
n subintervalos iguais de largura Ax = bn;a. Como exemplo, cita-se n=4.

2.° passo — chamar de xi o ponto médio do i-ésimo subintervalo. Nesse caso,
0s pontos medios serdo dados por x;, x, X3 € Xy.

3.9 passo — Calcular as alturas dos retangulos como as imagens dos pontos
médios de cada subintervalo (f(x,),f(x;), f(x3)e f(x,).) que define as bases
desses retangulos,

4.° passo — Usar a aproximacao

b
[ Fedx = axe) + dur )+ AxfGe) + Axfa)

Ou ainda,

b
[ reodx = axifee) + £+ £O) + ]

a
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Generalizando a regra, para n retangulos, vem

b
[ Fedx = axtrCe) + £ + -+ fGxo)

a

Exemplo

Use retangulos para aproximar a area da regido limitada pelo grafico de f(x) =

—x%+ 5, peloeixoxepelasretasx = 0ex = 2.

Figura 19. Area sob a curvay = —x? + 5 no intervalo [0,2]

2+ LN

02 06 1 14 18 2

> X

Fonte: Arquivo do autor (2022).

Fazendo n =5, ou seja, dividindo o intervalo em 5 retangulos e determinando

o valor de cada subintervalo, vem

Os pontos médios dos subintervalos serdo 0,2; 0,6; 1,0; 1,4 e 1,8. (Fig. 19)

As imagens desses pontos médios calculadas na funcéo serédo f(0,2) =
4,96; £(0,6) = 4,64; f(1,0) = 4; f(1,4) = 3,04¢e f(1,8) = 1,76.
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2
f (=x? + 5)dx ~ 0,4[£(0.2) + F(0,6) + F(1,0) + £(1,4) + F(1,8)

~ 0,4[4,96 + 4,64 + 4 + 3,04 + 1,76]
~ 0,4.18,4 = 7,36
2_

Agora, tome n = 8. Nesse caso, Ax = TO = 0,25.

Determinando os pontos médios dos subintervalos com suas respetivas
imagens, tem-se:

£(0,125) = 4,984; £(0,375) = 4,859; £(0,625) = 4,609; f(0,875) =

4,234; £(1,125) = 3,734; £(0,375) = 3,109; f(1,625) = 2,359 e f(1,875) =
1,484.

Entao,

j (—=x2 4 5)dx ~ 0,25[ £(0,125) + £(0,375) + - + f(1,875)
0

~ 0,254,984 + 4,859 + 4,609 + 4,234 + 3,734 + 3,109 + 2,359 + 1,484]
~ 0,25.29,375 = 7,344

Para a regiao do exemplo, pode-se determinar a area exata com uma integral
definida.

] 2 3 5
Area = f (—=x?>+5)dx = | — + 5x |
0 3 0

- _23+52 _03+50 _ 8 0= _ 7333
3 ' 3 B 37

Comparando os resultados com a regra numérica e por integral definida,

percebe-se que o0s erros estardao cada vez menores (erro tende a zero) a medida
que 0 n aumenta.

3.7.2 Regra do Trapézio
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A area limitada pela curva y = f(x) (Fig. 20) e o eixo Ox € dada pela
f:f(x)dx == f;ol P(x) dx.

Figura 20. Area limitada pela curvay = f(x),0eixoxeasretasx = aex = b

Y

Yo

Fonte: Arquivo do autor (2022)

A é&rea do trapézio é dada por A; = (B + b).% =y + yo).g, onde h = x; —

Xo-

Exemplo 1. Calcule a area da regido limitada pela curva y = x—13 e 0 eixo dos X
no intervalo de 1 a 3 (Fig. 21).

, -1

L 1
A primitiva de — € —,

-1 -1
o7 0 = 04444 .

entdo, pelo Teorema Fundamental do Calculo, vem

31
que [ dx =

Calculando a area de forma aproximada, pela regra dos trapézios, com n = 2,
n=4n=6¢en =8, e tabelando tem-se 0s seguintes resultados das areas

encontradas e dos respectivos volores dos erros em percentagem. (QUADRO 4).
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Figura 21. Area da regido limita pela curva y = 1/x® no intervalo [1, 3]

y
A

2,
1,5

0,5+

Nt
w

Fonte: Arquivo do autor (2022)

B

QUADRQO 4. Valores das areas e dos erros das areas sob a curva 1/x2

N° subintervalos Valor da area Erro(%)
2 0,6435 44,80
4 0,5019 12,94
6 0,4710 5,98
8 0,4595 3,39

Fonte: Arquivo do autor (2023)

Através do QUADRO 4, nota-se que o erro diminui consiravelmente a medida

gue o numero de subintervalos aumenta.

A seguir, o detalhamento da férmula para o calculo da area sob a curva f(x)

pela regra dos trapézios, para n =5 e no exemplo 2, o célculo da area pela regra

dos trapézios para n = 4.
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Entdo, dividindo o intervalo [a,b] em n = 5 subintervalos iguais (Fig. 22),

pode-se aplicar a regra repetidamente em cada um desses subintervalos.

Figura 22. Area da regio definida por 5 trapézios.

y

N

Fonte: Arquivo do autor (2022).

Sendo h fixo & subintervalos iguais. Entéo,

h h h h h
Ar = (Yo + 3’1)-5 + (y, + yZ)'E + (2 + 3’3)-5 + (s + 3’4)-5"' (ys + 3’5)-5

Organizando a expressao, temos Ay =

h
;-[3’0 +2(y1 +y2 +y3 +ya) + ysl

. . h
Ou ainda, generalizando, A; = 5

Ao +2 X1 yi+wnl.

Exemplo 2. Encontre a area limitada pela curva y =§ e 0 eixo dos X no
intervalo de 1 a 3 (Fig.23). Pelo Teorema Fundamental do Célculo, a area exata é

[32dx = In(3) - In(1) = 1,0986.

. b— 3-1
Para n = 4 subintervalos, vem que h = —== =—==0,5

Figura 23. Area limitada pela curva y+1/x em [1,3].
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Fonte: Arquivo do autor (2022)

S =

N| s

3
yo+22yi+yn

=1

0,5
S = - [1+2(0,6666 + 0,5+ 0,4) + 0,3333]

S =1,1166.

O valor calculado retorna uma diferenca de 0,018 para o valor exato da area,
0 que equivale a 1,64% de erro na medi¢do. Para diminuir consideravelmente esse

erro, basta dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos, com um n bem maior.

De um modo geral, a Regra dos Trapézios se define calculando a soma das
areas dos trapézios definidos (Fig. 24) em cada subintervalo, sob a curva f(x), no

intervalo [a, b] de interesse.
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Figura 24. Generalizacdo da Regra dos Trapézios.

X —Y=f(x)
Ax=(b-a)n
S o)
f(x4) S0 s)
A=) . J)
Xo=Q X; X5 x~1 x.=b > X

Fonte: Arquivo do autor (2022).

b
[ 760 dx = 1)+ 27C) + 2 ) -+ 2f G) + £ 11
E importante destacar que a analise numérica do célculo de areas envolve
outros conceitos importantes como, por exemplo, a estimagao do erro de medicao,
gue nao serao tratados aqui em detalhes pelo fato de usarmos apenas as ideias de
soma de areas de poligonos conhecidos para dar uma estimativa do calculo da area
de uma regido plana de interesse, para fins didaticos em sala de aula, no Ensino

Bésico.
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4. PRODUTO EDUCACIONAL: SEQUENCIA DIDATICA: CALCULO DE AREAS
DE REGIOES PLANAS IRREGULARES

4.1 Apresentacao

O presente documento descreve uma proposta de atividades destinada a
professores de Matematica do segundo ano do Ensino Médio. Tem a intencdo de
formecer um material de apoio ao professor para diversificacdo de suas aulas,
proponto uma atividade experimental com o célculo de areas de regibes planas
irregulares através dos meétodos numeéricos, regra do ponto médio e regra dos

trapézios.

Como professor da rede publida, da educacdo basica ha varios anos, venho
percebendo o desinteresse de grande parte dos alunos nos contetdos de
matematica. Muitos, inclusive, mostrando certo medo a cerca da disciplina de
matematica, pois associam essa disciplina com outras afins, ministradas por
professores anteriores que muitas vezes ndo eram da area e mesmo assim as
lecionavam ou que, mesmo sendo, apresentavam aulas muito tradicionais e nao
despertavam interesse algum nesse tipo de aula. Entdo me perguntava: Porque a
Matematica causa tanto desinteresse em alguns alunos se ela tem tantas
alternativas? Percebi entdo que o desinteresse desses alunos pode estar
relacionado com as aulas tradicionais, com o uso apenas do quadro (lousa) e do giz
(pincel) onde o aluno € um mero expectador do professor. Existem muitos meios
para atrair a atencao do aluno, para praticar uma aula diferente. O tema abordado
nesse trabalho foi o célculo de areas de regibes planas irregulares, muito pouco
trabalhado em sala de aula. Esse tema foi escolhido devido ao grande numero de
conceitos que envolvem o conteudo e pelo fato de que os livros didaticos na sua
maioria, ndo trazem o contetdo de forma explicita. Os livros didaticos trazem
apenas calculo de areas de figuras regulares onde ha uma formula pré-determinada
para o céalculo. Além disso, a abordagem da proposta encontra-se de acordo com a
Base Nacional Comum Curricular — BNCC, para o ensino da Matemética do Ensino

Médio como mostra o (Quadro 2).



65

A motivacgdo pela escolha da turma do segundo ano do Ensino Médio se deu
pelo fato de que os alunos ja estudaram o contetudo abordado, calculo de areas de
figuras planas (Quadro 1), o que facilitara a compreenséo para o calculo de areas

de regibes planas irregulares.

O objetivo da proposta € calcular area de regifes planas irregulares reais do
municipio de Belém do Sao Francisco — PE (e/ou de outras regides). Para tal, os
alunos irdo utilizar instrumentos de desenho, como régua e/ou esquadro, podem
usar também a calculadora, e ainda uma planilha eletrénica como o Microsoft Excel

para a organizacao dos calculos.

Aproveitando o conhecimento adquirido nas séries anteriores, espera-se que
os alunos nédo tenham grandes dificuldades para realizar a tarefa proposta. A tarefa
sera calcular a area de regides planas irregulares utilizando métodos numéricos,

como a regra do ponto médio e a regra dos trapézios.

A seguir, tem-se a proposta do produto educacional; nela, consta o
cronograma das atividades desenvolvidas no decorrer dos trés encontros propostos,

bem como a estruturacdo de cada um deles.

4.2 Sequéncia de Atividades

Este produto educacional se constitui em uma sequéncia de atividades
direcionada a professores da disciplina de Matematica do segundo ano do Ensino
Médio, com o intuito de mobilizar o conhecimento de calculo de areas de regides
planas irregulares. Para alcancar esse propdsito, segue algumas atividades,
utilizando situagbes concretos do municipio de Belém do S&o Francisco — PE e
outras localidades. Uma sintese das informacg0es gerais da proposta é apresentada

no Quadro 5.
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QUADRO 5. Informacgdes gerais sobre o tema da sequéncia didatica.

Célculo de éareas de figuras planas irregulares

Tematica Calculo de areas

Pudblico-alvo Estudantes do 2° ano do Ensino Médio
Duracéao 3 momentos de 50 minutos cada
Objetivo Calcular a area de regides planas irregulares

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a
. obtencdo da medida da area de uma superficie
Habilidade da BNCC (reconfiguracdes, aproximacdo por cortes, etc.) e
deduzir expressfes de calculo para aplica-las em
situacbes reais (como O remanejamento e a
distribuicdo de plantacdes, entre outros), com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

Fonte: Arquivos do autor (2023).

A sequéncia de atividades é composta por 3 momentos com 50 minutos de
duracdo cada um. O Quadro 6 dispdée um resumo das atividades a serem

executadas nos 3 encontros.

QUADRO 6. Sintese de aplicacdo da sequéncia de atividades

Momento Sintese das acdes

Parte 1 - Apresentacdo da proposta e motivacao
1° Parte 2 — Apresentacao dos métodos

Parte 3 — Revisao e separacao dos pequenos grupos de alunos
para realizacdo das atividades propostas.

20 Resolucdo de atividades relacionadas ao calculo de areas
aproximadas de regifes planas irregulares pelo método do ponto
médio e pelo método do trapézio.

3° Socializacao (Avaliacao).

Fonte: Arquivos do autor (2023).
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A seguir, serdo dados os detalhes de cada um dos encontros, inclusive com
orientacdes ao professor que queira aplicar ou adaptar essa sequéncia com suas

turmas.

| Momento

Apresentacdo da proposta e motivacao

A proposta € uma atividade experimental, que propde calcular areas de
regides planas irregulares localizadas ou ndo no municipio de Belém do Sé&o
Francisco — PE, utilizando conhecimentos adquiridos pelos alunos, utilizando os

métodos numéricos como a regra do ponto médio e regra do trapézio.

A apresentacdo pode ser realizada em sala de aula, com o auxilio de projetor
multimidia e lousa. Sugere-se que nessa parte do Encontro 1, o professor/mediador
possa fazer uma revisdo de conceitos e de formulas relativas ao calculo de areas de

regides planas conhecidas. Como por exemplo:
CALCULO DA AREA DE ALGUMAS FIGURAS PLANAS

Figura 25. Formulas da area de algumas figuras geométricas planas

Retingulo Quadrado Tridngulo qualquer Tridngulo retingulo

h L

cateto

S=b.h b - cateto

g= b-h - produtodas medidasdos catetos
o 2

Triingulo eqiiilitero Paralelogramo Trapézio Poligono regular

b .
/N D
h

b
! S=b-h

B

_(B+b)-h

S
2

apotema

§ = semiperimetro - medida do apétema

Fonte: https://alexfisica.files.wordpress.com/2011/12/geometria-area.pdf
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Em seguida, é indicado que alguns problemas usuais/conhecidos (aplicados
ou ndo) sejam solucionados analiticamente na lousa, com a participacdo dos alunos.
Na sequéncia, sugere-se que o professor apresente aos alunos algumas regides
planas irregulares reais (de preferéncia, locais). E preferivel que essas regides
sejam de interesse para a discussdao de outros aspectos. Por exemplo, o
conhecimento da &rea de um municipio é importante para que se possa determinar a
densidade demogréafica do local (n° de habitantes/area do municipio); a
determinacdo da area da secdo de um rio, em determinado local que se deseja
construir uma ponte, é necesséaria para que se possa calcular a vazdo de agua
naquele local e, assim, projetar uma estrutura que suporte aqueles esforcos relativos

a dindmica da agua.

Apos a motivacao inicial, pode-se perguntar aos alunos como eles poderiam
solucionar esses problemas de areas (que sdo necessarios a solucao de problemas
reais) se elas ndo representam uma regido regular com area calculada pelas
férmulas aprendidas anteriormente na escola? Sera que 0s conhecimentos
adquiridos sobre o tema néo servirdo para solucionar problemas na pratica? O

estudo de areas de regides planas visto na escola nao é significativo?

O professor deve enfatizar aos alunos que, na pratica, existem casos como 0s
gue foram apresentados, em que ndo ha uma lei de formacdo especifica para o
calculo da area e, assim, estimula-los a propor solu¢des para esses problemas.
Apds ouvir e discutir possiveis sugestbes, o mediador deve continuar a
apresentacdo informando que existem outros métodos para o calculo da area
dessas regides irregulares, de facil entendimento e que sdo baseados nas formulas

conhecidas.
Apresentacdo dos métodos

A regra do ponto médio, vai requerer do aluno apenas o conhecimento do
calculo da area do retangulo, que € o produto da sua base pela sua altura (figura
26).
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Figura 26. Area definida por retangulos

N
/
Za N
1 : \ ¥ =f(x)
! I N~
1 | I T
I | ! |
1 I I I
I | | |
1 | I I
1 | I I
I I I I
! ] 1 > X
ol Xy 02 X, 03 X; 4 X, rd

Fonte: Arquivos do autor (2022).

Para a regra do ponto médio, o célculo da area aproximada de uma regiao

plana irregular pode ser estimada pela soma das areas de retangulos que a

compdem, como ilustrado (fig. 27(b)) a seqguir. Para tal, nesse exemplo, segue o

passo a passo (Quadro 7).

QUADRO 7. Passo a passo para a regra do ponto médio

divide-se o intervalo de xo até x4 em 4 partes iguais, xyX;, X1X, , X;X3 €

19) X3x, (subintervalos), determinando o valor de cada subintervalo;
20) toma o ponto médio de cada subintervalo, c1, c2, cse Ca;
dada a funcdo f(x), estime os valores de f(ci), f(c2), f(c3) e f(ca) (as
(0]
3) imagens dos pontos médio de casa subintervalo);
demarca sobre a figura os 4 retadngulos possiveis que podem ser
49) formados, com bases Xx,x;, xX1X; , X;X3 € X3x, € alturas f(c1), f(c2), f(cs) e

f(ca);

50)

calcula de forma aproximada a area irregular no plano delimitado por f(x)
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e Xo a X4 através da soma das areas dos 4 retangulos formados.

Fonte: Arquivos do autor (2023).

Figura 27. Area sob a curva f(x) (a) e area formada por 4 retangulos (b)

y y
N N
I\
y =fx) /i : \. ¥ =f(x)
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i 1
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| I | I
. 1
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Fonte: Arquivo do autor (2023)

A area da regido plana destacada cinza pode ser estimada pela soma das

areas dos quatro retangulos que comp&em aproximadamente esta area.
Para a regra do trapézio

Segue 0 passo a passo para a utilizacdo da regra dos trapézios (Quadro 8)

QUADRO 8. Passo a passo para a regra dos trapézios

1°) divide-se o intervalo de a até b em n partes iguais, (subintervalos),

determinando o valor de cada subintervalo, denominando de Ax (Fig. 28);

2°) toma-se os pontos das extremidades de cada subintervalo, xg, x4, ... X;,;

dada a funcao f(x), estime os valores de f(x,), f(x;),... f(x,) (as imagens dos

pontos das extremidades de casa subintervalo);




71

39 demarca-se sobre a figura trapézios possiveis que podem ser formados,
com bases f(xg), f(x1),...f(x,) e alturas Ax. Por exemplo, 0 primeiro
trapézio que vocé deve demarcar na figura é o trapézio com bases f(x,) e
f(x,) e altura Ax e assim por diante para os demais trapézios;

4°) calcula-se de forma aproximada a éarea irregular no plano delimitado por

f(xX) e no intervalo de [a, b] através da soma das areas desses trapézios

formados.

Fonte: Arquivo do autor (2023)

Figura 28. Area formadas por trapézios

> <

)
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Fonte: Arquivo do autor (2023)

para a aplicacdo da teoria apresentada.

> X

A seguir, um exemplo de aplicacdo dos metodos que o professor pode propor
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Exemplo 1

Este primeiro exemplo mostra 0 passo a passo para estimar a area da regido
delimitada por f(x) e o segmento cC’, ilustrada na figura 29, utilizando a regra do

ponto médio (Apéndice A) e pela regra do trapézio (Apéndice B).

Figura 29. llustracdo da area da regi&o plana entre f(x) e o segmento CC’

o / J=)
10
0 E—

C 210 _'c ’

Fonte: Arquivo do autor (2023)

Parte 3 — Revisdo e separacéo dos pequenos grupos

No primeiro encontro, € necessario retomar o que os estudantes conhecem
sobre o calculo de areas de figuras geométricas planas, mesmo eles tendo estudado
o conteudo em anos anteriores. Para a formacao dos grupos (de cinco integrantes)
sera previamente formado conforme orientacdo do professor, que conhece bem a
turma. Pode-se ainda, como sugestao, unir em um mesmo grupo, integrantes que
sejam oriundos da zonal rural e em outro mesmo grupo integrantes oriundos da zona
urbana, ja que as situacdes problemas apresentadas serdo voltadas para zona rural

e urbana. Caso nao exista essa distincéo, sugiro sorteio simples.
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I Momento

Neste encontro sera apresentada as atividades para 0s grupos como
sugestéo para o professor trabalhar em sala de aula, com algumas orientacdes para
a realizagcao das atividades propostas.

Para cada atividade sugerida a seguir, o professor deve mostrar que deve ser
colocado, na melhor posicédo possivel, um referencial para que o aluno tenha uma

nocao de referéncias de medic¢des, tanto no eixo x quanto no eixo y.

Durante este periodo, o professor marcard encontros na escola para

orientagcdo com os alunos para tirar dividas.

Outra informagédo importante que o professor deve passar para os alunos é a
questdo de escala. Como por exemplo, na figura (APENDICE F) da llha, a escala é
de 1:200 (1cm no papel corresponde a 200m). O aluno devera fazer a conversao
das medidas para encontrar o valor da area real. Para isso, podera fazer pela regra

de trés simples:

Tamanho no desenho (cm) Tamanho real (m)
1 e 200
n X

0 que implica em x = 200.n, ou seja, se por exemplo, uma medida no desenho for de

2 cm, implica que no real sua medida sera de x = 200.2 = 400m.

Em todas as situacdes serd necessério utilizar esse procedimento para

encontrar o tamanho real da area de cada regiao.

O professor pode confeccionar uma tabela para o aluno (ou grupo) usar nos
experimentos para preencher e ficar mais organizada a evolugdo dos calculos, como
nos APENDICES G e H.

A seguir, seguem sugestdes de atividades experimentais que podem ser

apresentadas aos alunos para se trabalhar o tema de célculo de areas irregulares.
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Atividade 1

Belém do S&o Francisco € um municipio brasileiro do estado de Pernambuco.
Ficou nacionalmente conhecida em 2004 por ser a terra da personagem Maria do
Carmo, vivida por Susana Vieira na novela Senhora do Destino. Com uma area de
aproximadamente 1.831 km2 e 119 anos de histéria conta com uma populacédo de
aproximadamente 18.321 habitantes e é reconhecida como a terra dos primeiros

bonecos gigantes, Zé Pereira e Vitalina.

Calcular a é&rea aproximada do municipio de Belém do S&o Francisco

seguindo as orienta¢des (Quadro 9).

Quadro 9. Orientagfes para 0s grupos a cerca da atividade 1

Calcular a éarea aproximada do municipio de Belém do Sé&o
Grupo 1 Francisco (atividade 1), utilizando a regra do ponto médio,

subdividindo em 5 subintervalos.

Calcular a &rea aproximada do municipio de Belém do Sao
Grupo 2 Francisco (atividade 1), utilizando a regra do ponto médio,

subdividindo em 14 subintervalos.

Calcular a é&rea aproximada do municipio de Belém do Sé&o
Grupo 3 Francisco (atividade 1), utilizando a regra do ponto médio,

subdividindo em 28 subintervalos.

Fonte: Arquivo do autor (2023)

Lembrando que para o célculo da medida de cada subintervalo deve-se usar
. , . b—
a seguinte formula: Chamando esse subintervalo de Ax, segue que Ax = Ta onde a

e b sdo os extremos do intervalo e n o nimero de subintervalos.

Como exemplo de aplicacdo dos métodos acima mencionados, aplicando os
dois métodos, regra do ponto médio e a regras dos trapézios, calcular a area

aproximada do municipio de Belém do S&o Francisco.

Utilizando a regra dos trapézios. Segue 0 passo a passo (Quadro 10)
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Quadro 10. Passo a passo para a regra dos trapézios

1° passo Definir onde e tragar os eixos perpendiculares x e y;
Observar que a escala € de 1cm:5 km (Fig.28), ou seja, 1cm no
desenho equivale a 5 km no tamanho real;
2° passo
Definir o tamanho do suintevalo, no nosso caso, dividir em 28
3° passo subintervalos. Como o intervalo é de 14 cm, entdo cada
subintervalo tera 0,5 cm;
Tracar as alturas (segmentos que vao do eixo x até a extremidade
4° passo do mapa), na parte acima do eixo e e na parte abaixo do eixo x;
Demarcar sobre a figura os 28 trapézios acima do eixo x e 0s 27
5° passo - . .
P trapézios abaixo do eixo x;
Calcular de forma aproximada a area do municipio de Belém do
(o} ~ . o
6° passo S&o Francisco, pela soma dos trapézios formados.

Fonte: Arquivo do autor (2023)

Na figura 30, observa-se que nos trapézios formados a altura € a mesma

para todos, 0,5 cm ou 2,5 km, com isso, pode-se colocar a altura em evidéncia na

soma das areas dos trapézios.
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Figura 30. Area do municipio de Belém do S&o Francisco — PE

Fonte: Google Maps (2023).

Observa-se também que as bases intermediarias pertencam a dois trapézios,
entdo, todas as bases intemedidrias serdo multiplicadas por 2, exceto as dos
extremos, como por exemplo, nos trapézios ABDE e BCFE, a base BE pertence aos

dois trapézios. (Fig. 31).

Figura 31. Dois trapézios adjacentes

Fonte: Arquivo do autor (2023)
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Com isso, por simplificacéo, calcula-se a area da regido da seguinte forma:

Célculo da area (A1) localizada acima do eixo x:

2,5
A = 7[3,5+2(7,5+8,5+11,5+12+12,5+12+15,5+19+23+26+27+28

+304+29+295+31+265+225+105+12+11+55+5+4+4
+34+1,5) +1]

2,5
Ay~ = (3,5 +2(427,5) + 1]

)

2

A~=2[35+855+1)

Ay ~ 22,8595 ~ 1.074,375 km?.

Célculo da area (Az) localizada abaixo do eixo x. Note que na parte de baixo

SO existem 27 trapézios (o primeiro subintervalo é descartado) (Fig. 29).

O célculo se procede da mesma forma acima.

2,5
A, z7[5+2(9,5+9,5+8,5+9,5+ 10+105+11+12+12+ 15+ 15,5+ 18,5

+20+19+185+185+18+8+7+65+5+4+35+25+15
+ 1)+ 0,5]

)

5
Ay = =[5 +2(2955) + 0,5]

2,5
A, = 7(596,5) ~ 745,625 km?.

Entdo, a area total da regido do municipio de Belém do Sao Francisco, é de

aproximadamente,
A=A+ A, =1.074,375 + 745,625 = 1.821 km?.

As tabelas (APENDICE G) e (APENDICE H) com as medidas da altura e
bases em cm e em km e ainda a soma das bases (bl + b2), pois outro método para
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calcular a area poderia ser calculando e somando as &reas dos trapézios

construidos, pela formula da area do trapézio:
h
Ar =(b+B) 5

Onde b é a base menor, B é a base maior e h a altura.

Observacgéo: Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica - IBGE,
0 municipio de Belém do S&o Francisco possui uma area de aproximadamente
1.831 Km2. O nosso calculo obteve um valor de aproximadamente 1.821 km?. O que
representa um erro de (1831-1821)/1831 = 0,55%. Para diminuir esse erro, basta

aumentar o nUmero de subintevalos.

Como verificado anteriormente, também é possivel calcular essa area usando
a regra do Ponto Médio. Nesse caso, pode-se considerar 0s eixos cartesianos na
mesma posi¢do que a apresentada na Fig. 29. Da mesma forma que no método
anterior, pode-se dividir os 14 cm no eixo horizontal (que delimitam a regido
horizontalmente) em n=28 subintervalos (bases dos retangulos, com 0,5 cm de

comprimento cada um).

Escolher um n igual ao usado com o método dos Trapézios é interessante
porque os grupos de alunos podem comparar os resultados obtidos usando as duas

técnicas.

Na continuidade da execucdo do método, com as 28 bases medindo 0,5 cm
(ou 2,5 km), pede-se que os alunos calculem as alturas dos retangulos que
sobrepdem cada parte da regido a qual se deseja calcular a area. Essas alturas sao
determinadas pelo valor das imagens (altura) relativas aos pontos médios de cada

subintervalo.

Dessa forma, com as bases e alturas dos retédngulos convertidos para km,
calculam-se e somam-se as 28 areas dos retangulos acima e também abaixo do

eixo horizontal para que a area seja estimada.
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Da mesma forma que a proposta anteriormente, o professor pode propor uma
tabela (Quadro 11) em que os alunos podem completd-la com os dados
experimentais obtidos

Quadro 11. Cabecalho de tabela para anotacfes dos registros de dados experimentais
obtidos, utilizando a regra do Ponto Médio.

Subintervalo #i, | Base | Base | Altura do Altura do Area do retangulo
i=1,2,3,..28 | (cm) | (km) | ponto médio | ponto médio relativa ao
(cm) (km) subintervalo (km?)
#1

Fonte: Arquivos do autor (2023).

E importante destacar que, os erros de medic&o irdo acontecer na execucgio
dos dois métodos, por conta das ferramentas associadas, como lapis, régua, etc. e
até mesmo pelas acdes do proprio observador no manuseio dessas ferramentas e

leitura dos dados.

Como se viu, no calculo da area realizado acima, houve um erro de 0,55%,
esse valor pode ser melhorado tanto quanto se queira. Na solu¢cédo dos grupos 1, 2 e

3 da atividade 1, serdo comparados os resultados e feita essa analise de erros.

Atividade 2

Belém do Séo Francisco — PE possui uma das maiores exportadoras de
manga do Brasil, mas, no municipio se produz outras culturas, como frutas e

hortalicas.

Calcular a area aproximada da area cultivada de uma propriedade rural
(APENDICE D). Para essa atividade, o professor pode fazer as seguintes variacdes
(Quadro 12).

QUADRO 12. OrientacBes para os grupos a cerca da atividade 2

Calcular a area aproximada da area cultivada da propriedade

G 1 (atividade 2), utilizando a regra do trapézio, subdividindo em 14
rupo
subintervalos.
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Calcular a area aproximada da area cultivada da propriedade

(atividade 2), utilizando a regra do trapézio, subdividindo em 28
Grupo 2 _

subintervalos.

Calcular a area aproximada da area cultivada da propriedade
G 3 (atividade 2), utilizando a regra do ponto médio, subdividindo em

rupo
28 subintervalos.
Fonte: Arquivos do autor (2023).
Atividade 3

No municipio de Belém do Séo Francisco, existem duas faculdades. Em uma
delas ha uma pequena praca em seu jardim onde alunos e pessoas da comunidade

apreciam suas plantas e bancos.

Calcular a area aproximada dessa praca (APENDICE E). Para essa atividade,
o professor fard algumas variagdes para o numero de subintervalos escolhidos e ao

final fara as comparac6es de resultados.

Atividade 4

O municipio de Belém do S&o Francisco, localizado no Sertdo pernambucano,
possui um total de 88 ilhas. Uma delas € a Ilha do Cachaui. Nessa ilha além de
ponto turistico, também se produz varias culturas para destinar para a feira da

cidade e outros centros e criagdo de animais (caprinos, ovinos e bovinos).

Calcular a area aproximada da ilha (APENDICE F). Para essa atividade, o
professor fara algumas variagdes para o numero de subintervalos escolhidos e ao

final fara as comparacgdes de resultados.

Pelos exemplos resolvidos durante a sequéncia, o professor pode discutir
com os alunos gque resultados de calculo de areas mais proximos do valor real
podem ser obtidos a partir do momento em que se divide o intervalo determinado em

maior quantidade de subintervalos.
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Em outras palavras, os alunos devem verificar que quanto maior o nimero de
subintervalos, mais aproximado é o valor da area desejada. Isso deve ser percebido

com a utilizacdo das duas regras numericas propostas.

Dessa forma, € consideréval desenvolver em sala de aula, e em construcao
de conhecimento geométrico com os estudantes do Ensino Médio, praticas como

essas, para maximizar a teoria com a pratica.

4.2.3 Terceiro encontro — Socializacao dos resultados

Nesta sequéncia didatica, apés a divisdo dos grupos e apresentacdo da
proposta, ap0s o calculo das areas das regifes irregulares, teremos o ultimo
encontro, onde havera a socializacéo dos trabalhos onde cada grupo apresentara os
resultados encontrados. A apresentacdo dos resultados se dara através de tabelas
(em Datashow), onde cada grupo terd 10 minutos para tal.

Cada grupo sera avaliado quanto:

- a escolha do referencial (eixos perpendiculares, x e y);

- a escolha da quantidade de subintervalos definidos;

- aos calculos efetuados, seguindo os métodos apresentados anteriormente;

- a conversao de unidades de acordo com a escala dada e a aproximacgao do

valor da area real da regido pedida.

A Atividade 1, mesmo tendo sido feita pelo professor, também sera avaliada,
pois, mesmo 0s alunos tendo feito como o mesmo numero de subintervalos, o
resultado final pode ser diferente. Isso pode acontecer de acordo com as

ferramentas utilizadas.

7

Contudo, é importante salientar que para o calculo de areas nas atividades
propostas nesta sequéncia didatica, foram usados dois métodos, o do ponto médio e
a regra dos trapézios. Assim, o professor, como mediador do processo de
aprendizagem, pode propor adaptacbes e até mesmo sugerir outros métodos de
calculo de areas, utilizando outras ferramentas de medicdo, usuais ou nao, e

comparar os resultados obtidos com os alunos. O objetivo € mostra-los que mesmo
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seguindo diferentes métodos para obtencdo da solugdo, os resultados serdo
proximos uns dos outros, e que 0S erros experimentais estardo associados a
execucao da técnica numeérica escolhida, das ferramentas de medicdo e até mesmo

das acdes de medicao do observador.



83

5 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

Neste estudo que teve como objetivo propor uma sequencia didatica
mobilizando aspectos teodricos/praticos do calculo de areas de regides planas de
regides irregulares, evidenciou que a pergunta de invertigacdo pode ser respondida
de forma clara e objetiva.

A temética do calculo de areas de regides planas na BNCC foi mostrada e
discutida em detalhes e retornou a sua importancia para a formacédo do aluno nos
varios niveis escolares da Educacgdo Bésica no Brasil.

Em adicao, verificou-se que o tema se mostra atual na area de pesquisa em
Ensino de Matematica, e tem sido enfatizado na literatura com propostas
metodoldgicas alternativas para a melhoria do ensino de Matematica.

Dada a importancia do tema, buscou-se apresentar a sua evolugédo temporal,
a teoria envolvida e seus desdobramentos para as diversas aplicagbes que lhe
competem.

Todos esses conceitos apresentados e discutidos foram essenciais para que
se pudessem apresentar técnicas numéricas para o calculo aproximado de areas de
regides planas irregulares, bem conhecidas no Ensino Superior, mas pouco
difundidas no Educacao Basica mesmo com potencial de usabilidade demonstrado.
Assim, conceitos basicos das regras do Ponto Médio e dos Trapézios foram
adaptados ao nivel escolar trabalhado, para o desenvolvimento de uma proposta de
sequéncia didatica interdisciplinar, com linguagem acessivel ao publico alvo, que
envolveu o calculo de areas de regides planas irregulares reais localizadas em
Belém do S&o Francisco e no seu entorno, que podem ser facilmente encontradas
na internet, com o uso da ferramenta gratuita Google Maps.

Com a Proposta do uso da Matematica para o calculo de areas territoriais, de
pracas, de propriedades rurais, ilhas, entre outros, a sequéncia didatica buscou
ressignificar os conhecimentos a cerca e Ihes mostrar a aplicacdo de conceitos
matematicos para a solucao de problemas com apelo local e de ordem pratica.

Com base no que foi desenvolvido até aqui, planeja-se que a continuidade do
trabalho envolva a execucdo de um estudo de caso com os alunos de escolas
publicas em Belém do Sao Francisco, aplicando a sequéncia didatica em sala de

aula, e avaliando os resultados praticos da pesquisa com base na teoria
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apresentada. Com a hip6tese de obtencdo de aprendizagens significativas,
pretende-se divulgar os resultados da pesquisa com a publicacdo do trabalho em
revista cientifica da area de Ensino de Matematica. Com isso, espera-se que esse
trabalho possa servir como ferramenta de ensino para os professores de Matemética
que desejam aplicar e ressignificar conceitos de Matematica para a solucdo de

problemas praticos no préprio ambiente escolar.
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APENDICE A - PASSO-A-PASSO PARA A SOLUCAO DA QUESTAO DO
EXEMPLO 1 USANDO A REGRA DO PONTO MEDIO

1° passo: Divida o segmento CC’ em 5 partes iguais (5 subintervalos, denominados
AX1,AX2,AX3,AX4,AX5, de C para C’). Determine o tamanho de cada AX;

2° passo: Marque o ponto médio de cada subintervalo e os denomine de C1, C2,
C3, C4 e C5, respectivamente;

3° passo: Dada a funcao f(x), estime os valores de f(C1), f(C2), f(C3), f(C4) e f(C5)
(as imagens dos pontos médios de cada subintervalo);

4° passo: Demarque sobre a figura os 5 retangulos possiveis que podem ser
formados, com bases AX e alturas f(Ci). Por exemplo, o primeiro retangulo
gue vocé deve demarcar na figura € o retangulo com base AX1 e altura
f(C1) e assim por diante para os outros 4 retangulos;

5° passo: Calcule de forma aproximada a area irregular no plano delimitada por f(x)
e o0 segmento CC’ através da soma das areas dos 5 retangulos formados

sob a curva.
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APENDICE B - PASSO A PASSO PARA A SOLUCAO DA QUESTAO DO
EXEMPLO 1 UTILIZANDO A REGRA DO TRAPEZIO

Para este caso, descola-se 0 eixo X algumas unidades para baixo. Chamando o

novo eixo de X'.

1° Passo: Divida o segmento CC’ em 5 partes iguais (5 subintervalos, denominados
AX1,AX2,AX3,AX4,AX5, de C para C’). Determine o tamanho de cada AX;

2° Passo: Marque os pontos dos extremos de cada subintervalo no eixo X e o0s
denomine de C1, C2, C3, C4, C5 e C6, respectivamente e marque 0s
pontos dos extremos de cada subintervalo no eixo X’ e os determine de
C1,C2,C’3, C4, C’5 e C’6, respectivamente;

3° passo: Dada a fungéo f(x), estime os valores de f(C’1), f(C'2), f(C’3), f(C'4), f(C’5)
e f(C’6) (as imagens dos pontos extemos cada subintervalo no eixo X');

4° passo: Demarque sobre a figura os 5 trapézios possiveis que podem ser
formados, com bases formados pelos segmentos C"if (C'1) e altura igual

a AX. Por exemplo, o primeiro trapézio que vocé deve demarcar na figura

€ o trapézio com bases C'1f(C'1) e C'2f(C'2) e altura AX e assim por
diante para os outros 4 trapézios;

5° passo: Calcule de forma aproximada a &rea irregular no plano delimitada por f(x)
e 0 segmento CC’' através da soma das areas dos 5 trapézios,
descontando a area dos 5 retangulos formados entre o eixo X e o eixo X',

gque possuem areas iguais. .



APENDICE C - MAPA DO MUNICIPIO DE BELEM DO SAO FRANCISCO - PE
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Fonte: Google Maps (2023).



APENDICE D - VISTA AEREA DE S~ATELITE DE UMA AREA RURAL EM
CABROBO-PE (LOCALIZACAO: 8°34'19.0"S 39°15'47.0" W)

Fonte: Google Maps (2023).
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APENDICE E - VISTA AEREA DE SATELITE DE UMA PRACA, EM BELEM DO
SAO FRANCISCO-PE (LOCALIZACAO: 8°46'02"S 38°57'18" W)
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Fonte: Google Maps (2023).



93

APENDICE F - VISTA AEREA DE SATELITE DE UMA ILHA EM BELEM DO SAO
FRANCISCO-PE (LOCALIZACAO: 8°43'49"S 39°01'38" W)

Fonte: Google Maps (2023).



APENDICE G. QUADRO 9. VALORES DA ALTURA, BASES E SOMA DAS

BASES DA REGIAO ACIMA DO EIXO X

94

Base 1
+
Sub- Altura | Altura Base 1 Base 1 Base 2 Base 2
ntervalo cm) (km) (cm) (km) (cm) (km) Base 2

(km)

! 0,5 2,5 0,7 35 1,5 7,5 11

2 0.5 2,5 1,5 7,5 1,7 8,5 16

3 0.5 2,5 1,7 8,5 2,3 11,5 18
4 0.5 2,5 2,3 11,5 2,4 12 23,5
5 0.5 2.5 2,4 12 2,5 125 | 245
6 0.5 2,5 2,5 12,5 2,4 12 24,5
/ 0.5 2.5 2,4 12 3,1 155 | 275
8 0.5 2,5 3,1 15,5 3,8 19 | 345

9 0.5 2,5 3,8 19 4,6 23 42

10 0.5 2.5 4,6 23 5,2 26 49
11 0.5 2.5 5,2 26 5,5 275 | 935

12 0.5 2,5 5,5 27,5 5,7 28,5 56
13 05 2,5 57 285 5 30 58,5

14 05 25 5 30 5.8 29 59
15 0.5 2,5 5,8 29 5,9 295 | ©85
16 0.5 2,5 5,9 29,5 6,2 31 60,5
17 0.5 2,5 6.2 31 5,3 265 | °7°
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18 0.5 2,5 5,3 26,5 4,5 225 | 49
19 0.5 2,5 4,5 22,5 2,1 10,5 33
20 0.5 2,5 2,1 10,5 2,4 12 22,5
21 0.5 2,5 2,4 12 2,2 11 23
22 05 2,5 22 " 11 55 | 165
23 05 2,5 11 55 1 5 10,5
24 05 2,5 1 c 08 4 9
25 05 2,5 08 4 08 4 8
26 05 2,5 08 4 06 3 7
27 05 2,5 06 3 03 15 45
28 05 2,5 03 15 0.2 1 2,5

Fonte: Arquivo do autor (2023)
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APENDICE H. QUADRO 10 - VALORES DA ALTURA, BASES E SOMA DAS

BASES DA REGIAO ABAIXO DO EIXO X

Base 1
+
Sub- Altura | Altura Base 1 Base 1 Base 2 Base 2
) (km) (cm) (km) (Cm) (km) Base 2
intervalo (cm)
(km)
1 05 25 1 5 1.9 9.5 14,5
2 05 | 25 1,9 9,5 1,9 9,5 19
3 0,5 2,5 1.9 9.5 1.7 8,5 18
4 0,5 2,5 1,7 8,5 1.9 9.5 18
5 05 25 19 o5 5 10 195
6 0,5 2,5 2 10 2.1 10,5 21,5
! 05 | 25 2,1 10,5 2,2 11 | 2bs
8 05 |1 25 2,2 11 2,4 12 23
9 05 1 25 2,4 12 2,4 12 24
12 0,5 2,5 3.1 155 3,7 185 34
13 05 25 37 185 p 20 38,5
14 05 25 P 20 38 19 39
15 05 1 25 3,8 19 3,7 185 | 37°
16 0,5 2,5 3.7 18,5 3.7 18,5 37
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17 0,5 2,5 3,7 18,5 3,6 18 36,5
18 05 25 36 18 16 g 28
19 05 25 16 g 14 . 25
20 05 25 14 . 13 65 235
21 05 25 13 65 1 c 115
22 05 25 1 c 08 A 9
23 05 25 08 4 07 25 75
24 0,5 2,5 0,7 3,5 0,5 2,5 6
25 05 | 25 05 25 03 1,5 4
26 05 25 03 15 02 1 25
27 05 25 0.2 1 o1 05 15

Fonte: Arquivo do autor (2023)



