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RESUMO

Nao ¢ dificil encontrarmos alunos que nao tém ideia do que consiste o processo de medir, o que
é uma grandeza e, principalmente, quando que duas grandezas sdo proporcionais. Assim, nosso
objetivo geral é desenvolver o conceito de proporcao via fungoes reais, tentando, na medida do
possivel, esclarecer estes pontos, trilhando, portanto, um caminho que o professor do ensino
basico possa seguir na hora de ensinar estes conteidos. Para isso, faremos inicialmente uma
apresentacao e discussao dos conceitos de medida, grandeza e razao, os quais sdo pré-requisitos
para o estudo de proporcao. Esta apresentacao e discussao é feita no contexto dos Pardmetros
Curriculares Nacionais (PCNs) e Base Nacional Comum Curricular (BNCC), no intuito de ter-
mos um embasamento nos documentos normativos no que diz respeito aos processos de ensino e
aprendizagem destes e, ainda, verificarmos quais as habilidades que devem ser desenvolvidas nos
alunos relativamente a cada um desses conceitos dentro de cada nivel de ensino nos quais sao
introduzidos. Em seguida, faremos o estudo central deste trabalho, isto é, desenvolveremos o
conceito de proporc¢iao via fungoes reais. O percurso que faremos, desde os conceitos de medida,
grandeza e razao até o conceito de proporc¢ao via funcbes reais, serd feito a partir de revisao
bibliografica, procurando desenvolver os conceitos de medida, grandeza e razdo de modo que o
professor possa utiliza-los desde o 6° ano do ensino fundamental. Quanto ao desenvolvimento do
conceito de proporg¢ao via funcoes reais, este s6 pode ser utilizado a partir do 12 ano do ensino
médio, uma vez que é no ensino médio que o conceito de fun¢do é abordado formalmente. Por
fim, exploramos as aplicagoes do conceito de propor¢ao na Matematica e na Fisica.

Palavras-chave: Proporcao. Fungbes Reais. Discussdo de Conceitos. Documentos normativos.
Aplicacoes.

vii



ABSTRACT

It is not difficult to find students who have no idea what the process of measuring consists
of, what a quantity is and, mainly, when two quantities are proportional. Thus, our general
objective is to develop the concept of proportion via real functions, trying, as much as possible,
to clarify these points, treading, therefore, a path that the teacher of basic education can follow
when teaching these contents. For this, we will initially present and discuss the concepts of
measurement, magnitude and ratio, which are prerequisites for the study of proportion. This
presentation and discussion is made in the context of the National Curricular Parameters (PCNs)
and National Common Curricular Base (BNCC), in order to have a foundation in normative
documents with regard to their teaching and learning processes and, also, to verify which the
skills that must be developed in students in relation to each of these concepts within each
level of education in which they are introduced. Then, we will do the central study of this
work, that is, we will develop the concept of proportion via real functions. The path we will
take, from the concepts of measurement, magnitude and ratio to the concept of proportion
via real functions, will be based on a bibliographical review, seeking to develop the concepts
of measurement, magnitude and ratio so that the teacher can use them since the 6th year of
elementary school. As for the development of the concept of proportion via real functions, this
can only be used from the 1st year of high school onwards, since it is in high school that the
concept of function is formally addressed. Finally, we explore the applications of the concept of
proportion in Mathematics and Physics.

Keywords: Proportion. Real Functions. Discussion of Concepts. Normative documents. Appli-
cations.
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Introducgao

A Teoria das Proporcgoes foi criada por Eudoxo, matematico e astronomo ligado a escola
de Platdo, e exposta no Livro V dos Elementos de Euclides (AVILA, 2006). J& a palavra
“funcgao” foi utilizada pela primeira vez por Leibniz (1646-1716) para se referir a uma férmula
matemadtica simples que expressasse a natureza exata de uma relagio (COURANT e ROBBINS,
2000). Neste trabalho, relacionamos estes dois importantissimos conceitos matemaéticos, usando
um para desenvolver o outro.

A justificativa para escolhermos o conceito de proporcao para desenvolvermos nosso trabalho,
esta relacionada ao fato deste conceito ser basico em Matematica, usado amplamente no dia a
dia e, ainda assim, termos alunos que ndo tém minimamente clara a ideia do que consiste o
processo de medir, o que é uma grandeza e, principalmente, quando que duas grandezas sao
proporcionais. FEntdo nosso objetivo geral é desenvolver o conceito de proporciao via fungoes
reais, tentando, na medida do possivel, esclarecer estes pontos.

O trabalho esté estruturado em 4 capitulos. No capitulo 1, fazemos uma exposicao e discussao
sobre os conceitos de medida, grandeza e razao, os quais costumam gerar confusdo quanto “ao
que sdo”, principalmente pelos os alunos dos 62 e 7° anos do ensino fundamental, niveis nos
quais estes conceitos sdo introduzidos. Analisamos como alguns livros do ensino fundamental,
especificamente [5], [0, 6], T1], introduzem esses tépicos e tentamos, a partir destes, fazer sugestoes
sobre a introdugdo desses conceitos. E importante frisar que nosso objetivo nao é fazer um
julgamento dessas referéncias no que diz respeito as formas de introdugao desses topicos, mas
tdo somente nos apoiarmos nestes para um melhor desenvolvimento deste trabalho. No capitulo
2 ¢é onde temos os conceitos centrais deste trabalho; desenvolvemos o conceito de proporcao
via fungoes reais. Tal desenvolvimento tem como referéncias [15] [I8], 19, 2I]. No capitulo 3,
mostramos algumas aplicacdes do conceito de propor¢do na Matematica e também na Fisica.

Por fim, temos as consideracoes finais e as referéncias bibliograficas. Vérias de nossas figuras
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foram feitas com a ajuda do software Geogebra.
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Capitulo

Documentos Normativos

Neste capitulo, fazemos uma exposicao e discussao sobre os conceitos de medida, grandeza e
razdo. Esta discussio é feita no contexto dos PCNs e BNCC. Analisamos como alguns livros do
ensino fundamental, especificamente [5, [10, [0, 11], introduzem esses tépicos e tentamos, a partir

destes, fazer sugestoes sobre a introducio desses conceitos.

1.1 PCNs

Os PCNs s@o um conjunto de documentos elaborados pelo governo federal para servir de
norte aos professores no que tange, dentro de cada nivel de ensino, aos contetidos, objetivos e
processos de avaliagdo. Dentre os varios objetivos dos PCNs; []], para o ensino fundamental,
nosso trabalho esta alinhado com: “estabelecer conexdes entre temas matematicos de diferentes
campos e entre esses temas e conhecimentos de outras areas curriculares”.

Os contetidos a serem trabalhos aparecem selecionados em blocos, os quais sdo: Ntumeros e
Operagoes, Espaco e Forma, Grandezas e Medidas e Tratamento da Informacgdo. Uma observacao
é feita, no bloco Ntumeros e Operagoes, que ajuda a visualizar, nos PCNs, a localizagao do nosso

trabalho:



CAPITULO 1. DOCUMENTOS NORMATIVOS

Embora nas séries iniciais ja se possa desenvolver alguns aspectos da Algebra, é
especialmente nas séries finais do ensino fundamental que as atividades algébricas
serdo ampliadas. Pela exploragdo de situagoes-problemas, o aluno reconhecerd dife-
rentes fungdes da Algebra (generalizar padroes aritméticos, estabelecer relagio entre
duas grandezas, modelizar, resolver problemas aritmeticamente dificeis), representara
problemas por meio de equagdes e inequagdes (diferenciando pardmetros, varidveis,
incognitas, tomando contato com férmulas), compreenderé a sintaxe (regras para re-
solucéo) de uma equagao.

Esse encaminhamento da a Algebra, a partir da generalizagdo de padrdes, bem como
o estudo da variagdo de grandezas possibilita a exploracdo da nocao de fungdo nos
terceiro e quarto ciclos. Entretanto, a abordagem formal desse conceito deverd ser

objeto de estudo do ensino médio. (PCNs, 1998, p.50)

Com isso, queremos mostrar que mesmo este trabalho tendo sido preparado para o professor
do ensino médio, ainda assim pode ser lido e compreendido por alunos a partir do 6° ano do
fundamental, contanto que cada aluno leia os capitulos e se¢bes referentes ao seu nivel de ensino.

Ainda em relacdo a conteudos, vemos, no bloco Grandezas e Medidas, o que se espera repassar
aos alunos sobre contetidos deste bloco, no qual estdo inseridos quase todos os conceitos tratados
neste trabalho.

Neste bloco serdo tratadas diferentes grandezas (comprimento, massa, tempo, capa-
cidade, temperatura etc.) incluindo as que sdo determinadas pela razdo ou produto
de duas outras (velocidade, energia elétrica, densidade demografica etc.). Serd explo-
rada a utilizacdo de instrumentos adequados para medi-las, iniciando também uma
discussdo a respeito de algarismo duvidoso, algarismo significativo e arredondamento.
Outro conteido destacado neste bloco é a obtencao de algumas medidas nédo direta-

mente acessiveis, que envolvem, por exemplo, conceitos e procedimentos da Geometria
e da Fisica.

Além disso, os conteddos referentes a grandezas e medidas proporcionardo contex-
tos para analisar a interdependéncia entre grandezas e expressa-la algebricamente.
(PCNs, 1998, p.52)

Como um dos nossos objetivos é fazer uma discussao relativamente aprofundada dos conceitos
de medida, grandeza e razao, olhemos, agora, o que a BNCC diz a respeito desses conteudos e

com base nisso faremos nossa discussdo.

1.2 BNCC

Antes de comecarmos a falar de habilidades da Base Nacional Comum Curricular, BNCC, é
importante, assim como fizemos com os PCNs, dizermos o que é a BNCC. E importante também
deixar claro ao leitor que esta secdo ndo se propoe a debater a plausibilidade, ou ndo, da BNCC,
mas tdo somente a expor as habilidades que devem ser desenvolvidas nos alunos relativamente
aos conceitos de medida, grandeza e razao para que, assim, possamos fazer a discussao a qual

nos propomos. Permitamos que a prépria BNCC se apresente:

SiLva, D.S. 4 PROFMAT-UFPA



A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de carater normativo
que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos
os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacao Basica,
de modo a que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento,
em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional de Educacdo (PNE). Este
documento normativo aplica-se exclusivamente a educagdo escolar, tal como a define
0 § 1° do Artigo 1° da Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB, Lei n°
9.394/1996), e estd orientado pelos principios éticos, politicos e estéticos que visam
a formacdo humana integral e a construcdo de uma sociedade justa, democratica
e inclusiva, como fundamentado nas Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacdo
Basica (DCN). (BNCC, [s.d.], p. 7)

1.2.1 Medidas e Grandezas

Aqui fazemos uma exposicao das habilidades a serem desenvolvidas nos alunos com relagao
aos conceitos de medida e grandeza; analisamos como as referéncias [5l [10] introduzem esses
conceitos e tentamos, a partir desta exposicdo, contribuir para os processos de ensino e apren-
dizagem destes conceitos.

A primeira habilidade (EFO6MA24)|I| da Unidade Teméticaﬂ Grandezas e Medidas diz:

Resolver e elaborar problemas que envolvam as grandezas comprimento, massa,
tempo, temperatura, area (triAngulos e retdngulos), capacidade e volume (sélidos
formados por blocos retangulares), sem uso de féormulas, inseridos, sempre que pos-
sivel, em contextos oriundos de situacdes reais e/ou relacionadas as outras dreas do
conhecimento. (BNCC, [s.d.], p. 303)

Note que, em se tratando da primeira habilidade referente a Unidade Tematica Grandezas
e Medidas, seria interessante haver algo a respeito do processo de medir em si; mas nao ha. A
mesma falta sentimos em relacdo ao conceito de grandeza. A palavra “medida” aparece pela
primeira vez, dentro de uma habilidade, em (EFO6MA27), a qual diz: “Determinar medidas da
abertura de angulos, por meio de transferidor e/ou tecnologias digitais.” Porém, novamente, nao
vemos nada relativo ao processo de medir em si.

Vamos ver agora como [0, [10] introduzem esses conceitos. Para [5] introduzir esses conceitos,
exibe, na primeira secdo do capitulo dedicado a este assunto, uma reportagem a qual aborda a
nocao intuitiva que alguns animais tém no que diz respeito a algumas medidas especificas, como
“medida de temperatura” e “medida de distdncias percorridas”. Na secdo seguinte, intitulada
“Conhecendo algumas unidades de medidas de comprimento”, coloca uma situagdo em que

duas pessoas terdo que “medir um comprimento” e, para isso, terdo que compara-lo com outro

'Cada particula dentro do cédigo tem um significado. Por exemplo, E significa ensino; F, fundamental; 06, sexto ano; MA,
Matemdtica e 24 indica a posic¢do da habilidade dentro da componente curricular Matemadtica no 6° ano.
2A BNCC divide os contetidos em grandes dreas da Matemitica, as quais denomina de Unidades Tematicas.



CAPITULO 1. DOCUMENTOS NORMATIVOS

comprimento, tomado como unidade de medida. Eles terao que medir o “comprimento de um

muro” e para isso adotam como unidade de medida a “bragada”.

Figura 1.1: Bracada como unidade de medida

Fonte: Referéncia [3]]

Analisemos, agora, como [I0] aborda esses conceitos. [I0] comeca fazendo uma série de

perguntas, como, por exemplo,

1) Qual é a tltima “coisa” que vocé se lembra de ter medido?
2) Que instrumentos sdo usados para medir o comprimento? E para medir o tempo?

3) Se vocé nao tivesse instrumentos de medida, como faria para medir o comprimento da sala

de aula?

A pergunta 1) pressupde, claramente, que o aluno, diante de uma situagao a qual tenha que
executar o processo de medida, reconhega-o como tal. Também, vemos a referéncia que [10] faz
ao conceito de grandeza ao destacar entre aspas a palavra coisa. J4 3) tem por objetivo fazer
com que o aluno lembre de que, nao dispondo de “instrumentos padroes de medida”, “qualquer
outro objeto” serve, onde, para uma caracteristica desse outro objeto seréd atribuido o valor 1,
definindo-o como unidade de medida. Continuaremos esta discussdo mais adiante.

Depois, adentrando de fato no capitulo, temos a Se¢ao 1, onde [I0], assim como [5], faz uma
contextualizagdo para, assim, introduzir os conceitos do capitulo, onde dentre outras coisas,

diz: “Para construir uma piscina, é necessario medir comprimentos, superficies e volumes.” Em

seguida, na Secdo 2, tem-se a seguinte imagem:

SiLvA, D.S. 6 PROFMAT-UFPA



CAPITULO 1. DOCUMENTOS NORMATIVOS

Figura 1.2: Grandezas, unidades de medida e instrumentos de medida

Nos anos anteriores, voce provavelmente estudou grandezas e medidas: as gran-
dezas que medimos, as unidades de medida e os instrumentos de medida que utiliza-
mos, etc. Veja alguns exemplos:

e

EdViggiani/Pulsar Imagens

Sérgio Dotta Jr/Arquivo da editora

Fonte: Referéncia [[10]

Vemos que [10] d4 exemplos de “instrumentos de medida”, “unidade de medida” e “grandeza”.
De acordo com [10], é provavel que o aluno ja tenha tido contato com os conceitos que estao
na figura [1.2] uma vez que fazem parte dos curriculos de anos anteriores ao 6°, conteidos que
tém relagdo com esses conceitos; porém, o que gostariamos de saber é se o aluno do 62 ano
do fundamental, dentro de suas limitac¢des, consegue abstrair a ideia do processo de medir em
si e do de grandeza, pois os documentos normativos ndo parecem apontar para uma resposta
positiva para nossa pergunta. Ao contrario dos documentos normativos, na Se¢do 3, [10] da
uma defini¢do explicita do que é medir: “Medir é comparar duas grandezas de mesma espécie,
verificando quantas vezes uma (a que estd sendo medida) contém a outra (unidade de medida).”,
0 que, a nosso ver, responde positivamente a nossa pergunta. Vale ressaltar que esta postura
nao foi adotada por [5].

Tentaremos agora dar nossa contribuicdo quanto aos processos de ensino e aprendizagem
dos conceitos de medida e grandeza, descrevendo por meio de um exemplo uma possivel intro-
dugado aos conceitos, o que acreditamos ser uma boa metodologia. Mas, antes de comegarmos,
gostarfamos de frisar dois pontos: primeiro, estamos cientes das limitagoes de um aluno do 6°
ano do fundamental; segundo, assim como daremos no capitulo 2 um tratamento funcional as
Proporgoes, o conceito de medida também pode receber tal tratamento. Este tratamento foge

aos objetivos deste trabalho. Aos leitores curiosos em contemplar tal abordagem, indicamos

[3, 4]

SiLvA, D.S. 7 PROFMAT-UFPA



CAPITULO 1. DOCUMENTOS NORMATIVOS

Através de um exemplo, tentaremos explicar o que sdo medida e grandeza. Imagine que
vocé tem um pedago de barbante e queira saber o “comprimento” deste, mas a tnica coisa que
vocé imagina no momento para usar no processo de medir é sua mao (palmo). Entao vocé
estica esse barbante e comeca a verificar quantas vezes o seu palmo “cabe” no barbante. Ao
final deste processo, vocé percebe que o seu palmo cabe dez vezes no barbante. O processo
que acabamos de descrever é, simplificadamente, o processo de medida. Entdo o que é medir?
Medir é “pegar” dois objetos (no nosso exemplo sdo o barbante e o palmo) e comparar alguma
propriedade/caracteristica que eles tém em comum (no nosso exemplo, essa caracteristica é a
extensao desses objetos). Essa comparagao é feita pegando um desses objetos (o qual chamamos
de instrumento de medida) e definindo um valor numérico para sua propriedade (no nosso caso,
definindo um valor numérico para a extensdo do palmo). E natural e comodo escolhermos o
valor 1. Entao, neste momento, temos o que chamamos unidade de medida, o que, para 0 nosso
exemplo, é o palmo. A toda caracteristica de um objeto a qual podemos associar um valor
numérico, chamamos de grandeza. Neste exemplo, fizemos a comparacao utilizando diretamente
os dois objetos, entdo podemos dizer aos nossos alunos que fizemos uma medida direta. Algumas
outras vezes, utilizamos instrumentos de medida mas estes nao nos dao a medida que buscamos,
por exemplo, quando queremos saber a area de um retdngulo, medimos inicialmente as suas
dimensoes e, matematicamente, obtemos sua area. Para estes casos, dizemos que fizemos uma
medida indireta. E claro que o aluno ainda pode fazer outras indagacdes, como por exemplo
sobre as caracteristicas dos objetos. Podemos dizer a eles que existem basicamente dois tipos de
caracteristicas dos objetos: as intrinsecas e as ndo intrinsecas. Toda caracteristica que define
um objeto é intrinseca a este, uma vez que nao é possivel excluir essa propriedade do objeto
sem que ele deixe de existir como tal. Por exemplo, a propriedade “ser humano” nao pode ser
retirada de uma pessoa sem que ela deixe de existir como tal. Por outro lado, pegando-se uma
bola cheia de ar, o estado “cheia de ar” é uma caracteristica da bola naquele momento. Mas
podemos secar a bola e assim ela perder essa caracteristica, mas continua sendo bola. Entao
esta caracteristica da bola é ndo intrinseca, pois podemos retird-la sem que a bola deixe de ser
bola.

E claro que nao pretendemos esgotar as discussoes que se pode fazer a respeito desses concei-
tos. O proprio processo de medir, no que ele consiste de fato, pode ser levado a outro patamar.
Nossa abordagem é feita de modo que possamos repassar esses conhecimentos aos nossos alunos.

Devemos ter alguns cuidados durante o processo de medida. Por exemplo, quando dizemos que

SiLva, D.S. 8 PROFMAT-UFPA



CAPITULO 1. DOCUMENTOS NORMATIVOS

devemos escolher uma caracteristica de um objeto, de quais objetos estamos falando? De modo
geral, estamos falando de objetos fisicos. Do contrario, esbarrariamos na dificuldade de compa-
racao entre as caracteristicas dos objetos. Um exemplo classico dessa dificuldade é tentar medir
os sentimentos das pessoas. Como atribuir um valor numérico a um sentimento e compara-lo

com outros?

1.2.2 Razao

Aqui, como na sec¢ao anterior, fazemos, de acordo coma BNCC, uma exposicao das habili-
dades a serem desenvolvidas nos alunos do 72 ano do fundamental com relacdo ao conceito de
razao; analisamos como as referéncias [0, [IT] introduzem esse conceito e tentamos, a partir desta
exposicao, contribuir para os processos de ensino e aprendizagem deste conceito.

A primeira vez que a palavra razao surge em uma habilidade é em (EFO6MA15), no 6° ano do
fundamental, na Unidade Temética Algebra, na qual se tem: “Resolver e elaborar problemas que
envolvam a partilha de uma quantidade em duas partes desiguais, envolvendo relagoes aditivas
e multiplicativas, bem como a razao entre as partes e entre uma das partes e o todo.”. Vamos
ver agora as habilidades para o 7% ano do fundamental.

Na habilidade (EFOTMAO0S8), tem-se “Comparar e ordenar fracoes associadas as ideias de
partes de inteiros, resultado da divisao, razao e operador.”. Vemos que, assim como os documen-
tos normativos tratam os conceitos de medida e grandeza, fazem-no também com o conceito de
razao, isto é, ndo had uma habilidade que explore esse conceito em si. Vamos ver como [6} [11]
tratam esse conceito.

Assim como [5}, [10], [6] introduz o conceito de razao através de exemplos para logo em seguida
dar a seguinte definicdo: “A razdo entre dois niimeros é o quociente entre eles, com o segundo
diferente de zero.”. Ou seja, a razao para [6] é definida em termos de quociente entre nimeros.
Ja [11], comeca, assim como fez [I0], com uma série de perguntas relacionadas ao conceito de
razao. Depois, assim como [6], d4 a seguinte defini¢do: “A razdo entre dois nimeros a e b, com
b # 0, é o quociente de a por b, a : b, que pode ser indicado por { ou qualquer outra forma
equivalente.”. Vemos que [I1] segue a mesma linha de raciocinio de [6] quanto a defini¢do do
conceito de razao.

Tentemos agora dar algumas contribui¢oes. Em primeiro lugar, somos adeptos da ideia de
definir razdo como um quociente entre niimeros, mas com uma ressalva quanto a natureza desses

numeros: esses numeros utilizados para obter um quociente ao qual chamamos de razdo podem
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ser obtidos, basicamente, de duas maneiras; por um processo de contagem ou como resultado
de uma medida (ou a prépria medida, se preferir). Por exemplo, na razdo entre os nimeros de
meninos e meninas de determinado 7% ano, temos nimeros obtidos pelo processo de contagem.
Ja no conceito de densidade demografica, temos o quociente entre niimero de habitantes e area,
isto é, um obtido pelo processo de contagem e outro pelo processo de medida. Em segundo lugar,
quando se introduz o conjunto dos niimeros racionais, geralmente faz-se referéncia a forma das
fragbes como um quociente entre niimeros, ou seja, uma razao. O cuidado aqui, é deixar claro
para os alunos que fragdes sdo um tipo especifico de razdo e que no conjunto dos racionais nao

estdo todas as razoes, somente aquelas em que numerador e denominador sdo niimeros inteiros.
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Capitulo

Proporc¢do e Fungdes Reais

Neste capitulo exploramos o conceito de proporcao via fungoes reais. Tratamos do Teorema
Fundamental da Proporcionalidade, grandezas direta e inversamente proporcionais a uma ou
varias outras grandezas, regra de trés simples e composta e divisdo em partes proporcionais.
Em particular, mostramos que existe uma estreita relagdo entre o conceito de propor¢do com o
de funcao linear.

Vale a pena alertar o leitor que a pouca quantidade de exemplos neste capitulo é justificada
pelo fato de o proximo tratar de aplicagdes do conceito de proporgao. O desenvolvimento aqui
foi feito baseando-se em [I5] I8, [19] 21]. Para uma revisdo de conceitos e notagoes da Teoria de
Conjuntos e Fungoes Reais, indicamos [16], [17], 20].

No que segue, poderiamos ser mais rigorosos quanto aos termos usados. Quando dizemos
que existe uma funcdo entre as grandezas = e y, o que queremos dizer é que existe uma funcao
entre as medidas dessas grandezas, as quais s@o nimeros reais, isto é, existe uma funcao real
f R — R, tal que, a cada medida da grandeza x associa uma unica medida da grandeza y, ou
seja y = f(z) (note que usamos a mesma notagao para a grandeza e sua medida). Além disso,
N = {1,2,3,...} e R representam, como de costume, o conjuntos dos niimeros naturais e reais,
respectivamente. Feita essa ressalva, vamos entdo iniciar pelo conceito central deste trabalho,

qual seja, de grandezas proporcionais, o qual é o contetido das seguintes definigoes.

Definicao 2.1. (Grandezas Diretamente Proporcionais) Suponhamos que a grandeza y seja fungdo da
grandeza x, isto é, y = f(x). Dizemos que y é diretamente proporcional a x quando as seguintes

condicdes forem satisfeitas:

1) y é uma fungdo crescente de x;

11
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2) se multiplicarmos x por um niimero natural n, o valor correspondente de y também fica multipli-

cado por n, ou seja, f(nx) = nf(x), para todo x € R e para todo n € N.

Definicao 2.2. (Grandezas Inversamente Proporcionais) Suponhamos que a grandeza y seja funcdo da
grandeza x, isto é, y = f(x). Dizemos que y é inversamente proporcional a x quando as seguintes

condicoes forem satisfeitas:

1) y é uma fungdo decrescente de x;

2) se multiplicarmos x por um niimero natural n, o valor correspondente de vy fica dividido por n, ou

f(z)

seja, f(nx) = ——=, para todo x € R e para todon € N.
n

Para simplificar nossa discussdo, no que segue consideraremos apenas grandezas cujas me-
didas sdo nimeros positivos. Assim, QT e RT representam os conjuntos dos niimeros racionais
positivos e reais positivos, respectivamente. Isto torna as nossas demonstragdoes mais curtas,

evitando a consideragdo de casos, e os resultados ficam mais simples.

Exemplo 2.1. (Grandezas Diretamente Proporcionais) Aplicando x reais na caderneta de poupanca
no dia 1° de julho, receberei y reais no dia 1° de Agosto. A funcdo f : RT™ — RT que associa a cada
r € RY um f(z) = y € RT é uma proporcionalidade direta. De fato, quanto maior for a aplicacdo
mais receberei, isto é, y é funcdo crescente de x. Além disso, se aplicar 2z, isto equivalerd a fazer dois
depdsitos de x reais, portanto receberei f(2x) = 2f(x) = f(z) + f(z) = y + y = 2y. Analogamente,

aplicar nx equivale a fazer n depdsitos de x reais, isto é, f(nx) = nf(x) = ny.

Exemplo 2.2. (Grandezas Inversamente Proporcionais) O tempo t necessdrio para ir, numa linha reta,
de um ponto A a um ponto B, com velocidade v constante, é inversamente proporcional a essa velo-
cidade, isto é, para estas grandezas, temos t = t(v) (t é fungdo de v), vi > vy = t(v1) < t(v2) e
t(nv) = % n € N. De fato, esse tempo diminui quando se aumenta a velocidade. Além disso, t reduz-
se a metade, a um tergco, a um quarto, etc. quando se duplica, triplica, quadruplica, respectivamente, a

velocidade.

E comum ouvirmos pessoas dizendo “se uma grandeza aumentou e outra relacionada a ela
também aumentou, entdo estas grandezas sdo diretamente proporcionais” ou “se uma grandeza
aumentou e outra relacionada a ela diminuiu, entao estas grandezas sdo inversamente proporcio-
nais”. Mas isso ndo é necessariamente verdade. Entéo, cabe-nos aqui fazer uma breve discussao

sobre o relaxamento das condi¢oes que figuram nas definigoes 2.1]
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Nos exemplos e temos claramente que a condicdo de monotonicidade da funcao é
satisfeita e isso é suficiente para induzir certas pessoas a achar que se tem casos de proporciona-
lidade, mas a monotonicidade nao é condic¢ao suficiente. Por exemplo, a drea A de um quadrado
¢é funcao crescente do lado [, porém, se dobrarmos o lado, a area fica multiplicada por quatro
(em vez de dois), pois um quadrado de lado 2] decompoe-se em quatro quadrados de lado I,
ou seja, nao se tem A(2]) = 2A(l), que é a segunda condigdo dada na defini¢do de grandezas
diretamente proporcionais (defini¢ao . Logo, nao é correto afirmar que A e [ sdo grandezas
diretamente proporcionais.

Também podemos nos perguntar se as segundas condigoes sao suficientes. Mostraremos que
se existissem apenas numeros racionais, ou seja, se duas grandezas da mesma espécie fossem

sempre comensum’veisﬂ entdo a resposta seria afirmativa.

Lema 2.1. Se f(nz) = nf(z) paratodo x € R* etodon € N, entdo f(rz) = rf(x) para todo niimero

racional r = g, comp,q € N.

Demonstragdo. Por hipétese, temos que f(nz) = nf(z) paratodo z > 0 e todo n € N. Como r = %,

com p,q € N,entdor > 0erx > 0. Assim,

logo,

0
Lema 2.2. Se f(nz) = @ para todo x € R e todon € N, entdo f(rz) = @ para todo niimero
racional r = g, comp,q € N.

Demonstragcdo. Por hipétese, temos que f(nx) = @ paratodo z > 0 etodon € N. Como r = %,

comp,q € N,entdor > 0erx > 0. Assim,

logo,

"Duas grandezas da mesma espécie sdo comensuraveis quando a razio entre suas medidas for um niimero racional.
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O

Teorema 2.1. Se f(rz) = rf(x) para todo x € Rt e todo r € QF, entdo y = f(x) é diretamente

proporcional a x.

Demonstragdo. Dados x, 2’ € RT, com z < 2/, temos que existe 7 € RT, com r > 1, tal que 2’ = rzx.
Assim, f(z') = f(rz). Por hipétese, temos que f(rz) = rf(x), logo f(2') = f(rz) = rf(x). Como
r > 1, temos que f(z) < rf(z) = f(2). Portanto, z < ' = f(z) < f(a'), isto é, f & crescente e,

consequentemente, que y = f(x) é diretamente proporcional a x. O

Teorema 2.2. Se f(rz) = L2 para todo x € R* e todo v € QF, entdo y = f(x) é inversamente

- r

proporcional a x.

Demonstragdo. Dados x, 2’ € RT, com z < 2/, temos que existe 7 € R™, com r > 1, tal que 2’ = rax.

Assim, f(2') = f(rx). Por hipétese, temos que f(rz) = %z), logo f(2') = f(rx) = @, isto &,

rf(z") = f(x). Como r > 1, temos que f(z') < f(z). Portanto, z < 2’ = f(z) > f(2), ou seja, f é

decrescente e, consequentemente, que y = f(z) é inversamente proporcional a x. O

2.1 Teorema Fundamental da Proporcionalidade

Perguntamo-nos se as segundas condigoes nas defini¢oes e eram suficientes para se
ter proporcionalidade direta ou inversa, conforme o caso. Os teoremas abaixo, fundamentais

resultados desta teoria, esclarecem esta questao.

Teorema 2.3. (Teorema Fundamental da Proporcionalidade, I) As seguintes afirmacoes a respeito de

uma funcdo f : R™ — RT, tal que y = f(x) sdo equivalentes:
1) y é diretamente proporcional a x;
2) para todo niimero real ¢ > 0, tem-se f(cx) = cf(x);

3) existe um niimero k, chamado “a constante de proporcionalidade” entre x e y, tal que f(x) = kz,

para todo z.

Demonstragdo. Provaremos que 1) = 2) = 3) = 1).
1) = 2) Sejay = f(x) diretamente proporcional a 2 e suponhamos, por absurdo, que f(cx) #
cf(x), para algum real ¢ > 0. Consideremos, inicialmente, o caso f(cx) < cf(z). Como estamos

tratando de medidas positivas, isto é, =, f(x) > 0 para todo z, temos que ];((cj)) < c. Da densidade
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do conjunto dos niimeros racionais, Q, no conjunto dos nimeros reais, temos que existe r € Q tal

que L& < r < c e, assim, temos que f(cx) < rf(x) < cf(x). Daquie do Lema[2.1] segue

que f(cx) < f(rz) < cf(z). Como rz < cx e f(cx) < f(rz), temos que f ndo é crescente e,
consequentemente, y ndo € diretamente proporcional a x, contradizendo nossa hipdtese.

Consideremos, agora, o caso f(cx) > c¢f(x). Entdo, (( )) > ¢. Daqui e da densidade de Q em R,

existe 7’ € Q tal que ((c;)) > ' > c¢. Assim, temos que f(cz) > 7' f(z) > cf(z) e, do Lema ,
segue que f(cx) > f(r'z) > cf(x). Como " > ce f(cx) > f(r'z), temos que f ndo é crescente
e, consequentemente, y ndo ¢ diretamente proporcional a x, contradizendo, novamente, nossa hipétese.
Logo, devemos ter f(cx) = cf(x) para todos ¢,z > 0.

2) = 3) Tomemos k& = f(1). Entdo, em virtude da hipdtese 2), usada com x em lugar de ¢, temos
f(z) = f(x-1) = xf(1) = xk, logo f(x) = kx. Notemos que f(1) > 0, pois do contrdrio, como
x > 0, terfamos x f(1) = f(z) < 0, contrariando z, f(x) € R™, como fixamos anteriormente.

3) = 1)Dek = f(1) > 0ex < 2/, temos kx < ka’, ou seja, f(x) < f(z), portanto, y = f(x)
¢ uma fungio crescente de z. Além disso, f(nz) = knxz = nkx = nf(z). Portanto, y é diretamente

proporcional a x. 0

Note a partir de 3) que f(z) = ka é precisamente a lei de definigao (lei de formagao) de uma
funcao linear. Entao, quando se tem um problema sobre o qual sabemos ser de proporcionalidade
direta, podemos, sem sombras de davidas, afirmar que o modelo matemaético a ser utilizado para

tratar o problema é uma funcao linear.

Teorema 2.4. (Teorema Fundamental da Proporcionalidade, II) As seguintes afirmacées a respeito de

uma fungdo f : RT™ — RY, tal que y = f(x) sdo equivalentes:

1) y é inversamente proporcional a x;

f(@).

Il) para todo niimero real ¢ > 0, tem-se f(cx) = .

IIl) existe um niimero k, chamado “a constante de proporcionalidade” entre x e y, tal que f(x) = %

para todo .
Demonstracdo. Seja y fungdo de %, ouseja, y = f(z) = g(%) e consideremos as seguintes proposicoes:
I’) y é diretamente proporcional a %,

II’) para todo nimero real d > 0, tem-se g(d 1) = dg(1);
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, . P “ - . ”» 1 1y _ . 1
IIT’) existe um niimero k, chamado “a constante de proporcionalidade” entre - e y, tal que g(3) = k -,

para todo x.

Mostremos que I') < I),1I') < 1I) e [IT') < I1I).
I's 1)

I) = I') Sejay = f(x) inversamente proporcional a x. Entdo, pela defini¢do f € fungdo

decrescente de z. Assim, dados x,z’ > 0, com z < 2/, tem-se f(2') < f(x). Mas f(z/) = g(&) e
9I\z

f(z) =g(L),logo f(2') = g(&) < g(£) = f(). Por propriedade de ordem dos nimeros reais, temos

=

que 0 < z < 2/ é equivalente a 0 < 5 < 1. Portanto, &> < 1 = f(2/) < f(z), ouseja, y = g(1) ¢

funcgdo crescente de % Além disso, temos que

(1) =5(2) =5 () =1 (D)

onde % € um real positivo. Logo,

1

Como ;- € um racional positivo, segue do Lema 2.2/ que

02) 1 (2) -2t (2)

Portanto, mostramos que y = g(%) ¢é diretamente proporcional a %

I') = I) Seja y diretamente proporcional a % Entao, pela deﬁnigﬁo Yy = g(%) é fung@o crescente
de L. Assim, dados 7,2’ > 0,com0 < & < 1 temosg(L) < g(1).MasO0< L <l «=0<az <2/,
entdo 0 < z < 2’ = g(2) = f(x) > f(z') = g(), isto &, f €é fungdo decrescente de z. Além disso,

temos que

fnx) =g (;}3) :

onde nz é um real positivo. Logo,

fnz) =g <ii>
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Como g ¢é diretamente proporcional a eRT e € Qt, segue do Lema[2.1|que

fnz) = =g <1> _ @

n T n

Portanto, mostramos que y = f(x) é inversamente proporcional a .
II) < IT)

IT) = II') Suponhamos que valha f(cz) = ! ( ) para todo ¢ € R+ Entdo L&) = 1 = f(x). Fazendo
f(z)

C

1 _ _ 1 _ T —
1 = d e lembrando que f(z) = g(L), temos f(cz) = dg(L). Uma vez que, por hipétese, f(cz) =

f)

para todo ¢ € R™, temos, em particular, que f(cr) = para todo ¢ € QT, logo, pelo Teorema

segue que f(x) é inversamente proporcional a x, isto é, vale I), o qual, por sua vez, é equivalente
I'). Segue daqui que g ¢é diretamente proporcional a —. Daf, temos que dg( ) = g(d%), ou seja, vale

dg(%) = g(d1), paratodo d € R*, com 1 = d.

IT') = II) Suponhamos agora que valha g(d1) = dg(1), para todo d € R*. Fazendod = % e

(&
(:). Uma vez que, por hipétese, g(d;) =

lembrando que f(z) = g(2), temos que g(d2) = 1 f(z) =
dg(2), para todo d € R, temos, em particular, que g(d1) = dg(1), para todo d € QT, logo, pelo
Teorema segue que g(i) ¢ diretamente proporcional a % isto é, vale I'), o qual, por sua vez, é

equivalente a I). Segue daqui que f(x) é inversamente proporcional a . Dai, temos que @ = f(cx).

f (w)

m»—‘

Ou seja, vale f(cz) = , para todo ¢ € R™, com ¢ =

IIT) < I11') Basta notarmos que

fo)=teg (1) =k

T T xT

Pelo Teorema[2.3] temos que I') < II') < I1I'). Dai, segue que ) < II) < II)-
O

No caso de y ser diretamente proporcional a z, temos y = kx. Quando y é inversamente
proporcional a z, temos y = %, com k sendo a constante de proporcionalidade direta e inversa,
respectivamente. No primeiro caso, o grafico é uma reta que passa pela origem do sistema de

coordenadas e no segundo é uma hipérbole, conforme vemos na figura 2.I]com k =1 e x > 0.
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Figura 2.1: Representacdo Gréfica de Grandezas Proporcionais

A

3

y=kzx

-1

-3

(a) y diretamente proporcional a

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-1

(b) y € inversamente proporcional a

Fonte: Autor

Ainda a partir das férmulas y = kx e y = £ que caracterizam, respectivamente, as proporci-

X
onalidades direta e inversa, podemos obter outras maneiras de definir estes conceitos; maneiras
estas muito empregadas no ensino fundamental (ver [6], pags. 199 e 204). Vejamos quais sao

essas outras formas de definir proporcionalidade direta e inversa.

Propriedade 2.1. Seja f : RT™ — R" wuma fungdo tal que y = f(x). A fim de que y seja diretamente

proporcional a x é necessdrio e suficiente que % = g—z = ... = z—”, sendo o valor comum desses
n
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quocientes igual a constante de proporcionalidade k.

Demonstracdo. Suponhamos que f seja uma proporcionalidade direta. Entdo pelo Teorema temos

que f é uma fungdo linear, isto é, vale y; = kx1,yo = kxzo, -+ ,yn = kx,, onde k € a constante de
proporcionalidade entre y e . Daqui, segue que 2> = 22 = ... = ¥ = k. Por outro lado, se vale
% = g—z =...= z—:, entdo, chamando de k o valor comum desses quocientes, temos y; = k1, Y2 =
kxo, -+ ,yn = kxn, ou seja, f € linear, o que pelo Teorema implica f ser uma proporcionalidade
direta. O

Propriedade 2.2. Seja f : R™ — R uma funcdo tal que y = f(x). A fim de que y seja inversamente
proporcional a x € necessdrio e suficiente que 1Y) = Toys = - = Tnlp, sendo o valor comum desses

produtos igual a constante de proporcionalidade k.

Demonstragdo. Suponhamos que f seja uma proporcionalidade inversa. Entdo pelo Teorema[2.4] temos

que y; = x—kl, Y2 = %, e Yp = %, onde k € a constante de proporcionalidade entre y e x. Daqui,
segue que x1y; = Toyz2 = - -+ = TpYn = k. Por outro lado, se vale z1y1 = xays = - -+ = x,Yp, €ntao,
chamando de k o valor comum desses produtos, temos y; = %, Yo = a:%’ cee Yy = %, o que pelo
Teorema [2.4]implica f ser uma proporcionalidade inversa. O

Note que as propriedades e permitem definir, como geralmente é visto no ensino
fundamental, propor¢ao como uma igualdade entre duas razoes, por exemplo, § = 7, onde a e d
sao chamados de extremos e b e ¢ sao chamados de meios, nomes dados em virtude do caracter
geométrico das grandezas e cuja leitura é “a esta para b, assim como c estd para d”. Falaremos
mais de interpretagdo geométrica de proporgao no capitulo 3.

Podemos obter, a partir do nosso desenvolvimento, a propriedade a seguir, a qual, no en-

sino fundamental, é tida como o “Teorema Fundamental das Proporcbes”, que, obviamente, é

equivalente ao que desenvolvemos neste trabalho.

Propriedade 2.3. Sejam a, b, c e d reais ndo nulos. Entdo a,b, c e d formam, nessa ordem, uma propor-

cdo se, e somente se, o produto ad (dos extremos) é igual ao produto bc (dos meios).
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Demonstragdo. Temos que vale a seguinte sequéncia de equivaléncias,

a_c
b d
o 9d_ch
bd db
1 1
= %ad—bc%

= ad = be.

2.1.1 Regra de trés Simples

Uma das aplicagdes mais antigas da nocdo de proporcionalidade é o tipo de problema cha-
mado regra de trés, que pode ser simples ou composto. A regra de trés composta serd tratada na
subsecao Tratemos agora da regra de trés simples. Neste problema, tem-se uma grandeza
y (direta ou inversamente) proporcional a x. Aos valores z1, z correspondem, respectivamente,
y1 € y2. O problema consiste em, conhecendo 3 desses valores, determinar o quarto. Uma vez
determinado este quarto valor, dizemos que a regra de trés foi resolvida. Conforme y seja direta
ou inversamente proporcional a x, tem-se uma regra de trés direta ou uma regra de trés inversa.

Uma vez comprovado que y é, de fato, proporcional a x, ndo ha dificuldade em resolver a
regra de trés. Digamos que se conhecem x1, 9 e y1. Se a regra de trés é direta, temos y; = kxy

e yo = kxo, logo k = % e, por substituicdo, obtemos yo = yli—f. Se a regra de trés é inversa,

temos, pela propriedade T1Yy1 = Toys = k, logo yo = yli—;. E importante notar que esses
resultados mostram que se pode calcular o valor y2 quando se conhecem x1, z9 e y1, sem precisar

ter o valor de k.

2.2 Grandezas Direta ou Inversamente Proporcionais a Varias Outras

Nesta secao, tratamos o caso em que uma grandeza, digamos z, é uma funcéo real de varias
variaveis, digamos, z,y,u,v e w, isto é, z = f(x,y,u,v,w), e esta funcdo é uma propor¢ao, no

sentido das seguintes definigoes.

Definicao 2.3. Sejam z,y,u,v,w e z grandezas tais que z = f(x,y,u,v,w). Diremos que z é direta-

mente proporcional a x quando:
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1) para quaisquer valores fixados de y,u,v,w, a grandeza z é uma funcdo crescente de x, isto é, a

desigualdade x1 < x2 implica f(z1,y,u,v,w) < f(x2,y,u,v,w);
2) para quaisquer z,y,u,v,w en € N, tem-se f(nzx,y,u,v,w) =n f(x,y,u, v, w).
De modo analogo,

Defini¢do 2.4. Sejam x,y,u,v,w e z grandezas tal que z = f(x,y,u, v, w). Diremos que z é inversa-

mente proporcional a x quando:

1) para quaisquer valores fixados de y,u,v,w, a grandeza z é uma funcdo decrescente de x, isto é,

a desigualdade x1 < xo implica f(x1,y,u,v,w) > f(x2,y,u,v,w);

f(x7y7u7/v7w)
I e—

2) para quaisquer z,y,u,v,w en € N, tem-se f(nzx,y,u,v,w) =

E claro que nio hd nada em especial na escolha da varidvel z nas Defini¢oes e
defini¢cbes semelhantes podem ser dadas para as demais variaveis. Temos também que, assim
como no caso de uma sé variavel, tem-se f inversamente proporcional a x se, e somente se, f é
diretamente proporcional a %

O Teorema seguinte resume os Teoremas e no caso de uma funcao de varias varia-

veis. Para fixar as ideias e ndo ter que introduzir mais notacgoes, consideraremos as varidveis

x, Y, u, v, w, mas, como ¢é de se esperar, ele vale para um ntmero qualquer de varidveis.
Teorema 2.5. Seja z = f(x,y,u,v,w). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

a) z é diretamente proporcional a x,y e inversamente proporcional a u, v, w,

. L zy
b) existe uma constante k tal que z =k _>-.

Demonstragdo. Suponhamos valida a afirmagdo a) e escrevamos & = f(1,1, 1,1, 1). Dos Teoremas

e[2.4] segue que

z = flx,y,u,v,w) = flz-1,y-Lu-1L,v-Lw-1)

= zf(L,y-Lu-Lv-Lbw-1)=zyf(l,l,u-1,v-1,w-1)
f(l,l,l,’l)'l,IU'l) f(17171717w'1)
Ty ry

u uv
1,1,1,1,1
AL AR R
uvw uvw
- L,
uvw
Reciprocamente, se vale a afirmacdo b), entdo a) é obviamente verdadeira. O
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Resulta do Teorema que uma grandeza ¢ diretamente (ou inversamente) proporcional a
varias outras se, e somente se, é diretamente (ou inversamente) proporcional ao produto dessas

outras.

2.2.1 Regra de Trés Composta

Grandezas que sao direta ou inversamente proporcionais a duas ou mais outras dao origem
ao tipo de problema conhecido como regra de trés composta (LIMA, 1998, pig. 139). Nos
problemas de regra de trés composta, tem-se, digamos, uma grandeza z diretamente proporcional
a T ey, e inversamente proporcional a u. conhecendo-se o valor de z; correspondente aos valores
particulares de x1,y; e uj, procura-se determinar zo que corresponde a outros valores particulares

T2, %2, us. Pelo Teorema sabemos que existe k tal que z; = k:z;—i’l e z9 = k%2 Dividindo a

u2

T2Y2ul |

segunda igualdade pela primeira, obtemos zo = 2z Tryus

2.2.2 Regra de Trés e Diagrama de setas

Uma técnica muito utilizada para se resolver problemas de regra de trés (simples ou com-
posta) é o “diagrama de setas”. Uma vez constatada a proporcionalidade entre as grandezas, a
técnica consiste em se utilizar uma tabela esquemética com setas, onde os sentidos destas estao
relacionados as proporcionalidades direta e inversa. As medidas das grandezas sdo colocadas em
colunas e logo em seguida ¢é feita uma andlise para se descobrir se as grandezas envolvidas sdo
direta ou inversamente proporcionais. A coluna da grandeza que possui a medida desconhecida
é a primeira a receber uma seta H Nas outras colunas, as setas serdo colocadas conforme as
grandezas que ali estejam sejam diretamente ou inversamente proporcionais a grandeza com
medida desconhecida. Aquelas que forem diretamente proporcionais receberao setas no mesmo
sentido da seta inicial, do contrario, receberao seta com sentido oposto. Em virtude da indepen-
déncia das varidveis, enquanto se esta analisando o tipo de proporcionalidade de uma grandeza
comparando-a com a de medida desconhecida, as outras sdo fixadas. Temos nas tabelas
e diagramas de setas para regra de trés simples e composta, respectivamente, dadas de
acordo com as proporcionalidades direta e inversa de e

%Se o sentido da seta que fica ao lado da grandeza que possui valor desconhecido é para baixo ou para cima ¢ irrelevante
para se resolver o problema. Também € irrelevante se as setas ficam a direita ou esquerda das grandezas; mas, uma vez que se
escolha um lado, € bom manté-lo por questdes de clareza e estética.
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Tabela 2.1: Regra de Trés Simples Direta e Diagrama de Setas

z({) y({)
€1 Y1
€2 Y2

Fonte: Autor

Tabela 2.2: Regra de Trés Simples Inversa e Diagrama de Setas

z({) y(1)
€1 Y1
€2 Y2

Fonte: Autor

Tabela 2.3: Regra de Trés Composta e Diagrama de Setas

z(}) y() u(1) z(4)
T Y1 U1 21
T3 Y2 U2 <2

Fonte: Autor

Em qualquer um dos casos, regra de trés simples ou composta, direta ou inversa, comegamos
por colocar, em um dos lados de uma igualdade, a razao (na ordem que figura no diagrama) dos
valores da grandeza que possui medida desconhecida. Do outro lado da igualdade, colocamos um
produto das razoes formadas pelos valores das outras grandezas, de modo que, se determinada
razdo é formada por valores de uma grandeza diretamente proporcional a grandeza que possui
valor desconhecido, ela ficard na mesma ordem que figura no diagrama; agora, se a razao for
formada por valores de uma grandeza inversamente proporcional & grandeza com valor desco-

nhecido, seu sentido tem que ser invertido. De temos L = ZL isto é, yp = yli—i. De

Y2 Z2

ficamos com £ = 22 ou seja, yo = yli—;. Ja de obtemos, 2L = ZLUL Y2 " e onde segue que

Y2 1’ L) T2 Y2 Ul

29 = zl%' Estes resultados sdo exatamente os mesmos obtidos em e mostrando,
com isso, que existe uma equivaléncia entre o diagrama de setas e o “Teorema Fundamental da
Proporcionalidade”, de sorte que em resolugées de problemas de regra de trés, temos a liberdade

de usar uma ou outra técnica.

2.3 Divisao em Partes Proporcionais

Nesta secao tratamos da divisdo em partes proporcionais. Este conhecimento é muito 1util
quando se quer resolver problemas de regra de sociedade. Nesses problemas, temos certo ntimero
de pessoas que organizam uma sociedade. Estas pessoas podem entrar com capitais iguais ou

diferentes, bem como permanecer por tempos iguais ou diferentes. Assim, o lucro (ou prejuizo)
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ao final de determinado periodo deve ser dividido proporcionalmente aos capitais e aos intervalos

de tempo. No que segue, precisaremos da seguinte propriedade.

Propriedade 2.4. Seja y = f(x) uma proporcdo. Se y1 = f(x1),y2 = f(x2), -+ ,yn = f(xn), entdo
existe k € R%2 tal que y1 +ya + - +yn =k (x1 + 20 + -+ + 2,), ou seja, y1 +y2 + -+ yp =

flzi+x2+-- + )

Demonstragcdo. Sejay = f(x) uma proporgdo tal que y1 = f(x1),y2 = f(z2), -+ ,yn = f(x,). Entdo
existe k € R tal que y; = kx1,y2 = kxo, - ,yn = kx,. Daqui, somando membro a membro, segue
que

yityatFyn=k@r a2+ +a),

ou seja,

Yot y2to oy = ot rgt o 4 a).
[

Mas, o que significa dividir em partes proporcionais? Dividir um nimero a em partes propor-
cionais a 1,3, - , Ty, significa encontrar yi,ys, - , yn, proporcionais a xi,xs2,: - ,T, € tais
queyr +y2+ -+ yp=a

Se y = f(x) é uma proporgao, entao

yi = kxi,y2 = kaxo,coryn = kxp
=>a = y1+y2+-+yn = kl@itze+-+zp)
=k = a
T+ T2+ ap
azxry axro axy
=N = Y2 = )yt = .
1 +x2+ -+ ap r1+x2t+ -+ T T1+x2+ 0+ T

2.3.1 Regra de Sociedade Simples

Neste tipo de sociedade, os sOcios entram com capitais diferentes mas permanecem por
tempos iguais ou, entdo, entram com capitais inicias iguais mas permanecem na sociedade por
tempos diferentes. Por exemplo, suponhamos que trés pessoas organizam um negdcio entrando
com capitais c1, ¢y e c3, respectivamente. No final de um ano, obtiveram um lucro L. Quanto
desse lucro cabe a cada um dos sécios?

Trata-se de dividir L em partes proporcionais a c1,co € c3. Sejam L1, Ly e Lz os lucros que

cabem aos sécios que entraram com os capitais ¢y, co e cg, respectivamente. Entao, L1+Lo+ L3 =
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Le Ly =kecy, Ly =key e Lg = kes, onde k é a constante de proporcionalidade. Assim,

&_@_@_Llﬁ-LQ—f—Lg_ L -
C1 C2 c3 c1+c2+c3 c1+c+c3
Portanto,
L L L
Li=— 3 L= 22 e [p= 8
c1+co+c3 c1+co+c3 c1+co+c3

2.3.2 Regra de Sociedade Composta

Nestas sociedades, os sécios entram com capitais diferentes e permanecem por tempos dife-
rentes. Consideremos uma sociedade formada for trés pessoas e sejam ¢, ¢ e ¢3, respectivamente,
os capitais iniciais; t1, ¢y e t3, respectivamente, os tempos de aplicacao desses capitai e L1, Lo e
L3, respectivamente, os lucros.

O valor que cada sécio recebera é diretamente proporcional ao capital inicial e ao tempo
de aplicagdo. Entdo, de acordo o Teorema [2.5] o valor é diretamente proporcional ao produto
do capital inicial pelo tempo de permanéncia na sociedade, isto é, L1 = k cit1,Le = k cotg €

L3 = k c3t3, onde k é a constante de proporcionalidade. Assim,

Ly Lo Ly  Li+Lo+Ls L

cit1  caty  csty  citp +cata +ests  cith + coto +caty

Portanto,

Leity Leots Lests

, Lo = e Lg= .
City & cota + c3ts’ 2 city + cots + cats 37 Cit1 + coty + cat3

Li=
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Capitulo

Aplicacoes do Conceito de Proporg¢ao

Neste capitulo, dedicamo-nos a apresentar aplicacées do conceito de proporgao na Matema-

tica e na Fisica.

3.1 Na Matematica

Aqui mostramos algumas aplicagoes do conceito de propor¢do na Geometria e também re-
solvemos problemas que cairam em exames conhecidos, como por exemplo, Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM), Exame Nacional de Desempenho dos Estudantes (Enade), Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Piblicas e Particulares (OBMEP) e Olimpiada Brasileira

de Matemética (OBM).

3.1.1 Segmentos Incomensuraveis e Proporcao Aurea

Muito do que vamos expor aqui pode ser encontrado em [2], o qual indicamos para mais
detalhes. A razao entre dois segmentos é igual & razdo dos nimeros que exprimem as medidas
desses segmentos, tomados na mesma unidade. Entao, dizer que os Segmentos AB e C'D séo
comensuraveis significa que admitem uma medida comum u, que estd m vezes em AB e n vezes

em CD. Isto é,

AB =mu

CD = nu,

Onde AB e CD representam, respectivamente, as medidas dos segmentos AB e C'D. Geometri-

camente, temos

26
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Figura 3.1: Segmentos Comensuraveis

Fonte: Autor

A razao entre dois segmentos, AB e CD por exemplo, é igual a razado entre suas medidas.

Assim,

CD~CD nu

AB AB  mu m
-

Dizemos que dois segmentos AB e C'D sdao proporcionais a outros dois segmentos A’B’ e C'B’

~ 7 . ~ / / .
se a razao é—g é igual a razdo %, ou seja,

AB A'B
CD (C'D"

Existem algumas nomenclaturas muito utilizadas no contexto das proporcoes, especialmente
no ensino fundamental. Vejamo-las. Supondo que sejam conhecidos trés valores, a, b e ¢;
diferentes entre si, chamamos de quarta proporcional o valor x para o qual vale a seguinte
proporc¢ao
a c
- = - 3.1
b 2 (3.1

Se em (3.1)) tivermos b = ¢, entdo dizemos que x é a terceira proporcional e temos

b
Se numa proporg¢ao a : b :: ¢ : d (e aqui temos mais uma notagao para a propor¢ao % = g) temos

que b = ¢, entao dizemos que o valor b é a média proporcional ou média geométrica dos valores

a e d. Neste caso a proporcao é chamada de propor¢do continua.
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De acordo com [2], foram os préprios pitagdricos que descobriram que o lado e a diagonal de
um quadrado qualquer sdo grandezas incomensuraveis. Dentre as varias formas de se estabelecer
a existéncia de segmentos incomensuraveis, existe uma baseada no “retangulo aureo”, a qual
descreveremos a seguir.

O retangulo aureo

Chama-se retangulo dureo a qualquer retangulo ABCD (fig. com a seguinte propriedade:
se dele suprimirmos um quadrado, como ABF'E, o retdngulo restante, CDEF', seré semelhante
ao retangulo original. Denotando por a + b e a os comprimentos dos lados do retangulo original
e lembrando que segmentos equivalentes sdo proporcionais (por defini¢ao), temos, a parir da

definigdo de retangulo dureo que

a+b a
= —. (3.2)
a b
A razdo ¢ = ¢ é chamada razdo durea enquanto o inverso desse nimero, ¢ = é = 3, é chamado

Figura 3.2: Retangulo Aureo ABC'D

B F C
a b

a

A E D

Fonte: Autor

numero dureo. Dividindo numerador e denominado do lado esquerdo da equagao (3.2)) por b,

obtemos

b _ @
g b
a b
L bptp_a
g b
N %+1:2
g b
d+1
= —E—:¢
= ¢ —¢p—1=0. (3.3)
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As raizes de 1) sdo ¢ = 1+72«/5 e ¢g = # Como estamos procurando uma razao entre

medidas positivas, devemos ter ¢ = # ~ 1,618. Daqui, segue que o niimero aureo é ¢ = % =
2 1+v5 4 s : _1+V5 _ a _ atb =
s 0,618. Uma vez que ~5=> ¢ irracional e ¢ = =52 = ¢ = 2 entdo a e a + b, os lados

do retdngulo aureo, sdo incomensuraveis.
Divisao Aurea
Diz-se que um ponto C' de um segmento AB (fig. [3.3) divide esse segmento na razdo durea

se
AB  AC

AC ~ CB 34

onde (3.4) é chamada propor¢io durea. Diz-se também que C' divide AB em média e extrema

Figura 3.3: Divisio Aurea

Fonte: Autor

razio (ou meia e extrema razio). A escolha desta nomenclatura justifica-se pelo fato de AC
aparecer duas vezes na proporcao como termos do meio, enquanto AB e C'B sao os termos
extremos.

Note que se fizermos AC = a e CB = b em , obtemos precisamente a proporgao ,
de modo que AB = a+be AC = a da divisdo durea sio as medidas dos lados de um retadngulo

+/5 _

aureo e (3.4) é a razao aurea ¢ = L 5 = ot

=7 Tb ja encontrada anteriormente.

3.1.2 *‘Teorema de Tales”

Teorema 3.1. (“Teorema de Tales”) Toda paralela a um dos lados de um tridngulo divide os outros

lados em segmentos proporcionais.

Demonstracdo. Seja ABC' o tridngulo. A cada ponto X do lado AB, fagcamos corresponder o ponto
X' do lado AC, de tal modo que X X' seja paralela a BC. Provaremos que o comprimento X'C' €
diretamente proporcional ao comprimento X B. Em primeiro lugar, é claro que se X,Y sdo pontos de
AB tais que X B < Y B, entdo X'B < Y'B, porque X X’ e Y'Y’ sdo paralelos. Em seguida, afirmamos
que se os pontos X, Y, Z do lado AB sio tais que XY = Y Z, entdo X'Y' = Y'Z’'. Para ver isto,
tomemos os pontos P em XX e @ em YY’ de modo que Y'P e Z'Q) sejam paralelas a AB. Os

tridngulos PX'Y" e QY'Z' séo congruentes porque t¢ém um lado igual (PY’ = @QZ’) compreendidos
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entre angulos iguais. Desta observagdo, resulta que se X, Y sdo pontos de AB com Y B = n X B, entao
seus correspondentes X', Y’ no lado AC sdo tais que Y'C' = n X'C. Isto conclui a verifica¢do de que o
comprimento X’C' é diretamente proporcional a X B. Pelo Teorema existe uma constante k tal que,

para todo ponto X do segmento A B, tem-se

X'C=kXB (3.5)

Em particular, para X = A, como A’ = A, obtemos

AC =kAB (3.6)
Subtraindo (3.5) de (3.6) vem

AX'=kAX (3.7
Dividindo (3.7) por (3.3)) resulta

X AX

X'C XB

Isto é precisamente o que estipula o Teorema de Tales.

Figura 3.4: “Teorema de Tales”

Fonte: Referéncia [19]
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3.1.3 Area de um Retangulo

A drea A = A(x,y) de um retangulo de base x e altura y é diretamente proporcional a x
e a y. Basta verificar quanto a x, pois a verificacdo quanto a y é andloga. Assim, fixando v,
se 1 < xg, entdo A(z1,y) < A(xa,y), ja que o retdngulo de base x; e altura y estd contido
no retangulo de base xs e mesma altura y. Além disso, dado n € N, o retangulo de base nz
e altura y se decompde como reuniao de n retangulos justapostos, todos com base x e altura
y, logo A(nz,y) = nA(x,y). Segue-se do Teorema que existe uma constante k tal que
A(z,y) = kxy. Por um lado, temos que A(1,1) é a drea de um retdngulo de base e altura iguais
a 1 (quadrado unitério). Mas a drea de um quadrado de lado unitério é tomada como unidade
de medida de area, logo A(1,1) = 1. Por outro, temos que A(1,1) = k-1-1 = k, isto é, a
constante de proporcionalidade é a area do quadrado unitario que por sua vez é a unidade de

medida de area. Portanto, A = xy.

3.1.4 Volume de um Paralelepipedo

O volume V = V(z,y, z) de um paralelepipedo de dimensoes z, y, z é diretamente proporcio-
nal a z,y e z. Mostraremos somente a proporcionalidade em relacdo a x, pois em relagao as outras
variaveis se faz de modo andlogo. Fixados y e z, se 1 < x9, entdao V(z1,y, 2) < V(x2,y, 2), pois
o paralelepipedo com dimensdo xo, xo > x1, contém o primeiro. Assim, a fungdo V é crescente
na variavel z. Além disso, a soma das n parcelas, n € N, V(x,y, 2)+V (z,y,2)+- -+ V(z,y,2) =
nV(x,y,z) éigual a V(nz,y,z). Ou, usando a linguagem utilizada em temos a justaposi-
¢ao de n paralelepipedos de dimensdes x, y, z. Segue-se do Teorema[2.5 que existe uma constante
k tal que V(x,y, z) = k xyz. Se as arestas do paralelepipedo forem mutuamente perpendiculares,
entdo k = V(1,1,1) é a volume do cubo unitario. Mas o volume de um cubo unitério é tomado

como unidade de medida de volume, logo k = V(1,1,1) = 1. Portanto, V(z,y, z) = zyz.

3.1.5 Questoes de Exames

1) (ENEM-2013) Um dos grandes problemas enfrentados nas rodovias brasileiras é o excesso
de carga transportada pelos caminhoes. Dimensionado para o trafego dentro dos limites
legais de carga, o piso das estradas se deteriora com o peso excessivo dos caminhdes.
Além disso, o excesso de carga interfere na capacidade de frenagem e no funcionamento
da suspensao do veiculo, causas frequentes de acidentes. Ciente dessa responsabilidade e

com base na experiéncia adquirida com pesagens, um caminhoneiro sabe que seu caminhao
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pode carregar, no maximo, 1500 telhas ou 1200 tijolos.

Considerando esse caminhao carregado com 900 telhas, quantos tijolos, no maximo, podem

ser acrescentados & carga de modo a ndo ultrapassar a carga maxima do caminhao?

A) 300
B) 360
C) 400
D) 480

E) 600

Solucao

Notemos que existe uma proporgao entre o nimero de telhas t. e o ntimero de tijolos ¢;.
Se aumentarmos a quantidade de telhas, a de tijolos também aumentard; se duplicarmos,
triplicarmos, etc. a quantidade de telhas, a de tijolos também duplicara, triplicard, respec-

tivamente, contanto que a soma dessas quantidades nao ultrapasse a carga méaxima. Dito

te _ 1500

isto, temos que & = 1200

= %, isto é, uma proporc¢ao de 5 para 4, o que significa que a
cada 5 telhas correspondem 4 tijolos. Como ja ha no caminhao 900 telhas, para completar
as 1500 telhas, faltam 1500 — 900 = 600 telhas. Entdo queremos descobrir quantos tijolos

correspondem a essas t. = 600 telhas. Logo

te 5
ti 4
600 5

= ti 4
4 x 600

= t=

= t; = 480 tijolos.

Portanto, a op¢ao correta é a D).

2) (ENEM-2019) Para contratar trés maquinas que fardo o reparo de vias rurais de um
municipio, a prefeitura elaborou um edital que, entre outras clausulas, previa:
cada empresa interessada s6 pode cadastrar uma tinica maquina para concorrer ao edital;

o total de recursos destinados para contratar o conjunto das trés méquinas é de R$ 31000, 00;
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o valor a ser pago a cada empresa serd inversamente proporcional a idade de uso da

maquina cadastrada pela empresa para o presente edital.

As trés empresas vencedoras do edital cadastraram maquinas com 2,3 e 5 anos de idade

de uso.

Quanto receberd a empresa que cadastrou a maquina com maior idade de uso?

A) R$ 3100,00
B) R$ 6000, 00
C) R$ 6200, 00
D) R$ 15000, 00

E) R$ 15500,00

Solugao

Este problema relaciona duas grandezas: idade (em anos) de uso das maquinas e valor
(em reais) a receber por cada empresa. Inicialmente teriamos que verificar se ha proporci-
onalidade entre essas grandezas, mas o proprio problema pede uma divisao proporcional,
estabelecendo uma proporcionalidade inversa entre elas, de modo que cada empresa re-
ceba de forma inversamente proporcional ao tempo de uso da maquina. Como vimos, se
uma grandeza y € inversamente proporcional a uma grandeza x, entdo y é diretamente
proporcional a % Entao, de acordo com nossa notagao, sejam x1 = 2,20 = 3 e x3 = 5 as
idades, em anos, de uso das méaquinas e y1,y2 e y3 os valores a receber por cada empresa,

relacionados, respectivamente, a x1,rs e x3. Logo,

1 1 1 1 1
3 5 27313

<
M‘H‘H

Do texto, temos que o total de recursos destinados para contratar o conjunto das trés

maquinas é de R$ 31000, 00, o que significa y; + y2 + y3 = R$ 31000, 00. Assim,

-1 3

<
l\?\»—A‘H

Y Y3 31000
= T p— =
3

5 30
= 30000 = k.

A maquina com maior idade de uso tem 5 anos de uso. Portanto, a empresa responsavel
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por esta maquina receberd

<

1
% — 30.000 = Y3 = = x 30000 = 6000 reais.

Cﬂ\l—“

Logo, a opgao correta é a alternativa B).
3) (Enade-2011) Duas grandezas = e y sdo ditas comensurdveis se existe um nimero racional
q tal que a medida de z é ¢ vezes a medida de y.

Com base nesse conceito, sao grandezas comensuraveis

A) a aresta de um cubo de volume V e a aresta de um cubo de volume 2V.
B) a area e o perimetro de um circulo, quando o raio é um nimero racional.
C) a area e o didmetro de um circulo, quando o raio é um nimero racional.
D) o comprimento e o didmetro de uma circunferéncia.

E) a diagonal e o lado de um quadrado.

Solugao

A defini¢do dada para grandezas comensuraveis é equivalente a dizer que a razao entre as
grandezas é um numero racional. Calculemos, entdo, a razao para cada par de grandezas

nos itens de A) a E).

A) Seja a a aresta de um cubo de volume V. Entdo, V = a® = a = ¥/V. Para um cubo
de volume 2V, sua aresta a’ serd a’ = v/2V. Assim,
a JV 1 ¢Q
a’ 2v \3@ ’
B) A 4rea A e o perimetro 2p de um circulo de raio r € Q* sdo dados, respectivamente,

por A = 7r? e 2p = 2mr. Logo,

A 2 T

—=_—=-cQ
2p  2mr 2 Q

C) A area A e o didmetro D de um circulo de raio r € Q* sdo dados, respectivamente,

por A = mr? e D = 2r. Portanto,

A w2 ar

D% 2 %@
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D) O Comprimento 2p e o didmetro D de uma circunferéncia de raio r € QT sdao dados,

respectivamente, por 2p = 27r e D = 2r. Daqui, segue que

2p  27r

Do ~TEQ

E) Dado um quadrado de lado [, sua diagonal mede /v/2. Dai, temos

hf:v6¢Q

Portanto, a op¢ao correta é o item B).

(OBMEP-2022) Uma fabrica recebeu uma encomenda de 100 kg de bombons para entregar
em 10 dias. Apés 5 dias, seus 3 funcionarios produziram 20 kg de bombons. No minimo,
quantos funcionérios extras a fibrica precisa contratar para atender a encomenda no prazo,

supondo-se que todos os funcionédrios tenham a mesma producao diaria?

Solugao

Resolveremos este problema pelo diagrama de setas. As grandezas envolvidas sdo massa
de bombons em kg, tempo em dias e quantidade de funcionarios. As proporcionalidades

entre as grandezas estao na tabela

Tabela 3.1: Problema 4). OBMEP-2022.

massaemkg(|) tempo em dias(|) quantidade de funcionrios(|)
3 20 5)
x 80 5

Fonte: Autor
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Portanto,

3 20 5
— = — X —
r 80 5
N 3 x 80
xTr =
20

= ¢ = 12 dias.

Mas como o problema quer saber o ntimero de funciondrios extra, temos 12 — 3 = 9

funcionérios. Logo, a opg¢ao correta é D).

5) (OBM-98) Quando vocé entra em um restaurante para comer pizza espera pagar uma
quantia proporcional a quantidade de pizza consumida. Se uma pizza com 20cm de dia-
metro custa R$ 3,60, quanto vocé espera pagar por outra do mesmo sabor e com 30 cm
de didmetro?

A) RS 5,40
B) R$ 5,80
C) R$ 6,60
D) R$ 7,50

E) R$ 8,10

Solugao

Primeiramente temos que definir o que queremos dizer com quantidade de pizza. O prego
a pagar ¢ diretamente proporcional a area da superficie da pizza e ao seu volume. Para
nossos calculos, suporemos as espessuras das pizzas iguais, de modo que quando falamos
quantidade, queremos dizer drea consumida. Sendo assim, a menor tem raio 10 cm e area

7 x 10?2 = 1007; a maior, raio 15cm e drea m x 152 = 2257. Logo,

x 2251 9
9 x 3,60
xr =
4
= r=9x0,9
= r=2_8,1
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Portanto, a op¢ao correta é alternativa E) R$ 8, 10.

6) (OBM-2001) Em Tumbdlia, um quilograma de moedas de 50 centavos equivale em dinheiro
a dois quilogramas de moedas de 20 centavos. Sendo 8 gramas o peso de uma moeda de

20 centavos, quanto pesara uma moeda de 50 centavos?
A) 15 gramas

B) 10 gramas

C) 12 gramas

D) 20 gramas

E) 22 gramas

Solugao

Os pesos das moedas e as quantidades sdo grandezas diretamente proporcionais, quer
dizer, se aumentarmos a quantidade de moedas o peso total destas aumentara, de sorte
que duplicando, triplicando, etc. a quantidade, o peso total fica multiplicado por dois, trés,
etc., respectivamente. Comecemos calculando a quantidade de moedas de vinte centavos
nos dois quilos iniciais delas. Assim,

8 —

2000
2000 x 1

8
= z = 250 moedas.

1
T

X

Ou seja, em moedas de 20 centavos, tem-se 250 x R$0,20 = R$50. Isto nos dé % =100

moedas de R$0,50. Assim, como ha 1000 g destas moedas, segue que o peso por moeda

de R$0,50 é % =10 g. Logo a opgao correta é a B).

3.2 Na Fisica

Nesta secao apresentamos aplicacdes do conceito de propor¢ao na Fisica.
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3.2.1 Leide Hooke

A Lei de Hooke é uma lei fisica de proporcionalidade, onde esta proporcionalidade é obtida
experimentalmente. Entao, diferente das aplicacbes matematicas que vimos nas quais mostramos
que de fato existia a proporcionalidade, aqui nos limitaremos a apresentar a lei como uma
proporcao e a tecer alguns comentarios sobre o dominio de validade da lei.

A Lei de Hooke diz que a deformagéo sofrida por um corpo eldstico (uma mola, por exemplo)
é diretamente proporcional a (intensidade da) for¢a empregada. Matematicamente, d = d(F') =
k F (d = deformagao, F' = forca, k = coeficiente de elasticidade), ou simplesmente d = k F. A
validade desta equagdo como modelo matematico é sujeita a restrigoes evidentes. A Forca F
ndo pode ser muito pequena porque entdo, mesmo positiva, ndo seria suficiente para deslocar a
mola; neste caso teriamos d = 0 com F' > 0, logo nao valeria o modelo d = k£ F. Também nao

se pode tomar F' muito grande porque a mola arrebentaria.

3.2.2 Lei de Gravitacdo Universal

Aqui também nos limitamos a simplesmente expor a lei como aplicacdo de grandeza que é
proporcional a vérias outras.

A chamada Lei de Gravitagdo Universal (de Newton) diz que “a matéria atrai a matéria
na razao direta das massas e na razao inversa do quadrado da distancia”. Isto significa que
um corpo de massa mj e outro de massa msg, situados a uma distdncia d um do outro, se

atraem mutuamente com uma for¢a cuja intensidade F' é diretamente proporcional a my e ms,
mimsa

2 onde a constante

e inversamente proporcional a d?. Seque-se do Teorema que FF'=k

k depende do sistema de unidades utilizado.

3.2.3 Movimento Retilineo Uniforme

Um Movimento é Retilineo (aquele em a trajetoria é uma linha reta) Uniforme (MRU) quando
o moével percorre espagos iguais em intervalos de tempos iguais. A velocidade é, por defini¢ao, o
espago percorrido na unidade de tempo. Num movimento desta espécie, o espaco percorrido a
partir de certo ponto fixado, e de um instante em que se comegou a contar o tempo, é funcao da
velocidade e do tempo decorrido: E = f(v,t). Evidentemente, E é fungio crescente de v e de t.
Além disso, pela definicdo de movimento uniforme, o espaco percorrido depois de n intervalos
de tempos iguais é n vezes o espago percorrido durante um desses intervalos (mantida constante

a velocidade). Logo, f(v,nt) = nf(v,t). Segue do Teorema que E = f(v,t) =1t f(v,1)-
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A definicao de velocidade como espacgo percorrido na unidade de tempo significa que FE =
f(v,1) = v. Segue-se entdo que E = vtf(1,1) = vtk = kvt. Como o espago percorrido nas
unidades de tempo e velocidade é igual a uma unidade de comprimento, isto é, f(1,1) =1 = k,
temos que E = vt. Dai resulta que, no movimento uniforme, o espaco percorrido é diretamente

proporcional a velocidade e ao tempo.

3.2.4 Leis de Kepler

Foi gracas ao astronomo alemao Johannes Kepler (1571-1630) que a Astronomia se desven-
cilhou da Astrologia para se ligar definitivamente & Fisica. De acordo com [7] (2001), Kepler
era dono de uma personalidade indagadora e obstinada. Professor de Matematica e Astrono-
mia, conhecedor das teorias de Copérnico, herdou um grande acervo de informacoes e medidas
obtidas pelo astrénomo dinamarqués Ticho Brahe ao longo de muitos anos de pesquisas. Esses
ingredientes bastaram para que ele formulasse, sem demonstrar matematicamente, as trés leis

que apresentamos a seguir:
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12 Lei - Lei das Orbitas

Em relagdo a um referencial no Sol, os planetas se movimentam descrevendo drbitas elipticas,

ocupando o sol um dos focos da elipse.

Figura 3.5: Elipse - 1* lei de Kepler
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Fonte: Referéncia [[7]]

Chamando de dp,;, € d as distancias do periélio e afélio, respectivamente, ao centro do
min max Y bl
sol, definimos como raio médio da drbita (R) do planeta, a média aritmética simples entre dyp

e dmaz, iSto é,

dmin + dmax
72 .

R=

22 Lei - Lei das Areas

As areas varridas pelo vetor-posi¢cio © de um planeta em relagdo ao centro do sol, sdo dire-
tamente proporcionais aos respectivos intervalos de tempos gastos.

Sendo A a area e At o correspondente intervalo de tempo, temos que

A

onde  indica proporcionalidade entre as grandezas. A constante de proporcionalidade k é
chamada aqui de velocidade areolar, v,, e caracteriza a rapidez com que o vetor-posicdo do

planeta varre as areas. Assim, ficamos com
A =y, At

De acordo com a 2# Lei, temos
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Figura 3.6: 2° lei de Kepler

Fonte: Referéncia [[7]]

Atl = Atg = A1 = AQ.

32 Lei - Lei dos Periodos
Para qualquer planeta do sistema solar, o cubo do raio médio da érbita, R, é diretamente

2

proporcional ao quadrado do periodo de revolugao (ou translagdo), 7%, em torno do sol.

RB
==k,
T2
onde a constante de proporcionalidade k,, denomina-se constante de Kepler e seu valor depende
apenas da massa do sol e das unidades de medida.

O leitor deve ter notado que a 1% Lei ndo é uma lei de proporcionalidade, no entanto,

colocamo-la aqui para que o leitor tivesse um minimo de informacio para compreender os enun-

ciados das leis.

3.2.5 Escalas Termométricas: conversiao Celsius-Fahrenheit

Um dos problemas enfrentados por alunos do segundo ano ensino médio diz respeito as escalas
termométricas, principalmente no que tange a compreensdo da relacdo de proporcionalidade
entre as escalas. Tomemos as escalas Celsius e Fahrenheit, por exemplo, e a figura Na
figura vemos que as linhas tracejadas tracadas pelos pontos fizos fundamentais (ponto do
gelo e ponto do vapor) determinam sobre as escalas “segmentos” proporcionais, isto é, temos

simplesmente uma aplicacdo do Teorema de Tales. Assim,

Oc—0 100 -0

0p —32 212 —32

Oc 100 5
Or —32 180 9 38
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Figura 3.7: Conversao de escalas Celsius-Fahrenheit

Ponto do vapor _ _ _

. ——

Temperatura — — — -0
do corpo
Ponto do gelo 32

Fonte: Referéncia [[7]]

O fato do produto dos extremos ser igual ao produto dos meios nos permite trocar as posicoes
dos extremos e dos meios, de sorte que (3.8) fica
Oc O — 32

= = )
5 9

Qualquer duas escalas sdo sempre proporcionais, de modo que sempre podemos aplicar o racio-

cinio acima para obter uma relagdo de proporcionalidade entre elas.
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Considera¢oes Finais

Neste trabalho fizemos um estudo do conceito de proporcao via funcoes reais. Como o
publico alvo deste trabalho é o grupo de professores da educacao béasica, sentimos necessidade
de comegarmos por fazer uma exposi¢ao dos conceitos de medida, grandeza e razao nos contextos
dos PCNs e BNCC a fim de verificarmos quais os objetivos desses documentos normativos quanto
aos processos de ensino e aprendizagem desses conteiidos. Constatamos que ndo ha habilidades
especificas para o aprendizado do conceito de medida no que diz respeito ao processo de medir
em si. A partir disto, tentamos contribuir através de exemplo para que se chegue mais perto de
se atingir tal objetivo, pois, a nosso ver, essa falta é uma deficiéncia nos processos de ensino e
aprendizagem. Como é possivel pedir a um aluno que meca algo sem o ter ensinado o processo
de medir?

No capitulo 2, centro deste trabalho, tratamos do Teorema Fundamental da Proporcionali-
dade. Vimos que o modelo matemadtico para tratar proporcionalidade (direta) é a funcao linear,
isto é, se y = f(z) é uma propor¢ao, entao f(x) = kx para todo > 0. Vimos que f(cz) = ¢ f(x)
para todo real ¢ > 0 é condicao suficiente para a proporcionalidade, mas na pratica é de dificil
verificacdo. Esta dificuldade pode ser contornada caso saibamos de antemao que f é crescente.
Neste caso, basta verificarmos se f(nz) = n f(z) para todo n € Z. Podemos ainda ser menos
exigente caso estejamos tratando de grandezas com medidas positivas. Como vimos, neste caso
basta verificarmos se f(nz) = n f(z) para todo n € N junto com a monotonicidade de f. Ainda
neste capitulo, vimos formalmente alguns elementos muito explorados nos ensinos fundamental
e médio, como regra de trés e divisdo proporcional.

Em seguida, no capitulo 3, foi explorado o conceito de proporcao na Matematica e na Fi-
sica. Nas aplicacOes a Matematica, vimos como o conceito de proporc¢ao esta fortemente ligado

a Geometria, mostrando, por exemplo, a existéncia de segmentos incomensuraveis. Também
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resolvemos problemas que cairam em exames conhecidos com o intuito de termos uma ideia de
como o conceito de proporcao é abordado por estes exames. Na Fisica, mostramos algumas
leis de proporcionalidade bem conhecidas no ensino médio, com o objetivo de mostrar ao leitor
que a aplicacdo do conceito de proporcao nao se restringe a Mateméatica. Com a Lei de Hooke,
mostramos que, ao aplicarmos um modelo matematico para analisarmos uma situacao concreta,
devemos ter em mente os limites de validez do modelo, o que, no contexto aqui tratado, quando
tivermos que uma grandeza y é proporcional a uma grandeza z, deve-se deixar claro que isto se
dé dentro de certos limites de variagdo para y e x.

Por fim, Esperamos que este trabalho possa de alguma forma contribuir para os processos

de ensino e aprendizagem dos conceitos aqui tratados.
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