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Resumo

Este trabalho apresenta um assunto abordado em alguns cursos de graduacao deno-
minado de Cadeias de Markov. Sao explanados conceitos de Cadeia de Markov como
Matriz Estocéstica, Vetor-Estado, dentre outros. Sao apresentados alguns exemplos con-
textualizados de modo a facilitar a compreensao do assunto, visto que o presente trabalho
objetiva ressalvar a importancia de desenvolver aulas com temas do ensino superior em
turmas do ensino médio. Além disso, serao apresentadas nocoes de alguns conceitos
musicais objetivando mostrar uma possibilidade de composicao algoritmica utilizando o
Processo de Markov. Também serao abordadas nocoes elementares sobre sustentabilidade
e serda exposto um modelo matematico envolvendo Cadeia de Markov com o intuito de
demonstrar ao aluno a importancia da tomada de decisoes de modo correto e planejado,
e procurando despertar no discente nao somente a curiosidade e o gosto pela matematica,
mas também desenvolver no mesmo a capacidade de criar e raciocinar, tornando o estudo
da matematica mais aprazivel e interessante.

Palavras Chaves: Cadeia de Markov, ensino médio, conceitos musicais, sustentabili-
dade.



Introducao

Sabemos que o ensino da matematica é um arduo desafio, e mais ainda na atualidade,
em que vivemos a era do conhecimento, da informacao e da tecnologia. Para agravar
ainda mais esse quadro, alia-se a isso a “facilidade” encontrada pelos alunos em aprovacoes
progressivas e a auséncia familiar na participacao da vida escolar do discente.

Como motivar os alunos diante dessa realidade? Estudamos matematica desde as sé-
ries iniciais e sabemos que é uma ciéncia que esta presente no nosso dia-a-dia em muitas
coisas. No entanto, muitas vezes, nao mostramos sua aplicabilidade de modo a desper-
tar o interesse do aluno. Por esta razao, o presente trabalho objetiva mostrar algumas
aplicagoes de um conteiido matematico abordado no ensino superior e sua relacao com
diversas areas do conhecimento, as Cadeias de Markov. Além disso, mostrar que é possivel
introduzir tal contetiido no Ensino Médio.

De modo simples, podemos dizer que quando a probabilidade de algo acontecer amanha
depende apenas do que acontece hoje, e nao do que aconteceu mais anteriormente, teremos
o que é denominado de Cadeia de Markov. Imagine, por exemplo, que a probabilidade
de amanha esta ensolarado dependa apenas de saber se hoje estava ensolarado, nublado
ou chuvoso; ou, que a probabilidade da bolsa subir ou cair amanha dependa apenas dela
ter subido ou caido hoje; ou ainda que a sequéncia de acordes de uma misica dependa
apenas da probabilidade do acorde anterior. Podemos citar diversas situacoes que podem
ser estudadas como uma cadeia de Markov.

Sendo assim, as cadeias de Markov sao um instrumento muito poderoso e relativamente
simples para previsoes. H& disciplinas inteiras que estudam cadeias de Markov e aplicacoes
em diversas areas. Sao usadas em biologia, administracao, economia, quimica, na propria
matematica, entre outras. Em todas essas areas, essas cadeias podem descrever um modelo
que é realizado muitas vezes da mesma maneira, através de uma sequéncia de etapas.

Para facilitar os calculos, obter resultados mais seguros e precisos, facilitar o entendi-
mento dos alunos e melhorar a compreensao, pode-se fazer uso de alguns recursos tecno-

logicos como calculadoras e/ou computadores.

vi



Capitulo 1

Definicoes

1.1 Cadeia de Markov

Cadeia de Markov é uma sequéncia de estados seguindo o processo de Markov.

Processo de Markov é um processo em que a probabilidade de transicao de um feno-
meno depende apenas do estado em que ele se encontra e do estado a seguir. Em outras
palavras, é o processo de passar de um estado para outro dentro de um sistema em que
algumas passagens de transicoes tém mais probabilidade de acontecer do que outras, ou
seja, ¢ um tipo de processo onde as distribui¢oes de probabilidade para o passos futuros do
processo dependem somente do estado presente, desconsiderando como o processo chegou
a tal estado, onde o espago de estados é discreto (enumerével). Por exemplo, a tempe-
ratura em certa regiao pode estar fria ou quente; o tempo em determinada cidade pode
estar ensolarado, nublado ou chuvoso; em musica, pode-se determinar os possiveis acordes
posteriores desde que se conheca o acorde atual; uma pessoa pode estar emocionalmente
feliz, triste, tensa ou irritada; o sistema pode mudar de um estado para outro. Supondo
que se observa o estado do sistema em periodos fixos de tempo. Em muitas aplicacoes,
conhecemos o estado atual do sistema e queremos prever o estado no proximo periodo de
observagao ou em algum periodo futuro.

Suponhamos por exemplo, que numa determinada regiao, observa-se que se um ano for

1
chuvoso, a probabilidade de o ano seguinte seja igualmente chuvoso é e probabilidade
3
de que haja seca é 1 Ainda, em ocorrendo seca num ano, a probabilidade de que também

ocorra no seguinte é a mesma de que seja um ano chuvoso, isto é, % Suponhamos, para
termos um indicador de situacao, que as probabilidades nao mudem com o decorrer do
tempo.Os estados possiveis para este processo siao, pois: chuva (C) e seca(S).

Podemos ter, entao, as seguintes sequéncias de acontecimentos conforme o Diagrama

de Arvore na figura 1.1.
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Figura 1.1:

Assim, sabendo que no primeiro ano houve seca, a probabilidade de que chova no
terceiro ano, ou seja, a probabilidade que chova apo6s 2 anos de um ano de seca sera
dada por % e 3'3= % Conforme o ntimero de anos aumenta, as contas se tornam
mais complicadas. Desse modo, para previsoes a longo prazo, temos que procurar outro
procedimento. Isto pode ser feito se introduzirmos alguns conceitos sobre a Cadeia de

Markov.

1.2 Diagrama de Transicao de Estado

Uma maneira alternativa para reproduzir uma Cadeia de Markov, é utilizar uma
representacao grafica denominada Diagrama de Transicao de Estado. Neste diagrama sao
visualizados:

os estados (representado por circulos);

as transigoes (representadas por arcos ou flechas);

as probabilidades das transigoes.

Os sentidos dos arcos indicam a probabilidade de transicao de um estado ¢ para um
estado j. De modo geral, pode-se representar os estados e as probabilidades de transicao,
respectivamente, por I; e P;;, onde 7 e j sao um indices que identificam os varios estados
possiveis (logo P,; ¢ a probabilidade de haver uma transicao do estado E; para o estado

E;). A partir desta generalizagao, pode-se desenhar um diagrama, conforme a figura 1.2:
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Figura 1.2: Diagrama de Transicao

Exemplos:
Exemplo 1.

Suponha que o tempo em uma determinada regiao é chuvoso ou ensolarado. Devido
aos registros existentes, determinou-se que a probabilidade de se ter um dia chuvoso logo

ap6s um dia ensolarado é de 3’ e a probabilidade de se ter um dia ensolarado apds um

1
dia chuvoso é de 3" Se representarmos por F; o estado de um dia ensolarado e por E5 o

de um dia chuvoso, entao o diagrama de transicao dessa cadeia de Markov é:

P12=1/3
P A
P11=2/3 P22_1/2

P21=1/2

Figura 1.3: Diarama do exemplo 1

Exemplo 2.

Sabe-se que o movimento de grupos de pessoas, de uma regiao para outra é um objeto
de estudo dos demografos. Consideremos um modelo simples para a variacao da populagao
de uma cidade e dos subturbios vizinhos ao longo de um determinado periodo de anos.

Suponhamos que um estudo demografico mostre que em cada ano, aproximadamente 5%



da populagao da cidade se mude para o subtrbio (isto significa que 95% permanecem na
cidade) enquanto 3% da populacao dos suburbios se mudam para acidade (isto é, 97%
permanecem no subirbio). Se representarmos por E; a populacao da cidade e por Fy a

populacao do subirbio, entao o diagrama de transi¢ao dessa cadeia de Markov é:

P12:5%
N
rd —Q70,
P,=95% P22=97%
s
T~
P21=3%
Figura 1.4: Diagrama do exemplo 2
Exemplo3.

Uma locadora de automaveis tem trés lojas de atendimento, denotadas por 1, 2 e 3.
Um cliente pode alugar um carro de qualquer uma das trés lojas e devolver o carro para
qualquer uma das trés lojas. O gerente percebe que os clientes costumam devolver os
carros com as seguintes probabilidades: Quem aluga da loja 1 tem 10% de chance de
devolver na loja 2 e 10% de chance de devolver na loja 3; Quem aluga da loja 2 tem 30%
de chance de devolver na loja 1 e 50% de chance de devolver na loja 3; Quem aluga da
loja 3 tem 20% de chance de devolver na loja 1 e 60% de chance de devolver na loja 2.
Se representarmos por E, Es e F3 as lojas 1, 2 e 3 respectivamente, entao o diagrama de

transicao dessa cadeia de Markov seré:

Pu: 10% -
= - P22=20%
Pat~B0% _ Pxn=30%
<
P23:50%
P13=10%
P31=20% P32=60%
P33=20%

Figura 1.5: Diagrama do exemplo 3



1.3 Vetor Probabilidade

Definimos como vetor de probabilidade a matriz linha que contém as probabilidades
de transicao de um estado para outros estados em um intervalo de tempo discreto. A

generalizacao do vetor de probabilidade pode ser dada por:

Vi=| Pa P Ps o Pul.

onde:
P;; indica a probabilidade de haver transicao do estado E; para o estado Fj,
Pysindica a probabilidade de haver transicao do estado F; para o estado Fs,

Pindica a probabilidade de haver transicao do estado E; para o estado Fjs,

ceny

P;rindica a probabilidade de haver transicao do estado E; para o estado E}.

Deve-se observar que os elementos de um vetor de probabilidade sao nao negativos e
que a soma dos mesmos sempre sera igual a 1.

E importante destacar também, que um vetor de probabilidade na enésima observacio
é indicado por Vi(n), sendo assim:

Vi(o) é o vetor de probalidade numa observacgao inicial,

Vi(l) é o vetor de probalidade numa primeira observacao,

2) , . ~ . .
VZ-( ) 6 o vetor de probalidade numa segunda observacao, e assim sucessivamante.

Utilizando os exemplos da secao 1.2 e uma vez que todas as probabilidades sejam

conhecidas, teremos:

Para o exemplo 1, exemplo do tempo:

Wl
[ E—

Wl

N[
[ —

N [—=

Para o exemplo 2, da migragao:



Vi=|95% 5%

Vo= 3% 97% |

Para o exemplo 3, da locadora:

Vi=180% 10% 10%

Vo= | 30% 20% 50% |

Va=120% 60% 20%

1.4 Matriz de Transicao da Cadeia de Markov

Nota-se que para cada estado deve haver um vetor de probabilidade. A unido de
todos os vetores de probabilidade em uma matriz M = [P;;] da-se o nome de matriz de
transicao. Por exemplo, numa cadeia de Markov de k estados, a matriz de transicao tem

o seguinte formato:

onde ¢ indica o estado precedente e j o novo estado.

Nesta matriz, P3, é a probabilidade do sistema mudar do estado 3 para o estado 2, Py
é a probabilidade de o sistema continuar no estado 2 apos ter sido observado no estado 2,
P>, é a probabilidade de o sistema mudar do estado 2 para o estado 1, e assim por diante.

E importante observar que como P;; ¢ uma probabilidade, temos entao que 0 < FP;; <1
(1 <1i,j < k). Deve-se notar também, que as cadeias de Markov tém a propriedade que
as entradas em qualquer linha somam 1. Isto se deve ao fato de que se o sistema esta
no estado ¢ em um determinado periodo de observacao, entao ele tem que estar em um
dos k estados possiveis (inclusive pode permanecer no estado i) no proximo periodo de

observacao. Desse modo:

P+ Po+Ps+ ...+ P =1 (1.1)



_Pll P12 P13 Plk_
P21 P22 P23 P2k

A matriz de transicaio M = | Py; Py, P33 ... P3|, também é denominada Ma-

| Pir Proe Pez ... Pr |
triz Estocastica, Matriz de Probabilidade ou Matriz de Markov.

Nos exemplos da secao 1.2, teriamos:

Para o exemplo 1, exemplo do tempo:

-]

M:[%% 5%]’

N = Wi
N |— Wl

Para o exemplo 2, da migragao:

3% 9%

Para o exemplo 3, da locadora:

80% 10% 10%
M =1 30% 20% 50%
20% 60% 20%

1.5 Determinagao de Estados Futuros (Probabilidades
Futuras)

A matriz de transicao juntamente com vetor de probabilidade sao uteis na determi-
nacao de estados futuros ao longo do tempo. Suponhamos que seja conhecido o vetor de
probabilidade Vi(o) de uma cadeia de Markov em alguma observacao inicial. O préximo
teorema nos permitird determinar os vetores de probabilidade V;(l), Vi(Q), Vi(?’), - Vi(n),

etc, nas observacoes subsequentes.

Teorema 1 Se M ¢ a matriz de transicao de uma cadeia de Markowv, Vl-(l) = Vi(o), visto
que na primeira observacao temos o proprio vetor probabilidade de transicao de um estado
para outros estados e considerando V;(n) o vetor de probabilidade na enésima observacao,

para n > 2 entao:



V;(”) _ V(n—l) M

7

A prova deste teorema envolve ideias da teoria de probabilidades e nao sera dada aqui.
(O leitor interessado pode consultar um texto mais especializado, por exemplo o de A.
Bruce Clarke e Ralph L. Disney, Probabilidade e Processos Estocésticos.). No entanto,
para um melhor entendimento podemos observar um sistema com dois estados F; e Es,
onde P;; é a probabilidade do sistema mudar do estado ¢ para o estado j, Vl(o) é o vetor

probabilidade inicial conforme o diagrama de arvore da figura 1.6.

tempo 1 tempo 2 tempo 3...
P; E 1
E
'7 e E,
E, -

P>

P11 & E 1
2
Py E2
El

Py El

m
(o)
N
rm m
() [
o -~
rm m
= (9]

o
N
m
N

Figura 1.6:

Observando o diagrama, temos:

‘/1(1):‘/1(0):[]311 P12]

Pll P12

1/1(2):[P11'P11+P12'P21 P11'P12+P12'P22]:[P11 P12}‘
Py Py

‘/1(2) _ Vl(l) M

Py PP+ Pn-Po-Poy+Po-Poy- Py + Pia-Pog-Poy Py Pry- Prao+

+Py - Pio- Pog+ Pig- Poy - Pio+ Pia- Py - Poy
Py P+ Pig-Poy Py Pio+ Pia- Py
Poy - Piy 4 Pag - Poy Py - Pig+ Pag - Pay

v

Vl(g):[Pn PlZ]'




Pll P12
P21 P22

Pll P12

%(B)Z[Pn P12]' P P
21 22

v Zy® .y

Desse modo podemos averiguar a veracidade do teorema 1, para ‘/1(2), V1(3) , etc.
Desse teorema segue que:

V(l) _ V(O)

V(2) _ V(l) M = V(O) M

V(g):V(Q)-M:V;(O)-M-M:V;(O)-MQ

(2 (2

‘/;(4) _ ‘/;(3) M = Vi(O) MM = ‘/;(0) VL

Vi(n) _ ‘/;(”*1) M= Vi(O) MO L = ‘/;(0) . M1

Sendo assim, o vetor-estado inicial Vi(o) e a matriz de transicao M determinam Vi(")
para n — 1, 2, 3, 4,... .O vetor resultante desta equacao contera as probabilidades de
transicao de um estado E; ap6s um periodo n.

Para um melhor entendimento vamos aos exemplos da secao 1.2.

Para efetuar os calculos com as matrizes, poderemos usar um software como o Excel
ou um chamado Winmat. O Winmat, além de ser um software livre e de facil manipula-
¢ao, permite que se definam e construam matrizes, realizem operacoes basicas como soma,
subtracao e produto. O uso desses softwares pode ajudar na obtencao de resultados nu-

méricos de forma rapida e precisa, possibilitando aos discentes maior atencao ao contetudo.



Exemplo 1:

Desse exemplo ja temos o diagrama de transicao, os vetores de probabilidade e a matriz

de transicao.

P12=1/3

> "
P11=2/3 @ @ Px=1/2
e

P21=1/2

Figura 1.7: Diagrama do exemplo 1

Vi=[3 4]
V=4 4]

D= Wi
N = Lol

|

Caso se queira obter a probabilidade de um dia chuvoso apés 4 dias de um dia enso-

larado, tém-se a seguinte equacao e sua resolucao:

w

3 65 43
_[2 1], 108 108 | _[ 39 259
3 43 29 648 648

72 72

=
=
I
| —
wino
W=
I
| —
N [—= Wi
N [—= Wl

Vi ~ [ 60,03% 39,97% }

O vetor V1(4) ~ [ 60,03% 39,97% ] indica que um dia ensolarado tem uma probabi-
lidade de quase 40% de estar chuvoso apos quatro dias, assim como tem a probabilidade

de aproximadamente 60% de continuar ensolarado.

Exemplo 2:

Desse exemplo também ja temos o diagrama de transicao, os vetores de probabilidade

e a matriz de transigao.

10



P12:5%

”~ - 0,
P11:95% P22_97A

N

P21:3%

Figura 1.8: Diagrama do exemplo 2

vi=[o5% 5% |

sz[:s% 97%}

M= 95% 5%
3% 97%

Supondo uma populacao inicial na cidade de 600.000 habitantes e no subturbio 400.000
habitantes, podemos analisar os efeitos dessa migracao ao longo de dois anos, verificando

a quantidade de habitantes em cada lugar ao longo do tempo. Observemos:

95% 5%

\G(Z)Z‘G(O)'M:[%% 5%}'[ 3% 97%

] = 90,4% 9,6% |

€

95% 5%

‘/2(2):‘/2(0).]\4:[3% 97%}.[ R

] — | 5,76% 94,24% |

Desse modo a matriz de transicao no segundo ano sera:

V| 90.4%  9.6%
| 5,76% 94,24%

Tal matriz especifica que 90,4% da populacao da cidade permanecerao na cidade e
9,6% irao para o subtrbio. Mostra também que 5,76% dos que vivem no subirbio irao

para a cidade e 94,24% permanecerao. Se quisermos saber a populacao em cada re-
90, 4% 9,6%

5,76% 94,24%
apo6s dois anos teremos 565.440 habitantes na cidade e 434.560 no subitrbio.

giao fazemos:| 600.000 400.000 ] = [ 565.440 434.560 |, ouseja,

11



Exemplo 3:

Dispomos desse exemplo o diagrama de transicao, os vetores de probabilidade e a

matriz de transicao.

P12=10%

> -900
P11=80% @ P,1=30% @Pzz—zo%;
P3,=60%

.
<
P23=50%
P13:10%
P31=20%

P33=20%

Figura 1.9: Diagrama do exemplo 3

V1=-80% 10% 10%_

Vo= | 30% 20% 50% |

Vs = _20% 60% 20%_

[ 80% 10% 10%
M= 30% 20% 50%
| 20% 60% 20%

Digamos que um carro é alugado da loja 2. Podemos analisar os vetores estados pos-

teriores desse estado.

v — y 0 g0 — [ 30% 20% 50% }

80% 10% 10%
1/2(2):1/2(0)~M1:[30% 20% 50%] 30% 20% 50% | = | 40% 37% 23%]
20% 60% 20%
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[ 80%

VO — Oz - [ 30% 20% 50% } 30%

| 20%
[ 80%

VW — v — [ 30% 20% 50% } 30%

| 20%
[ 80%

VP = vt = | 30% 20% 50% |-| 30%

‘/2(11) _ VQ(O) MY =1 55 7% 23%
Vi =vO . M1 = | 55,7% 23%

v Zy@ e Z [ 55 79 23%

v — v O s = [ 55 7% 23%

Devemos fazer duas observagoes neste exemplo:

| 20%

80%
1/2(1°>:1/2<0>-M9:[30% 20% 50%]~ 30% 20% 50%
20% 60% 20%

21, 3%
21, 3%

21, 3%

21, 3%

10%
20%
60%

10%
20%
60%

10%
20%
60%

10%

10%
50%
20%

10%
50%
20%

10%
50%
20%

10%

_ [47,7% 25, 2% 27,1%}
_ [ 51,1% 26,1% 22,8%}

= [ 53.3% 24% 22,7% |

=1 55,6% 23% 21,4%

1°) Nao é necessario saber quanto tempo o cliente ficou com o carro, visto que num

processo de Markov o tempo entre as observagoes nao necessita ser regular.

2°) Para todos os valores de n maiores do que 11, todos os vetores-probabilidade sao

S mn ., . . .
iguais a Vz( ) até uma casa decimal, ou seja, os vetores-probabilidade convergem a um

vetor fixo & medida que n cresce.
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1.6 Cadeias de Markov Ergodicas

Uma cadeia de Markov é denominada de ergddica se é possivel ir de um estado para
qualquer outro da cadeia(ndo necessariamente em um tnico passo).Os exemplos 1, 2 e 3
da secao 1.2 sao exemplos de cadeias ergodicas.

E possivel também determinar se uma cadeia é ergodica a partir de uma matriz de
transicao, para isso, basta verificar se ha probabilidades nulas e se estas tornam algum
estado inalcancavel.

Como exemplo, a matriz de transicao seguinte é ergbdica, mesmo havendo probabili-

dades nulas. Isto pode ser verificado pelo seu diagrama de transicao.

0.5

0.8

@

0.9
Figura 1.10:
0,1 0,5 0,4
M=102 0,8 0
0 0,1 0,9

Uma cadeia nao-ergbddica, também chamada de cadeia absorvente, ¢ uma cadeia de
Markov onde existem estados onde nao é possivel realizar a transicao para nenhum outro
estado. Como exemplo podemos citar uma variante do jogo “A Ruina do Jogador” .

No inicio do jogo, o jogador tem somente R$2,00. De acordo com as regras do jogo,
o jogador deve apostar apenas R$1,00 por vez. Com probabilidade p% o jogador ganha
R$1,00 e com probabilidade (1 — p)% o jogador perde R$1,00. O jogo acaba, sem direito
a empréstimos ou prorrogacoes, quando o jogador perde tudo ou quando atinge R$3,00.

Considerando-se “Q);” como a quantidade de capital que o jogador tem em um determi-
nado instante “t”, existem 4 estados possiveis (@Q; = 0,1, 2,3). De acordo com o diagrama
de transicao desse exemplo, verifica-se que estando no estado 0 ou 3 nao é possivel ir a

nenhum outro, ou seja, temos uma cadeia absorvente.
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P11=100%
B / Pz:l:il_p)% e
T~

P23=p%

P32=(1-p)%
P32=p%

Figura 1.11:

1.7 Cadeias Regulares

Uma matriz de transi¢ao é regular se uma poténcia positiva da matriz tem todas
as entradas positivas. Uma cadeia de Markov governada por uma matriz de transicao
regular é chamada de cadeia de Markov regular. Toda cadeia regular é também ergodica,
conforme verificaremos. Vejamos o seguinte exemplo:

Uma guarda de transito é designada para controlar o trafego nos oito cruzamentos

indicados na figura seguinte.

) P, b o i

00

ELE AT L
Figura 1.12:

Ela ¢ instruida a permanecer em cada cruzamento por uma hora e, em seguida, ou
permanecer no mesmo cruzamento ou seguir para um cruzamento adjacente. Para evitar
que ela estabeleca um padrao, ela deve escolher o novo cruzamento de maneira aleatoria,
com qualquer escolha igualmente provavel. Por exemplo, se ela estd no cruzamento 5,
seu proximo cruzamento pode ser 2, 4, 5 ou 8, cada um com probabilidade 1 Cada dia
ela comeca no cruzamento em que parou no dia anterior. A matriz de transicao M desta

cadeia de Markov é:
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3030000

1 1 1

3003000

003+ 3203 00

1 1 1 1 1
vl 955350350

030433004

003003 30

0003501 1 1

(0000504 4]

Apos 4 horas, a matriz de transicao terd todas as entradas positivas, logo a matriz
M, é regular. Sendo assim, como essa cadeia de Markov é governada por uma matriz de

transicao regular, entao ela é uma Cadeia de Markov Regular.

0,183 0,179 0,075 0,183 0,174 0,045 0,089 0,072
0,179 0,201 0,045 0,188 0,187 0,030 0,074 0,096
0,075 0,045 0,183 0,183 0,089 0,179 0,174 0,072
0,110 0,113 0,110 0,195 0,130 0,113 0,130 0,101
0,130 0,140 0,067 0,162 0,190 0,056 0,131 0,124
0,045 0,030 0,179 0,188 0,074 0,201 0,187 0,096
0,067 0,056 0,130 0,162 0,131 0,140 0,190 0,124
0,072 0,096 0,072 0,168 0,165 0,096 0,165 0,164

Também como exemplo, podemos tomar a matriz M a seguir que possui um elemento
nulo na terceira linha. Porém, a poténcia M? nao possui nenhum elemento nulo. Sendo

assim, trata-se de uma cadeia regular.

0,8 0,1 0,1 0,65 0,16 0,19
M=101 07 02]|=M=1015 052 0,33
0,0 0,1 0,9 0,01 0,16 0,83

Como ja vimos, em uma poténcia de M, ou seja, em um momento futuro, se a matriz
de transicao nao possui elementos nulos, isto indica que, em algum momento, todas as
transicoes serao possiveis, desse modo a cadeia ¢é ergodica.

Ja as poténcias da préoxima matriz formam padroes em que as probabilidades nulas

nao desaparecem. Logo, estas matrizes representam cadeias nao regulares.
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1 1 1 1 1
M = 0 = M?= 0 = M= 0 = M*= 0 = M° = 0
1 0 0 1 1 0 0 1 1 0

Como estes padroes se repetem indefinidamente, tais matrizes de transicao nunca
deixarao de ter elementos nulos, porém, isso nao indica que se trata obrigatoriamente de

uma cadeia nao-ergodica, uma vez que hé cadeias ergodicas nao regulares.

1.8 Estado Estacionario

Para toda cadeia ergodica regular existe um estado estacionario, onde as probabili-
dades de transicao estabilizam apds o periodo transitoério. Em uma cadeia em estado
estacionario, as probabilidades de transicao nao dependem do estado inicial.

E importante notar, que ao obter a sequéncia de vetores probabilidade V;(l), V;(Q),
Vi(g),..., Vi("), estamos com uma sequéncia de vetores que pode convergir para um vetor
denotado por II quando n tende ao infinito, ou seja, Vi(") — II quando n — oo. Nesse
caso, definimos o vetor II de vetor estacionério para o problema onde é conhecida a matriz
estocéstica M e o vetor de condigoes iniciais Vi(o). Observemos o exemplo 3, para V2(n),

com n > 10, da secao 1.5.

Teorema 2 Se M € a uma matriz de transicao regular, entao

Ty T ... Ty
Ty T ... Ty
n
M" — ;
™ T ... Tg

quando n — oo, onde 0s T; sao numeros positivos tais que ™ + Ty + ... + mg = 1.

Nao iremos provar este teorema aqui(O leitor interessado pode consultar um texto
mais especializado, por exemplo o J. Kemeny e J. Snell, Finite Markov Chains, Nova

Torque: Springer Verlag, 1976.).

™ T ... Tg

™ T ... Tg ,
Chamemos de@Qe | m m .. m | dell. Desse modo @ é uma

L L Y

matriz de transicao com todas as linhas iguais ao vetor de probabilidade II. Essa matriz

() tem a seguinte propriedade:
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se V' é um vetor de probabilidade, entao:

Ty T ... Ty
T T9 ... Tg
V'Q:[Ul Vg .. Vg b
Ty T ... Ty
V.Q= V1T, +Vy T+ ... FVs-T1 VU -Tg+ Vg Tg+ ... FVg Ty ... Up-Tst+
+Vg T+ .. Vg - T
V~Q:[(v1+02+...+vs)-7ﬁ (v +vg+ ... +ug) My ... (v1+v2+...+vs)-7rs}

Como V' é um vetor probabilidade, entao vy + v + ... + v, = 1, logo:

V~Q:[7T1 Ty ... Ts

Isso nos mostra que () transforma qualquer vetor de probabilidade V' num vetor de

probabilidade IT fixo. Tal vetor II nos leva ao seguinte teorema.

Teorema 3 Se M ¢ a uma matriz de transicao reqular, e V € um vetor de probabilidade
qualquer, entao V - M"™ — [ m My ... T ] = II, quando n — oo, onde 11 € um vetor

de probabilidade fixo, independente de n, cujas entradas sao todas positivas.

Demonstracao: Como, pelo teorema 2, M" — @, quando n — oo, entao V - M"™ —

V- @Q =1I, quando n — oo.

Desse modo, para uma cadeia de Markov regular, o sistema sempre converge para um
vetor de estado II fixo, denominado de Vetor de Estado Estaciondrio da cadeia de Markov
regular.

Para calcular o vetor II podemos utilizar o seguinte teorema.

Teorema 4 O vetor de estado estaciondrio 11 de uma matriz de transi¢ao reqular M € o

unico vetor de probabilidade que satisfaz a equacao I1- M =11

Demonstragao: Consideremos que M" - M = M""!. Pelo teorema 2, M" — Q e
M™! — @Q quando n — oo, logo temos Q - M = Q. Sendo assim, qualquer uma das
linhas desta equacao matricial da II- M = II. Suponhamos que « é um vetor de proba-
bilidade tal que o -M = «. Entao também o -M™ = «. Pelo teorema 3, resulta que II =

a, pois a -M™ — II quando n — oo.
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O teorema 4 pode ser expreso do seguinte modo:
n-M=Nl=N0O-M=01I=0M-1I-1=0=1-(M-1)=0

O sistema linear homogeneo 11 - (M — I) = 0, tem um tnico vetor-solu¢ao II com

entradas nao negativas que satisfazem a condicao m + m + ... + 7, = 1.

Como exemplo, podemos obter os vetores estacionarios resolvendo os sistemas dos
exemplos 2 e 3. Vejamos:

Para o exemplo 2:

M- (M—1)=0

- (0,95 0,05 10

L™ 7?2}'(_0703 0,97]_[o 1])2[0 0}
- [ 0,05 0,05

LM m}( 0,03 —0,03])2[00}

0,05 40,037, 0,051 — 0,03, ] _ [ 00 }

—0,05m; + 0,031 =0 N 0,05m — 0,037 =0
0,05m — 0,031 =0 0,05m — 0,037 =0

Observemos que o sistema nos leva a uma unica equacao independente. Assim, so-

mando a ela a equagao m + 7 = 1, teremos:

0,05m; — 0,031 =0 T =
—

T+ Ty = 1 Ty =

Consequentemente Il = [ % % } ¢ o vetor estacionario desta cadeia de Markov regu-

lar. Tsto significa que, em longo prazo, 37,5% da populacdo permanecem na cidade, ou

seja, 375.000 habitantes e 62,5% permanecem no suburbio, isto é, 625.000.

oot oW

Para o exemplo 3:

M. (M—1)=0
0.8 0.1 0.1 100

[m . wg]- 0.3 0205|010 :[000}
0.2 0.6 0.2 00 1
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0.2 0.1 0.1
[m T w?,]- 0,3 —0.8 0,5 =[000}
0.2 0.6 —08

[—0,27?14—0,37?24—0,27?3 0,17, — 0,87 + 0, 675 o,1m+0,57r2—0,87r3]=[0 0 o}
—0,27T1+0,37T2+0,27T3:0

O, 17T1 —0,87T2+0,67T3 =0
O, 171'1-'-0,571'2 —07871'3 =0

Escalonando chegamos ao seguinte sistema:
7T1+07T2—|—:1)’—§7T3:0
O7T1+7T2—|—%7T3 =0

Observemos que o sistema nos leva a duas equacoes. Assim somando a ela a equacao

m + w9 + w3 = 1, teremos:

34 34
7T1+07T2+1—37T3:0 lea
24 14
O7T1—|—7T2+1—37T3:0 = Ty = o1
13

7T1+7T2+7T3:1 7T3:a

Consequentemente II = [ gl ] ¢ o vetor estacionario desta cadeia de Markov.
Isto significa que, em longo prazo, aproximadamente 55,73%, 22,95% e 21,31% dos carros
serao devolvidos a loja 1, 2 ou 3 respectivamente. Isso significa dizer que se a loja locadora
de automoveis tiver 100 carros, deve projetar suas instalacoes de modo a ter pelo menos
56 vagas na loja 1, pelo menos 23 vagas na loja 2 e no minimo 22 vagas na loja 3.
Devemos lembrar que as afirmacoes, alusivas ao estado estacionério, s6 podem ser
feitas se o fendomeno avaliado se tratar de uma cadeia ergddica regular. Caso se trate de
uma cadeia ergodica nao regular, a afirmacao de que o regime estaciona nao pode ser feita

com seguranca, pois pode haver elementos nulos ciclicos na matriz de transicao.
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Capitulo 2

Aplicacoes a Cadeia de Markov

2.1 Criando Misica a partir de uma matriz de transi-
cao

2.1.1 Nocoes Elementares sobre Miisica

Com o intuito de melhor entender a composi¢ao musical, definiremos de forma simples,
alguns conceitos sobre misica.
Maisica

E a arte de combinar os sons simultanea e sucessivamente, com ordem equilibrio e
proporc¢ao dentro do tempo.
Som

Som ¢ um fendémeno fisico que compreende a geracao e propagacao de perturbacoes
de pressao em um fluido que pode ser o ar ou agua, por exemplo.
Nota Musical

Nota Musical ¢ um termo empregado para designar o elemento minimo de um som.
Uma nota musical é oriunda de uma fonte sonora, que pode ser, muitas vezes, um instru-
mento musical. Embora sejam iniimeros os sons empregados na miisica, para representa-

los bastam somente sete notas, denominadas de naturais:
D6 - Ré - Mi - Fa - Sol - La - Si

Melodia

Conjunto de sons dispostos em ordem sucessiva. Podemos dizer de maneira simples

que melodia é uma sucessao coerente de sons e siléncios. Quando assobiamos uma cancao,
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por exemplo, estamos cantando notas e essa sucessao de notas em musica é a melodia.

Harmonia

Conjunto de sons dispostos em ordem simultanea. Também pode ser definida como o

estudo das combinacoes de notas em acordes e seu uso em composi¢ao musical.

Acorde

Um acorde ¢ um conjunto de trés ou mais notas tocadas em simultaneo. Um conjunto
de duas notas chama-se um arpegio. Os acordes sao construidos com base numa nota de
referéncia, a qual se acrescentam depois outras notas. A nota de referéncia é chamada a
tonica do acorde. Existem regras diferentes para adicionar outras notas a tonica, criando-
se assim diferentes tipos de acorde: acordes maiores, acordes menores, acordes de quarta,
de sétima, e muitos outros. E impossivel assobiar um acorde, visto que no mesmo s6 hé
a melodia.

Como vimos, podemos construir acordes de trés notas para cada uma das notas, nessa
ordem: D6 - Ré - Mi - F4 - Sol - La - Si.

O acorde de D¢ é formado pelas notas dd, mi e sol. Chamamos esse acorde de D6
maior.

O acorde de Ré é formado pelas notas ré, fa e 1. Chamamos esse acorde de Ré maior.

O acorde de La é 14, d6 e mi, chamamos esse acorde de L4 maior, e assim por diante
de modo ciclico.

Como da pra observar cada acorde é formado pela nota base (tonica), que fica sendo
a primeira, mais a terceira e a quinta nota em relacao a ela.

Comecando com uma nota qualquer vamos dar um numero para cada nota, sendo
cada um desses numeros o grau. Sendo assim, temos o 1° grau, o 2° grau até o 7°
grau. Da mesma forma temos o acorde do 1° grau, do 2° grau e assim sucessivamente.
Essa numeracao é bastante importante para a construcao da harmonia de uma musica.
Exemplificando, temos:

Se comecarmos com Ré, o grau 1 passa a ser o Ré e o acorde do primeiro grau sera
Ré, Fa e LA. Observe a tabela:

1 2 1314|567
Ré | Mi | Fa | Sol | La | Si| Do

O acorde do 5° grau nessa escala de Ré serd La, D6 e Mi e assim por diante. Se
comecarmos com Fa, o acorde correspondente F&, L4 e D6 serd o acorde de grau 1, sendo

a ordem sempre ciclica. Veja:
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Fa | Sol | La | Si | Do | Ré | Mi

Minueto

O minueto teve sua origem, como danca, na regiao de Poitu e seu nome vem de “pas
menu” que significa passo mitido. Sob o reinado de Luis XIV invadiu os saloes da corte e
se espalhou pela Europa, a ponto de se tornar a principal danga da aristocracia, atingindo
o mais alto grau de luxo e magnificéncia. Como musica, o minueto foi usado em varias

composigoes para piano ou orquestra por Mozart, Haydn, Bach entre outros compositores.

Trio

Trio pode designar tanto uma forma musical quanto um grupo de trés instrumentos

musicais.

2.1.2 Criando Misica Aleatoriamente

A arte de tocar e/ou inventar uma musica é algo extremamente interessante, moti-
vadora e prazerosa. A musica é uma excepcional forma de expressao artistica. Devido o
fato de a musica transmitir emocoes, a mesma influéncia o ser humano, adulto ou crianca,
sendo objeto de muitos estudos.

Atualmente é possivel compor musicas automaticamente, mesmo que a pessoa nao
tenha nenhuma experiéncia musical, gracas aos avangos da ciéncia. A histéria tem mos-
trado que, apesar de ser um processo artistico subjetivo, a misica pode ser um produto
de raciocinios logicos ou ainda de procedimentos mecanicos. Como exemplo, podemos
citar Wolfgang Amadeus Mozart, que em 1787 criou o seu Jogo de Dados Musical para
compor minuetos. A intencao de Mozart era fazer com que leigos em miisica tivessem a
sensacao de compor uma peca musical.

Para estimular pessoas ao estudo da miusica pode-se utilizar métodos automaticos,
fazendo com que as mesmas, mesmo que de forma indireta, tenham a sensacao de estar
compondo. Comercialmente, vemos hoje em dia jogos que dao a sensacao de tocar ou
influenciar a execucao de uma muisica mesmo que nao se possua conhecimento ou técnica
musical, a exemplos como Guitar Hero e o Rock Band.

A automatizagao no processo de compor uma miusica pode ser feito através de técnicas
que utilizam a aplicagao de um algoritmo. Dentre essas técnicas podemos citar: recom-
binacao de padroes e sequéncia, autématos celulares, regras e restricoes, gramaticas e as
cadeias de Markov.

O uso de cadeias de Markov, além de ser umas das primeiras formas de composicao
algoritmica utilizadas, tornou-se uma das mais populares devido a sua simplicidade e pelo

fato de produzir estilos musicais baseados num determinado estilo previamente analisado.
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O processo markoviano de se gerar uma musica pode se dar do seguinte modo: uma
determinada miisica é processada lendo-se cada nota e estatisticamente calcula-se a proba-
bilidade desta nota ser tocada, dada que uma ou mais notas foram tocadas anteriormente.
Se uma nota depende apenas de uma nota anterior, chama-se cadeia de Markov de pri-
meira ordem, objeto de nosso estudo. Se uma nota depende de duas anteriores, chama-se
cadeia de Markov de segunda ordem. E assim por diante. Quanto maior a ordem da
cadeia, mais a musica criada serd parecida em estilo com o da musica fornecida. O caso

aqui mencionado serd o de primeira ordem.

2.1.3 Gerando uma misica jogando dados

Tendo em vista que o objetivo é introduzir Cadeias de Markov para os alunos do ensino
meédio, mostrando a sua aplicabilidade inclusive na composi¢ao musical, construiremos um
algoritmo para tal. Partiremos da premissa que o publico-alvo possui pouca experiéncia
musical ou quase nenhuma. Além disso, utilizaremos um método semelhante ao criado
por Mozart.

Suponhamos que escolhemos varias misicas de um mesmo estilo e fizemos uma esta-
tistica contando quantas vezes nessas miisicas se faz a transicao de um acorde para outro
incluindo as vezes que permanecem no mesmo acorde. Nota-se facilmente que quando se
sabe o grau que estd sendo tocado fica evidente prever qual serd o proximo acorde. Isto
se deve ao fato de que cada estilo musical tem suas transicoes mais comuns, por exemplo,
no Jazz os acordes se relacionam de um modo diferente da bossa nova.

Supondo que a estatistica tenha sido detalhada na seguinte tabela “A”

I IT[IIT | IV | V| VI| VII
I L1 1 L1 1 1
7 7 7 7 7 7 7
1 6
I jojofo[L |80 0
1 6
I jojofoo0 s8]0
1 6
IV | ijojojo|2{o|o0
6 1
vV |&lojojo|i{o] o0
Vi jo[&jo0|0[2]0] O
VIL[ 20|00 [2]0] 0

As linhas representam as entradas e as colunas as saidas, onde os graus dos acordes
das linhas representam o estado em que vocé se encontra, ou seja, o acorde que esta sendo
tocado. O grau dos acordes das colunas representam o estado pra onde se deseja ir, isto
é, o acorde que sera tocado.

Os numeros da tabela sao as probabilidades de transicao, ou seja, a chance de vocé
sair de um estado para outro. Observa-se que algumas transi¢oes tém probabilidade zero

de acontecer.
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Supondo que Sol seja o grau 1 e resolve-se comecar tocando o acorde sobre o grau 5,
que nesse caso é o Ré maior, logo s6 existem duas possibilidades: ir para o grau 1, que é
o Sol maior e tocar o acorde de Sol maior ou permanecer no grau 5 que é o Ré maior e

tocar novamente o acorde de Ré maior. Observe a tabela.

Sol | La | Si| Do | Ré | Mi|Fa
Sol| 7 |7 zls o737
Lai | 0 [0]O0] 2 ]2]07]0
Si oo 0|0 |2]2&]0
Do| 2 (ofo|O0|&|l0]oO
Re| S 10|00 |2]0]0
Mi| O [2]0]0]2]0]0
Fa| & 100|022 ]0]0

Com a tabela anterior é possivel descobrir quais serao os possiveis proximos acordes,
usando a teoria estudada na segao 1.5.

Podemos fazer a proposta de um jogo semelhante ao criado por Mozart no século
XVIII. Criaremos uma sequéncia de acordes com o auxilio do acaso usando dois dados
distintos, porém criaremos uma nova matriz denominada de matriz do tipo acumulada
“B”, a partir da tabela anterior “A”. Nessa matriz acumulada, cada linha corresponde a
soma das probabilidades das entradas anteriores até obtermos resultado 1, de acordo com

o seguinte critério:

0, se  a;, =0,
bin: n
Zazj, se am%O
j=1
I|II|II|IV |V |VI|VII I|II|HI|IV |V | VI| VI
I 11 1 | L 1] 11 I 11 2( 3 |4 ]|5]6 | 7
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
1 6 1 7
I jojofo|[L|Sl0] o0 I jojojo|X[Zl0]0
1 6 1 7
A j0joj ooz 20| o JUTJ0[0]0]0 5]F]0
vV |[ijojo0o|0]&]o0o| 0 v |[ffojo|o0[Z]0] 0
7
Vo o[g&lojojo]t]0] 0 Vo olg&lojofo[Zlo]o0
6 1 6 7
VI |o[Slof[0|i]0] 0 VI |02/ 0 [0 [Z]0]0
VIL[ 20|00 ]2]0]0 VII|2]0 0[O0 [Z]0] 0

Notemos que em cada linha dessa matriz B, a ultima entrada nao nula é sempre igual

a 1, visto que ela é a soma de todas as probabilidades anteriores da linha.
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Lembremos também que quando jogamos dois dados a soma “s” das faces superiores

obtidas é maior ou igual a 2 e menor ou igual a 12 (2 < s < 12). Sendo assim, multi-

plicaremos a matriz B por 12 e arredondaremos os resultados chegando a matriz C com

elementos entre 0 e 12.

Sol | La | Si | Do | Ré | Mi | Fa Sol | La | Si | D6 | Ré | Mi | Fa
s+ (2 [s s [s s3] [sa[2[3[e[s]]2]¥
Lai | 0[O0+ | Z]0]0 La | OO |02 21010
&0000;;0_}&0000%%0
Do| 2 (ofo|o0o|Z]0]oO Do| 20|00 |[&|0]0
Re| S lofojo|Z]l0]oO Re | Z 1000 [&0]0
Mi|o|[&flojo|Z]l0]oO Mi| 0 [Z)0]0 %010
Fa| S lofojo|Z]l0]oO Fa|Z 1000 [%0]0

Sol | La | Si | Do | Ré | Mi | Fa

Sol| 2 |3 |5| 7 |9]|10]12
La 00| 2[12/0]0
oS 00| 0]2([12]0
D6 0 (0|0 [12[/0]0
Re |10 [0 [0]| 0 |12/0]0
Mi| O [10[0] 0 |12/0]0
Fa& |10 0 [0] 0 |12/0]0

Considerando que o Sol é o grau 1 e partindo do Ré, podemos lancar os dados. Supondo

que tenha dado s = 8. Como iniciamos em Ré, que é o grau 5, temos duas possibilidades,

ou vamos para o grau 1 que é o Sol, ou permanecemos no grau 5 que é o Ré. O que fazer

entao?

Procurando manter as probabilidades iniciais da matriz A, podemos estabelecer as

seguintes regras para cada linha da matriz C:

Para a linha 1: Se tirarmos um ndmero

s =2 ou s = 10, iremos pro Sol;
s =3 ous =11, iremos pro La;

s = b, iremos pro Si;

s = 6, pro Do;
s =8, pro Mi;
s =29, pro Ré¢;

s =12 ou s = 4, iremos pro Fa.

Para a linha 2: Se tirarmos um ndmero
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s =2 ou s =4, iremos pro Do;

sigual 12, 11, 10, 9, 8, 6 ou 5, iremos pro Ré.

Para a linha 3: Se tirarmos um ndmero
s =2 ou s =4, iremos pro Ré;

sigual 12, 11, 10, 9, 8, 6 ou 5, iremos pro Mi.

Para a linha 4: Se tirarmos um ntumero
s =2ou s =4, iremos pro Sol;

sigual 12, 11, 10, 9, 8, 6 ou 5, iremos pro Ré.

Para a linha 5: Se tirarmos um nimero
sigual a 10, 9, 8, 7, 5 ou 3, iremos pro Sol;

sigual a 12, 11 ou 2 iremos Ré.

Para a linha 6: Se tirarmos um ndamero
sigual a 10, 9, 8, 7, 5 ou 3, iremos pro La;

sigual a 12, 11 ou 2 iremos Ré.

Para a linha 7: Se tirarmos um ntimero
sigual a 10, 9, 8, 7, 5 ou 3, iremos pro Sol;

sigual a 12, 11 ou 2 iremos Ré.

Voltando ao jogo. De acordo com as regras acima, como tiramos 8 iremos para o
Sol. Jogando os dados mais quatro vezes obtivemos 6, 5, 10 e 12, logo obtivemos a
seguinte sequéncia de acordes: Ré, Sol, D6, Ré, Sol e FA. Obtida essa sequéncia de
seis acordes, deve-se solicitar a um misico experiente que escolha a duracao dos acordes
e toque a misica quase criada pela casualidade. Pode-se também visitar o site http :
/ Jwww.hooktheory.com/trends#, selecionar os acordes obtidos com os dados e ouvir a

musica desejada (Nesse caso, Weep Day de They Might Be Giants).

2.2 Producao X Sustentabilidade

2.2.1 O que é Sustentabilidade?

Sustentabilidade se refere a um conjunto de agoes voltadas a solucao ou na reducao
do impacto ambiental , economico e social, tais como esgotamento de recursos naturais,
desigualdade social ascendente e crescimento economico ilimitado, ou seja, ¢ um con-
ceito relacionado com os aspectos economicos, sociais, culturais e ambientais de toda a

sociedade humana.
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O termo original, Desenvolvimento Sustentavel, atende as necessidades do presente sem
comprometer a possibilidade de as futuras geracoes atenderem as suas proprias necessi-
dades. Esse conceito foi definido, em 1987, durante a elaboracao do Relatorio Brudtland
pela Comissao Mundial de Meio Ambiente e Desenvolvimento (UNCED) da ONU e se
apoia no tripé atividade econdmica, meio ambiente e bem-estar da sociedade. Em 1992,
esse termo foi adaptado pela agenda 21, um dos principais resultados da Conferencia
ECO92 realizada no Rio de Janeiro. A agenda 21 é um documento que estabeleceu a
importancia do comprometimento de todos os paises com o estudo de solucoes para os
problemas socioambientais.

Para que o empreendimento humano seja considerado sustentével ele precisa ser eco-
logicamente correto, economicamente viavel, socialmente justo e culturalmente aceito va-
lendo pra qualquer nivel de organizacao social, desde uma determinada vizinhanca local
até o planeta inteiro. Em suma, sustentabilidade significa fornecer o melhor para as
pessoas e para o ambiente, tanto para o presente como para o futuro.

Na proxima secao examinaremos um modelo para uma empresa que deseja reativar
uma usina hidroelétrica de maneira sustentavel em um determinado Estado, visto que as
outras trés usinas dessa mesma empresa, localizada nessa mesma regiao, estao trabalhando
acima do limite recomendavel. Desse modo, caso a usina 4 fosse reaberta, tal sobrecarga
deveria ser transferida entre elas gradualmente, a fim de que todas passassem a operar com
a mesma capacidade apos determinado periodo de tempo. Sendo assim, podemos fazer
uso das cadeias de Markov para determinar a porcentagem de energia a ser transferida

entre as elas.

2.2.2 Os problemas

Questao 1: Toda empresa que trabalha com a producao de energia elétrica tem uma
enorme responsabilidade socioambiental. Numa determinada regiao ha 3 usinas em fun-
cionamento e uma usina desativada. Deseja-se reativar essa quarta usina. Todas tém a
mesma capacidade de producgao. Se desejarmos reativar a usina 4, tal decisao é sustenta-
vel?

Se as usinas 1, 2, 3 estao sobrecarregadas ativando a quarta, a operacao nas demais
fica mais segura, visto que nao trabalharao mais no limite. Além disso, com a quarta usina
funcionando pode-se implantar um sistema de manutencao preventivo. Logo, o projeto
passa a ser economicamente viavel. Colocar a usina 4 em funcionamento nao impactara
o ambiente, pois a mesma ja estd construida e nao serd necessario desmatamento. Além
disso, ativando a quarta usina surgird oferta de emprego na regiao e nas proximidades,
além de nao ocorrer impacto cultural, pois a usina foi construida ha muito tempo. Dessa
forma a reativacao da usina serd considerado sustentéavel, pois é economicamente viavel,

ecologicamente correto, socialmente justo e culturalmente aceito.
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Questao 2: Sendo sustentavel a reativacao da quarta usina, é necesséirio reativa-la
gradualmente. Para isso as demais devem ter sua producao diminuida na mesma propor-
¢ao para que nao ocorra choque no sistema e de modo que todas possam trabalhar com
capacidades semelhantes apos certo tempo. Como fazer isso?

Inicialmente devemos simular a quantidade de energia a ser passada de cada usina

para as demais, conforme o diagrama de transicao abaixo:

P12:5%

-

P14:5% P23=5%
P24=5%
P13:5°/

\%

>
P34=20% o

Figura 2.1:

De acordo com o diagrama obtemos os vetores de probabilidade, nesse caso porcenta-

gens, de cada usina (estado) no primeiro més e montamos a tabela de transi¢ao seguinte:

U | U | Uz | Uy
Uy | 8% | 5% | 5% | 5%
Uy | 0% | 90% | 5% | 5%
Us | 0% | 0% | 80% | 20%
Us| 0% | 0% | 0% | 100%

Como Vi(") = V;(O) - M@™=1 entdo para os 2 meses seguintes, teremos:

‘/'1(2) _ V'l(o) M ‘/2(2) _ ‘/2(0) M e ‘/E’,(z) _ VE’,(O) . M.

Desse modo a matriz de transi¢cao no segundo més seré:

0,7225 0,0875 0,085 0,105
0 0,81 0,085 0,105
0 0 0,64 0,36
0 0 0 1
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Tal matriz especifica que apos dois meses a usina 1 permanecera com 72,25% da sua
capacidade, passara 8,75% para usina 2, 8,5% para usina 3 e 10,5% para usina 4; a usina 2
permanecera com 81% de sua capacidade, passara 8,5% para usina 3 e 10,5% para usina 4
e assim por diante. Como inicialmente as usinas 1, 2, 3 estao trabalhando com capacidade
maxima, ou seja, 100% cada uma, e a 4 estd desativada podemos calcular a producao de

cada usina apoés os dois meses, do seguinte modo:

0,7225 0,0875 0,085 0,105

0 0.8 0,085 0,105
[1 11 o]- — [ 0.7225 0,8075 0,81 0,57],
0 0 0,64 0,36
0 0 0 1

ou seja, apoOs dois meses a usina 1 estard operando com 72,25% de sua capacidade, a usina
2 estara operando com 89,75% de sua capacidade, a usina 3 com 81% e a usina 4 com
57%.

Feito isso, se pode pedir aos alunos que verifiquem o que aconteceria apos 3 meses,
se por quantos meses seria possivel continuar as transferéncias de producao e ainda pedir
novas simulacoes. Para ajudar nos calculos pode-se fazer uso de softwares como o Excel

ou Winmat.
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Capitulo 3
Sugestoes de Atividades

Neste capitulo serao recomendados exercicios que podem ser aplicados pelo professor
junto aos alunos. Algumas atividades podem ser trabalhadas de forma interdisciplinar
€OMOo veremos.

Os exercicios 1, 2 e 3 podem ser trabalhados em conjunto com o professor de Geografia.
Pode-se sugerir que sejam pesquisadas questoes como: A divisao da populagao brasileira
em classes socioeconomicas, o que definem tais critérios de divisao; Os fluxos migratorios
no Brasil, quais os motivos que levam a tal fenomeno, se as migragoes caracterizam um
problema social, etc; A questao ambiental relacionada a pesca predatoria nos rios, mares
e 0ceanos.

O exercicio 4 pode ser trabalhado fazendo-se a interdisciplinaridade com Quimica.

Para realizagao do exercicio 5, é necessario que o professor consulte o livro [2]. Nesse
livro, constam algumas explicacoes sobre previsoes genéticas. Desse modo, a interdisci-
plinaridade com Biologia é extremamente interessante de ser abordada. Questoes como
genes e transmissao de heranca genética podem ser exaustivamente exploradas.

No exercicio 7, além de se poder trabalhar matematica financeira, pode-se sugerir uma
pesquisa sobre a bolsa de valores: o que é, historico, como funciona, as principais bolsas
de valores do mundo, etc.

Como se podera notar, fazer a interligacao das cadeias de Markov com outras areas
do conhecimento é algo relativamente simples. No entanto, se faz necessario ao docente
dedicacao, pesquisa, estudo e a vontade, apesar de todas as dificuldades, de mostrar que
a Matematica, além de “mae” de todas as ciéncias, esta presente em tudo e que é de facil

acesso, desde que se tenha a predisposicao em aprendé-la.

Exercicio 1

Um recenseamento econdémico revelou que, numa dada populacao, as familias sao divi-
didas em dois grupos: (1) as economicamente estaveis; e (2) aquelas em depressao. Depois

de um periodo de 10 anos, a probabilidade de que uma familia estavel assim permaneca



é de 0,92, enquanto a probabilidade dela entrar em depressao é de 0,08. A probabilidade
de que uma familia em depressao se torne estavel é 0,03, enquanto a probabilidade de
que ela assim permaneca é de 0,97. Supondo que este feno6meno social seja estavel, nao
havendo mudancas nestas taxas, responda:

a) Represente o diagrama de transicao.

b) Monte a matriz de transigao.

c¢) Calcule a probabilidade de uma familia estavel estar em depressao a longo prazo.

Exercicio 2

2) Suponhamos que em uma determinada regido, a cada ano 7% da populagao rural
migra para a zona urbana e que 2% da popula¢ao urbana migra para a zona rural. Supondo
que este fenomeno social seja estavel e nao havendo mudancas nestas taxas, responda:

a) Em 5 anos, qual a probabilidade de um individuo da da zona urbana migrar para
a zona rural?

b) Em 10 anos, qual a probabilidade de um individuo, atualmente na zona rural, ter
migrado para a zona urbana?

¢) Desconsiderando o crescimento populacional da cidade, a longo prazo, qual sera a

taxa de migracao da populacao para a zona urbana e para a zona rural desta cidade?

Exercicio 3

Observa-se empiricamente que, em condi¢oes naturais e sem ser submetida a pesca
industrial, a quantidade de certa espécie de peixes varia da seguinte forma: se em um
determinado ano a populacao diminuiu, a probabilidade de que diminua ainda mais no
ano seguinte ¢ 0,6 e, se em um determinado ano a populacao aumenta, a probabilidade de
que diminua no ano seguinte é apenas 0,3. Entretanto, observa-se que sendo submetida a
pesca industrial, quando a populacao aumenta num determinado ano, a probabilidade de
que diminua no ano seguinte se altera para 0,5, enquanto que se a populagao diminui num
ano, a probabilidade de que diminua no ano seguinte continua sendo 0,6. Deseja-se saber
como, a longo prazo, a pesca industrial estara afetando os peixes dessa espécie, para ver

se é necessario diminuir a intensidade de pesca ou se, ao contrario, é possivel aumenta-la.

Exercicio 4

Duas substancias distintas estao em contato e trocam fons de s6dio entre si. Por dedu-
¢ao teorica ou empirica, sabe-se que um fon de sddio do meio (1) abaixo tem probabilidade
70% de passar ao meio (2), enquanto que um ion de sdédio do meio (2) tem probabilidade
10% de passar para o meio (1) conforme a figura seguinte. Colocando-se 2 moles de sodio
no meio (1), quais serao as concentragoes de sodio em cada um dos meios, apos um longo

periodo de tempo?



meio (1) meio (2)

Figura 3.1:

Exercicio 5

Aplica-se certo tipo de inseticida numa plantagao, para se combater uma determinada
espécie de insetos. Apos a aplicacao verifica-se que, dos poucos insetos sobreviventes,
60% eram resistentes ao inseticida e os outros 40% nao o eram (e haviam sobrevivido
por razoes casuais). Sabe-se que o ciclo de vida desses insetos é de um ano e que eles se
cruzam apenas uma vez em cada geracao. Ademais, ficou comprovada que a resisténcia ao
inseticida é uma caracteristica dominante e que o inseticida nao foi aplicado novamente.
Tendo tais dados, pergunta-se: qual é a porcentagem de insetos resistentes ao inseticida

ap6s dois anos?

Exercicio 6

A matriz de transicao abaixo pertence a uma Cadeia de Markov que representa o
processo de um cliente que comprou uma das 4 marcas possiveis de cerveja (0, 1, 2, 3)
no instante n e ird comprar cada uma das marcas no instante n + 1 sob a condicao que

realmente em cada etapa de transicao ele ir4d comprar o produto.

[ 0,8033 00,1844 0,0123
0,1412 0,7547 00,1041
00,2535 0,7397 0,0068

| 0,2080 0,1232 00,6688

a) O que significa nglm)? Qual o seu valor?
b) Quais as Probabilidades de Estado-Estavel da Cadeia de Markov dada? Quais

interpretacoes sao possiveis sobre tais probabilidades?

Exercicio 7

Suponha que um corretor da Bolsa de Valores faca um pedido para comprar acoes
na segunda-feira, como segue: 400 quotas de acao A, 500 quotas da acao B e 600 quotas
da acao C. As acoes A, B e C custam por quota R$ 500,00, R$ 400,00 e R$ 250,00
respectivamente. a) Encontre o custo total das a¢oes, usando multiplicag¢oes de matrizes.

b)Qual sera o ganho ou a perda quando as ac¢oes forem vendidas seis meses mais tarde
se as acoes A, B e C custam R$ 600,00, R$ 350,00 e R$ 300,00 por quota, respectivamente?



Capitulo 4
Consideracoes Finais

Através deste trabalho, procuramos mostrar algumas das muitas aplicacoes da Algebra
Linear. Notamos durante o seu desenvolvimento que o estudo destas aplicacoes exige
o conhecimento de assuntos como matrizes, resolucoes de sistemas lineares e conceitos
bésicos de probabilidade.

Além disso, este trabalho foi uma boa oportunidade de correlacionar um conceito de
algebra linear, assunto visto na graduacao, aos conteiidos estudados no ensino médio,
através de aplicagoes, que muitas vezes, por diversos fatores, como a indisponibilidade de
tempo e crenca de que o discente nessa fase nao possui capacidade para tal, nao podem
ser abordadas e trabalhadas no ensino bésico.

E importante destacar também a necessidade de diversificar as formas de ensinar,
pois sabemos que a Matematica exige competéncias que vao além do sistema didatico
adotado. Sendo assim, ferramentas como o computador, softwares e outras tecnologias de
informacao, apesar de um grande desafio para o professor, sao um importante aliado, visto
que os alunos possuem hoje em dia acesso facil a tais tecnologias. Desse modo, em diversas
oportunidades o uso de programas como o WinMat e o Excel, para o desenvolvimento do
contetido e exemplos, pode se tornar imprescindivel no processo de ensino aprendizagem.

O professor que integrar o mundo da tecnologia ao da Matematica e principalmente,
tornar acessiveis contetidos da graduacao ao ensino fundamental e médio, desmistificando
assim matematica como algo acessivel apenas a génios e mentes brilhantes, talvez seja um
dos seus maiores desafios e para isso é necessario atentar-se as propostas e capacitacoes

que visam & atualizacao constante do profissional.
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