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ResumoEste trabalho apresenta um assunto abordado em alguns 
ursos de graduação deno-minado de Cadeias de Markov. São explanados 
on
eitos de Cadeia de Markov 
omoMatriz Esto
ásti
a, Vetor-Estado, dentre outros. São apresentados alguns exemplos 
on-textualizados de modo a fa
ilitar a 
ompreensão do assunto, visto que o presente trabalhoobjetiva ressalvar a importân
ia de desenvolver aulas 
om temas do ensino superior emturmas do ensino médio. Além disso, serão apresentadas noções de alguns 
on
eitosmusi
ais objetivando mostrar uma possibilidade de 
omposição algoritmi
a utilizando oPro
esso de Markov. Também serão abordadas noções elementares sobre sustentabilidadee será exposto um modelo matemáti
o envolvendo Cadeia de Markov 
om o intuito dedemonstrar ao aluno a importân
ia da tomada de de
isões de modo 
orreto e planejado,e pro
urando despertar no dis
ente não somente a 
uriosidade e o gosto pela matemáti
a,mas também desenvolver no mesmo a 
apa
idade de 
riar e ra
io
inar, tornando o estudoda matemáti
a mais aprazível e interessante.Palavras Chaves: Cadeia de Markov, ensino médio, 
on
eitos musi
ais, sustentabili-dade.

v



IntroduçãoSabemos que o ensino da matemáti
a é um árduo desa�o, e mais ainda na atualidade,em que vivemos a era do 
onhe
imento, da informação e da te
nologia. Para agravarainda mais esse quadro, alia-se a isso a �fa
ilidade� en
ontrada pelos alunos em aprovaçõesprogressivas e a ausên
ia familiar na parti
ipação da vida es
olar do dis
ente.Como motivar os alunos diante dessa realidade? Estudamos matemáti
a desde as sé-ries ini
iais e sabemos que é uma 
iên
ia que está presente no nosso dia-a-dia em muitas
oisas. No entanto, muitas vezes, não mostramos sua apli
abilidade de modo a desper-tar o interesse do aluno. Por esta razão, o presente trabalho objetiva mostrar algumasapli
ações de um 
onteúdo matemáti
o abordado no ensino superior e sua relação 
omdiversas áreas do 
onhe
imento, as Cadeias de Markov. Além disso, mostrar que é possívelintroduzir tal 
onteúdo no Ensino Médio.De modo simples, podemos dizer que quando a probabilidade de algo a
onte
er amanhãdepende apenas do que a
onte
e hoje, e não do que a
onte
eu mais anteriormente, teremoso que é denominado de Cadeia de Markov. Imagine, por exemplo, que a probabilidadede amanhã está ensolarado dependa apenas de saber se hoje estava ensolarado, nubladoou 
huvoso; ou, que a probabilidade da bolsa subir ou 
air amanhã dependa apenas delater subido ou 
aído hoje; ou ainda que a sequên
ia de a
ordes de uma músi
a dependaapenas da probabilidade do a
orde anterior. Podemos 
itar diversas situações que podemser estudadas 
omo uma 
adeia de Markov.Sendo assim, as 
adeias de Markov são um instrumento muito poderoso e relativamentesimples para previsões. Há dis
iplinas inteiras que estudam 
adeias de Markov e apli
açõesem diversas áreas. São usadas em biologia, administração, e
onomia, quími
a, na própriamatemáti
a, entre outras. Em todas essas áreas, essas 
adeias podem des
rever ummodeloque é realizado muitas vezes da mesma maneira, através de uma sequên
ia de etapas.Para fa
ilitar os 
ál
ulos, obter resultados mais seguros e pre
isos, fa
ilitar o entendi-mento dos alunos e melhorar a 
ompreensão, pode-se fazer uso de alguns re
ursos te
no-lógi
os 
omo 
al
uladoras e/ou 
omputadores.
vi



Capítulo 1De�nições
1.1 Cadeia de MarkovCadeia de Markov é uma sequên
ia de estados seguindo o pro
esso de Markov.Pro
esso de Markov é um pro
esso em que a probabilidade de transição de um fen�-meno depende apenas do estado em que ele se en
ontra e do estado a seguir. Em outraspalavras, é o pro
esso de passar de um estado para outro dentro de um sistema em quealgumas passagens de transições têm mais probabilidade de a
onte
er do que outras, ouseja, é um tipo de pro
esso onde as distribuições de probabilidade para o passos futuros dopro
esso dependem somente do estado presente, des
onsiderando 
omo o pro
esso 
hegoua tal estado, onde o espaço de estados é dis
reto (enumerável). Por exemplo, a tempe-ratura em 
erta região pode estar fria ou quente; o tempo em determinada 
idade podeestar ensolarado, nublado ou 
huvoso; em músi
a, pode-se determinar os possíveis a
ordesposteriores desde que se 
onheça o a
orde atual; uma pessoa pode estar emo
ionalmentefeliz, triste, tensa ou irritada; o sistema pode mudar de um estado para outro. Supondoque se observa o estado do sistema em períodos �xos de tempo. Em muitas apli
ações,
onhe
emos o estado atual do sistema e queremos prever o estado no próximo período deobservação ou em algum período futuro.Suponhamos por exemplo, que numa determinada região, observa-se que se um ano for
huvoso, a probabilidade de o ano seguinte seja igualmente 
huvoso é 1

4
, e a probabilidadede que haja se
a é 3

4
. Ainda, em o
orrendo se
a num ano, a probabilidade de que tambémo
orra no seguinte é a mesma de que seja um ano 
huvoso, isto é, 1

2
. Suponhamos, paratermos um indi
ador de situação, que as probabilidades não mudem 
om o de
orrer dotempo.Os estados possíveis para este pro
esso são, pois: 
huva (C) e se
a(S).Podemos ter, então, as seguintes sequên
ias de a
onte
imentos 
onforme o Diagramade Árvore na �gura 1.1.
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Figura 1.1:Assim, sabendo que no primeiro ano houve se
a, a probabilidade de que 
hova noter
eiro ano, ou seja, a probabilidade que 
hova após 2 anos de um ano de se
a serádada por 1

2
·
1

4
+

1

2
·
1

2
=

3

8
. Conforme o número de anos aumenta, as 
ontas se tornammais 
ompli
adas. Desse modo, para previsões a longo prazo, temos que pro
urar outropro
edimento. Isto pode ser feito se introduzirmos alguns 
on
eitos sobre a Cadeia deMarkov.1.2 Diagrama de Transição de EstadoUma maneira alternativa para reproduzir uma Cadeia de Markov, é utilizar umarepresentação grá�
a denominada Diagrama de Transição de Estado. Neste diagrama sãovisualizados:os estados (representado por 
ír
ulos);as transições (representadas por ar
os ou �e
has);as probabilidades das transições.Os sentidos dos ar
os indi
am a probabilidade de transição de um estado i para umestado j. De modo geral, pode-se representar os estados e as probabilidades de transição,respe
tivamente, por Ei e Pij , onde i e j são um índi
es que identi�
am os vários estadospossíveis (logo Pij é a probabilidade de haver uma transição do estado Ei para o estado

Ej). A partir desta generalização, pode-se desenhar um diagrama, 
onforme a �gura 1.2:2



Figura 1.2: Diagrama de TransiçãoExemplos:Exemplo 1.Suponha que o tempo em uma determinada região é 
huvoso ou ensolarado. Devidoaos registros existentes, determinou-se que a probabilidade de se ter um dia 
huvoso logoapós um dia ensolarado é de 1

3
, e a probabilidade de se ter um dia ensolarado após umdia 
huvoso é de 1

2
. Se representarmos por E1 o estado de um dia ensolarado e por E2 ode um dia 
huvoso, então o diagrama de transição dessa 
adeia de Markov é:

Figura 1.3: Diarama do exemplo 1Exemplo 2.Sabe-se que o movimento de grupos de pessoas, de uma região para outra é um objetode estudo dos demógrafos. Consideremos ummodelo simples para a variação da populaçãode uma 
idade e dos subúrbios vizinhos ao longo de um determinado período de anos.Suponhamos que um estudo demográ�
o mostre que em 
ada ano, aproximadamente 5%3



da população da 
idade se mude para o subúrbio (isto signi�
a que 95% permane
em na
idade) enquanto 3% da população dos subúrbios se mudam para a
idade (isto é, 97%permane
em no subúrbio). Se representarmos por E1 a população da 
idade e por E2 apopulação do subúrbio, então o diagrama de transição dessa 
adeia de Markov é:
Figura 1.4: Diagrama do exemplo 2Exemplo3.Uma lo
adora de automóveis tem três lojas de atendimento, denotadas por 1, 2 e 3.Um 
liente pode alugar um 
arro de qualquer uma das três lojas e devolver o 
arro paraqualquer uma das três lojas. O gerente per
ebe que os 
lientes 
ostumam devolver os
arros 
om as seguintes probabilidades: Quem aluga da loja 1 tem 10% de 
han
e dedevolver na loja 2 e 10% de 
han
e de devolver na loja 3; Quem aluga da loja 2 tem 30%de 
han
e de devolver na loja 1 e 50% de 
han
e de devolver na loja 3; Quem aluga daloja 3 tem 20% de 
han
e de devolver na loja 1 e 60% de 
han
e de devolver na loja 2.Se representarmos por E1, E2 e E3 as lojas 1, 2 e 3 respe
tivamente, então o diagrama detransição dessa 
adeia de Markov será:

Figura 1.5: Diagrama do exemplo 3
4



1.3 Vetor ProbabilidadeDe�nimos 
omo vetor de probabilidade a matriz linha que 
ontém as probabilidadesde transição de um estado para outros estados em um intervalo de tempo dis
reto. Ageneralização do vetor de probabilidade pode ser dada por:
Vi =

[

Pi1 Pi2 Pi3 ... Pik

]

,onde:
Pi1 indi
a a probabilidade de haver transição do estado Ei para o estado E1,
Pi2indi
a a probabilidade de haver transição do estado Ei para o estado E2,
Pi3indi
a a probabilidade de haver transição do estado Ei para o estado E3,...,
Pikindi
a a probabilidade de haver transição do estado Ei para o estado Ek.Deve-se observar que os elementos de um vetor de probabilidade são não negativos eque a soma dos mesmos sempre será igual a 1.É importante desta
ar também, que um vetor de probabilidade na enésima observaçãoé indi
ado por V (n)

i , sendo assim:
V

(0)
i é o vetor de probalidade numa observação ini
ial,

V
(1)
i é o vetor de probalidade numa primeira observação,

V
(2)
i é o vetor de probalidade numa segunda observação, e assim su
essivamante.Utilizando os exemplos da seção 1.2 e uma vez que todas as probabilidades sejam
onhe
idas, teremos:Para o exemplo 1, exemplo do tempo:

V1 =
[

2
3

1
3

]

V2 =
[

1
2

1
2

]Para o exemplo 2, da migração: 5



V1 =
[

95% 5%
]

V2 =
[

3% 97%
]Para o exemplo 3, da lo
adora:

V1 =
[

80% 10% 10%
]

V2 =
[

30% 20% 50%
]

V3 =
[

20% 60% 20%
]1.4 Matriz de Transição da Cadeia de MarkovNota-se que para 
ada estado deve haver um vetor de probabilidade. À união detodos os vetores de probabilidade em uma matriz M = [Pij] dá-se o nome de matriz detransição. Por exemplo, numa 
adeia de Markov de k estados, a matriz de transição temo seguinte formato:

M =

















P11 P12 P13 ... P1k

P21 P22 P23 ... P2k

P31 P32 P33 ... P3k

... ... ... ... ...

Pk1 Pk2 Pk3 ... Pkk

















,onde i indi
a o estado pre
edente e j o novo estado.Nesta matriz, P32 é a probabilidade do sistema mudar do estado 3 para o estado 2, P22é a probabilidade de o sistema 
ontinuar no estado 2 após ter sido observado no estado 2,
P21 é a probabilidade de o sistema mudar do estado 2 para o estado 1, e assim por diante.É importante observar que 
omo Pij é uma probabilidade, temos então que 0 ≤ Pij ≤ 1(1 ≤ i, j ≤ k). Deve-se notar também, que as 
adeias de Markov têm a propriedade queas entradas em qualquer linha somam 1. Isto se deve ao fato de que se o sistema estáno estado i em um determinado período de observação, então ele tem que estar em umdos k estados possíveis (in
lusive pode permane
er no estado i) no próximo período deobservação. Desse modo:

Pi1 + Pi2 + Pi3 + ...+ Pik = 1 (1.1)6



A matriz de transição M =

















P11 P12 P13 ... P1k

P21 P22 P23 ... P2k

P31 P32 P33 ... P3k

... ... ... ... ...

Pk1 Pk2 Pk3 ... Pkk

















, também é denominada Ma-triz Esto
ásti
a, Matriz de Probabilidade ou Matriz de Markov.Nos exemplos da seção 1.2, teríamos:Para o exemplo 1, exemplo do tempo:
M =

[

2
3

1
3

1
2

1
2

]

,Para o exemplo 2, da migração:
M =

[

95% 5%

3% 97%

]

,Para o exemplo 3, da lo
adora:
M =







80% 10% 10%

30% 20% 50%

20% 60% 20%







1.5 Determinação de Estados Futuros (ProbabilidadesFuturas)A matriz de transição juntamente 
om vetor de probabilidade são úteis na determi-nação de estados futuros ao longo do tempo. Suponhamos que seja 
onhe
ido o vetor deprobabilidade V
(0)
i de uma 
adeia de Markov em alguma observação ini
ial. O próximoteorema nos permitirá determinar os vetores de probabilidade V

(1)
i , V (2)

i , V (3)
i , ..., V (n)

i ,et
, nas observações subsequentes.Teorema 1 Se M é a matriz de transição de uma 
adeia de Markov, V (1)
i = V

(0)
i , vistoque na primeira observação temos o próprio vetor probabilidade de transição de um estadopara outros estados e 
onsiderando V

(n)
i o vetor de probabilidade na enésima observação,para n ≥ 2 então: 7



V
(n)
i = V

(n−1)
i ·MA prova deste teorema envolve ideias da teoria de probabilidades e não será dada aqui.(O leitor interessado pode 
onsultar um texto mais espe
ializado, por exemplo o de A.Bru
e Clarke e Ralph L. Disney, Probabilidade e Pro
essos Esto
ásti
os.). No entanto,para um melhor entendimento podemos observar um sistema 
om dois estados E1 e E2,onde Pij é a probabilidade do sistema mudar do estado i para o estado j, V (0)

1 é o vetorprobabilidade ini
ial 
onforme o diagrama de árvore da �gura 1.6.

Figura 1.6:Observando o diagrama, temos:
V

(1)
1 = V

(0)
1 =

[

P11 P12

]

V
(2)
1 =

[

P11 · P11 + P12 · P21 P11 · P12 + P12 · P22

]

=
[

P11 P12

]

·

[

P11 P12

P21 P22

]

V
(2)
1 = V

(1)
1 ·M

V
(3)
1 =

[

P11 · P11 · P11 + P11 · P12 · P21 + P12 · P21 · P11 + P12 · P22 · P21 P11 · P11 · P12+

+P11 · P12 · P22 + P12 · P21 · P12 + P12 · P22 · P22

]

V
(3)
1 =

[

P11 P12

]

·

[

P11 · P11 + P12 · P21 P11 · P12 + P12 · P22

P21 · P11 + P22 · P21 P21 · P12 + P22 · P22

]

8



V
(3)
1 =

[

P11 P12

]

·

[

P11 P12

P21 P22

]

·

[

P11 P12

P21 P22

]

V
(3)
1 = V

(2)
1 ·MDesse modo podemos averiguar a vera
idade do teorema 1, para V

(2)
1 , V (3)

1 , et
.Desse teorema segue que:
V

(1)
i = V

(0)
i

V
(2)
i = V

(1)
i ·M = V

(0)
i ·M

V
(3)
i = V

(2)
i ·M = V

(0)
i ·M ·M = V

(0)
i ·M2

V
(4)
i = V

(3)
i ·M = V

(0)
i ·M2 ·M = V

(0)
i ·M3

.

.

.

V
(n)
i = V

(n−1)
i ·M = V

(0)
i ·M (n−2) ·M = V

(0)
i ·M (n−1)

V
(n)
i = V

(0)
i ·M (n−1)Sendo assim, o vetor-estado ini
ial V (0)

i e a matriz de transição M determinam V
(n)
ipara n = 1, 2, 3, 4,... .O vetor resultante desta equação 
onterá as probabilidades detransição de um estado Ei após um período n.Para um melhor entendimento vamos aos exemplos da seção 1.2.Para efetuar os 
ál
ulos 
om as matrizes, poderemos usar um software 
omo o Ex
elou um 
hamado Winmat. O Winmat, além de ser um software livre e de fá
il manipula-ção, permite que se de�nam e 
onstruam matrizes, realizem operações bási
as 
omo soma,subtração e produto. O uso desses softwares pode ajudar na obtenção de resultados nu-méri
os de forma rápida e pre
isa, possibilitando aos dis
entes maior atenção ao 
onteúdo.

9



Exemplo 1:Desse exemplo já temos o diagrama de transição, os vetores de probabilidade e a matrizde transição.
Figura 1.7: Diagrama do exemplo 1

V1 =
[

2
3

1
3

]

V2 =
[

1
2

1
2

]

M =

[

2
3

1
3

1
2

1
2

]

,

Caso se queira obter a probabilidade de um dia 
huvoso após 4 dias de um dia enso-larado, têm-se a seguinte equação e sua resolução:
V

(4)
1 = V

(0)
1 ·M3

V
(4)
1 =

[

2
3

1
3

]

·

[

2
3

1
3

1
2

1
2

]3

=
[

2
3

1
3

]

·

[

65
108

43
108

43
72

29
72

]

=
[

389
648

259
648

]

V
(4)
1 ≈

[

60, 03% 39, 97%
]O vetor V (4)

1 ≈
[

60, 03% 39, 97%
] indi
a que um dia ensolarado tem uma probabi-lidade de quase 40% de estar 
huvoso após quatro dias, assim 
omo tem a probabilidadede aproximadamente 60% de 
ontinuar ensolarado.Exemplo 2:Desse exemplo também já temos o diagrama de transição, os vetores de probabilidadee a matriz de transição. 10



Figura 1.8: Diagrama do exemplo 2
V1 =

[

95% 5%
]

V2 =
[

3% 97%
]

M =

[

95% 5%

3% 97%

]Supondo uma população ini
ial na 
idade de 600.000 habitantes e no subúrbio 400.000habitantes, podemos analisar os efeitos dessa migração ao longo de dois anos, veri�
andoa quantidade de habitantes em 
ada lugar ao longo do tempo. Observemos:
V

(2)
1 = V

(0)
1 ·M =

[

95% 5%
]

·

[

95% 5%

3% 97%

]

=
[

90, 4% 9, 6%
]e

V
(2)
2 = V

(0)
2 ·M =

[

3% 97%
]

·

[

95% 5%

3% 97%

]

=
[

5, 76% 94, 24%
]Desse modo a matriz de transição no segundo ano será:

M =

[

90, 4% 9, 6%

5, 76% 94, 24%

]

Tal matriz espe
i�
a que 90,4% da população da 
idade permane
erão na 
idade e9,6% irão para o subúrbio. Mostra também que 5,76% dos que vivem no subúrbio irãopara a 
idade e 94,24% permane
erão. Se quisermos saber a população em 
ada re-gião fazemos:[ 600.000 400.000
]

·

[

90, 4% 9, 6%

5, 76% 94, 24%

]

=
[

565.440 434.560
]

, ou seja,após dois anos teremos 565.440 habitantes na 
idade e 434.560 no subúrbio.11



Exemplo 3:Dispomos desse exemplo o diagrama de transição, os vetores de probabilidade e amatriz de transição.

Figura 1.9: Diagrama do exemplo 3
V1 =

[

80% 10% 10%
]

V2 =
[

30% 20% 50%
]

V3 =
[

20% 60% 20%
]

M =







80% 10% 10%

30% 20% 50%

20% 60% 20%







Digamos que um 
arro é alugado da loja 2. Podemos analisar os vetores estados pos-teriores desse estado.
V

(1)
2 = V

(0)
2 ·M0 =

[

30% 20% 50%
]

V
(2)
2 = V

(0)
2 ·M1 =

[

30% 20% 50%
]

·







80% 10% 10%

30% 20% 50%

20% 60% 20%






=
[

40% 37% 23%
]

12



V
(3)
2 = V

(0)
2 ·M2 =

[

30% 20% 50%
]

·







80% 10% 10%

30% 20% 50%

20% 60% 20%







2

=
[

47, 7% 25, 2% 27, 1%
]

V
(4)
2 = V

(0)
2 ·M3 =

[

30% 20% 50%
]

·







80% 10% 10%

30% 20% 50%

20% 60% 20%







3

=
[

51, 1% 26, 1% 22, 8%
]

V
(5)
2 = V

(0)
2 ·M4 =

[

30% 20% 50%
]

·







80% 10% 10%

30% 20% 50%

20% 60% 20%







4

=
[

53, 3% 24% 22, 7%
]

.

.

.

V
(10)
2 = V

(0)
2 ·M9 =

[

30% 20% 50%
]

·







80% 10% 10%

30% 20% 50%

20% 60% 20%







9

=
[

55, 6% 23% 21, 4%
]

V
(11)
2 = V

(0)
2 ·M10 =

[

55, 7% 23% 21, 3%
]

V
(12)
2 = V

(0)
2 ·M11 =

[

55, 7% 23% 21, 3%
]

V
(13)
2 = V

(0)
2 ·M12 =

[

55, 7% 23% 21, 3%
]

V
(14)
2 = V

(0)
2 ·M13 =

[

55, 7% 23% 21, 3%
]Devemos fazer duas observações neste exemplo:1o) Não é ne
essário saber quanto tempo o 
liente �
ou 
om o 
arro, visto que numpro
esso de Markov o tempo entre as observações não ne
essita ser regular.2o) Para todos os valores de n maiores do que 11, todos os vetores-probabilidade sãoiguais a V

(11)
2 até uma 
asa de
imal, ou seja, os vetores-probabilidade 
onvergem a umvetor �xo à medida que n 
res
e.

13



1.6 Cadeias de Markov Ergódi
asUma 
adeia de Markov é denominada de ergódi
a se é possível ir de um estado paraqualquer outro da 
adeia(não ne
essariamente em um úni
o passo).Os exemplos 1, 2 e 3da seção 1.2 são exemplos de 
adeias ergódi
as.É possível também determinar se uma 
adeia é ergódi
a a partir de uma matriz detransição, para isso, basta veri�
ar se há probabilidades nulas e se estas tornam algumestado inal
ançável.Como exemplo, a matriz de transição seguinte é ergódi
a, mesmo havendo probabili-dades nulas. Isto pode ser veri�
ado pelo seu diagrama de transição.

Figura 1.10:
M =







0, 1 0, 5 0, 4

0, 2 0, 8 0

0 0, 1 0, 9





Uma 
adeia não-ergódi
a, também 
hamada de 
adeia absorvente, é uma 
adeia deMarkov onde existem estados onde não é possível realizar a transição para nenhum outroestado. Como exemplo podemos 
itar uma variante do jogo �A Ruína do Jogador� .No iní
io do jogo, o jogador tem somente R$2,00. De a
ordo 
om as regras do jogo,o jogador deve apostar apenas R$1,00 por vez. Com probabilidade p% o jogador ganhaR$1,00 e 
om probabilidade (1− p)% o jogador perde R$1,00. O jogo a
aba, sem direitoa empréstimos ou prorrogações, quando o jogador perde tudo ou quando atinge R$3,00.Considerando-se �Qt� 
omo a quantidade de 
apital que o jogador tem em um determi-nado instante �t�, existem 4 estados possíveis (Qt = 0, 1, 2, 3). De a
ordo 
om o diagramade transição desse exemplo, veri�
a-se que estando no estado 0 ou 3 não é possível ir anenhum outro, ou seja, temos uma 
adeia absorvente.14



Figura 1.11:1.7 Cadeias RegularesUma matriz de transição é regular se uma potên
ia positiva da matriz tem todasas entradas positivas. Uma 
adeia de Markov governada por uma matriz de transiçãoregular é 
hamada de 
adeia de Markov regular. Toda 
adeia regular é também ergódi
a,
onforme veri�
aremos. Vejamos o seguinte exemplo:Uma guarda de trânsito é designada para 
ontrolar o tráfego nos oito 
ruzamentosindi
ados na �gura seguinte.

Figura 1.12:Ela é instruída a permane
er em 
ada 
ruzamento por uma hora e, em seguida, oupermane
er no mesmo 
ruzamento ou seguir para um 
ruzamento adja
ente. Para evitarque ela estabeleça um padrão, ela deve es
olher o novo 
ruzamento de maneira aleatória,
om qualquer es
olha igualmente provável. Por exemplo, se ela está no 
ruzamento 5,seu próximo 
ruzamento pode ser 2, 4, 5 ou 8, 
ada um 
om probabilidade 1

4
. Cada diaela 
omeça no 
ruzamento em que parou no dia anterior. A matriz de transição M desta
adeia de Markov é: 15



M =

































1
3

1
3

0 1
3

0 0 0 0
1
3

1
3

0 0 1
3

0 0 0

0 0 1
3

1
3

0 1
3

0 0
1
5

0 1
5

1
5

1
5

0 1
5

0

0 1
4

0 1
4

1
4

0 0 1
4

0 0 1
3

0 0 1
3

1
3

0

0 0 0 1
4

0 1
4

1
4

1
4

0 0 0 0 1
3

0 1
3

1
3

































Após 4 horas, a matriz de transição terá todas as entradas positivas, logo a matrizM, é regular. Sendo assim, 
omo essa 
adeia de Markov é governada por uma matriz detransição regular, então ela é uma Cadeia de Markov Regular.
M4 =

































0, 183 0, 179 0, 075 0, 183 0, 174 0, 045 0, 089 0, 072

0, 179 0, 201 0, 045 0, 188 0, 187 0, 030 0, 074 0, 096

0, 075 0, 045 0, 183 0, 183 0, 089 0, 179 0, 174 0, 072

0, 110 0, 113 0, 110 0, 195 0, 130 0, 113 0, 130 0, 101

0, 130 0, 140 0, 067 0, 162 0, 190 0, 056 0, 131 0, 124

0, 045 0, 030 0, 179 0, 188 0, 074 0, 201 0, 187 0, 096

0, 067 0, 056 0, 130 0, 162 0, 131 0, 140 0, 190 0, 124

0, 072 0, 096 0, 072 0, 168 0, 165 0, 096 0, 165 0, 164

































Também 
omo exemplo, podemos tomar a matriz M a seguir que possui um elementonulo na ter
eira linha. Porém, a potên
ia M2 não possui nenhum elemento nulo. Sendoassim, trata-se de uma 
adeia regular.
M =







0, 8 0, 1 0, 1

0, 1 0, 7 0, 2

0, 0 0, 1 0, 9






⇒ M2 =







0, 65 0, 16 0, 19

0, 15 0, 52 0, 33

0, 01 0, 16 0, 83







Como já vimos, em uma potên
ia de M , ou seja, em um momento futuro, se a matrizde transição não possui elementos nulos, isto indi
a que, em algum momento, todas astransições serão possíveis, desse modo a 
adeia é ergódi
a.Já as potên
ias da próxima matriz formam padrões em que as probabilidades nulasnão desapare
em. Logo, estas matrizes representam 
adeias não regulares.
16



M =

[

0 1

1 0

]

⇒ M2 =

[

1 0

0 1

]

⇒ M3 =

[

0 1

1 0

]

⇒ M4 =

[

1 0

0 1

]

⇒ M5 =

[

0 1

1 0

]

Como estes padrões se repetem inde�nidamente, tais matrizes de transição nun
adeixarão de ter elementos nulos, porém, isso não indi
a que se trata obrigatoriamente deuma 
adeia não-ergódi
a, uma vez que há 
adeias ergódi
as não regulares.1.8 Estado Esta
ionárioPara toda 
adeia ergódi
a regular existe um estado esta
ionário, onde as probabili-dades de transição estabilizam após o período transitório. Em uma 
adeia em estadoesta
ionário, as probabilidades de transição não dependem do estado ini
ial.É importante notar, que ao obter a sequên
ia de vetores probabilidade V
(1)
i , V (2)

i ,
V

(3)
i ,..., V (n)

i , estamos 
om uma sequên
ia de vetores que pode 
onvergir para um vetordenotado por Π quando n tende ao in�nito, ou seja, V (n)
i = Π quando n → ∞. Nesse
aso, de�nimos o vetor Π de vetor esta
ionário para o problema onde é 
onhe
ida a matrizesto
ásti
a M e o vetor de 
ondições ini
iais V (0)

i . Observemos o exemplo 3, para V
(n)
2 ,
om n > 10, da seção 1.5.Teorema 2 Se M é a uma matriz de transição regular, então

Mn →













π1 π2 ... πs

π1 π2 ... πs

... ... ... ...

π1 π2 ... πs













,quando n → ∞, onde os πj são números positivos tais que π1 + π2 + ... + πs = 1.Não iremos provar este teorema aqui(O leitor interessado pode 
onsultar um textomais espe
ializado, por exemplo o J. Kemeny e J. Snell, Finite Markov Chains, NovaIorque: Springer Verlag, 1976.).Chamemos 




π1 π2 ... πs

π1 π2 ... πs

... ... ... ...

π1 π2 ... πs













de Q e [ π1 π2 ... πs

] de Π. Desse modo Q é umamatriz de transição 
om todas as linhas iguais ao vetor de probabilidade Π. Essa matriz
Q tem a seguinte propriedade: 17



se V é um vetor de probabilidade, então:
V ·Q =

[

v1 v2 ... vs

]

·













π1 π2 ... πs

π1 π2 ... πs

... ... ... ...

π1 π2 ... πs













V ·Q =

[

v1 · π1 + v2 · π1 + ...+ vs · π1 v1 · π2 + v2 · π2 + ...+ vs · π2 ... v1 · πs+

+v2 · πs + ...+ vs · πs

]

V ·Q =
[

(v1 + v2 + ...+ vs) · π1 (v1 + v2 + ... + vs) · π2 ... (v1 + v2 + ...+ vs) · πs

]Como V é um vetor probabilidade, então v1 + v2 + ... + vs = 1, logo:
V ·Q =

[

π1 π2 ... πs

]

V ·Q = πIsso nos mostra que Q transforma qualquer vetor de probabilidade V num vetor deprobabilidade Π �xo. Tal vetor Π nos leva ao seguinte teorema.Teorema 3 Se M é a uma matriz de transição regular, e V é um vetor de probabilidadequalquer, então V ·Mn →
[

π1 π2 ... πs

]

= Π, quando n → ∞, onde Π é um vetorde probabilidade �xo, independente de n, 
ujas entradas são todas positivas.Demonstração: Como, pelo teorema 2, Mn → Q, quando n → ∞, então V · Mn →

V ·Q = Π, quando n → ∞.Desse modo, para uma 
adeia de Markov regular, o sistema sempre 
onverge para umvetor de estado Π �xo, denominado de Vetor de Estado Esta
ionário da 
adeia de Markovregular.Para 
al
ular o vetor Π podemos utilizar o seguinte teorema.Teorema 4 O vetor de estado esta
ionário Π de uma matriz de transição regular M é oúni
o vetor de probabilidade que satisfaz a equação Π ·M = ΠDemonstração: Consideremos que Mn · M = Mn+1. Pelo teorema 2, Mn → Q e
Mn+1 → Q quando n → ∞, logo temos Q · M = Q. Sendo assim, qualquer uma daslinhas desta equação matri
ial dá Π ·M = Π. Suponhamos que α é um vetor de proba-bilidade tal que α ·M = α. Então também α ·Mn = α. Pelo teorema 3, resulta que Π =

α, pois α ·Mn → Π quando n → ∞. 18



O teorema 4 pode ser expreso do seguinte modo:
Π ·M = Π =⇒ Π ·M = Π · I =⇒ Π ·M −Π · I = 0 =⇒ Π · (M − I) = 0O sistema linear homogeneo Π · (M − I) = 0, tem um úni
o vetor-solução Π 
omentradas não negativas que satisfazem a 
ondição π1 + π2 + ... + πs = 1.Como exemplo, podemos obter os vetores esta
ionários resolvendo os sistemas dosexemplos 2 e 3. Vejamos:Para o exemplo 2:
Π · (M − I) = 0

[

π1 π2

]

·

([

0, 95 0, 05

0, 03 0, 97

]

−

[

1 0

0 1

])

=
[

0 0
]

[

π1 π2

]

·

([

−0, 05 0, 05

0, 03 −0, 03

])

=
[

0 0
]

[

−0, 05π1 + 0, 03π2 0, 05π1 − 0, 03π2

]

=
[

0 0
]

{

−0, 05π1 + 0, 03π2 = 0

0, 05π1 − 0, 03π2 = 0
=⇒

{

0, 05π1 − 0, 03π2 = 0

0, 05π1 − 0, 03π2 = 0Observemos que o sistema nos leva a uma úni
a equação independente. Assim, so-mando a ela a equação π1 + π2 = 1, teremos:
{

0, 05π1 − 0, 03π2 = 0

π1 + π2 = 1
=⇒

{

π1 =
3
8

π2 =
5
8Consequentemente Π =

[

3
8

5
8

] é o vetor esta
ionário desta 
adeia de Markov regu-lar. Isto signi�
a que, em longo prazo, 37,5% da população permane
em na 
idade, ouseja, 375.000 habitantes e 62,5% permane
em no subúrbio, isto é, 625.000.Para o exemplo 3:
Π · (M − I) = 0

[

π1 π2 π3

]

·













0, 8 0, 1 0, 1

0, 3 0, 2 0, 5

0, 2 0, 6 0, 2






−







1 0 0

0 1 0

0 0 1












=
[

0 0 0
]
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[

π1 π2 π3

]

·







−0, 2 0, 1 0, 1

0, 3 −0, 8 0, 5

0, 2 0, 6 −0, 8






=
[

0 0 0
]

[

−0, 2π1 + 0, 3π2 + 0, 2π3 0, 1π1 − 0, 8π2 + 0, 6π3 0, 1π1 + 0, 5π2 − 0, 8π3

]

=
[

0 0 0
]











−0, 2π1 + 0, 3π2 + 0, 2π3 = 0

0, 1π1 − 0, 8π2 + 0, 6π3 = 0

0, 1π1 + 0, 5π2 − 0, 8π3 = 0Es
alonando 
hegamos ao seguinte sistema:
{

π1 + 0π2 +
34
13
π3 = 0

0π1 + π2 +
24
13
π3 = 0Observemos que o sistema nos leva a duas equações. Assim somando a ela a equação

π1 + π2 + π3 = 1, teremos:










π1 + 0π2 +
34
13
π3 = 0

0π1 + π2 +
24
13
π3 = 0

π1 + π2 + π3 = 1

⇔











π1 =
34
61

π2 =
14
61

π3 =
13
61Consequentemente Π =

[

34
61

14
61

13
61

] é o vetor esta
ionário desta 
adeia de Markov.Isto signi�
a que, em longo prazo, aproximadamente 55,73%, 22,95% e 21,31% dos 
arrosserão devolvidos à loja 1, 2 ou 3 respe
tivamente. Isso signi�
a dizer que se a loja lo
adorade automóveis tiver 100 
arros, deve projetar suas instalações de modo a ter pelo menos56 vagas na loja 1, pelo menos 23 vagas na loja 2 e no mínimo 22 vagas na loja 3.Devemos lembrar que as a�rmações, alusivas ao estado esta
ionário, só podem serfeitas se o fen�meno avaliado se tratar de uma 
adeia ergódi
a regular. Caso se trate deuma 
adeia ergódi
a não regular, a a�rmação de que o regime esta
iona não pode ser feita
om segurança, pois pode haver elementos nulos 
í
li
os na matriz de transição.
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Capítulo 2Apli
ações à Cadeia de Markov
2.1 Criando Músi
a a partir de uma matriz de transi-ção2.1.1 Noções Elementares sobre Músi
aCom o intuito de melhor entender a 
omposição musi
al, de�niremos de forma simples,alguns 
on
eitos sobre músi
a.Músi
aÉ a arte de 
ombinar os sons simultânea e su
essivamente, 
om ordem equilíbrio eproporção dentro do tempo.SomSom é um fen�meno físi
o que 
ompreende a geração e propagação de perturbaçõesde pressão em um �uido que pode ser o ar ou água, por exemplo.Nota Musi
alNota Musi
al é um termo empregado para designar o elemento mínimo de um som.Uma nota musi
al é oriunda de uma fonte sonora, que pode ser, muitas vezes, um instru-mento musi
al. Embora sejam inúmeros os sons empregados na músi
a, para representá-los bastam somente sete notas, denominadas de naturais:Dó - Ré - Mi - Fá - Sol - Lá - SiMelodiaConjunto de sons dispostos em ordem su
essiva. Podemos dizer de maneira simplesque melodia é uma su
essão 
oerente de sons e silên
ios. Quando assobiamos uma 
anção,21



por exemplo, estamos 
antando notas e essa su
essão de notas em músi
a é a melodia.HarmoniaConjunto de sons dispostos em ordem simultânea. Também pode ser de�nida 
omo oestudo das 
ombinações de notas em a
ordes e seu uso em 
omposição musi
al.A
ordeUm a
orde é um 
onjunto de três ou mais notas to
adas em simultâneo. Um 
onjuntode duas notas 
hama-se um arpegio. Os a
ordes são 
onstruídos 
om base numa nota dereferên
ia, à qual se a
res
entam depois outras notas. A nota de referên
ia é 
hamada atóni
a do a
orde. Existem regras diferentes para adi
ionar outras notas à tóni
a, 
riando-se assim diferentes tipos de a
orde: a
ordes maiores, a
ordes menores, a
ordes de quarta,de sétima, e muitos outros. É impossível assobiar um a
orde, visto que no mesmo só háa melodia.Como vimos, podemos 
onstruir a
ordes de três notas para 
ada uma das notas, nessaordem: Dó - Ré - Mi - Fá - Sol - Lá - Si.O a
orde de Dó é formado pelas notas dó, mi e sol. Chamamos esse a
orde de Dómaior.O a
orde de Ré é formado pelas notas ré, fá e lá. Chamamos esse a
orde de Ré maior.O a
orde de Lá é lá, dó e mi, 
hamamos esse a
orde de Lá maior, e assim por diantede modo 
í
li
o.Como dá pra observar 
ada a
orde é formado pela nota base (t�ni
a), que �
a sendoa primeira, mais a ter
eira e a quinta nota em relação a ela.Começando 
om uma nota qualquer vamos dar um número para 
ada nota, sendo
ada um desses números o grau. Sendo assim, temos o 1o grau, o 2o grau até o 7ograu. Da mesma forma temos o a
orde do 1o grau, do 2o grau e assim su
essivamente.Essa numeração é bastante importante para a 
onstrução da harmonia de uma músi
a.Exempli�
ando, temos:Se 
omeçarmos 
om Ré, o grau 1 passa a ser o Ré e o a
orde do primeiro grau seráRé, Fá e Lá. Observe a tabela:1 2 3 4 5 6 7Ré Mi Fá Sol Lá Si DoO a
orde do 5o grau nessa es
ala de Ré será Lá, Dó e Mi e assim por diante. Se
omeçarmos 
om Fá, o a
orde 
orrespondente Fá, Lá e Dó será o a
orde de grau 1, sendoa ordem sempre 
í
li
a. Veja: 22



1 2 3 4 5 6 7Fá Sol Lá Si Do Ré MiMinuetoO minueto teve sua origem, 
omo dança, na região de Poitu e seu nome vem de �pasmenu� que signi�
a passo miúdo. Sob o reinado de Luís XIV invadiu os salões da 
orte ese espalhou pela Europa, a ponto de se tornar a prin
ipal dança da aristo
ra
ia, atingindoo mais alto grau de luxo e magni�
ên
ia. Como músi
a, o minueto foi usado em várias
omposições para piano ou orquestra por Mozart, Haydn, Ba
h entre outros 
ompositores.TrioTrio pode designar tanto uma forma musi
al quanto um grupo de três instrumentosmusi
ais.2.1.2 Criando Músi
a AleatoriamenteA arte de to
ar e/ou inventar uma músi
a é algo extremamente interessante, moti-vadora e prazerosa. A músi
a é uma ex
ep
ional forma de expressão artísti
a. Devido ofato de a músi
a transmitir emoções, a mesma in�uên
ia o ser humano, adulto ou 
riança,sendo objeto de muitos estudos.Atualmente é possível 
ompor músi
as automati
amente, mesmo que a pessoa nãotenha nenhuma experiên
ia musi
al, graças aos avanços da 
iên
ia. A história tem mos-trado que, apesar de ser um pro
esso artísti
o subjetivo, a músi
a pode ser um produtode ra
io
ínios lógi
os ou ainda de pro
edimentos me
âni
os. Como exemplo, podemos
itar Wolfgang Amadeus Mozart, que em 1787 
riou o seu Jogo de Dados Musi
al para
ompor minuetos. A intenção de Mozart era fazer 
om que leigos em músi
a tivessem asensação de 
ompor uma peça musi
al.Para estimular pessoas ao estudo da músi
a pode-se utilizar métodos automáti
os,fazendo 
om que as mesmas, mesmo que de forma indireta, tenham a sensação de estar
ompondo. Comer
ialmente, vemos hoje em dia jogos que dão a sensação de to
ar ouin�uen
iar a exe
ução de uma músi
a mesmo que não se possua 
onhe
imento ou té
ni
amusi
al, a exemplos 
omo Guitar Hero e o Ro
k Band.A automatização no pro
esso de 
ompor uma músi
a pode ser feito através de té
ni
asque utilizam a apli
ação de um algoritmo. Dentre essas té
ni
as podemos 
itar: re
om-binação de padrões e sequên
ia, aut�matos 
elulares, regras e restrições, gramáti
as e as
adeias de Markov.O uso de 
adeias de Markov, além de ser umas das primeiras formas de 
omposiçãoalgorítmi
a utilizadas, tornou-se uma das mais populares devido a sua simpli
idade e pelofato de produzir estilos musi
ais baseados num determinado estilo previamente analisado.23



O pro
esso markoviano de se gerar uma músi
a pode se dar do seguinte modo: umadeterminada músi
a é pro
essada lendo-se 
ada nota e estatisti
amente 
al
ula-se a proba-bilidade desta nota ser to
ada, dada que uma ou mais notas foram to
adas anteriormente.Se uma nota depende apenas de uma nota anterior, 
hama-se 
adeia de Markov de pri-meira ordem, objeto de nosso estudo. Se uma nota depende de duas anteriores, 
hama-se
adeia de Markov de segunda ordem. E assim por diante. Quanto maior a ordem da
adeia, mais a músi
a 
riada será pare
ida em estilo 
om o da músi
a forne
ida. O 
asoaqui men
ionado será o de primeira ordem.2.1.3 Gerando uma músi
a jogando dadosTendo em vista que o objetivo é introduzir Cadeias de Markov para os alunos do ensinomédio, mostrando a sua apli
abilidade in
lusive na 
omposição musi
al, 
onstruiremos umalgoritmo para tal. Partiremos da premissa que o públi
o-alvo possui pou
a experiên
iamusi
al ou quase nenhuma. Além disso, utilizaremos um método semelhante ao 
riadopor Mozart.Suponhamos que es
olhemos várias músi
as de um mesmo estilo e �zemos uma esta-tísti
a 
ontando quantas vezes nessas músi
as se faz a transição de um a
orde para outroin
luindo as vezes que permane
em no mesmo a
orde. Nota-se fa
ilmente que quando sesabe o grau que está sendo to
ado �
a evidente prever qual será o próximo a
orde. Istose deve ao fato de que 
ada estilo musi
al tem suas transições mais 
omuns, por exemplo,no Jazz os a
ordes se rela
ionam de um modo diferente da bossa nova.Supondo que a estatísti
a tenha sido detalhada na seguinte tabela �A�:I II III IV V VI VIII 1
7

1
7

1
7

1
7

1
7

1
7

1
7II 0 0 0 1

7
6
7

0 0III 0 0 0 0 1
7

6
7

0IV 1
7

0 0 0 6
7

0 0V 6
7

0 0 0 1
7

0 0VI 0 6
7

0 0 1
7

0 0VII 6
7

0 0 0 1
7

0 0As linhas representam as entradas e as 
olunas as saídas, onde os graus dos a
ordesdas linhas representam o estado em que vo
ê se en
ontra, ou seja, o a
orde que está sendoto
ado. O grau dos a
ordes das 
olunas representam o estado pra onde se deseja ir, istoé, o a
orde que será to
ado.Os números da tabela são as probabilidades de transição, ou seja, a 
han
e de vo
êsair de um estado para outro. Observa-se que algumas transições têm probabilidade zerode a
onte
er. 24



Supondo que Sol seja o grau 1 e resolve-se 
omeçar to
ando o a
orde sobre o grau 5,que nesse 
aso é o Ré maior, logo só existem duas possibilidades: ir para o grau 1, que éo Sol maior e to
ar o a
orde de Sol maior ou permane
er no grau 5 que é o Ré maior eto
ar novamente o a
orde de Ré maior. Observe a tabela.Sol Lá Si Dó Ré Mi FáSol 1
7

1
7

1
7

1
7

1
7

1
7

1
7Lá 0 0 0 1

7
6
7

0 0Si 0 0 0 0 1
7

6
7

0Dó 1
7

0 0 0 6
7

0 0Ré 6
7

0 0 0 1
7

0 0Mi 0 6
7

0 0 1
7

0 0Fá 6
7

0 0 0 1
7

0 0Com a tabela anterior é possível des
obrir quais serão os possíveis próximos a
ordes,usando a teoria estudada na seção 1.5.Podemos fazer a proposta de um jogo semelhante ao 
riado por Mozart no sé
uloXVIII. Criaremos uma sequên
ia de a
ordes 
om o auxílio do a
aso usando dois dadosdistintos, porém 
riaremos uma nova matriz denominada de matriz do tipo a
umulada�B�, a partir da tabela anterior �A�. Nessa matriz a
umulada, 
ada linha 
orresponde asoma das probabilidades das entradas anteriores até obtermos resultado 1, de a
ordo 
omo seguinte 
ritério:
bin =











0, se ain = 0,
n
∑

j=1

aij, se ain 6= 0.

A =

I II III IV V VI VIII 1
7

1
7

1
7

1
7

1
7

1
7

1
7II 0 0 0 1

7
6
7

0 0III 0 0 0 0 1
7

6
7

0IV 1
7

0 0 0 6
7

0 0V 6
7

0 0 0 1
7

0 0VI 0 6
7

0 0 1
7

0 0VII 6
7

0 0 0 1
7

0 0
−→ B =

I II III IV V VI VIII 1
7

2
7

3
7

4
7

5
7

6
7

7
7II 0 0 0 1

7
7
7

0 0III 0 0 0 0 1
7

7
7

0IV 1
7

0 0 0 7
7

0 0V 6
7

0 0 0 7
7

0 0VI 0 6
7

0 0 7
7

0 0VII 6
7

0 0 0 7
7

0 0Notemos que em 
ada linha dessa matriz B, a última entrada não nula é sempre iguala 1, visto que ela é a soma de todas as probabilidades anteriores da linha.25



Lembremos também que quando jogamos dois dados a soma �s� das fa
es superioresobtidas é maior ou igual a 2 e menor ou igual a 12 (2 ≤ s ≤ 12). Sendo assim, multi-pli
aremos a matriz B por 12 e arredondaremos os resultados 
hegando a matriz C 
omelementos entre 0 e 12.Sol Lá Si Dó Ré Mi FáSol 1
7

2
7

3
7

4
7

5
7

6
7

7
7Lá 0 0 0 1

7
7
7

0 0Si 0 0 0 0 1
7

7
7

0Dó 1
7

0 0 0 7
7

0 0Ré 6
7

0 0 0 7
7

0 0Mi 0 6
7

0 0 7
7

0 0Fá 6
7

0 0 0 7
7

0 0
−→

Sol Lá Si Dó Ré Mi FáSol 12
7

24
7

36
7

48
7

60
7

72
7

84
7Lá 0 0 0 12

7
84
7

0 0Si 0 0 0 0 12
7

84
7

0Dó 12
7

0 0 0 84
7

0 0Ré 72
7

0 0 0 84
7

0 0Mi 0 72
7

0 0 84
7

0 0Fá 72
7

0 0 0 84
7

0 0
C =

Sol Lá Si Dó Ré Mi FáSol 2 3 5 7 9 10 12Lá 0 0 0 2 12 0 0Si 0 0 0 0 2 12 0Dó 2 0 0 0 12 0 0Ré 10 0 0 0 12 0 0Mi 0 10 0 0 12 0 0Fá 10 0 0 0 12 0 0Considerando que o Sol é o grau 1 e partindo do Ré, podemos lançar os dados. Supondoque tenha dado s = 8. Como ini
iamos em Ré, que é o grau 5, temos duas possibilidades,ou vamos para o grau 1 que é o Sol, ou permane
emos no grau 5 que é o Ré. O que fazerentão?Pro
urando manter as probabilidades ini
iais da matriz A, podemos estabele
er asseguintes regras para 
ada linha da matriz C:Para a linha 1: Se tirarmos um número
s = 2 ou s = 10, iremos pro Sol;
s = 3 ou s = 11, iremos pro Lá;
s = 5, iremos pro Si;
s = 6, pro Dó;
s = 8, pro Mi;
s = 9, pro Ré;
s = 12 ou s = 4, iremos pro Fá.Para a linha 2: Se tirarmos um número 26



s = 2 ou s = 4, iremos pro Dó;
s igual 12, 11, 10, 9, 8, 6 ou 5, iremos pro Ré.Para a linha 3: Se tirarmos um número
s = 2 ou s = 4, iremos pro Ré;
s igual 12, 11, 10, 9, 8, 6 ou 5, iremos pro Mi.Para a linha 4: Se tirarmos um número
s = 2 ou s = 4, iremos pro Sol;
s igual 12, 11, 10, 9, 8, 6 ou 5, iremos pro Ré.Para a linha 5: Se tirarmos um número
s igual a 10, 9, 8, 7, 5 ou 3, iremos pro Sol;
s igual a 12, 11 ou 2 iremos Ré.Para a linha 6: Se tirarmos um número
s igual a 10, 9, 8, 7, 5 ou 3, iremos pro Lá;
s igual a 12, 11 ou 2 iremos Ré.Para a linha 7: Se tirarmos um número
s igual a 10, 9, 8, 7, 5 ou 3, iremos pro Sol;
s igual a 12, 11 ou 2 iremos Ré.Voltando ao jogo. De a
ordo 
om as regras a
ima, 
omo tiramos 8 iremos para oSol. Jogando os dados mais quatro vezes obtivemos 6, 5, 10 e 12, logo obtivemos aseguinte sequên
ia de a
ordes: Ré, Sol, Dó, Ré, Sol e Fá. Obtida essa sequên
ia deseis a
ordes, deve-se soli
itar a um músi
o experiente que es
olha a duração dos a
ordese toque a músi
a quase 
riada pela 
asualidade. Pode-se também visitar o site http :

//www.hooktheory.com/trends#, sele
ionar os a
ordes obtidos 
om os dados e ouvir amusi
a desejada (Nesse 
aso, Weep Day de They Might Be Giants).2.2 Produção X Sustentabilidade2.2.1 O que é Sustentabilidade?Sustentabilidade se refere a um 
onjunto de ações voltadas à solução ou na reduçãodo impa
to ambiental , e
on�mi
o e so
ial, tais 
omo esgotamento de re
ursos naturais,desigualdade so
ial as
endente e 
res
imento e
on�mi
o ilimitado, ou seja, é um 
on-
eito rela
ionado 
om os aspe
tos e
on�mi
os, so
iais, 
ulturais e ambientais de toda aso
iedade humana. 27



O termo original, Desenvolvimento Sustentável, atende às ne
essidades do presente sem
omprometer a possibilidade de as futuras gerações atenderem às suas próprias ne
essi-dades. Esse 
on
eito foi de�nido, em 1987, durante a elaboração do Relatório Brudtlandpela Comissão Mundial de Meio Ambiente e Desenvolvimento (UNCED) da ONU e seapoia no tripé atividade e
on�mi
a, meio ambiente e bem-estar da so
iedade. Em 1992,esse termo foi adaptado pela agenda 21, um dos prin
ipais resultados da Conferen
iaECO92 realizada no Rio de Janeiro. A agenda 21 é um do
umento que estabele
eu aimportân
ia do 
omprometimento de todos os países 
om o estudo de soluções para osproblemas so
ioambientais.Para que o empreendimento humano seja 
onsiderado sustentável ele pre
isa ser e
o-logi
amente 
orreto, e
onomi
amente viável, so
ialmente justo e 
ulturalmente a
eito va-lendo pra qualquer nível de organização so
ial, desde uma determinada vizinhança lo
alaté o planeta inteiro. Em suma, sustentabilidade signi�
a forne
er o melhor para aspessoas e para o ambiente, tanto para o presente 
omo para o futuro.Na próxima seção examinaremos um modelo para uma empresa que deseja reativaruma usina hidroelétri
a de maneira sustentável em um determinado Estado, visto que asoutras três usinas dessa mesma empresa, lo
alizada nessa mesma região, estão trabalhandoa
ima do limite re
omendável. Desse modo, 
aso a usina 4 fosse reaberta, tal sobre
argadeveria ser transferida entre elas gradualmente, a �m de que todas passassem a operar 
oma mesma 
apa
idade após determinado período de tempo. Sendo assim, podemos fazeruso das 
adeias de Markov para determinar a por
entagem de energia a ser transferidaentre as elas.2.2.2 Os problemasQuestão 1: Toda empresa que trabalha 
om a produção de energia elétri
a tem umaenorme responsabilidade so
ioambiental. Numa determinada região há 3 usinas em fun-
ionamento e uma usina desativada. Deseja-se reativar essa quarta usina. Todas têm amesma 
apa
idade de produção. Se desejarmos reativar a usina 4, tal de
isão é sustentá-vel?Se as usinas 1, 2, 3 estão sobre
arregadas ativando a quarta, a operação nas demais�
a mais segura, visto que não trabalharão mais no limite. Além disso, 
om a quarta usinafun
ionando pode-se implantar um sistema de manutenção preventivo. Logo, o projetopassa a ser e
onomi
amente viável. Colo
ar a usina 4 em fun
ionamento não impa
taráo ambiente, pois a mesma já está 
onstruída e não será ne
essário desmatamento. Alémdisso, ativando a quarta usina surgirá oferta de emprego na região e nas proximidades,além de não o
orrer impa
to 
ultural, pois a usina foi 
onstruída há muito tempo. Dessaforma a reativação da usina será 
onsiderado sustentável, pois é e
onomi
amente viável,e
ologi
amente 
orreto, so
ialmente justo e 
ulturalmente a
eito.28



Questão 2: Sendo sustentável a reativação da quarta usina, é ne
essário reativa-lagradualmente. Para isso as demais devem ter sua produção diminuída na mesma propor-ção para que não o
orra 
hoque no sistema e de modo que todas possam trabalhar 
om
apa
idades semelhantes após 
erto tempo. Como fazer isso?Ini
ialmente devemos simular a quantidade de energia a ser passada de 
ada usinapara as demais, 
onforme o diagrama de transição abaixo:

Figura 2.1:De a
ordo 
om o diagrama obtemos os vetores de probabilidade, nesse 
aso por
enta-gens, de 
ada usina (estado) no primeiro mês e montamos a tabela de transição seguinte:
U1 U2 U3 U4

U1 85% 5% 5% 5%
U2 0% 90% 5% 5%
U3 0% 0% 80% 20%
U4 0% 0% 0% 100%Como V

(n)
i = V

(0)
i ·M (n−1), então para os 2 meses seguintes, teremos:

V
(2)
1 = V

(0)
1 ·M , V (2)

2 = V
(0)
2 ·M e V

(2)
3 = V

(0)
3 ·M .Desse modo a matriz de transição no segundo mês será:













0, 7225 0, 0875 0, 085 0, 105

0 0, 81 0, 085 0, 105

0 0 0, 64 0, 36

0 0 0 1












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Tal matriz espe
i�
a que após dois meses a usina 1 permane
erá 
om 72,25% da sua
apa
idade, passará 8,75% para usina 2, 8,5% para usina 3 e 10,5% para usina 4; a usina 2permane
erá 
om 81% de sua 
apa
idade, passará 8,5% para usina 3 e 10,5% para usina 4e assim por diante. Como ini
ialmente as usinas 1, 2, 3 estão trabalhando 
om 
apa
idademáxima, ou seja, 100% 
ada uma, e a 4 está desativada podemos 
al
ular a produção de
ada usina após os dois meses, do seguinte modo:
[

1 1 1 0
]

·













0, 7225 0, 0875 0, 085 0, 105

0 0, 81 0, 085 0, 105

0 0 0, 64 0, 36

0 0 0 1













=
[

0, 7225 0, 8975 0, 81 0, 57
]

,ou seja, após dois meses a usina 1 estará operando 
om 72,25% de sua 
apa
idade, a usina2 estará operando 
om 89,75% de sua 
apa
idade, a usina 3 
om 81% e a usina 4 
om57%.Feito isso, se pode pedir aos alunos que veri�quem o que a
onte
eria após 3 meses,se por quantos meses seria possível 
ontinuar as transferên
ias de produção e ainda pedirnovas simulações. Para ajudar nos 
ál
ulos pode-se fazer uso de softwares 
omo o Ex
elou Winmat.
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Capítulo 3Sugestões de AtividadesNeste 
apítulo serão re
omendados exer
í
ios que podem ser apli
ados pelo professorjunto aos alunos. Algumas atividades podem ser trabalhadas de forma interdis
iplinar
omo veremos.Os exer
í
ios 1, 2 e 3 podem ser trabalhados em 
onjunto 
om o professor de Geogra�a.Pode-se sugerir que sejam pesquisadas questões 
omo: A divisão da população brasileiraem 
lasses so
ioe
on�mi
as, o que de�nem tais 
ritérios de divisão; Os �uxos migratóriosno Brasil, quais os motivos que levam a tal fen�meno, se as migrações 
ara
terizam umproblema so
ial, et
; A questão ambiental rela
ionada à pes
a predatória nos rios, marese o
eanos.O exer
í
io 4 pode ser trabalhado fazendo-se a interdis
iplinaridade 
om Quími
a.Para realização do exer
í
io 5, é ne
essário que o professor 
onsulte o livro [2℄. Nesselivro, 
onstam algumas expli
ações sobre previsões genéti
as. Desse modo, a interdis
i-plinaridade 
om Biologia é extremamente interessante de ser abordada. Questões 
omogenes e transmissão de herança genéti
a podem ser exaustivamente exploradas.No exer
í
io 7, além de se poder trabalhar matemáti
a �nan
eira, pode-se sugerir umapesquisa sobre a bolsa de valores: o que é, históri
o, 
omo fun
iona, as prin
ipais bolsasde valores do mundo, et
.Como se poderá notar, fazer a interligação das 
adeias de Markov 
om outras áreasdo 
onhe
imento é algo relativamente simples. No entanto, se faz ne
essário ao do
entededi
ação, pesquisa, estudo e a vontade, apesar de todas as di�
uldades, de mostrar quea Matemáti
a, além de �mãe� de todas as 
iên
ias, está presente em tudo e que é de fá
ila
esso, desde que se tenha a predisposição em aprendê-la.Exer
í
io 1Um re
enseamento e
on�mi
o revelou que, numa dada população, as famílias são divi-didas em dois grupos: (1) as e
onomi
amente estáveis; e (2) aquelas em depressão. Depoisde um período de 10 anos, a probabilidade de que uma família estável assim permaneça1



é de 0,92, enquanto a probabilidade dela entrar em depressão é de 0,08. A probabilidadede que uma família em depressão se torne estável é 0,03, enquanto a probabilidade deque ela assim permaneça é de 0,97. Supondo que este fen�meno so
ial seja estável, nãohavendo mudanças nestas taxas, responda:a) Represente o diagrama de transição.b) Monte a matriz de transição.
) Cal
ule a probabilidade de uma família estável estar em depressão a longo prazo.Exer
í
io 22) Suponhamos que em uma determinada região, a 
ada ano 7% da população ruralmigra para a zona urbana e que 2% da população urbana migra para a zona rural. Supondoque este fen�meno so
ial seja estável e não havendo mudanças nestas taxas, responda:a) Em 5 anos, qual a probabilidade de um indivíduo da da zona urbana migrar paraa zona rural?b) Em 10 anos, qual a probabilidade de um indivíduo, atualmente na zona rural, termigrado para a zona urbana?
) Des
onsiderando o 
res
imento popula
ional da 
idade, a longo prazo, qual será ataxa de migração da população para a zona urbana e para a zona rural desta 
idade?Exer
í
io 3Observa-se empiri
amente que, em 
ondições naturais e sem ser submetida à pes
aindustrial, a quantidade de 
erta espé
ie de peixes varia da seguinte forma: se em umdeterminado ano a população diminuiu, a probabilidade de que diminua ainda mais noano seguinte é 0,6 e, se em um determinado ano a população aumenta, a probabilidade deque diminua no ano seguinte é apenas 0,3. Entretanto, observa-se que sendo submetida àpes
a industrial, quando a população aumenta num determinado ano, a probabilidade deque diminua no ano seguinte se altera para 0,5, enquanto que se a população diminui numano, a probabilidade de que diminua no ano seguinte 
ontinua sendo 0,6. Deseja-se saber
omo, a longo prazo, a pes
a industrial estará afetando os peixes dessa espé
ie, para verse é ne
essário diminuir a intensidade de pes
a ou se, ao 
ontrário, é possível aumentá-la.Exer
í
io 4Duas substân
ias distintas estão em 
ontato e tro
am íons de sódio entre si. Por dedu-ção teóri
a ou empíri
a, sabe-se que um íon de sódio do meio (1) abaixo tem probabilidade70% de passar ao meio (2), enquanto que um íon de sódio do meio (2) tem probabilidade10% de passar para o meio (1) 
onforme a �gura seguinte. Colo
ando-se 2 moles de sódiono meio (1), quais serão as 
on
entrações de sódio em 
ada um dos meios, após um longoperíodo de tempo? 2



Figura 3.1:Exer
í
io 5Apli
a-se 
erto tipo de inseti
ida numa plantação, para se 
ombater uma determinadaespé
ie de insetos. Após a apli
ação veri�
a-se que, dos pou
os insetos sobreviventes,60% eram resistentes ao inseti
ida e os outros 40% não o eram (e haviam sobrevividopor razões 
asuais). Sabe-se que o 
i
lo de vida desses insetos é de um ano e que eles se
ruzam apenas uma vez em 
ada geração. Ademais, �
ou 
omprovada que a resistên
ia aoinseti
ida é uma 
ara
terísti
a dominante e que o inseti
ida não foi apli
ado novamente.Tendo tais dados, pergunta-se: qual é a por
entagem de insetos resistentes ao inseti
idaapós dois anos?Exer
í
io 6A matriz de transição abaixo perten
e a uma Cadeia de Markov que representa opro
esso de um 
liente que 
omprou uma das 4 mar
as possíveis de 
erveja (0, 1, 2, 3)no instante n e irá 
omprar 
ada uma das mar
as no instante n + 1 sob a 
ondição querealmente em 
ada etapa de transição ele irá 
omprar o produto.
P →













0, 8033 0 0, 1844 0, 0123

0, 1412 0, 7547 0 0, 1041

0 0, 2535 0, 7397 0, 0068

0, 2080 0, 1232 0 0, 6688













,a) O que signi�
a P
(16)
31 ? Qual o seu valor?b) Quais as Probabilidades de Estado-Estável da Cadeia de Markov dada? Quaisinterpretações são possíveis sobre tais probabilidades?Exer
í
io 7Suponha que um 
orretor da Bolsa de Valores faça um pedido para 
omprar açõesna segunda-feira, 
omo segue: 400 quotas de ação A, 500 quotas da ação B e 600 quotasda ação C. As ações A, B e C 
ustam por quota R$ 500,00, R$ 400,00 e R$ 250,00respe
tivamente. a) En
ontre o 
usto total das ações, usando multipli
ações de matrizes.b)Qual será o ganho ou a perda quando as ações forem vendidas seis meses mais tardese as ações A, B e C 
ustam R$ 600,00, R$ 350,00 e R$ 300,00 por quota, respe
tivamente?3



Capítulo 4Considerações FinaisAtravés deste trabalho, pro
uramos mostrar algumas das muitas apli
ações da ÁlgebraLinear. Notamos durante o seu desenvolvimento que o estudo destas apli
ações exigeo 
onhe
imento de assuntos 
omo matrizes, resoluções de sistemas lineares e 
on
eitosbási
os de probabilidade.Além disso, este trabalho foi uma boa oportunidade de 
orrela
ionar um 
on
eito deálgebra linear, assunto visto na graduação, aos 
onteúdos estudados no ensino médio,através de apli
ações, que muitas vezes, por diversos fatores, 
omo a indisponibilidade detempo e 
rença de que o dis
ente nessa fase não possui 
apa
idade para tal, não podemser abordadas e trabalhadas no ensino bási
o.É importante desta
ar também a ne
essidade de diversi�
ar as formas de ensinar,pois sabemos que a Matemáti
a exige 
ompetên
ias que vão além do sistema didáti
oadotado. Sendo assim, ferramentas 
omo o 
omputador, softwares e outras te
nologias deinformação, apesar de um grande desa�o para o professor, são um importante aliado, vistoque os alunos possuem hoje em dia a
esso fá
il a tais te
nologias. Desse modo, em diversasoportunidades o uso de programas 
omo o WinMat e o Ex
el, para o desenvolvimento do
onteúdo e exemplos, pode se tornar impres
indível no pro
esso de ensino aprendizagem.O professor que integrar o mundo da te
nologia ao da Matemáti
a e prin
ipalmente,tornar a
essíveis 
onteúdos da graduação ao ensino fundamental e médio, desmisti�
andoassim matemáti
a 
omo algo a
essível apenas a gênios e mentes brilhantes, talvez seja umdos seus maiores desa�os e para isso é ne
essário atentar-se as propostas e 
apa
itaçõesque visam à atualização 
onstante do pro�ssional.

4
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