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Resumo

Barbosa, Kenneby Lemos. O ensino de expressoes algébricas: uma
proposta de sequéncia didatica com o uso do Tangram e jogos di-
gitais. Goiania, 2023. 107p. Dissertagao de Mestrado. Instituto de Mate-
mética e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Este trabalho apresenta uma proposta de ensino voltada ao uso de expressoes
algébricas para alunos de 8° e¢ 9° ano do ensino fundamental. Com o intuito de
alcancar esse objetivo, sera empregado o Tangram como jogo fisico, além do uso
de um jogo digital desenvolvido especificamente para esse propoésito. Além disto,
essa abordagem tem como finalidade aprimorar o processo de aprendizagem das
expressoes algébricas, visando superar a resisténcia e o desinteresse, por parte dos
alunos, nas aulas de matematica. Primeiramente, sao mencionados alguns aspectos
historicos da algebra e sua importancia nos documentos educacionais brasileiros,
como os PCN’s;, a BNCC e o DC-GO em Goids. Em seguida, é apresentado o
Tangram como ferramenta lidica para o ensino da matemética. Para embasar as
operacoes com expressoes algébricas, foi realizado um estudo da estrutura de anéis
de polinémios e de como elas sao relevantes para o professor que ministra aulas
para a educagao bésica. A seguir, foi feita uma exposi¢ao sobre duas metodologias
ativas de ensino - peer instruction e a gamificagao - que foram usadas na sequéncia
didatica de forma direta e indireta, respectivamente, para tornar o aprendizado
mais dindmico e participativo. Por fim, propde-se uma sequéncia didatica que une
o estudo da algebra, a ludicidade do Tangram e as metodologias ativas para ensinar

expressoes algébricas.

Palavras—chave
Anéis de Polinémios; ensino de expressoes algébricas; metodologias ativas;

peer instruction e gamificacao, Tangram na educagao matematica.



Abstract

Barbosa, Kenneby Lemos. The teaching of algebraic expressions: a
proposal of didactic sequence using Tangram and digital games..
Goiania, 2023. 107p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemaética e Esta-
tistica, Universidade Federal de Goiés.

This work presents a teaching proposal focused on the use of algebraic expressions
for 8th and 9th grade students of elementary school. In order to achieve this goal,
Tangram will be used as a physical game, in addition to the use of a digital game
developed specifically for this purpose. Furthermore, this approach aims to improve
the process of learning algebraic expressions, and it intends to overcome resistance
and lack of interest on the part of students in mathematics classes. Firstly, some
historical aspects of algebra and its importance in Brazilian educational documents
are mentioned, such as the PCN’s, the BNCC and the DC-GO in Goias. Then,
Tangram is presented as a playful tool for teaching mathematics. To support the
operations with algebraic expressions, a study was carried out on the structure of
polynomial rings and how they are relevant to professional who teaches classes for
basic education. Next, an exposition was made on two active teaching methodologies
- peer instruction and gamification - which were used in the didactic sequence directly
and indirectly, respectively, to make learning more dynamic and participatory.
Finally, a didactic sequence is proposed that unites the study of algebra, the ludicity

of Tangram and active methodologies to teach algebraic expressions.

Keywords
Polynomial rings; Algebraic expression teaching; Active methodology; Ga-

mification and Peer instruction; Tangram in mathematics education.
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Introducao

O ensino de expressoes algébricas é uma tarefa desafiadora para muitos pro-
fessores, especialmente quando se trata de manter os alunos motivados e engajados.
Pretendemos fazer uma abordagem pedagogica que visa ensinar expressoes algébri-
cas de maneira mais eficiente e envolvente, utilizando ferramentas lidicas como o
Tangram e também jogos digitais criados para esta sequéncia didatica utilizando
metodologias ativas e inovadoras.

Essas abordagens pedagobgicas oferecem aos alunos a oportunidade de
aprender expressoes algébricas de maneira divertida e interativa desenvolvendo
habilidades cognitivas e sociais essenciais para a convivéncia em sociedade. A
ludicidade, oferecida com uso do Tangram, por exemplo, pode ajudar os alunos
a visualizar conceitos abstratos e compreender melhor a estrutura das expressoes
algébricas, o que pode ser compartilhado com os colegas durante a resolucao de
problemas em grupo contribuindo para a motivacao e engajamento dos alunos. Ja
a experimentacao, oferecida pelos jogos digitais, pode tornar o aprendizado mais
atraente, ao transformar o processo em um jogo ou desafio. Todavia, é importante
que os professores se interessem por essas metodologias e as incluam em suas aulas
para proporcionar um ambiente de aprendizagem mais dindmico e efetivo.

Este trabalho surge como um desafio e, ao mesmo tempo, uma necessidade
de ensinar a matematica de forma mais prazerosa e menos metodica. E um desafio,
pois a tendéncia de quem aprendeu com métodos tradicionalistas como aula expo-
sitiva, quadro e giz, é o de reproduzir o que se aprendeu. Todavia, estamos em uma
era cada vez mais digital em que a tecnologia estéd na “palma da nossa mao” e, as-
sim, o professor precisa ser um “agente de mudancgas”, cabendo a ele despertar no
aluno o prazer de estudar, usando metodologias ativas que coloquem o aluno como
protagonista de seu aprendizado.

Segundo Cortella (2016), “A escolarizacao é apenas uma parte do educar,
nao ¢ tudo”. Neste contexto, compete a escola: o ensino, a formacao social e
construcao da cidadania.

Walle (2009) diz que o pensamento matemaético so faz sentido, se eles forem

lteis para resolver outros problemas:
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As ideias matematicas sao “importantes” se elas forem tuteis ao desenvol-
vimento de outras ideias, se vincularem umas as outras ou servirem para
ilustrar a disciplina de matemética como um empreendimento humano.
(WALLE, 2009, p. 21).

Freire (2002) completa afirmando que a educagao s6 faz sentido, se ela for
transformadora e com ela, o individuo tome as decisoes que surgirem no seu cotidiano
baseadas no seu conhecimento adquirido na escola.

O tema central deste trabalho é o estudo de expressoes algébricas. A escolha
se baseou na vivéncia escolar de um professor que trabalha com o 9° ano do ensino
fundamental ha mais de 9 anos e a percepcao de que os estudantes vém apresentando,
cada vez mais, deficiéncias na aprendizagem. E, com a pandemia, as deficiéncias
encontradas tém sido muito mais notorias.

Um trabalho que se aproxima deste tema foi apresentado por Oliveira, et al.
(2019), no VII ENID, Encontro de Iniciagdo a Docéncia da Universidade Estadual
da Paraiba, mas com o objetivo de investigar a eficicia da utilizacao do Tangram
no ensino. O presente trabalho se diferencia do mencionado por varios aspectos,
pois além de utilizar metodologias ativas aliadas aos jogos digitais, também fornece
um amplo material de formagao continuada de professores a respeito do da algebra
especialmente o estudo dos anéis de polinémios e coeficientes reais, com uma e duas
variaveis.

E sabido que o pensamento algébrico esta presente em toda estrutura de
pensamento e generalizacao de conceitos e ideias, nao necessariamente, apenas na
disciplina de matemaética. Esta estruturagao é o que permite que possamos organizar
e criar solucoes que possam ser usadas para resolver problemas em nosso dia a dia.

E facil notar que a utilizacdo de jogos, brincadeiras e atividades ludicas
na matematica proporcionam ao aluno uma experiéncia de aprendizagem mais
acessivel a todos, pois a ludicidade permite que os alunos aprendam a partir da
experiéncia e da experimentacao, o que facilita a compreensao dos conceitos e
das operacoes matematicas. Além disso, a ludicidade também pode estimular a
criatividade, o raciocinio logico e a resolu¢ao de problemas, habilidades essenciais
para o aprendizado matematico.

A ludicidade no ensino de matemética proporciona, dentre os intmeros
beneficios, um ambiente mais descontraido e menos intimidador para os alunos,
o que pode reduzir a ansiedade e o medo em relacao a disciplina. Isso contribui
para o aumento da autoestima dos alunos e para o desenvolvimento de uma postura
mais positiva em relacao & matemaética tornando a aprendizagem mais significativa e
duradoura. Assim, escolhemos como objeto de estudo o Tangram que é um quebra-
cabecas chinés, formado por sete pecas com caracteristicas tinicas, para ser o pilar

de desenvolvimento do estudo das expressoes algébricas.
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O Tangram, como objeto de estudo, nos proporcionaréd um ambiente menos
formal e mais adaptativo a diversos cenarios de aprendizagem. Algumas propostas
didéticas utilizando o Tangram jé existem, principalmente no ensino de geometria e
fragoes. Mas neste trabalho pretendemos utilizar o Tangram, no estudo da algebra
para tornar o aprendizado de expressoes algébricas mais eficaz e, ao mesmo tempo,
mais prazeroso.

Com este intuito, este trabalho contempla um resgate de conceitos, defini-
¢oes e praticas mais aprofundadas da algebra, mais especificamente no estudo dos
anéis de polinémios com uma ou duas variaveis, muitas das vezes esquecidas pela
propria vivéncia de nao se trabalhar em sala de aula com tanta formalidade. Sendo
assim, esta parte do trabalho servird como um material de apoio a uma formagao
continuada para professores, apresentando as estruturas algébricas chamadas Anéis
de polindmios, em uma e duas variaveis, e revisitando as principais operagoes entre
esses objetos, a saber: adicao e multiplicacao. Além disso, com o intuito de fazer um
paralelo com as operacoes conhecidas e bem assimiladas para o anel dos ntimeros
inteiros, em ambos os casos a teoria ¢ estendida até uma versao do algoritmo da
divisdo (ou algoritmo de Euclides). Assim, é importante salientar que o professor
deve estar preparado para avangar em conceitos, quando necessario ou solicitado
pelo estudante que deseja se aprofundar em algum destes temas.

E preciso buscar novas formas de ensinar a matemética, pois seu aprendi-
zado nao s6 desenvolve o raciocinio logico, como também incentiva uma boa tomada
de decisoes diante dos problemas que permeiam nosso cotidiano. Neste contexto,
abordamos alguns documentos educacionais, como a Base Nacional Comum Curri-
cular (BNCC) e os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), para embasar em
que contexto, espera-se que a algebra deva ser abordada na educacgao bésica.

A educacao precisa ser transformada para estimular o prazer pelo apren-
dizado no aluno. Nesse sentido, as metodologias ativas sao eficientes para tornar o
aluno o protagonista do processo de aprendizagem. A presente sequéncia didatica
adota a metodologia "peer instruction"(PI), desenvolvida pelo professor Eric Ma-
zur da Universidade de Harvard, que promove a aprendizagem em grupos. Como
iremos utilizar um jogo digital, veremos também um pouco da teoria da metodolo-
gia de “gamificagao” a qual nao sera diretamente aplicada nesta sequéncia didatica.
Contudo, seu objetivo é fornecer subsidios aos professores para que possam trans-
formar suas aulas em aulas gamificadas, nas quais os alunos participem da criacao
de jogos similares aos utilizados nesta sequéncia. Combinando essas ideias com as
tecnologias disponiveis, é possivel criar uma aprendizagem significativa. Enquanto a
metodologia PI incentiva o trabalho em grupos, os jogos digitais incentivam a com-

peticao, atendendo assim as diferentes necessidades dos alunos. Desta maneira, os
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estudantes que possuem dificuldades na aprendizagem em grupo podem se sobressair
nos jogos digitais, e vice-versa, o que permite uma perspectiva mais abrangente do
desenvolvimento intelectual do estudante.

Essa sequéncia foi elaborada para ajudar os professores a transformar suas
salas de aula em ambientes inovadores e agradaveis, utilizando diversas metodologias
e ferramentas didaticas. Além disso, ela pode ser uma alternativa tutil para auxiliar
os alunos a superar as dificuldades de aprendizagem agravadas pela pandemia.
Entretanto, é importante que os professores estejam preparados para utilizar esses
recursos de forma eficaz e que a infraestrutura esteja adequada ao ambiente de
aprendizagem. E fundamental que os professores equilibrem o uso de metodologias
ativas e lidicas com o aprendizado formal para garantir que os alunos obtenham um
aprendizado completo e significativo ao final da sequéncia didatica.

A proposta de sequéncia didatica comega com um questionario inicial para
se ter um parametro de comparacao do antes e o depois. Partindo disto, o professor
faz uma exploragao do Tangram seguido de uma explicagao resumida de expressoes
algébricas e a partir dai, utilizando a peer instruction e jogos digitais, aprofundar
no tema proposto. Ao final o professor aplica novamente o mesmo questionério e
analisa os resultados. Assim, espera-se que os alunos desenvolvam uma compreensao
solida sobre expressoes algébricas, que lhes permita aplicar esse conhecimento na
resolucao de problemas e na modelagem de situacoes diversas.

No Capitulo 1, abordamos os aspectos historicos relacionados as origens da
algebra e como ela era ensinada, especialmente no Brasil. Conhecemos, em seguida,
a trajetoria do surgimento da &algebra moderna. Vemos também, como a algebra
aparece e deve ser apresentada segundo os documentos educacionais nacionais como
a BNCC e os PCN’s , e finalizamos o capitulo com um breve histérico do Tangram.

O Capitulo 2, traz um estudo dos anéis de polindémios com uma e duas va-
riaveis reais, com intuito de estabelecer uma base solida para o professor revisar e
aperfeicoar seus estudos. Neste contexto, apresentamos as defini¢coes e propriedades
de um anel bem como trazemos algumas demonstragoes e exemplos destas estrutu-
ras. A seguir aprofundamos nos anéis de polinémios com uma variével e coeficientes
reais, mostrando as operagoes de soma e produto e finalizando com o algoritmo da
divisdo. A partir dai, estendemos os conceitos, defini¢oes e propriedades para os
anéis de polindmios com duas varidveis e coeficientes reais mostrando a necessidade
de uma organizacao lexicografica, seguindo o axioma da boa ordem para realizar as
operagoes de soma e produto e divisao polinomial para duas variaveis. O capitulo
termina comentando sobre a relevancia do estudo do anel de polinémios na formacgao
do professor que vai ensinar expressoes algébricas.

O Capitulo 3 apresenta duas metodologias ativas que serao usadas na
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sequéncia didatica de forma direta ou indireta. Assim, inicia-se explicando onde,
como e quando surgiu a metodologia peer instruction bem como ela foi implementada
na educacao. Da mesma forma abordamos a seguir a metodologia de gamificacao e
como deve ser pensada e aplicada na educagao.

Por fim, o Capitulo 4 apresenta a proposta de sequéncia didatica, preparada
para 3 encontros de duas horas aulas de 50 minutos cada totalizando 300 minutos,
relatando no passo a passo, as instrugoes para auxiliar o professor nas aulas,
colocando nas observacoes as possibilidades de aplicacao e adaptagao dos conceitos
aqui apresentados para o desenvolvimento da metodologia aplicada com os jogos
criados para esta finalidade. Ao final o professor pode encontrar nos Apéndices A
e B, sugestoes do questionério e das atividades que podem ser propostas para o

desenvolvimento da sequéncia didatica.



CAPITULO 1

ASPECTOS HISTORICOS

A matemaética sempre foi desenvolvida de maneira sequencial, isto é, de ma-
neira organizada e progressiva, com cada novo conceito ou técnica sendo construido
a partir dos anteriores para que todas as suas conclusoes sejam sempre baseadas
no pensamento construtivo logico e dedutivo. Desta forma, entender a construcao
e evolucdo historica do tema, nos leva a compreender a Algebra que utilizamos nos
dias atuais.

Neste capitulo apresentaremos um pouco das origens da Algebra, como ela
era ensinada no Brasil, como as expressoes algébricas aparecem nos livros didaticos,
seguido de uma breve secdo sobre a ascensao da Algebra moderna. Para a finalizacéo
deste capitulo, faremos uma sintese de como a Algebra aparece na segunda fase do
ensino fundamental no Documento Curricular para Goias (DC-GO). Deste modo
pretende-se mostrar que o ensino da Algebra ja percorreu um longo caminho até os
dias atuais, mas ainda tem muito a evoluir.

Precisamos sair do conforto das aulas com metodologias tradicionais e abrir
espago para as metodologias ativas e assim, que o estudante faca parte do processo

de ensino aprendizagem, produzindo assim uma aprendizagem significativa.

1.1 Origens da Algebra

Para construirmos um pensamento sequencial, primeiro precisamos entender
um pouco da historia das expressoes algébricas. E importante separar o pensamento
algébrico e o uso de letras ou simbolos para representar incognitas, pois elas
caminham juntas, mas nao necessariamente surgiram juntas.

Segundo Darela, Cardoso e Rosa (2011, p. 209, grifo do autor), “Al-
Khwarizmi é considerado o “Pai da Algebra””. Ainda, segundo os autores, foi do
livro mais famoso de Al-Khwarizmi com titulo “Hisab al-jabr wa-al-muqabala” é que
veio o termo Algebra que significa restauracio ou completacdo e era utilizado no
contexto de termos desconhecidos na resolucao de equagoes, mesmo nao utilizando

simbolos para representa-los.
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Abu Abdallah Mohammed ibn Musa Al-Khwarizmi nasceu em Khiva, no
Uzbequistao, e foi um matematico, astronomo, gedgrafo e historiador. Pouco se
sabe de sua vida pessoal, mas seus textos traduzidos para o latim percorreram e
encantaram as mais ilustres mentes pelos ensinamentos que deixou. Na Figura 1.1
tem-se uma estatua construida em sua homenagem e esta localizada em Khiva no

Uzbequistao, local do seu nascimento.

Figura 1.1: Estdtua em homenagem a Al-Khwarizmi.

{Fonte: Wikimedia Commons (2023) .

Uma curiosidade, nao matematica, relatada por Eves é que na Espanha, os
profissionais da medicina que se especializavam em reparar ossos eram conhecidos
como algebristas e assim, os barbeiros que as vezes se ocupavam desta funcao se
autodenominavam algebristas.

Sabe-se que o pensamento algébrico era desenvolvido em 2000 a.C. pelos
babilonios que propunham soluc¢oes para equagoes.

Perto do ano 2000 a.C. a aritmética babil6nica ja havia evoluido para
uma Algebra retorica bem desenvolvida. Nao s6 se resolviam equacoes
quadraticas, seja pelo método equivalente ao de substituicio numa
formula geral, seja pelo método de completar quadrados, como também
se discutiam algumas ctibicas (grau trés) e algumas biquadradas (grau
quatro). Encontrou-se uma tébula que fornece, além de uma tabua de
quadrados e de cubos dos inteiros de 1 a 30, também a sequéncia de
valores de n? 4+ n® correspondente a esse intervalo. Sao dados muitos
problemas que levam a ctibicas da forma 23 4+ 22 = b | os quais podem
ser resolvidos usando-se a tabua de n® 4+ n?. (EVES, 1997, p. 61).

Segundo Silva (2013), a Algebra pode ser dividida em duas fases: a fase

antiga, chamada de Algebra cléssica ou elementar, e a fase moderna, chamada
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de Algebra moderna ou abstrata. Na fase antiga, que compreende o periodo de
aproximadamente 1700 a.C. a 1700 d.C., a preocupagao era a resolugao de equagoes
e o simbolismo foi surgindo gradualmente de acordo com as necessidades, mas sem se
preocupar com tanta formalizacao. Imagine o ganho de tempo na escrita matemaética
ao trocar uma frase como “cinco é igual a dois mais trés” por “5 = 2 + 3. Ja a fase
da Algebra moderna foi concentrada no estudo das estruturas mateméaticas como
anéis, corpos e outras mais.

Conforme Silva (2013, p. 10), “as ideias algébricas evoluiram e pode-se
mencionar a Algebra egipcia, babilonica, pré-diofantina, diofantina, chinesa, hindu,
arabica e europeia renascentista”. Mas foi somente a partir do século XIX que a
Algebra se apropriou de uma linguagem formal e mais objetiva e isto fez com que
ela se desenvolvesse em diversos caminhos.

Quando finalmente se desenvolveu uma notagao apropriada (empregando
letras para representar coeficientes e variaveis de uma equagdo), foi
possivel determinar “férmulas gerais” de resolucao de equacgoes e discutir
métodos de trabalho também “gerais”. Porém, mesmo nestes casos,
tratava-se de situagoes relativamente concretas. As letras representavam
sempre algum tipo de nimeros (inteiros, racionais, reais ou complexos)

e utilizavam-se as propriedades destes de forma mais ou menos intuitiva.

(MILIES, 2004, p. 4).

1.2 A Algebra moderna

A partir do século XVI novos conceitos e notagoes comecaram a aparecer
com frequéncia, como o uso de letras para representar variaveis, e com isto a Algebra
foi tomando uma forma mais generalizada, o que facilitou trabalhar alguns problemas
cientificos e tecnologicos. Durante esse periodo histérico, diversos matematicos se
destacaram, entre eles John Napier, que se tornou um pioneiro no uso de logaritmos
para a resolucao de equagoes. O seu trabalho, além de ter contribuido para o
desenvolvimento do célculo de logaritmos, também estabeleceu uma base soélida
para a Algebra moderna. Outro matematico que se destacou foi Francois Viéte que
introduziu o uso de letras para representar incognitas em equacoes tornando-as mais
simples e intuitivas e suas notac¢oes sao usadas até hoje.

Outros matematicos no século XVII, como Isaac Newton e Gottfried Leib-
niz, os precursores do calculo, também contribuiram de maneira significativa para
a Algebra moderna. Newton aprimorou a representacdo algébrica, em equacdes, e

Leibniz desenvolveu o célculo infinitesimal, que é a esséncia da Algebra.
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No século XVIII, podemos destacar Joseph Louis Lagrange que foi um
dos que desenvolveu a teoria dos grupos e Leonhard Euler que fez importantes
contribuigoes para a teoria dos niimeros e a teoria das equagoes algébricas.

A partir do século XIX, a mateméatica precisou estruturar todas as infor-
magoes que ja se tinha obtido dos séculos anteriores e este processo de estruturagao
da Algebra foi a base dos estudos dos anéis e dos corpos.

Segundo Eves (1997, p. 546) "No inicio do século XIX, a Algebra era
considerada simplesmente como aritmética simbolica". Na busca pela organizagao
da matematica em estruturas, varias categorias puderam ser separadas e em seguida
unidas por suas similaridades. George Peacock (1791-1858) foi um matemético muito
importante nesta organizacao, pois ele separou a Algebra em Algebra aritmética e
Algebra simbélica, temas de duas de suas obras. Segundo Selbach (2015, p. 10),
“Peacock publicou seu Treatise on Algebra onde buscou rigor 16gico para a Algebra,
semelhantemente ao livro Os Elementos de Euclides. Esse rigor foi um dos primeiros
fundamentos para a criacao das estruturas algébricas”.

Selbach (2015, p.10), ainda relata:

Historicamente vemos que os séculos XVII e XVIII foram séculos pre-
dominantemente de descobertas cientificas e matematicas e ja o século
XIX foi predominante a organizac¢ao desses novos conhecimentos. Dentro
do espirito organizacional e catalogante os mateméticos do século XIX
definiram mais de 200 estruturas algébricas, entre elas estao as que sao

foco deste trabalho, a saber anéis, subanéis, ideais e corpos.

Toda a Algebra a partir do século XX evoluiu para um patamar muito mais
significativo onde grandes descobertas e o desenvolvimento de teorias apareceram,
COmMo 0S aneis, grupos e corpos.

As expressoes algébricas fazem parte de uma estrutura maior que sao os
anéis de polindmios que tem propriedades e caracteristicas especificas, as quais

abordaremos no Capitulo 2.

1.3 O ensino da Algebra no Brasil

A historia da Algebra é rica e diversa, comecando com as obras de Al-
Khwarizmi, que o fizeram ser conhecido como o pai da Algebra. Desde entdo, muitos
matemaéaticos importantes contribuiram para o desenvolvimento da disciplina. A
Algebra é uma disciplina fundamental tanto no mundo quanto no Brasil, e sua
importancia é amplamente reconhecida em muitas areas da ciéncia e da tecnologia,
incluindo fisica, economia, engenharia, computagao, criptografia e anélise de dados.

Exploraremos a seguir a historia do ensino da Algebra no Brasil.
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A preocupagao na organizagao do curriculo e do ensino de matematica surgiu
no século passado, mais precisamente quando, em 1908, foi organizado, em Roma,
um encontro de modo a universalizar a matematica. Varios outros encontros se
sucederam a partir de entao até que, em 1912, chegou-se a um consenso de que era
necessario uma reforma no ensino da matematica.

No Brasil, o movimento de estruturar a matematica teve grande presenca
com FEuclides Roxo, professor do Colégio Pedro II. Até por volta de 1927, no
Brasil nao existia a disciplina intitulada de matematica, mas sim as disciplinas de
aritmética, Algebra e geometria (incluindo trigonometria) separadamente e muito
fragmentadas. Em 1927, o Professor Euclides Roxo, nesta época também diretor
do mesmo colégio, fez uma proposta de unificar estas disciplinas criando assim a
disciplina de matemética como a conhecemos hoje. Esta unificacao foi homologada
pelo decreto 18.564, de 15 de Janeiro de 1929. Francisco Campos, ministro da
educacao a partir de 1930, se encarregou de difundir e aplicar as mudancas gradativas
no ensino da matemética no Brasil. Porém estas mudancas nao foram suficientes para
dar & matemaética a importancia necessaria.

Segundo Gil e Portanova, o estudo da Algebra até 1960 era mecanico e nao
trazia contexto com a realidade do aluno ou de alguma situagao problema e ninguém

se importava com isto.

...desde o inicio do estudo da Algebra até o inicio da década de 60,
quando se inicia o Movimento da Matemética Moderna, o seu ensino
era predominantemente de carater mecanico e reprodutivo, sem clareza
alguma, j& que seu ensino era, na maioria das vezes, apresentado por meio
de procedimentos que conduziam a uma aprendizagem mecénica.(GIL,
PORTANOVA, 2008, p. 22).

Com o surgimento da matemética moderna um movimento de tentativa foi
realizado para tornar o aprendizado em matemética mais coerente com o contexto
em que estamos inseridos, mas ainda hoje muitos objetivos nao tem sido alcangados,
visto que tem-se uma precaria formacao continuada dos professores.

O ensino de expressoes algébricas no Brasil quase nao evoluiu, mesmo com
a ascensao da matemética moderna. Bortoletti, em 2015, comparou dois livros
didaticos com 39 anos de diferenca em suas publicagoes, um de 1970 e outro de
2009.

Apesar das abordagens dadas aos casos de fatoracdo serem distintas
nas colegoes, os exercicios apresentados sao semelhantes. Em geral,
sdo repeticoes de uma receita a ser aplicada. A divisdo de polinémios
¢ apresentada de maneira idéntica nas colegbes: um passo-a-passo do

Algoritmo de Euclides, seguido de uma série de exercicios de aplicacao
direta da teoria.(BORTOLETTI, 2015, p. 33).
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Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) e ainda, em Goids, o Documento Curricular de Goias (DC-
GO) destacam a Algebra como uma parte fundamental da formacio escolar, visto
que é considerado um eixo fundamental para a formacgao do pensamento logico e
critico do estudante. A seguir, examinaremos como a Algebra é apresentada nestes

documentos.

1.3.1 A Algebra nos Parametros Curriculares Nacionais

Os PCN’s tiveram sua origem no Brasil, em 1997, e foi criado pelo Ministério
da Educagao (MEC). Seu objetivo era o de padronizar o ensino, estabelecendo as
diretrizes a ser seguidas para uniformizar a educacao, de forma qualitativa, em todas
as regioes do pafs. E ele quem oferece as bases para a elaboracdo dos curriculos
fornecendo as orientagoes para as praticas pedagogicas formando assim, cidadaos
criticos e conscientes.

Os PCN’s de 1998, ja previam que a Algebra é uma ferramenta matematica
essencial que capacita os estudantes a lidar com problemas abstratos e aplicar mo-
delos matematicos para solucionar situagoes do mundo real pois a sua compreensao
possibilita aplicar conceitos abstratos em situacoes praticas e relevantes.

A Algebra é uma das principais ferramentas da matematica e deve ser
ensinada de forma a desenvolver a capacidade dos estudantes em lidar com problemas
abstratos e em utilizar modelos mateméaticos para resolver situacoes do mundo real.
Assim, o ensino da Algebra deve ser uma oportunidade para o desenvolvimento da
capacidade de generalizagao, da representacao simboélica e da resolugao de problemas,

sendo estas habilidades fundamentais para a formacao matematica dos estudantes.

As atividades algébricas propostas no ensino fundamental devem possi-
bilitar que os alunos construam seu conhecimento a partir de situagoes-
problema que confiram significados & linguagem, aos conceitos e proce-
dimentos referentes a esse tema, favorecendo o avanco do aluno quanto

as diferentes interpretacoes das letras. (BRASIL, 1998. p. 121).

Tal importancia, mencionada nos PCN’s sobre a Algebra, mostra que
precisamos nos dedicar a garantir que os estudantes recebam uma educacao de
qualidade nessa area, incluindo aulas desafiadoras e atividades praticas que os
ajudem a desenvolver suas habilidades matematicas. Além disso, é importante
que os professores tenham recursos adequados, como livros didéticos atualizados
e tecnologias educacionais, para ensinar a Algebra de maneira clara e eficaz. A
preparacao adequada em Algebra é essencial para que os estudantes tenham sucesso

em sua formacao matemaética e em suas futuras carreiras.
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Em suma, a Algebra é uma area fundamental da matematica e sua impor-
tancia para a formacgao matematica e profissional dos estudantes é inegavel. Por
isso, deve-se garantir que eles recebam uma educagao de qualidade nessa area, com
professores bem preparados e recursos adequados, para que possam desenvolver suas
habilidades e alcancar os indices adequados de educacgao bésica, dos quais necessi-

tam.

1.3.2 A Algebra na Base Nacional Comum Curricular

A BNCC foi criada em 2017 pelo Ministério da Educagao como parte de
uma reforma educacional no Brasil. Seu principal objetivo é de estabelecer diretrizes
comuns para o ensino em todo o pais, garantindo que todos os alunos tenham acesso
a uma educacao de qualidade e, para garantir a qualidade do ensino, ela é revista
e corrigida periodicamente para se adaptar as mudancas e necessidades do mundo
atual.

Em resumo, a BNCC é uma iniciativa do governo brasileiro para garantir
que o ensino em todo o pais seja padronizado e de qualidade, com o objetivo de
preparar os alunos para o futuro e formar cidadaos criticos e capacitados.

Segundo a BNCC (2017), a Algebra ¢ considerada uma disciplina comum
e obrigatoria que é ensinada desde o Ensino Fundamental até o Ensino Médio
na disciplina de matematica. A BNCC destaca a importancia da Algebra como
uma ferramenta eficaz para entender e resolver problemas, além de desenvolver
habilidades de pensamento logico e abstracao. O objetivo é que os alunos aprendam
a aplicar formulas e equagoes para modelar e solucionar situagoes do mundo real.

Diversas competéncias previstas na BNCC estao ligadas & Algebra como: a
resolucdo de problemas, pois os alunos devem ser capazes de aplicar conceitos de Al-
gebra para resolver problemas mateméticos e de outras areas; o pensamento ldgico,
pois os alunos devem desenvolver habilidades de pensamento logico e abstracao ao
aplicar formulas e equacoes para solucionar problemas; a modelagem matemdtica,
pois os alunos devem ser capazes de usar a Algebra para modelar e descrever situ-
acoes do mundo real; a comunica¢ao matemdtica, pois os alunos devem ser capazes
de explicar suas solugoes de problemas de forma clara e precisa, usando a notagao
matemaética apropriada e o trabalho colaborativo, pois os alunos devem ser capazes
de trabalhar em equipe para resolver problemas mateméticos, compartilhando ideias

e solucoes.
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A unidade tematica Algebra, por sua vez, tem como finalidade o desen-
volvimento de um tipo especial de pensamento — pensamento algébrico
— que é essencial para utilizar modelos matematicos na compreensao, re-
presentacao e analise de relagoes quantitativas de grandezas e, também,
de situacOes e estruturas matemaéticas, fazendo uso de letras e outros
simbolos. Para esse desenvolvimento, é necessario que os alunos identifi-
quem regularidades e padroes de sequéncias numéricas e nao numeéricas,
estabelecam leis matematicas que expressem a relagao de interdependén-
cia entre grandezas em diferentes contextos, bem como criar, interpretar
e transitar entre as diversas representacgoes graficas e simbolicas, para re-
solver problemas por meio de equagoes e inequacoes, com compreensao
dos procedimentos utilizados. (BRASIL, 2018, p.270).

Mais uma vez, a BNCC reforca a importancia da Algebra como uma ferra-
menta fundamental para o desenvolvimento do pensamento légico e da capacidade
de abstracao, que serao valiosas em muitos aspectos da vida e do trabalho. Ao passo
que, o ensino da Algebra vai além da mera memorizacido de formulas e equacoes,
é um processo que requer compreensao profunda e aplicagao pratica dos conceitos

aprendidos, tornando-se uma habilidade valiosa para toda a vida.

1.3.3 A Algebra no Documento Curricular para Goias

O Documento Curricular para Goias ¢ um documento oficial criado em 2018
que define as diretrizes, objetivos e contetidos da educacao publica no estado de Goias
que foi idealizado por profissionais da educacao, seguindo os passos da BNCC, que
vem para padronizar o ensino, mas considerando alguns aspectos regionais.

No DC-GO, a Algebra aparece como uma disciplina obrigatéria em todos
os anos do Ensino Fundamental e Ensino Médio, sendo fundamental para o desen-
volvimento de habilidades mateméticas e de pensamento l6gico. Além disso, ela é
abordada em véarias outras disciplinas além da matemética, como fisica e quimica,
sendo importante para o entendimento de conceitos cientificos.

Dentro do DC-GO, a Algebra é tratada com muita énfase no estudo de
polinémios e, com isto, boa parte do que vemos sobre expressoes algébricas esta
dentro do estudo de polinémios.

Segundo Sousa (2020, p. 3), “O estudo dos polindémios inicia-se no Ensino
Médio”, porém é importante ressaltar que as bases para o estudo de polinémios sao
as expressoes algébricas, cujo estudo se inicia na segunda fase do ensino fundamental
na rede estadual de Goias. Se observarmos o curriculo adotado na rede, perceberemos

que a Algebra esta presente desde o 6° ano. Esta implicito na redacdo do DC-GO,
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na descricao da habilidade 14 de matemética no sexto ano do ensino fundamental
(EFO6MA14):

Reconhecer que a relagao de igualdade matemética nao se altera ao adi-
cionar, subtrair, multiplicar ou dividir os seus dois membros por um

mesmo namero e utilizar essa nocao para determinar valores desconhe-
cidos na resolucdo de problemas. (GOIAS, 2018, p. 669).

Assim, a nocao de valor desconhecido pela troca por uma letra que a
represente sugere a percepgao e constru¢ao do pensamento algébrico.

J& no mesmo documento, a primeira parte da habilidade 13 de matemaéatica
do sétimo ano do ensino fundamental (EF07MA13-A) descreve de forma explicita a
presenca de uma variavel inclusive diferenciando-a de uma incognita: “Compreender
a ideia de variavel, representada por letra ou simbolo, para expressar relacao entre
duas grandezas, diferenciando-a da ideia de incognita, com ou sem uso de jogos e
materiais manipulaveis” (GOIAS, 2018, p. 674).

A formalizacao do titulo expressao algébrica ja ocorre no oitavo ano do
ensino fundamental. As partes “A” e “B” da habilidade seis (EFO8MA06) inclusive

menciona a palavra polindémio:

(EFO8MAO06-A) Reconhecer e compreender uma expressao algébrica,
destacando dentre elas os mondémios e polinémios, bem como os seus
elementos como coeficientes e partes literais.

(EFO8MA06-B) Identificar monoémios e polinémios (binémio, trinémio,
entre outros) com os seus respectivos graus, coeficientes e partes literais.
(Goias, 2018, p. 678).

A importancia da Algebra na formacéo escolar nao pode ser subestimada,
e € necessario que a forma como é ensinada seja motivadora para os estudantes.
Como professores, precisamos tornar as aulas mais atrativas e interativas, colocando
o aluno como protagonista e nao como mero expectador. Desta forma, podemos

melhorar a compreensao e a relevancia da Algebra no cotidiano dos estudantes.

1.4 O Tangram

O Tangram é um antigo jogo quebra-cabegas chinés originado de uma pega
quadrada que foi dividida em sete pecas. A origem exata do Tangram é desconhecida,
mas acredita-se que tenha surgido na China h& mais de 2.000 anos. Porém nao hé
documentos que podem comprovar isto. O documento mais antigo que se tem sobre
o Tangram é uma gravura de 1780.

Segundo Forster e Horbach (2012), a origem do Tangram remonta ao século

XVIII, tendo como referéncia mais antiga uma gravura em madeira datada de 1780
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de Utamaro. O livro mais antigo sobre o jogo foi publicado na China em 1813,
evidenciando que o Tangram ja era conhecido e popular nessa época. Estudiosos
afirmam que o Tangram se originou no Oriente antes do século XVIII e se difundiu
para o Ocidente, tendo publicagoes sobre o jogo surgido em diversos paises europeus
e nos Estados Unidos por volta de 1818.

O tangram se popularizou na China durante o século XIX e se espalhou pelo
mundo, especialmente apoés ser levado para a Europa pelos missionérios jesuitas. O
jogo ganhou popularidade entre a nobreza europeia, que o usava como forma de
entretenimento e exercicio mental.

Existem diversas lendas que remontam a histéria do surgimento do Tan-
gram. Uma das histérias populares afirma que o nome tem sua origem na expressao
chinesa “Tchi Tchiao Pan”, que se traduz como "sete pecas da sabedoria". Outra
lenda narra que um imperador deixou cair o seu espelho, o qual se despedagou em
sete partes que poderiam ser utilizadas para criar diversas formas. Outra diz que
uma pedra valiosa se quebrou em sete pedagos, os quais podiam ser combinados
para formar diversas figuras, como animais, plantas e pessoas. Outra historia diz
que o tangram foi inventado por um sabio chinés que queria ensinar matematica e
geometria aos seus alunos de maneira divertida.

Barros (2016), conta uma das lendas do Tangram.

H& uma curiosa lenda sobre um sabio chinés, chamado Tan, que deveria
levar ao imperador uma placa de jade, cujo formato era de um quadrado.
Contudo, tal placa caiu no chao quando o sdbio Tan tropecou e partiu-se
em sete pedagos geometricamente perfeitos. Ao tentar remonté-la, Tan
obteve diversos formatos, apés muitas tentativas, o que, de certa forma,
acabou tornando-se para ele uma diversao. Quando, enfim, conseguiu
remendar o quadrado, levou-o ao imperador. Os sete pedagos represen-
tariam as sete virtudes chinesas: Criatividade, Humildade, Paciéncia,
Perfeigao, Perseveranga, Sabedoria e Unidao. (BARROS, 2016, p. 4).

O Tangram possui duas regras fundamentais em sua concepgao original. A
primeira regra é que todas as figuras formadas pelo jogo devem utilizar todas as sete
pecas disponiveis. A segunda regra diz que é expressamente proibido o sobreposicao
de uma peca sobre outra.

Além de ser um passatempo divertido, o Tangram também tem sido
utilizado na educacao matemética. O jogo é desafiador e coloca os jogadores para
pensar bastante e, de forma criativa e logica, montar as figuras, o que ajuda a
desenvolver habilidades matematicas como resolucao de problemas, pensamento
espacial e conhecimento de formas geométricas.

O Tangram, na educagao, pode ser usado para ensinar conceitos da geo-

metria, como simetria, congruéncia e propriedades das figuras geométricas. Na arit-
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mética podemos usa-lo para exemplificar fracoes e efetuar operagoes envolvendo-as.
Na Algebra, propomos usa-lo para trabalhar com expressoes algébricas utilizando,
paralelamente, conceitos referentes a perimetros e areas de formas planas.

Vimos até agora que a Algebra ¢ uma parte importante da matemética
que teve suas raizes na antiga Pérsia e India. No Brasil, a matematica tem sido
abordada como uma disciplina fundamental nas escolas conforme mostram os
documentos educacionais oficiais como os PCN’s e a BNCC. Conhecemos também
a historia do Tangram, que é um jogo chinés antigo, mas que até hoje ajuda
a desenvolver habilidades mateméticas. Agora, no Capitulo 2 iremos abordar as
principais estruturas algébricas que formalizam a compreensao das operagoes entre

expressoes algébricas.



CAPITULO 2

ANEIS DE POLINOMIOS

As estruturas algébricas sao conjuntos de elementos com operagoes defini-
das, que obedecem certas propriedades, como grupos, anéis, corpos e espacos vetori-
ais. Essas estruturas sao estudadas para simplificar e generalizar problemas e, com
isto, ampliar as técnicas de resolugao de problemas em outras areas da matematica.

Neste capitulo, foram utilizados como base teérica e referencial autores como
Hefez (2016), Gongalves (2017), Sousa (2020), Santos (2021), Coelho (2018), dentre
outros. A escolha desses autores foi o que permitiu as consideragoes e conclusoes
aqui apresentadas.

Percorreremos a seguir, uma estrutura algébrica especifica: os anéis, mais
precisamente, anel de polinémios em uma varidvel sobre R. Essa estrutura é
fundamental para o estudo das operagoes polinomiais e assim, o estudo das operagoes
entre expressoes algébricas. Iniciamos apresentando o que é um anel e as suas
principais propriedades e ap0ds isso especificamos as caracteristicas de anéis de

polindémios.

2.1 Anéis

Um anel é uma estrutura algébrica composta de um conjunto nao-vazio mu-
nido de duas operagoes, adicao e multiplicagao. Essas operagoes precisam satisfazer
certas propriedades, como associatividade, existéncia de elemento neutro e inversi-
bilidade, dentre outras. O estudo de anéis é fundamental para compreender diversos
conceitos matematicos, desde a teoria dos niimeros até a teoria da computacao. Além

disso, sao amplamente utilizados em diversas areas, como a Algebra e a criptografia.

Definicao 2.1. Anel é todo conjunto A, nao vazio, onde sao definidas duas opera-
¢oes, chamadas de soma e produto em A e denotadas por + e -, respectivamente.
Se a,b € A definimos a soma como uma opera¢ao binaria que associa cada par de
elementos a,b a um elemento a + b € A, e o produto associa cada par de elementos

a,b a um elemento a - b € A. Estas sao munidas de seis propriedades.
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+: AxA - A -t AxXA = A
e
(a,b) +— a+b (a,b) — a-b

i) Para quaisquer a,b € A, tem-se a + b = b+ a (comutativa da soma);

ii) Para quaisquer a,b,c € A, tem-se (a +b) + ¢ = a + (b + ¢) (associativa da
soma);

iii) Existe, em A, um elemento n tal que a +n = n + a = a, para todo a,n € A.
Neste caso, n é dito ser o elemento neutro da soma em A (elemento neutro da
soma);

iv) Dado x € A, existe y € A, tal que x + y = y + = = n. Neste caso, denota-se
y = —x e diz-se que y é o simétrico de x em A. (simétrico da soma)

v) Para quaisquer a,b,c € A, tem-se (a-b)-c = a-(b-c) (associativa do produto);

vi) Para quaisquer a,b,c € A, tem-se a-(b+c) = a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c

(distributivas do produto em relagao a soma).

Exemplo 2.1. O conjunto dos nimeros inteiros Z munido das operagoes usuais +
e - ¢ um anel.

De fato as Propriedades i) a vi) sao satisfeitas nas operagoes usuais, pois a
adicao de ntmeros inteiros sao numeros inteiros e é comutativa, associativa, existe
elemento neutro, que é o 0 (zero), admite elementos simétricos pois se € Z entao
—x € Z e —x é o simétrico de x pois z + (—z) = —x +x = 0. Além disto o produto,
em Z, é associativo e vale a associatividade do produto e as distributividades do
produto em relacao a soma. Vale ressaltar que Z munido das operagoes usuais
satisfaz mais propriedades como: comutatividade e existéncia de elemento neutro

para a multiplicagao. Tais propriedades serao discutidas adiante.

Do mesmo modo temos que, os conjuntos Q, dos nimeros racionais, e R, do
conjunto dos nimeros reais, também sao anéis pois satisfazem as Propriedades i) a

vi).

Obs. 2.1. Quando nao tiver prejuizo na interpretacao, iremos omitir o ponto

referente ao produto de a por b. Assim a - b = ab.

Exemplo 2.2. O conjunto dos ntimeros inteiros Z munido das operagoes & e ®,

definidas a seguir é um anel.

, onde + e - sao as operacgoes usuais em Z.

a®b=a+b—-1
a@b=a-+b—ab
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Para mostrar que o conjunto Z, munido destas operagoes, ¢ um anel, basta

verificar que valem as seis propriedades que caracterizam um anel. Sejam a,be ¢ € Z,

entao:

i)

ii)

iii)

iv)

Devemos mostrar que a & b = b & a. Como em Z, com as operagoes usuais,

vale a propriedade comutativa da soma teremos:

a®b=a+b-1
=b+a—1
=bdDa.

Logo, a ® b= 0b® a e, portanto, vale a propriedade comutativa da soma.

Devemos mostrar que (a ®b) & c=a @ (b® c). Vejamos:

(a®b)dec=(a+b—1)Dc
=a+b—-—1+c—1
=a+(b+c—-1)—1
=a+(bdc)—1
=a® (b c).

Logo, (a ®b) & c=a® (b c) e, portanto, vale a propriedade associativa da

soma.

Devemos mostrar que 4 n € Z, tal que, n ® a = a & n = a. Observe que, se

existir tal n, entao:
nda=a,ouseja n+a—1=a.
Como as operagoes usuais em Z sao comutativas, entao
a=n®a=n+a—1=a+n—-1=ad®n.
Também,
n+a—1+(1—a)=a+(1—a), ouseja, n=1.

Portanto, n = 1 é o elemento neutro da adicao em Z.

Devemos mostrar que 4 s € Z, tal que s ®a = a @ s = 1. Note que

s@ a =1 ¢éequivalente & s +a — 1 = 1. Entao, se s = 2 — a, teremos
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sda=(2—a)+a—1=1.
Portanto, existe simétrico e o simétrico de a é 2 —a, V a € Z.

v) Devemos mostrar que (a ® b) @ c = a® (b ® ¢). Ora, como as operagoes usuais

em 7 sao comutativas, teremos:

(a®@b)@c=(a+b—ab)@c=a+b—ab+c— (a+b— ab)
=a+b—ab+c—ac—bc+ abe

=a—ab—ac+ abc+b+ c— be
—_—
—a(b+c—bc)

=a—alb+c—bc)+ (b+c—be)
=a—ab®c)+ (b®c)

=a+ (b®c)—alb®c)

=a® (b®c).

Portanto, é vélida a propriedade associativa para o produto.

vi) Devemos mostrar que a @ (b c) =a®@bda®ce (adDb)®c=aR@cHbRc.

Vejamos:

a®(bdc)=a+bdc)—albdc)=a+b+c—1—alb+c—1)
=aq+bt+c—1—ab—ac+a
=a+b—abt+a+c—ac—1

a?éb agc

=a®b+a®c—1
=(a®b) & (a®c).

Além disto,

(a@b)@c=(a®b)+c—(a®bc=a+b—1+c—(a+b—1)c
=a+b—14+c—ac—bc+c
=a+c—ac+b+c—bc—1

agc bgc

=(a®c)+(b®c)—1
=(a®c)® (b®ec).

Portanto, valem as propriedades distributivas da multiplicacao em relacao

a adigao. Assim, o conjunto dos nimeros inteiros Z munido das operagoes & e ® é
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um anel.

Adicionalmente, se algumas outras propriedades sao satisfeitas no anel A,
este recebe nomes especificos de acordo com a propriedade complementar apresen-
tada.

Definicao 2.2. Se A, munido das operacoes + e - é um anel e

vii) existe 1 € A, tal que x -1 = 1.2 = x para todo x € A, dizemos que A é
um anel com unidade, e 1 é chamado de unidade de A (ou elemento neutro da
multiplicagao em A);

viii) para quaisquer x,y € A tem-se xy = yx, A é dito ser um anel comutativo;

ix) para quaisquer x,y € A com zxy = 0, tem-se que x = 0 ou y = 0, diz-se que A
é um anel sem divisores de zero;

x) paratodox € A, z # 0, existir y € A tal que xy = yr = 1, denotamos y = 2~

e dizemos que y é o inverso multiplicativo de x em A.

Se A satisfaz as propriedades vii), viii) e ix), A é chamado de dominio de

integridade. Se A satisfaz as propriedades vii), viii) e x), A é chamado de corpo.

Obs. 2.2. Note que, se A é um corpo entao é, também, um dominio de integridade.
De fato, se 2,y € A com 2y = 0 e x # 0, entao multiplicando a igualdade por x~*
obtemos 0 =z7'-0=z""1(zy) = (7' -x) -y =1y = y. Portanto, A nao tem
divisores de zero. O contrario nao é verdade, isto é, nem todo dominio de integridade
é um corpo, como é o caso do conjunto dos niimeros inteiros munido das operacgoes

usuais.

Exemplo 2.3. O conjunto dos ntimeros inteiros Z, munido das operagoes usuais, é
um dominio de integridade.

De fato, nas operagoes usuais, as propriedades vii) a ix) sdo validas, pois
em Z, existe d € 7Z tal que, para qualquer x € Z, x - d = d - v = x. Basta tomar
d = 1. Além disto o produto de ntmeros inteiros é associativo. Para finalizar, note
que, zy = 0 implica que x =0 ou y = 0.

Portanto, o conjunto dos niimeros inteiros Z, munido das operacoes usuais,

¢ um dominio de integridade.

Obs. 2.3. Vale ressaltar que apesar de Z ser um dominio de integridade, a
propriedade x) nado é satisfeita, pois sendo z, y € Z, x -y = 1 s6 é valida em
Z,se v =y = —1. Assim, nem todo elemento de Z tem inverso multiplicativo e,

portanto, o conjunto Z, munido das operagoes usuais, nao € um corpo.
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Exemplo 2.4. O conjunto dos nimeros reais R, munido das operagoes usuais de
soma e produto, denotadas por + e -, € um corpo.

Se nos atentarmos que para as operacoes usuais em R sao validas as
propriedades comutativas, associativas, distributivas, existem elementos neutros da
adi¢do e da multiplicagdo, e além disto existem elementos simétricos (da soma) e
inversos (da multiplicacao).

Portanto, R, munido das operacgoes usuais é um corpo.

O estudo dos anéis é fundamental no estudo dos polinémios. Vimos que o
conjunto dos numeros reais ¢ um exemplo de anel, e agora podemos explorar os anéis
de polinémios. Entender esta relagao nos permite realizar operagoes matemaéticas de

maneira generalizada com o rigor necessario que a matematica exige.

2.2 Polindbmios em uma variavel

Podemos conceituar polindmios como expressoes algébricas formadas por
varidveis e coeficientes, que sao combinados através de operagoes de adi¢ao, subtra-
¢ao e multiplicagao, geralmente escritos na forma de uma soma de termos, onde cada
termo é um produto de uma constante (chamada coeficiente) e uma ou mais varia-
veis elevadas a expoentes inteiros e nao negativos. Neste trabalho, nos restringimos
ao estudo dos anéis de polindmios onde os coeficientes sao nimeros reais.

Os anéis de polinémios sao importantes ferramentas matemaéticas, empre-
gadas em muitas areas como a teoria de niimeros, a criptografia e codificacao, entre
outras. Sua compreensao é crucial para a abordagem de conceitos algébricos e para a
solugao de problemas em diferentes aplicacoes. Especificamente, os anéis de polino-
mios sao essenciais para a resolucao de equagoes e sistemas algébricos e usado para
definir as operagoes entre expressoes algébricas, nosso principal objeto de estudo.

Seja x um simbolo que chamaremos de variavel ou incognita. Dado um
nimero inteiro positivo j, a j-ésima poténcia de x é

Y=g-x-.. . .

—

J vezes
Por completude, denotamos z° = 1.
Definicao 2.3. Um polinémio, em uma variavel, com coeficientes em R é uma

expressao do tipo

j=0
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onden e NU{0} ea; e R,V 0<j<nea,#0. As expressoes da forma a;z’
sao chamadas de termos de ordem j, os nimeros a; sao chamados de coeficientes do

termo de ordem j e n é denominado de grau do polinémio f(z), que sera denotado
por d(f(x))-

Definigao 2.4. Monémios sao os termos da forma a;a’ de um polindmio.

Assim, podemos dizer que um polinémio é a soma de monoémios com graus

diferentes.

Defini¢do 2.5. Sendo os monomios a;z’ e b;z" a operagao de adigao de mondmios

¢ chamada de soma e fica assim definida:

, . (a; +b;)a?, sei=j,
ajr’ + byt = o

a;x’ +bx’, se i # j.
Definigao 2.6. Se a;z? e bz’ sdo dois mondmios, a multiplicagdo ou produto entre

eles é definida por
a.x? bt = (a-b-)xj“
J 1 7 :
Note que a;2’ - b;a* = b;x’ - a;27, pois das propriedades comutativas em R tem-se
J ¥ 9
a;jx? - bixt = (a;b;)0’ " = (bja;)x"™ = bix' - aja’.

Obs. 2.4. Seguem algumas observagoes e notagoes:

¢ Em um monomio de uma variavel e coeficientes reais, podemos dizer que temos
um coeficiente a; e uma parte literal 27;

e Se tivermos exatamente dois dos coeficientes do polindémio diferentes de zero,
entao temos um bindémio;

e Temos um trindmio se tivermos trés dos coeficientes do polindémio diferentes
de zero e os demais iguais a zero;

e Se um termo de um polinémio de ordem ¢ nao aparece, entao a; = 0;

e Se todos os coeficientes de um polindmio forem iguais a zero chamamos de
polinémio (identicamente) nulo e denotamos por O(x) = 0;

e Um polinémio da forma f(x) = aox®, sera representado, simplesmente, por
f(x) = ag e o chamaremos de polinémio constante;

e Um polindmio é usualmente escrito na ordem crescente ou decrescente das
poténcias dos termos;

e o grau de um polinémio é dado pelo expoente da parte literal de maior grau e

coeficiente respectivo nao nulo.
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No que segue, consideraremos o conjunto
Riz] = {ag+ -+ + apz™;n € NU{0} e ag, ...,a, € R}

formado por todos os polinémios, em uma variavel, com coeficientes reais.

Exemplo 2.5. A expressao g(z) = —%x?’ + /522 — 22 + 3 é um polindémio em uma

variavel com coeficientes reais. Neste caso, de grau 3, isto ¢ d(g(z)) = 3.

Definigao 2.7. Dados dois polinémios f(z) = ag+ a1 + agz? + - -+ a,z™ € Rlz] e
g(z) = by + bz + boyx? + - - - + b2™ € R[z], dizemos que estes polindomios sdo iguais

se, e somente se, a; = b;, para todo 0 < j < n e escreveremos f(z) = g(z).

Em outras palavras podemos dizer que dois polindmios sao iguais se os
coeficientes dos termos de ordens correspondentes forem iguais.
n m
Definigao 2.8. Considere dois polinémios f(z) = )" a2’ € Rlz|eg(x) = > bjal €
=0 Jj=0

j
R[z]. A adigdo, ou soma, em R[z] é definida por

k

@)+ g(z) =) e,

=0
onde k = max{n,m}, ¢; = a; +b;, 0 < j < k,sendoa; =0sej>neb; =0se
7 >m.

Exemplo 2.6. Dados f(z) = 32* — 222 — 2+ 3 e g(z) = 22° + 2% — 42+ 2 determine
f(@) +9().

Note que a adicao de polindmios pode ser associada com a soma de niimeros
reais e, assim, ensinada da mesma forma montando uma operacao e somando os

coeficientes dos termos de mesmo grau. Logo podemos escrever

3xt + 02 — 222 — 2+ 3
+ 0zt + 222 + 2 — 4w+ 2

3zt 4+22% — 22 —5x +5
ou seja

f(@)+g(z) =32" — 22" — x4+ 3+ (22° + 2° — 42 +2)
=(B4+0)z"+(0+2)2° + (—2+D2® + (=1 -4z + (3+2)
=32 +22° — 2* — 52 +5.
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Definigao 2.9. Sejam os polindmios f (z) = Y. ;27 € Rlz] e g(z) = Y bja? €
=0 =0
R[z]. A multiplicacao, ou produto, de f(zx) por g(x) é definido por

n+m

flz)-g(x)= (Z ajxj> : (Z bj:vj> = Z cra®.

Ondecy, = >, a;-bje0 <k <n+me,ainda, considerando0 <7 <mne0 < j <m.
it+j=k

Observe que os coeficientes da multiplicagao podem ser escritos da seguinte

forma: )

co = ag - by,
01:a0~bl+a1-bo,

02:a0~b2+a1~b1+a2-b0,

cj=ap-bj+ay-bj_1+---+a;- by,

\Cn—&-m = ag - bm+n +ap - bm+n—1 + o Apgm bO‘
Como consequéncia da Defini¢ao 2.9 segue que o grau do polinémio produto

de f(x) por g(z) é
O(f(x) - g(x)) =n+m.

Em outras palavras, o grau de um polindémio é dado pela soma dos graus

de cada um dos polinémios.

Exemplo 2.7. Dados os polinomios f(z) = 2% + 222 — 3 e g(z) = 22° — 3z + 1
determine f(z) - g(z).

E facil notar que o grau do polinémio resultante sera 5 pois:
f(x)-g(z))=n+m=3+2=5.

Agora vamos calcular cada coeficiente do produto f(z) - g(z):
Coeficientes de f(z):

ag=-—3; a1 =0; aa=2; az=1; ay=0; a5 =0.
Coeficientes de g(z):
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Vamos calcular cada um dos coeficiente do produto de f(z) por g(x):

'05:a0-b5—|—a1-b4—|—a2-bg+a3~b2+a4-b1+a5-bo
Calculando cs : =-3-040-04+2-04+41-240-(=3)+0-1
=2

(c4za0-b4—|—a1-bg+a2-b2+a3-b1+a4-bo
Calculando ¢y : =-3-0+0-0+2-2+1-(=3)+0-1
=1

\
(63:a0-bg+a1'b2+a2~bl+a3~b0
Calculando cj : =-3-0+0-2+2-(=3)+1-1
= -5

'02:a0-bg—|—a1-b1+a2-bo
Calculando ¢, : =-3-240-(-3)+2-1
=—4

(C1=a0'b1+a1'bo
Calculando ¢; : §  =-3-(-3)+0-1
=9

\
'Co = ag - bo
Calculando ¢y : =-3-1

- -3

\
Portanto, f(x)-g(z) = 22° + 2* — ba® — 42% + 9z — 3.
Outra forma de resolver, envolve a propriedade distributiva do produto em relacao

a soma. Assim teremos

f(x)-g(x) = (2* +22% - 3) - (22* — 3w + 1)
=222 + 2% (=3x) + 2% 1+ 227 22 + 227 - (=3x) + 227 - 1
-3-22°-3-(=3z)-3-1
= 22° — 32" + 2° + 42" — 62° + 22° — 62% 4+ 9z — 3
=22° + 2% — 5% — 42 + 92 — 3

Logo f(x) - g(z) = 22° + 2* — 52 — 42® + 9z — 3.
Definidas as operagoes e soma e adi¢do em R[z], obtemos ferramentas para

investigar a estrutura algébrica deste conjunto, como mostra o préximo resultado.
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Proposigao 2.8. R[z] ¢ um dominio (ou anel) de integridade.

Demonstracao. Considere os polindémios p(z), q(z), t(x) € R[z], com graus n, m, k,

respectivamente. Entao, estes polinomios podem ser escritos das seguintes formas,
n
p(x) = a0+ @+ agr® + -+ an 12" a,a" = Z a;x’,
m
Q(Jf) = bo + by + 62'];2 mal bmflxmil + bm$m = Z bjxja
t(z) =co+ e+ cr?+ o+ gt = Zc]xj

Vamos, entao, verificar a validade das propriedades que caracterizam um dominio

de integridade.
i) Devemos mostrar que p(z) + ¢(x) = ¢(x) + p(x). Vejamos:

max{n,m}

I’) = Z aja:j + Z bjiL'j = Z (CL]' + b]’)l’]
=0 =0 =0
max{n,m}
= (bj + aj)z
j=0
=D b+ aza’ =q(x) +p(x)
=0 =0

Assim, p(x) + q(z) = q(z) + p(x) e, portanto, vale a propriedade comutativa
da adicao.

ii) Devemos mostrar que p(z) + [¢(x) + t(z)] = [p(z) + ¢(x)] + t(z). Vejamos:

p(z) + [g(x) + t(z)] = Z a;z! + (Z bz’ + Z ¢ xj>

7=0

max{m,k}
—Za]a:3+ Z (bj +¢j)z

max{n,m,k}

= Z (aj + bj + Cj)l']

J=0

= (i a;r! + i bjxj> + Z c;x’!
= [p(z) + q(z)] + t(z).
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iii)

iv)

Assim, p(z) + [q (z) + t (z)] = [p(x) + ¢ (x)] + t () e, portanto, a propriedade

associativa da adicao é valida.

Veja que o polinomio O(z) = 0 é o elemento neutro da adigao pois,

p(z) + O(z) = Zajxj +0= Zajxj = p(x)

Portanto, existe o elemento neutro da soma e é O(x).

Devemos mostrar que existe um polindémio s(x) que seja o simétrico de p(z),

isto é, tal que p(z) + s(z) = O(z) = 0. Vejamos.

n

Seja, s(r) = —ag — a1x — agx? — -+ — apa" = Z (—aj):pj.
=0
Como, p(z) + s(x) = Zaja:j + Z (—aj)z! = Z (aj + (—a;))2’ = 0= O(x),
=0 =0 =0

entdo s(x) é o simétrico de p(z) e, portanto, todo polindmio em R[z] admite

simétrico aditivo.

Devemos mostrar que [p(x) - q(x)] - t(z) = p(x) - [g(x) - t(z)]. Pela Defini¢ao
2.9,

n m n—+m
p(z) - q(z) = Zajxj : ijzxj = Z d;z?, onde d; = Z a,bs.
=0 =0 =0 r4+s=j

Agora,  [p(z)-q(2)] - t(z) = <Z djl’j> : (Z Cj$j> = Z e’

- s\

-~

[p(z)-q(x)] t(x)

onde ¢; = Z d;c.

jHI=i

Dai, substituindo d; na expressao de e;, obtemos

e = Z (Z arbs> = Z a,bscy. (2.1)

jHl=i \r+s=j r+s+l=i

dj
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Além disto,

m k m-+k
q(z) - t(x) = ijxj : chxj = Z f;z?, onde f; = Z bscy.
=0 j=0 =0 s+H=j
n ‘ m-+k . n+m+k '
Agora, p(z) - [q(z) - t(z)] = (Z ajﬂfj> : <Z fj:rj,> = > g,
=0 =0 i=0
p() fa(x) 1(2)]

onde g; = Z a, f;.

r4j=1

Dai, substituindo f; em g; obtemos
gi = Z a, (Z bscl) = Z a,bscy. (2.2)
r+j=i s+l=j r4s+1

Das equagoes (2.1) e (2.2) conclui-se que [p(x) - ¢(x)] - t(x) = p(z) - [¢(x) - t(z)]

portanto, vale a propriedade associativa da multiplicacao.

vi) Devemos mostrar que p(z) - [¢(z) + t(z)] = p(z) - q(z) + p(x) - t(x). Temos que

n

p(e) - [ofa) + Hz)] = x( bﬂ"‘+ZCﬂj>

§=0
fa(x) +4(2)]
n . max{m,k} A n+max{m,k} ‘
= a;z’ - Z (b 4+ ¢j)a) = Z djz?,
§=0 §=0 §=0

onde d; = Z a, (bs + ¢s).

r4+s=j
Além disto,

n m n k
p(z) - q(z) + p(x) - t(z) = Z a;z’ - Z bzl + Zaja:j : chxj
Jj=0 Jj=0 J=0 Jj=0
n+m n+k

= Z ejr! + ij:vj
j=0 §=0
onde e; = Z a,bs e f; = Z a,qy.

r4+s=j r+s=j
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vii)

viii)

Para concluir que os p(x) - [¢(z) +t(z)] = p(x) - q(z) +p(x) - t(z), basta mostrar

que
n+max{m,k} n+max{m,k}
Yoo odid= Y (g+ )
j=0 j=0
Como, €; = Z aybs e f; = Z a,Cg, entao,
r4+s=j r+s=j
e; + fj = Z a,bs + Z a,Cs = Z (a.bs + a,cs) = Z a, (bs + ¢5) = d;
r+s=j r+s=j r+s=j r+s=j

Portanto, vale a propriedade distributiva da multiplicacao em relacao a adig¢ao
e, assim, R[z| é um anel.

Para mostrar que forma um anel de integridade, deve-se mostrar as outras 3
propriedades.

Note que existe um polinémio n(z) = 1, elemento neutro multiplicativo, tal
que p(x) - n(z) = n(x) - p(x) = p(x) igual a n(x) = 1 (um), pois para todo
p(z) € R temos:

p(z) -n(x) = Zajxj 1=1- Zajxj = p(x) (2.3)
=0 j=0
Portanto existe elemento neutro multiplicativo e ele vale 1.

Devemos mostrar que p(z) - ¢(z) = q(z) - p(z). Ora, pela Definigdo 2.9 temos

p(z) - q(z) = (Z ajx]> (Zb x]> = Z cpa®. (2.4)

7=0 k=0

Onde ¢y, = Y a;-bj e 0 <k <n+m e, ainda, considerando 0 < i < n e
itji=k
0<3<m.

Também temos

q(z) - p(x) = <Zb a:]> (Z a]xj> = Z dp®. (2.5)

Onde dy = > bj-a; e 0 <k < m+n e, ainda, considerando 0 < i < n e
jri=k
0 < j < m. Assim para mostrar que p(z)-q(x) = q(x) - p(x) basta mostrar que

nas equagoes (2.4) e (2.5), ¢ = di sao iguais. De fato sdo iguais pois

Ckzz Zb az—dk

i+j=k j+i=
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Logo, p(z) - q¢(x) = q(z) - p(x) e, portanto, vale a propriedade comutativa da
multiplicagao. Assim, as seis propriedades sao satisfeitas e portanto R[x] é um
anel. Agora, para mostrar que R[z] é um dominio de integridade precisamos
verificar se satisfaz as outras trés propriedades.
ix) Devemos mostrar que que p(z)q(z) = 0, se, e somente se, p(z) = 0 ou g(x) = 0.
Sejam p(z) = i a;7? € Rlz] e q(x) = i bjx? € R[z] tais que
=0 =0

J J

p(x) - q(z) = O(z) = 0, com g(z) # 0 e I(q(z)) = m.

Entao
n+m . n+m
p(z) - q(z) = Z djz? =0, com d; = Z ab;.
j=0 i+k=j

Logo,d; =0 Vj=0,1,--- ,n+m.
Ora, d,1m = apby, com by, # 0, pois 0 (¢(z)) = m. Logo a, = 0. Agora

0= dnerfl = Z aibj = ap b1+ an_1by = an_1by,

i+j=n+m—1 an=0

Como b, # 0, segue que a,_; = 0. Procedendo de forma similar, obteremos
a;=0Vi=0,1,---,n, donde p(z) = O(x)

Portanto, R[x], munido das operagdes usuais, é um anel de integridade. O

2.2.1 O algoritmo da divisao em R

Vimos até agora que as operacoes de adi¢ao e multiplicacao em um anel de
polindbmios em uma variavel tem propriedades muitos especificas como a comuta-
tividade, associatividade, elemento neutro, inverso aditivo, etc. Estas propriedades
serao fundamentais para realizar a divisao entre polinémios.

A divisao euclidiana de um polinémio qualquer por um polinémio de menor
grau, possibilita a simplificacdo de expressoes algébricas complexas, a resolucao de
equagoes polinomiais e a analise das propriedades dos anéis de polinémios. Nesta
secao estudaremos como ¢é feita divisao euclidiana de polindmios conhecendo os

conceitos que necessitamos sobre dividendo, divisor, quociente e resto.

Dado um polinémio p(z) = ag + a1 + asx?® + -+ - + a,a™ = Y aa?,
=0

Definicao 2.10. Chamamos de mondmio lider ou termo lider o monémio de maior
grau do polinémio. E chamamos de coeficiente lider, o coeficiente do monémio de

maior grau deste polinémio.
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Definigao 2.11. Um ntimero real y € R é invertivel se existe y !, tal que y-y~* = 1.

Note que todo nuimero real, diferente de zero é invertivel, pois Vy €

R, 3y~ !, tal que,y-y ' =1.

Definigao 2.12. Dizemos que o coeficiente lider do polinémio p(z) é invertivel se o

coeficiente lider a,, for invertivel e denotamos por a,;*.

Vale ressaltar que o coeficiente lider de qualquer polinémios em R[z] é
invertivel desde que este coeficiente nao seja nulo, entao, todo polinémio nao nulo
tem coeficiente lider invertivel. Isto se deve ao fato de R[x] ser um corpo, pois satisfaz

as seis propriedades e além disto as Propriedades vii), viii) e x).

Definigao 2.13. Sejam p(z), t(z) € [z], com t(z) # 0, diz-se que Um polindmio
p(z) € divisivel por t(z),ou que p(x) ¢ um muiltiplo de #(z), se existir, ¢(z) € R[z]
tais que p(x) = t(z) - q(x). Neste caso, dizemos que t(x) divide p(zr) e denotamos

t(z) | p(x).

Teorema 2.1. Sendo p(x) € R[z] um polindmio qualquer e t(x) € Rlz] um
polinémio cujo coeficiente lider ¢ invertivel, temos que existem tnicos q(z), r(z) €

R(z) tais que
p(z) = q(z) - t(x) + r(x), onde A(r(z)) < I(t(x)).

Chamamos ¢(z) de quociente, t(z) de dividendo e r(z) de resto.

Demonstragdo. Sejam os polindomios p(z) = ap,x™ + a, 12" 1+ -+ + axz® + ayx + ag
e t(z) = bpx™ + bp12™ 1t + -+ + byx? + bix + by, com n > m. Sabemos que se
p(x) =0 ou d(p(x)) < I(t(x)), entdo ¢(x) = 0 e r(z) = p(z). Logo, basta considerar
o caso em que J(p(x)) > I(t(x)). Devemos comegar mostrando que existem ¢(z) e
r(z) satisfazendo o que se pede e depois mostrar que g(x) e r(x) sdo unicamente
determinados.
Como by, é invertivel em R[z|, teremos
1 n—m

by - b= 1 com 5 € R[z] e portanto, ¢

€ R[z].

Entao, p(x) pode ser escrito como,

sendo,
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Note que se pi(x) = 0 ou d(p1(x)) < A(t(x)) o resultado ja foi alcancando,

pois r(z) = pi(x) e qlz) = a" "

Se p1(z) # 0 e O(p1(x)) > O(t(x)) repetimos o processo. Para isto, agora

trocando p(z) por pi(z). Vamos considerar d(p;(z)) = s e

pl(.’E) = dsfljs + dsfl.’]?Sil + -+ do.

1
com n — 1> s> m sendo ds # 0. Desta forma p;(x) = o dsz®™™ - t(x) + po(z).

Assim podemos escrever:

1 1
p(z) =t(x) - b—anx”_m +t(z) - b—dsxs_m + pa(x)
1 n—m 1 S—m
= t(z) - o b—de + pa(x).

Novamente se, po(z) = 0 ou d(p2(x)) < 9(t(z)) a divisdo terminou com,
1 n—m S—m
r(z) = pa(x) e q(z) = o [apa™ ™ + dyz®™™] .

Se po(z) # 0 e O(pa(z)) > O(t(x)) repetimos o processo i vezes até que o
grau de p;(r) seja menor que o grau de t(x) ou que p;(z) = 0. E importante notar

que o processo tem fim, visto que

I(p(x)) > d(p1(x)) > A(pa(2)) > --- > A(pi(x)) = 0.

Assim, r(z) = p;(x) serd o resto da divisao.

Agora falta mostrar que ¢(z) e r(x) sdo tnicos. Suponha que existam go(x),

q1(x), ro(z) e ri(x) tais que:

p(x) =t(z) - qo(z) + ro(z) (2.6)

p(z) = t(x) - q1(x) + ri(z). (2.7)

com 0 < 9(ro(x)), A(r1(x)) < I(t(x)).
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Como as duas equacdes representam p(z), de (2.6) e (2.7), obtemos
t(x) - qo(w) +ro(w) = () - qu(x) + r1(2).
Entdo,
ro(z) —ri(z) = t(x) - qu(x) = t(z) - qo(x) = t(z) - [((x) — go(x)]-

Note agora que t(x) divide ro(x) — ri(z). Contudo, o grau de ro(z) e o grau
de () s@o menores que o grau de t(x) e, assim, o grau de ro(x) — ri(x) é menor
que o grau de t(x). Isto s6 é possivel se ro(z) — r1(z) for zero.

Dai temos que ro(z) = r1(z) e, consequentemente, go(z) = ¢1(x) uma vez

que t(z) # 0 e R[z] é dominio de integridade.
Portanto, ¢(z) e r(x) s@o unicamente determinados. O

Exemplo 2.9. Sejam p(z) = 2% +4x+4 e t(x) = x +2 polinémios em R[z]. Calcule

o quociente ¢(x) e o resto r(x) da divisao de p(z) por t(x).

22 4dr+4 | x+2

—z? — 2 T+ 2
2x +4
—2x —4
0

A divisao acaba aqui pois r(z) = 0 e neste caso, dizemos que a divisao é

exata e o quociente ¢ ¢(z) = x + 2. Observe que p(z) ¢ um multiplo de #(x).

Exemplo 2.10. Sejam p(z) = 22® — 422 4+ 52 4 2 e t(x) = 2> — 3 polindmios em

RJz]. Calcule o quociente g(x) e o resto r(z) da divisao de p(x) por t(x).

20% — 42% + 51 + 2 | 224+ 0z —3

—22% + 022 + 62 20 — 4
— 4z + 11z 42
+42° 4 0z — 12
11z — 10

Veja que a divisdo acabou pois 9(r(z)) < d(q(x)). Assim temos o resto r(z) =

11z — 10 e o quociente q(z) = 2z — 4. Isto quer dizer que p(z) = q(x)t(x) + r(z).
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2.3 Polindbmios em duas variaveis

Os polinémios em duas variaveis sao expressoes matematicas que envolvem
coeficientes seguidos de duas partes varidveis, representadas por letras com expoentes
inteiros e nao negativos. Eles sao amplamente usados na matemaética e em outras
areas para modelar e descrever situagoes em que duas quantidades estao inter-

relacionadas.

Definicao 2.11. Um mono6émio em duas variaveis é uma expressao algébrica formada
pelo produto de uma constante, e duas variaveis (ou incognitas), com seus respectivos
expoentes, sem adi¢ao ou subtragao de outros monoémios. Chamamos a constante de

parte numeérica e as variaveis de parte literal.

Obs. 2.5. Quando dois mondémios tem a mesma parte literal, dizemos que eles sao

monoémios semelhantes.

Definigao 2.12. O grau de um monémio p(z,y), em duas variaveis, é dado pela

soma dos expoentes das variaveis deste monémio e denotamos por d(p(x,y)).

Obs. 2.6. Quando o expoente da variavel for zero, nao colocamos esta variavel, isto

é, a variavel em questao nao aparecera no monomio.
Exemplo 2.13. A seguir alguns monoémios com seus respectivos graus:

e O grau do mondémio p(x,y) = 3z3y* ¢ d(p(z,y)) = 7 pois a soma dos expoentes
dexeydaT.

e O grau do mondmio q(z,y) = —2zy* é d(¢(x,y)) = 3 pois a soma dos expoentes
de r e y da 3.

e O grau do monoémio t(z,y) = y* ¢ d(t(r,y)) = 4 pois a soma dos expoentes

de x e y da 7 (neste caso o expoente de z é 0).

Um polindmio em duas variaveis e coeficientes em R é uma expressao ma-

teméatica da forma:

P(,y) = mnZ™Y" + 218y A 02"y A 102" Y - ag 02%y°

onde Gy, Amn—1, .-, Qoo Sa0 constantes reais, chamadas de coeficientes do polino-
mio, e m e n sao numeros inteiros nao negativos que indicam o grau de x e y no

termo correspondente.

Definicao 2.14. O grau de um polinémio em duas varidveis é dado pelo grau do

maior monomio deste polindémio.
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Exemplo 2.15. Determine o grau de cada um dos polindmios abaixo:

o q(z,y) = 223y* + bxPy* — 3wy + 4ot

Solucao: tem grau 6, que é o grau do mondmio de maior grau, 5x2y*.
o r(z,y) = 2%y — 2zy* + T23y* + 33°

Solucdo: tem grau 5, que é o grau do mondmio de maior grau, 7z3y2.
o s(z,y) = 4x?y* — 22y + 6y

Solugdo: tem grau 5, que é o grau do monoémio de maior grau, —2z%y.
o i(x,y) = 3z° + 2y5

Solucdo: tem grau 6, que é o grau do mondémio de maior grau, 2y°.
o u(z,y) = dry — 22°

Solugdo: tem grau 2, que é o grau do monoémio de maior grau, Sry ou —2x2.

Em um polinémio, a ordem em que aparecem os mondmios, pode ser

alterada, seguindo o principio da boa ordenacao em N.

Axioma 2.3.1. Todo conjunto nao vazio de niimeros naturais possui um menor

elemento. Este axioma é conhecido como azioma da boa ordenacao.

Na pratica, organizar conjuntos na matemaéatica ¢ um principio muito

comum, visto que facilita as operagoes envolvidas.

Definicao 2.16. Uma ordem monomial em Rx,y] é uma relagdo > em N que

satisfaz as seguintes condigoes:

i) > é uma ordem linear em N, isto é, para quaisquer a,b € N com a # b,
podemos dizer que a > b ou b > a, e, neste caso, os organizamos em ordem
decrescente.

ii) Sea, 5,y €ERea>f,entao a+v >+ ;

iii) E uma boa ordenacdo em N. Isto significa que cada subconjunto nio vazio de

elementos em N, admite um menor elemento.

Na prética, ordem monomial é uma maneira de organizar monoémios se-
guindo uma ascendéncia ou uma descendéncia de termos. Por exemplo, os mondmios
de uma variavel ficam melhor organizados para uma operacao de soma ou produto
se estiverem com suas poténcias de variaveis em ordem decrescente. Neste caso a
boa ordenacao facilita a verificacao das operagoes com mondomios.

Porém, para estender as operacoes de adicao e multiplicacao para polindbmios
com duas variaveis, precisamos determinar uma melhor ordem para os monoémios

deste polinémio. Assim temos a ordem lexicogrifica.

Definicao 2.17. Ordem lexicogrifica
Sejam a = (o, 0, ,ap) € B = (b1, B2, ,Bn) € N". Diz-se que o >, 3 se na
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diferenca do vetor o« — 3 € N", o elemento nao nulo mais a esquerda é positivo e
)

escrevemos % >, 8 se o >, B

Ao lidar com polindbmios que possuem duas ou mais varidveis, como o
exemplo de x, y e z, é necessario considerar a ordem alfabética das variaveis para
definir a ordem lexicografica. Assim, a ordem z > y > z deve ser assumida para

estabelecer a ordem dos termos no polinémio.

Exemplo 2.18. Considere o polinémio p(x,y) = 4xy’ + 623y + 522y + 323y +
222y* +7xy?. Podemos organizar este polindmio na lexicografia do alfabeto crescente

e dos expoentes decrescentes. Assim,
p(z,y) = 32%y° + 62’y + 22%y" + 52°y° + day® + Tay”.

Veja que colocamos as poténcias de x em ordem decrescente e quando estas
poténcias sao iguais, colocando as poténcias de y em ordem decrescente.

Porém quando se trata da divisao de polindbmios em duas variaveis, a ordem
lexicografica em si, pode nao ser a melhor ordenacao, e assim temos a ordem

lexicografica graduada definida por

Definicao 2.19. Ordem lexicogrifica graduada
Dados dois monoémios a, ,x™y" e by, ;2Py? com grau m +n e p+ g, respectivamente,
sendo @, € by, 0s coeficientes dos respectivos monomios, a ordem lexicografica

graduada é dada por:

i) Se m+n > p+q, entao ap,x™y" > by 2Pyl
ii) Se m +n = p+ ¢, entao:

(a) Se m > p, entao a,, ,,x™y" ¢ maior do que b, ,aPyq.
(b) Se m =pen>q,entdo a,,z™y" é maior do que b, 2Py
(c) Sem=pen=gqe |ann| > |by,| entdo am,,z"y" é maior do que zPy?.

Caso contrario, b, ,2Py? é maior do que a,, ,z™y".

Na ordem lexicogréfica graduada, a ordenagao dos monoémios é feita primeiro
pelo grau e, caso os mondémios tenham o mesmo grau, pela ordem lexicografica usual
da Definigao 2.17.

Exemplo 2.20. Para ordenar o polinémio p(z,y) = 3z3y* + 4aty + 2%y* +
22y’ + 222y na ordem lexicografica graduada, precisamos comparar o grau de cada

monomio:

o 3132 :3+2=5
o dxty :4+1=5
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o 22yt 44+2=6
o 215 1+5=6
o 227 :24+3=5

Como temos dois mondémios de grau 6, os organizamos seguindo a lexicografia usual
considerando os graus em ordem decrescente. O mesmo ocorre par a os de grau 5
encontrados.

Portanto, a ordem lexicografica graduada para o polindémio p(zx,y) é:
p(x,y) = 2*y* + 229° + o'y + 32°y* + 227>,

Nos ensinos fundamental e médio, quando se trata de monomios com
uma, duas ou mais variaveis, as operagoes de adi¢ao, multiplicacao e divisao sao
trabalhadas, mas com pouca énfase na divisao. Porém quando se trata destas mesmas
operacoes para polinémios, praticamente, sao esquecidas as operacoes com duas
ou mais variaveis. Especula-se que, na maioria das vezes, isto ocorre por conta
das operagoes com partes literais, nao serem assim tao bem compreendidas pelos
estudantes. Neste viés, a proposta em questao é que apds os conceitos de operagoes
ficarem bem esclarecidos, propor um avango para operagoes com mondmios com pelo
menos duas variaveis.

A adicao de monomios e polinémios com duas variaveis é similar, a de com

uma variavel, e pode ser definida como:

NE

Definigao 2.14. Considere dois polinoémios f(z,y) = Y. Y. a;2y" € Rlz,y] e
7=0i=0

i

g(z,y) = > 3 bja’y" € Rlz,y]. A adigio, ou soma, em Rlx,y] é definida por:
j=0i=0

m—+n r+s
f(xvy) + g(xay) = Z ch,ixjyl7
j=0 i=0
onde ¢j; = a;; +b;;, 0<j <k sendoaj; =0sej>noui>mebj; =0sej>r

ou? > s.

Exemplo 2.21. Dados f(z,y) = 32%y? — 22%y — 2 + 3 e g(z,y) = 22y* + 2%y —
4zy + 222 determine f(z,y) + g(z,y).

Para realizar a operagao iremos colocar os polinomios f(z,y) e g(z,y) na
ordem lexicografica graduada e, nos termos faltantes, os colocamos com coeficiente

0. Como o maior expoente é 2, consideramos o polindmio com grau 4 para explicar,
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pelo principio da boa ordem. Assim

flz,y) = 3x2y2 — 2x2y1 + 0x1y2 + Oxzyo + ()xlyl + Ox0y2 _ 1x1y0 + Oxoyl + Sxoyo
g(z,y) = 0z2y? + 122" + 22'9% + 22%° — 42yt + 02%? + 02'y® + 02" + 02%°

Veja que a adicao destes polindmios pode ser feita assim:

3%y — 227y + 0z'y? + 02%y° + 0x'y' + 02%* — 12'y® + 02" + 32%°
+02%y? + 12y + 22"y + 22%y° — 4a'y' + 022 + 02'y° + 02" + 02%°

32%y? — 12%y" + 22'y? + 2270 — datyt + 0202 — 1290 + 02" + 32%°

Portanto, f(x,y) + g(x,y) = 32%y* — 12%y' + 22'y? + 222 — daly! — 12! + 3.
Todavia, a ordem lexicografica no caso da adigao nao precisa necessaria-
mente ser usada, pois basta adicionar os monomios que tem a mesma parte literal,
e repetir os que nao sao.
A defini¢ao de produto também é similar a de polindémios com uma variavel,

pois utilizando o principio da boa ordem e a ordenacao lexicografica podemos definir.
Definigao 2.15. Sejam os polinomios f(z,y) = > Y a;27y" € Rlz,y] e g(z,y) =
j=0i=0

S ST bjalyt € Rlz, y]. A multiplicagao, ou produto, do polinomio f(x,y) por g(z,y)
7=0i=0
é definido por

n.o.m T s n+m r+r
fxy) - g(z,y) = ( aj,z-x”yz> : (ZZ%%@) =) 'y,
j=0 i=0 j=0 i=0 k=0 1=0
onde
Cri = Z @i buw € 0<k<n+m+r+s,
Jjt+itutv=k

e ainda considerando 0 < 7 <n,0<i<m, 0<u<re<v <s.

Como consequéncia desta definicao segue que o grau do polinémio produto

de f(x,y) por g(z,y) é dada por:

Of(z,y) - g(z,y)) =0(f(z,y)) + O(g(x,y)) =n+m+r+s.

De modo geral, todas as operagoes sao definidas de forma a satisfazer as

propriedades da definicao de anel.

Obs. 2.7. Vale notar que, em um polinémio p(z,y), quando todos os coeficientes

sao iguais a zero dizemos que ele é o polindmio nulo e denotamos por, O(x,y) = 0.
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O algoritmo da divisao também vale para polindbmios em duas variaveis,

e sera enunciado a seguir, sem a demonstracao, porém a demonstracao para

multiplas variaveis pode ser encontrada em “O ALGORITMO DA DIVISAO PARA
POLINOMIOS EM VARIAS VARIAVEIS” por Coelho, (2018).

Teorema 2.2 (Algoritmo da divisdo de polindémios em duas variaveis). Fixada
uma ordem monomial e dado #(x,y) € R[z,y] — 0, para qualquer polinémio
p(z,y) € Rlz,y], existem ¢(z,y), r(z,y) € Rlz,y], unicamente determinados, tais
que,

p(z,y) = q(z,y) - tz,y) +r(z,y)

com r(x,y) =0 ou I(r(x,y)) < A(t(z,y)).

Exemplo 2.22. Sejam p(x,y) = 4zt +4x3y+z2y> +82%y+8xy>+213 e t(x,y) = 2z+y
polinémios em Rlz,y]. Calcule o quociente ¢(x,y) e o resto r(z,y) da divisdo de

p(x,y) por t(z,y).

4ot + 423y + 2*y* + 827y + Swy® + 2y | 20 +y

—4g* — 223y 223 + 22y + 4y + 297
223y + 2%y + 8%y + Sxy? + 2°
— 953y — a2y’
0+ 8z%y + Sxy* + 21°
—8z%y — 4ay?
day® + 2y°
—dxy? — 2¢°

0

Veja que a divisao acabou pois O(r(z,y)) < O(t(x,y)). Assim temos o resto

r(z,y) = 0 e o quociente q(z,y) = 22> + zy + 4day + 2y

A ordem lexicogréfica graduada, garante que os polinémios fiquem em uma
boa ordem nas quais as divisao fica facilitada e o quociente ja fica também em uma
ordem graduada.

As defini¢oes, operacoes e propriedades apresentadas, sao validas para

polinémios com mais de duas variaveis também.



2.4 Relevancia dos anéis de polindmios na formagao do professor da educagao basica 54

2.4 Relevancia dos anéis de polinémios na formacao

do professor da educacgao basica

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN’s) destacam a importancia do ensino da Algebra desde o ensino
fundamental, incluindo o estudo de anéis de polindémios e suas relagoes com as ex-
pressoes algébricas trabalhadas nessa etapa de ensino. Enquanto a BNCC interpreta
a Algebra como um instrumento de linguagem poderoso para a representacio, a
comunicagao e a analise de relagoes matemaéticas e de fendmenos da vida real, inclu-
sive enfatizando a importancia do uso de tecnologias digitais, como a utilizagao de
softwares de Algebra e graficos, os PCN’s descrevem a Algebra como instrumento
do desenvolvimento do raciocinio logico, para a formagao de habitos de organizagao,
analise e sintese de dados e informagoes.

O conhecimento dos anéis de polindmios, passa muitas das vezes desperce-
bido tanto pelo professor da educacao basica, como pelo aluno que, por desconhecer,
deixa de aprender muitos dos conceitos que o ajudariam a aprimorar um aprendizado
mais profundo sobre o assunto.

Outro fator, é a contextualizacao que se tem de expressoes algébrica que na
maioria das vezes é apresentada apenas como regras que o aluno tem que memorizar
e aplicar de forma mecéanica que geralmente causa traumas ao se falar de expressoes
algébricas.

Os anéis de polinémios sao uma extensao natural das expressoes algébricas
que sao trabalhadas no ensino fundamental, e o conhecimento dessas relagoes é de
grande importancia para o professor da educagao basica. No ensino médio a situagao
fica mais complicada pois o aluno pouco evolui, visto que as operagoes realizadas com
expressoes algébricas, aparentemente, sao apenas mudadas de nome para polindmios
pois nao se ensina nada novo. As operagoes se mantém a mesma e sao vista em apenas
uma variavel, restringindo assim a oportunidade de crescer no assunto.

As expressoes algébricas trabalhadas no ensino fundamental devem ser
vistas como um caso particular dos polinémios e assim nao podem ser ignoradas
ou mal vistas, visto que as operacoes sao de fundamental importancia no estudo das
equagoes do primeiro e segundo grau e das fungoes afins e fun¢oes quadraticas. Além
disto elas fornecem uma base solida para o estudo das demais fung¢oes exponenciais,
logaritmicas, os sistemas lineares, etc e suas propriedades fornecem padroes que
podem ser aplicados em situacoes diversas.

Assim, o professor deve ser capaz de ensinar o assunto de forma clara e
eficaz. Para isto, deve dominar bem o assunto para saber reconhecer as principais

dificuldades que os alunos possam encontrar no aprendizado.
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Por fim, é importante destacar que o conhecimento das relagoes entre anéis
de polindémios e as expressoes algébricas trabalhadas no ensino fundamental pode
preparar os alunos para assuntos mais avangados, como as equagoes algébricas e as
fungoes polinomiais, que sao fundamentais para o estudo da matematica no ensino

médio e superior.



CAPITULO 3

METODOLOGIAS ATIVAS NA
APRENDIZAGEM

Visto que os livros didaticos pouco evoluiram no ensino da algebra, caberia
entao, ao professor, inovar suas aulas proporcionando uma experiéncia mais agrada-
vel e mais produtiva colocando o aluno como personagem principal no processo de
ensino - aprendizagem.

O aluno precisa pensar de forma auténoma para atingir os objetivos de
aprendizagem requeridos. Assim, as metodologias ativas tem ganhado destaque neste
sentido pois elas oferecem uma experiéncia de aprendizagem na qual o aluno caminha
no seu ritmo e chega as suas conclusoes de forma independente, compartilhando uns
com os outros para que todos cheguem ao mesmo objetivo de aprendizagem.

Existem diversas metodologias centradas nos estudantes que podem tornar
as aulas mais interativas, mais participativas e mais significativas. Elas sao comu-
mente chamadas de “metodologias ativas”.

As metodologias ativas na aprendizagem sao uma forma de abordagem
pedagdgica que tem como objetivo tornar o aluno o protagonista do seu préprio
processo de aprendizagem visando incentivar o aluno a ser ativo na busca pelo
conhecimento, fazendo com que ele desenvolva habilidades como pensamento critico,
autonomia, criatividade e trabalho em equipe.

Essas metodologias sao baseadas em uma visao de que o conhecimento é
construido de forma colaborativa, e que o aluno é um agente ativo na construgao
do seu proprio conhecimento. Elas buscam estimular a participagao dos alunos na
construcao do seu aprendizado, através de atividades praticas, debates, trabalhos
em grupo, pesquisa e outras atividades que promovem a reflexao e a interacao entre
os alunos e o professor e, dependendo de caracteristicas especificas levam nomes e
abordagens diferentes.

As metodologias ativas na aprendizagem tém sido cada vez mais adotadas
por escolas e universidades em todo o mundo, como forma de tornar o processo

de ensino mais dindmico, participativo e efetivo. Elas tém se mostrado eficazes na
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promocao do engajamento dos alunos no processo de aprendizagem, na melhoria da
compreensao dos contetudos e na preparagao dos alunos para enfrentar os desafios
do mundo contemporéaneo.

Dentre as muitas metodologias ativas existentes, abordaremos apenas as
duas que utilizaremos na sequéncia didéatica proposta: a metodologia peer instruction

(PI) e a gamificagao, esta de forma indireta.

3.1 Aprendizagem em grupos ou peer instruction

A metodologia denominada Peer Instruction, que em uma tradugao infor-
mal, poderia ser “instrucao em pares” ou “aprendizagem em grupos” foi desenvolvida
pelo professor Eric Mazur, na Universidade de Harvard, na década de 90.

Segundo Miiller et al. (2017), o professor Eric Mazur, lecionava nos cursos
de introducao a fisica entre os anos de 1984 e 1990, com aulas expositivas e
demonstracoes seguidas de exercicios mecanicos com aplicagao direta de férmulas, na
maioria das vezes memorizadas. Mazur apos ter contato com o teste, “Force Concept
Inventory” (FCI), percebeu que mudangas no processo de ensino e aprendizagem

eram necessarias:

Entre os anos de 1984 e 1990, Mazur ensinava seus estudantes, em cursos
introdutorios de Fisica, de maneira convencional, com aulas expositivas
acompanhadas de demonstracoes. De maneira geral, seus estudantes
tinham um desempenho bom em resolugao de problemas considerados
dificeis e avaliavam as aulas de maneira positiva. Ao aplicar o FCI
em uma turma de graduandos em Fisica de Harvard, Mazur percebeu
alguns alertas. O primeiro veio por meio de uma pergunta feita por uma
estudante: “Professor Mazur, como devo responder a essas questoes? De
acordo com o que o senhor ensinou ou conforme o meu jeito de pensar
a respeito dessas coisas?”. Apesar do alerta, os estudantes tiveram um
desempenho um pouco superior no FCI do que obtiveram em um exame
de metade do semestre da disciplina. (MULLER, 2017, p. 3).

A partir disto o professor passou a colocar em suas provas questoes quali-
tativas simples e questoes quantitativas dificeis o que fez com que percebesse que
boa parte dos estudantes conseguia resolver as questoes dificeis atingindo conceitos
relativamente altos, porém, as questoes de cardter qualitativas simples nao apresen-
tavam desempenhos adequados. Deste modo podia-se ter uma falsa impressao de
que a aprendizagem foi satisfatoria.

A aprendizagem em grupos é baseada na ideia de que, ao discutir e explicar

conceitos uns aos outros, os alunos nao apenas consolidam o conhecimento, mas
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também aprendem a aplicd-lo de maneira mais eficaz. Além disso, a metodologia
incentiva a participagao ativa dos alunos, aumentando o engajamento e a motivagao.
Esta metodologia ¢ amplamente utilizada em disciplinas de ciéncias e matematica,
mas pode ser aplicada em outras areas do conhecimento. No entanto, é importante
que os professores sejam treinados e estejam familiarizados com a metodologia para
aplica-la de maneira eficaz.

Para aplicar a metodologia ativa PI, é de extrema importancia que o
professor seja um facilitador, incentivando os alunos a participarem ativamente e
a trabalharem juntos para alcangar uma compreensao mais profunda do conceito. O
professor também pode ajustar a dificuldade das perguntas e fornecer devolutivas
para garantir que os alunos estejam progredindo. A metodologia pode ser aplicada
em diversos niveis de escolaridade, fazendo as devidas adaptacgoes de conceitos e
contetidos a serem trabalhados. Além disso, é importante que o professor crie um
ambiente seguro e respeitoso para que os estudantes possam expressar suas ideias e
opinioes livremente, tanto nos grupos quanto individuais.

Segundo Miiller et al. (2017) a proposta de metodologia de Mazur (1997)

pode ser sintetizada pelos passos:

1. Uma curta apresentacao oral sobre os elementos centrais de um dado
conceito ou teoria é feita por cerca de 20 minutos.

2. Uma pergunta de miltipla escolha, geralmente conceitual, denomi-
nada Teste Conceitual, é colocada aos alunos sobre o conceito (teoria)
apresentado na exposicao oral.

3. Os alunos tém entre um e dois minutos para pensarem silenciosamente
sobre a questao apresentada.

4. Os estudantes registram suas respostas individualmente e as mostram
ao professor usando algum sistema de respostas (por ex., clickers ou
flashcards).

5. De acordo com a distribui¢do de respostas, o professor pode passar
para o passo seis (quando a frequéncia de acertos esta entre 35% e 70%),
ou diretamente para o passo nove (quando a frequéncia de acertos é
superior a 70%).

6. Os alunos discutem a questao com seus colegas por um a dois minutos.
7. Os alunos registram suas respostas revisadas e as mostram ao professor
usando o mesmo sistema de respostas do passo 4.

8. O professor tem um retorno sobre as respostas dos alunos a partir das
discussoes e pode apresentar os resultados para os alunos.

9. O professor entdo explica a resposta da questdao aos alunos e pode
ou apresentar uma nova questao sobre o mesmo conceito ou passar ao

proximo topico da aula, voltando ao primeiro passo.
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Com o tempo, o método de ensino foi aperfeicoado através da aplicacao por
outras pessoas. Uma das mudancas foi a inclusao de leituras e questionarios prévios
para que assim, pudessem compreender os temas que seriam abordados. O professor
Mazur teve sucesso com sua inovadora abordagem de ensino e seus métodos tém sido
comprovadamente eficazes no processo de ensino e aprendizagem, se bem aplicados.
Caso queira conhecer mais sobre a metodologia Peer Instruction o leitor pode baixar
o manual do usuario na pagina do professor Mazur.

Apo6s a pandemia, constata-se uma crescente utilizacao de metodologias
ativas por parte dos docentes, uma vez que estes tiveram que redefinir a pratica
educativa, levando a um uso cada vez mais frequente e aprimorado dessas estratégias
de ensino.

Ravera (2019, p. 83), no que se diz respeito as metodologia PI relata que “Os
alunos gostaram do novo ambiente gerado em sala, tendo mais didlogo e interagao”.

Ja Rachelli (2020 p. 3) destaca que:

Embora a metodologia Peer Instruction venha sendo apontada como um
dos possiveis caminhos para colocar os alunos em um papel ativo diante
do conhecimento cientifico e do processo de aprendizagem, no Brasil,
hé poucas pesquisas realizadas na area de Educacao Matematica para

avaliar os efeitos potenciais na aprendizagem dos alunos.

Isto mostra que precisamos incentivar os demais colegas, professores, a
importancia de ensinar utilizando metodologias ativas, para que possamos medir
com mais eficacia os efeitos da metodologia aplicada a educacgao, especialmente a
educacao matematica.

E importante observar que independente da metodologia adotada, o pro-
fessor deve conduzir o processo de ensino e aprendizagem de modo a observar o
desenvolvimento dos seus alunos, fazendo as adaptacgoes para atender as particulari-
dades da turma. E de responsabilidade do professor garantir o acesso a aprendizagem

significativa criando e/ou modificando suas estratégias quando se fizer necessario.

3.2 Gamificacao

Outra metodologia ativa que ganhou destaque, principalmente durante a
pandemia da Covid-19, foi a gamificacao devido a sua utilizacao nas aulas remotas.
Mas a gamificacao pode ser usada tanto nas aulas presenciais quanto nas aulas
remotas, inclusive pode ser utilizada de maneira assincrona.

A gamificacao é uma técnica de ensino que utiliza jogos em seu contexto
educacional. Embora o uso de jogos no ensino nao seja uma pratica nova, o

termo "gamificagao"é relativamente recente e se popularizou com o avanco das
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tecnologias digitais. De fato, a ideia de ensinar através de jogos é algo presente hé
muito tempo nas escolas, sendo citada nos PCN’s como uma estratégia pedagogica
que pode ser utilizada em diversas disciplinas. No entanto, a gamificacdo traz
uma abordagem diferenciada, na qual os jogos sao projetados especificamente
para transmitir conceitos e habilidades especificas, enquanto jogos ludicos, na sua
esséncia, focam mais na distracao e passatempo. A gamificacao, portanto, pode ser
vista como uma evolucao da utilizacao de jogos no ensino, pois busca explorar o
potencial pedagogico dos jogos de maneira mais intencional e estruturada.

A abordagem ativa proposta pela gamificacao, envolve os jogadores na
experiéncia do jogo tracando metas pessoais e conhecendo seu potencial. Isto
gera mudancgas comportamentais tanto do pensar quanto do agir. Acredita-se
que os principais motivadores destas mudancas comportamentais decorrem dos
desafios, recompensas, avanco de niveis e devolutiva instantianea proporcionando
ao estudante menos constrangimento em errar. Esta metodologia é amplamente
utilizada tanto em ambientes corporativos quanto em ambientes educacionais e,
dependendo dos objetivos de aprendizagem, estas mudangas no pensar e no agir,
sao muito significativas positivamente.

Na sala de aula, a gamificacao tem sido amplamente utilizada como uma
ferramenta pedagogica eficaz, pois aumenta a motivagao, a participagao e o rendi-
mento dos alunos em matérias como matematica, ciéncias e linguas. Além disso, a
gamificagao pode ser ttil para ajudar os alunos a desenvolver habilidades importan-
tes, como resolucao de problemas, pensamento critico e trabalho em equipe, além de
ajudar na concentragao dos estudantes e ser uma alternativa para alguns casos de es-
tudantes com necessidades especiais. Alguns dos beneficios da gamificagao incluem,
segundo Bussarello (2016):

e Motivagao: A gamificacao pode ajudar a aumentar a motivagao e o interesse
dos estudantes em tarefas escolares que eles possam considerar chatas ou
desafiadoras. Os jogos despertam nos estudantes a vontade de mudar para
a proxima fase, que mesmo sendo dificil, os levam a uma recompensa maior ao
fim do jogo.

e Habilidades sociais: Jogos que envolvam trabalho em equipe e consequen-
temente interacao social, podem ajudar a desenvolver habilidades sociais de
comunicac¢ao dos estudantes. Assim, os estudantes percebem que as interagoes
entre eles produzem melhores resultados.

e Desenvolvimento de habilidades: Muitos jogos gamificados podem desa-
fiar os estudantes, colocando-os a desenvolver habilidades importantes, como

resolugao de problemas, pensamento critico e coordenagao motora.
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e Experiéncia positiva: A gamificacao aumenta a autoestima e o bem-estar
emocional, pois no mundo virtual os estudantes se sentem mais confiantes
em expressar suas necessidades e dificuldades e este alivio os motiva a querer
crescer mais a cada dia.

e Aprendizado personalizado: A gamificagdao permite a adaptacgao a qualquer
tipo de necessidades e particularidades de cada um dos estudantes e cabe
ao professor personalizar o ritmo e o nivel de dificuldade empregado para se

adequar as necessidades de cada um deles.

Segundo Morais (2018), a gamificacdo tem suas raizes aplicadas em em-
presas, onde as técnicas de jogo eram associadas as situacoes corporativas. Ela foi
mencionada pela primeira vez em 1984, quando Charles A. Coonradt publicou o
livro “A Game of Work”, que ligava as principais caracteristicas dos jogos com o
ambiente empresarial.

O termo gamificagao, foi dado por Nick Pelling, segundo Navarro,

A aplicacao de elementos, mecanismos, dindmicas e técnicas de jogos no
contexto fora do jogo, ou seja, na realidade do dia a dia profissional,
escolar e social do individuo, como foi visto nas situacoes reais citadas
acima, é compreendida como gamificacao, que é a traducao do termo
gamification criado pelo programador britdnico Nick Pelling, em 2003.
(NAVARRO, 2013, p. 8)

A gamificacao preenche o vazio do 6cio e, se ela tiver objetivos bem definidos,
pode ser usada para modificar o jogador e com isto transformar o 6écio em producao
objetiva. Segundo McGonigal (2012), a gamificagao une as pessoas, ao contrario do

que a sociedade faz atualmente:

Na sociedade atual, os jogos de computador e videogames estao satisfa-
zendo as genuinas necessidades humanas que o mundo real tem falhado
em atender. Eles oferecem recompensas que a realidade ndo consegue
dar. Eles nos ensinam, nos inspiram e nos envolvem de uma maneira
pela qual a sociedade nao consegue fazer. Eles estao nos unindo de ma-
neira pela qual a sociedade nao esta. (MCGONIGAL, 2012, p. 14).

A importancia do uso de recursos tecnoldgicos na educagao é tanta que
a BNCC ja se atentou para a importancia do uso das tecnologias digitais em sua

competéncia 5 que diz:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagao e comuni-
cacao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas
sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar
informagoes, produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer pro-

tagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva. (BRASIL, 2018, p.9).
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Para que se tenha sucesso na aplicagao da gamificacao em sala de aula é

necessario que tenha em mente os seguintes passos:

e Objetivos de aprendizagem: Esta parte ¢ a primeira a ser pensada pois
o foco do professor, é que o aluno aprenda, nao encarando como um jogo ou
diversao, mas sim oportunidade de aprender de forma divertida. Assim, defina
claramente o que vocé quer que os alunos aprendam com o jogo.

e Selecao do jogo: O professor deve pensar em qual tipo de jogo pode ser
pensado/adaptado que cumpram com objetivos de aprendizagem e ainda que
se encaixe na faixa etaria de seus alunos, que é seu publico alvo.

e Definicao da narrativa e regras do jogo: Dependendo do jogo pode ser
necessario que seja desenvolvido uma histéria para o jogo bem como as regras
de como ele sera jogado.

e Design do jogo: a aparéncia do jogo é fundamental e deve ser pensada e
adequada a cada faixa etaria pois os interesses dos estudantes mudam conforme
suas idades mudam. Neste contexto, crie um esbogo visual do jogo, incluindo
as atividades, niveis, desafios, e recompensas. use cores e/ou desenhos que
despertem interesse em jogar.

e Desenvolvimento, testes e ajustes: Se for a primeira vez que utilizara o
jogo, desenvolva de acordo com o design criado, fazendo os testes em pequenos
grupos e faga os ajustes necessérios, caso seja possivel a modificacao.

e Implementagao: Use o jogo em sala de aula com todos os alunos e monitore
a progressao deles ao longo do jogo.

e Avaliacao: Avalie os resultados obtidos com o uso do jogo e verifique se
os objetivos de aprendizagem foram alcancados. Peca para que eles também
fagam a autoavaliacao pois eles precisam fazer parte deste processo também.
Nao esqueca que as devolutivas, individuais e/ou coletivas, sdo importantes
para que os alunos fiquem motivados a participar e melhorar as interagoes no

jogo, com os colegas e com o professor.

Segundo Barbosa (2021), é fundamental esclarecer que a gamificagdo nao
pressupoe a necessidade de que os individuos envolvidos joguem ou utilizem brinque-
dos e/ou jogos eletronicos. Na verdade, a gamificacao refere-se a uma abordagem que
utiliza elementos e mecanicas de jogos em contextos que vao além do lazer, como a
educacao, o treinamento profissional e a resolucao de problemas complexos. Essa téc-
nica tem ganhado destaque nos tltimos anos, pois pode contribuir para o aumento
da motivacao, do engajamento e da retencao de conhecimento dos participantes.

Barbosa ainda menciona o uso de tecnologias moveis nas quais ele define:
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A aprendizagem movel, também chamada de Mobile Learning ou M-
Learning, é definida pela Organizacao das Nagoes Unidas para a Educa-
¢ao, a Ciéncia e a Cultura (UNESCO) como o ensino que envolve o uso
de aparelhos digitais e portateis. Esse aprendizado permite que o conhe-
cimento seja encontrado de forma ubiqua, ou seja, nao apenas na sala de

aula, com um professor, mas a qualquer hora e em qualquer lugar.

Assim, a gamificacao pode ser empregada em diversos ambientes em que
o estudante esteja disposto a utiliza-la, desde que haja acesso ao jogo. Além disso,
a utilizacao de metodologias ativas é capaz de incentivar a participagao ativa dos
alunos, elevando a motivacao e a retencao de conhecimento.

Nesse sentido, juntamente com a gamificacao, a PI se destaca como uma
estratégia que favorece a colaboracao e o didlogo entre os estudantes, enquanto o
uso de jogos em sala de aula cria um ambiente estimulante de desafio e competicao
saudavel, que contribui para a participacao ativa e a motivacao dos alunos. Deste
modo, no proximo capitulo sera apresentada uma sequéncia didatica que utiliza

algumas dessas estratégias de ensino.



CAPITULO 4
UMA PROPOSTA DE SEQUENCIA
DIDATICA

Considerando o baixo rendimento escolar dos estudantes apds a pandemia,
propomos uma metodologia que combina duas ferramentas, uma fisica e outra
digital, para aprimorar o processo de ensino de maneira lidica e divertida. Dessa
forma, os alunos terao mais liberdade para expressar suas ideias e se envolver
uns com os outros, além de trazer o mundo digital para a sala de aula e, assim,
chamar a atencao dos estudantes que sao mais interessados e familiarizados com
estas tecnologias.

A proposta de sequéncia didatica compreende um total 6 horas-aula distri-
buidas em trés encontros de 2 horas-aula cada um. Como é uma proposta baseada
em vivéncia de sala de aula, cabe ao professor regente adapta-la, inclusive alterando
a quantidade de aulas previstas, de acordo com as necessidades de seus estudantes.

Em uma aula anterior ao inicio da sequéncia proposta, o professor entrega
um material direcionador de uma revisao sobre alguns conceitos que serao abordados
nas proximas aulas. Este material, pode ser uma video aula, ou até impresso e caso

haja duvidas, eles podem complementar pesquisando na internet sobre os temas:

e Classificacao de formas geométricas de acordo com seus lados (triangulos e
seus tipos, quadrilateros e seus tipos, etc.);
e Perimetro e area de formas geométricas planas;

e Expressoes algébricas e suas operagoes.

Mesmo que nem todos os alunos pesquisem o material fornecido, este
material podera deixar os estudantes mais confortéveis em conhecer os temas que
aparecerao nas proximas aulas.

Os materiais e estruturas necessarios para o desenvolvimento da sequéncia
didatica proposta, incluem um Tangram para cada estudante no momento apropri-
ado. Caso nao haja Tangram suficiente para todos, o professor devera providenciar,

no minimo, um conjunto de Tangram por grupo formado. Por exemplo, se a turma
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for composta por 40 alunos divididos em grupos de quatro integrantes, serao neces-
sarios no minimo dez jogos. Se o professor desejar reduzir os custos ainda mais, é
possivel imprimir os Tangram em papel para serem utilizados em sala de aula ou
fornecer papel para que os alunos construam o seu proprio Tangram durante o pro-
cesso de construcao. Se a escola tiver recursos tecnologicos, como computadores e
acesso & internet para apresentacao de slides, o professor pode conduzir quase todo o
processo digitalmente, coletando respostas através do Google Forms ou plataformas
similares, o que facilita a coleta e contabilizacao de respostas corretas e incorretas.
No entanto, caso nao haja infraestrutura suficiente, o professor deve providenciar
placas de identificacao com as escolhas A, B, C e D para que os alunos possam
levanté-las de acordo com as respostas escolhidas por eles.

Os trés encontros propostos serao assim desenvolvidos: No primeiro encon-
tro, os alunos respondem um questionario inicial, o professor conta sobre uma das
lenda do Tangram e os alunos constroem figuras planas para se familiarizar com
o Tangram. No segundo encontro, apés a nova distribuicao de grupos, é explicada
a metodologia PI em seguida ela sera desenvolvida com perguntas perimetros com
expressoes algébricas, finalizando com uma atividade de fixagao. No terceiro encon-
tro, a metodologia PI é desenvolvida novamente com perguntas sobre &reas com
expressoes algébricas seguida de um jogo. Para finalizar este terceiro encontro, o
mesmo questionario do primeiro encontro sera aplicado para verificar a evolugao dos

conteidos abordados.

4.1 Primeiro encontro

Este primeiro encontro terd duracao de 2 horas-aulas totalizando 100

minutos e serd dividido em seis etapas, conforme descrito a seguir.

Etapa 1. Conversa inicial (Duragao sugerida: 10 minutos): O professor
conduzird uma conversa inicial onde explicard o decorrer dos encontros e fara um
breve comentéario sobre o material que foi disponibilizado na aula anterior ressaltando

0s principais pontos.

Etapa 2. Questionario Diagnoéstico (duragao sugerida: 20 min): Os alunos
devem ser orientados a responder o questionario do Anexo A que trata de conheci-

mentos sobre os temas propostos para a pesquisa.

Etapa 3. Sorteio dos grupos (duragao sugerida: 5 min): Nesta etapa os
professor ira fazer o sorteio de grupos com até quatro estudantes. por papéis com os
nomes dos alunos ou caso a escola tenha internet, pode ser usado sorteadores online

que sao facilmente encontrados na internet.



4.1 Primeiro encontro 66

Etapa 4. Lenda do Tangram (duragao sugerida: 5 min): Nesta etapa o
professor irda apresentar o Tangram aos estudantes contando uma de suas lendas.
Miranda e Duarte (2011) descreve:

Uma delas diz que o Tangram foi inventado por um jovem chinés que
ao despedir-se de seu mestre para sua viagem pelo mundo, recebeu um
espelho de formato quadrado. Seu mestre pediu para que ele registra-
se tudo o que visse nesse espelho para mostra-lhe na volta da viagem.
O discipulo indagou seu mestre, questionando de que forma poderia
registrar a viagem apenas com um simples espelho. No mesmo momento,
o espelho caiu de suas maos quebrando-o em sete pecas e entao o mestre
disse: “Agora, com essas sete pecas, vocé podera construir figuras para
ilustrar o que vera durante a viagem”. E assim o jovem foi ilustrando as
figuras que foi vendo, através das pecas do espelho. Apds essa descoberta
os chineses batizaram o espelho quebrado em sete pegas de Tangram.
(MIRANDA; DUARTE, 2011, p. 2)

Apo6s contar a lenda o professor pode explicar a construcao matemética do

Tangram a partir de um quadrado desenhado no papel.

Etapa 5. Conhecendo as pegas do Tangram (duragao sugerida: 25 min) O
professor distribui um Tangram fisico para cada grupo e define-se os nomes destas
pegas e como as mesmas serao referidas durante as aulas. O Tangram é composto
por 5 Triangulos, sendo dois grandes, um médio e dois pequenos, um quadrado e um

paralelogramo como mostrado na Figura 4.1.

Figura 4.1: Pecas do Tangram com seus respectivos nomes

Tridngulo médio Tridngulos pequenos

L

Quadrado Paralelogramo

Tridngulos grandes

Fonte: autoria propria



4.1 Primeiro encontro 67

O professor devera orientar os alunos que as construgoes com o Tangram
deve obedecer duas regras. Primeiro é que todas as pecgas sao usadas nas construgoes
com o Tangram e segundo é que nenhuma peca pode se sobrepor a outra, isto é as
pecas se encaixam lateralmente mas nunca uma sobre a outra.

No intuito de trazer a memoria as principais forma planas, o professor pode
citar o nome de algumas formas que sejam possiveis de construir com o Tangram
(triangulos, quadrilateros, pentagonos, hexégonos, ...). Assim o estudante pode
relembrar algumas formas e assim facilitar a comunicagao dos comandos a serem

dados pelo professor. Algumas formas geométricas sao mostradas na Figura 4.2.

Figura 4.2: Formas diversas com o Tangram

Fonte: autoria propria

Etapa 6. Desafios com o Tangram (duragao sugerida: 35 min) Os alunos
participarao dos desafios de construcao de formas planas seguindo as orientagoes do

professor. Apresentamos a seguir algumas sugestoes de desafios e suas solucoes.

1. Construa, com exatamente duas pecas, um quadrado.

Solucao: O quadrado com duas pegas pode ser obtido de duas maneiras. Veja
as duas construcoes na Figura 4.3 onde sao formadas com os dois triangulos

pequenos ou com os dois triangulos grandes.

Figura 4.3: Quadrado com duas pegas do Tangram

Fonte: autoria propria
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2. Construa, com exatamente duas pegas, um triangulo.

Solug¢ao: Da mesma forma, o tridngulo com duas pecas pode ser obtido de duas
maneiras. Uma com os dois tridangulos pequenos e outra com os dois triangulos
grandes conforme mostramos na Figura 4.4.

Ressalte com os alunos, na devolutiva das respostas, que com dois triangulos
sempre é possivel formar, um quadrado ou um tridngulo maior. E saber destes

conceito podera ajudar nas proximas atividades.

Figura 4.4: Tridngulo com duas pecas do Tangram

e

Fonte: autoria propria

3. Construa, com exatamente duas pecas, um paralelogramo que nao seja qua-

drado e nem retangulo.

Solu¢ao: podemos obter o paralelogramo pedido, conforme mostramos na Fi-

gura 4.5 utilizando as mesmas pegas do desafio anterior.

Figura 4.5: Paralelogramo com duas pecas do Tangram

Fonte: autoria propria

4. Construa, com exatamente trés pecas, um quadrado.

Solug¢ao: podemos obter o quadrado pedido, conforme mostramos na Figura

4.6 utilizando dois triangulos pequenos e um triangulo médio.

Figura 4.6: Quadrado com trés pecas do Tangram

Fonte: autoria propria
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5. Construa, com exatamente trés pecas, um triangulo.

Solu¢ao: podemos obter o triangulo do desafio, utilizando dois triangulos
pequenos e um tridngulo médio conforme mostra a Figura 4.7. Ainda nesta
figura, note também que podemos substituir o tridngulo médio por um
quadrado ou um paralelogramo do Tangram e ainda assim conseguimos formar

o triangulo pedido.

Figura 4.7: Tridngulo com trés pecas do Tangram

V. WOV - N

Fonte: autoria propria

6. Construa, com exatamente trés pecas, um paralelogramo nao retangulo.

Solu¢ao: podemos obter o paralelogramo utilizando as mesmas pegas do desafio

anterior conforme mostra a Figura 4.8.

Figura 4.8: Paralelogramo com trés pecas do Tangram

4T

Fonte: autoria prépria

7. Construa, com exatamente trés pecas, um trapézio.
Solugcao: Existem trés classificacoes para um trapézio, que sao: trapézio
isosceles, trapézio retangulo e trapézio escaleno. E possivel construir um
trapézio isosceles ou um trapézio retangulo, nao sendo possivel construir com
o Tangram o trapézio escaleno. Veja algumas das maneiras de construir alguns

trapézios na Figura 4.9.

Figura 4.9: Trapézio com trés pecas do Tangram

A 4\ A

Trapézio isosceles Trapézio isosceles Trapézio isosceles
Trapézio retingulo Trapézio retingulo

Fonte: autoria propria
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8. Construa, com quatro pecas, um triangulo.
Solug¢ao: podemos obter o tridngulo conforme mostramos na Figura 4.10.

Figura 4.10: Triangulo com quatro pegas do Tangram

Fonte: autoria propria

9. Construa, com quatro pegas, um quadrado.

Solu¢ao: Com o triangulo de 4 pecas montado, giramos o triangulo grande
encaixando o maior lado no maior lado oposto até que forme o quadrado. Veja

a Figura 4.11.

Figura 4.11: Quadrado com quatro pecas do Tangram

Fonte: autoria propria

10. Construa, com quatro pecas, um paralelogramo, nao retangulo.

Solugao: Com o quadrado de 4 pecas montado, deslocamos o triangulo grande
encaixando-o em um dos lados congruentes no lado oposto, conforme a Figura
4.12.

Figura 4.12: Paralelogramo com quatro pecas do Tangram

<4

Fonte: autoria propria
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11. Construa, com quatro pegas, um retangulo.

Solugao: Algumas construgoes de retangulo estao na Figura 4.13.

Figura 4.13: Retdngulo com quatro pecas do Tangram

Fonte: autoria propria

12. Construa, com cinco pecas, um quadrado.

Solugao: O quadrado com cinco pecas pode ser construido ficando de fora

apenas os dois tridngulos grandes, conforme mostra a Figura 4.14.

Figura 4.14: Quadrado com cinco pecas do Tangram

Fonte: autoria propria

13. Construa, com seis pecas, um retangulo.

Solugao: O retdngulo com seis pecas pode ser construido ficando de fora apenas

um dos triangulos grandes, conforme mostra a Figura 4.15.

Figura 4.15: Retdngulo com seis pegas do Tangram

A

Fonte: autoria propria

14. Construa, com as sete pecas, um retangulo.

Solucao: O retangulo com todas as pecas pode ser construido, conforme mostra



4.1 Primeiro encontro 72

a Figura 4.16. Veja que pode ser construido com mais de uma configuragao

das pecas.

Figura 4.16: Retdingulo com sete pegas do Tangram

Fonte: autoria propria

15. Construa, com as sete pecas, um triangulo.

Solucao: O triangulo com todas as pecas pode ser construido, conforme mostra
a Figura 4.17.

Figura 4.17: Tridngulo com sete pecas do Tangram

Fonte: autoria propria

16. Construa, com as sete pecas, um quadrado.

Solugao: O quadrado com todas as pegas pode ser construido, conforme mostra
a Figura 4.18.

Figura 4.18: Quadrado com as sete pecas do Tangram

Fonte: autoria propria
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Esperamos que, ao final deste primeiro encontro, os estudantes tenham tido
uma experiéncia de manipulagoes com o Tangram para que estejam a vontade para

trabalhar com ele nas préoximas aulas.

4.2 Segundo encontro

Em nosso segundo encontro de duas horas-aula, totalizando 100 minutos,
utilizaremos a metodologia PI para responder 10 questoes de multipla escolha sobre
perimetro de formas com Tangram envolvendo expressoes algébricas. Os tempos
de discussao sugeridas pela metodologia PI pode ser adaptados complexidade das
perguntas. O professor devera fornecer uma folha de cartao resposta, conforme o
Anexo B para cada aluno para que eles registrem as informagoes descobertas durante
a realizacao da atividade referente a metodologia PI.

No desenvolvimento da metodologia PI, sugerimos que cada aluno tenha seu
proprio Tangram para facilitar algumas manipulagoes. Caso o professor nao tenha
para todos, orientar os alunos a construir em papel e recortar conforme sugerido no
inicio do capitulo.

Para finalizar, utilizaremos uma lista com cinco exercicios a serem respon-
didas pelos grupos, para fixacao dos conceitos apresentados.

Este encontro sera desenvolvido em 6 etapas.

Etapa 1. Conversa inicial (Duragao sugerida: 15 minutos) Nesta conversa
inicial explicaremos como funcionara a metodologia PI e como os alunos contribuirao
para as respostas.

O professor deve orientar que iré fazer uma separagao dos grupos novamente,
mas deixar claro que na metodologia PI, a primeira resposta de cada uma das
perguntas, deverd ser pensada por até dois minutos e respondida individualmente.
Assim, caso a quantidade de acertos seja superior a 70%, o professor confirma a
resposta comentando os principais pontos e passa para a proxima pergunta. Todavia,
se o nimero de acertos estiver menor que 70% o professor orienta que os estudantes
discutam a questao e sua resposta nos grupos, por até dois minutos, para que
cheguem a um consenso sobre qual alternativa marcar. Novamente se o ntimero de
acertos for superior a 70%, o professor confirmaré a resposta e fara comentarios, se
necessario. Se mesmo assim as respostas estiverem incorretas ou muito divergentes,
o professor fard uma corregao de conceitos para que os mesmos cheguem a respostas

corretas.

Etapa 2. Separagao dos grupos (Duragao sugerida: 3 minutos) Neste

momento o professor faz a separacao dos grupos com até 4 integrantes através de
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sorteio. Ele pode ser feito por plataformas de sorteio online ou papéis com nome dos

alunos.

Etapa 3. Distribuicao nos grupos (Duragao sugerida: 3 minutos) O profes-

sor distribui um conjunto de Tangram para cada integrante do grupo formado.

Etapa 4. Metodologia PI em agao (Duragao sugerida: 60 minutos) O

professor desenvolve efetivamente a metodologia PI seguido os 9 passos.

Passo 1. O professor inicia o passo 1 da metodologia PI explorando os conceitos
relacionados ao objeto de estudo com duracio de 10 minutos. E importante que
o professor relembre o que foi trabalhado no encontro anterior e com isto possa
relacionar as formas construidas com o Tangram ao cotidiano do aluno. Nao sera
dificil perceber que existem casas, lotes, telhados, etc., que traduzem algumas das

figuras vistas.

Passo 2. Neste passo o professor ird fazer uma pergunta de multipla escolha. A

seguir a pergunta inicial sugerida.

Questao 1. A Figura 4.19 mostra duas pecas de um Tangram. Uma delas é um dos

triangulos pequenos e a outra é o quadrado.

Figura 4.19: Tridngulo pequeno e quadrado do Tangram

?

y

Fonte: autoria propria

Sabendo que as medidas dos lados do triangulo pequeno do Tangram sao represen-
tadas pelos monomios x, x e y, quais as representacoes que deverao ter as medidas

dos lados do quadrado que compoem o Tangram?

(A) z,z, 2, x
(B) z, z,y,y
©) v, v, v, ¥.
D) z+y, z+y, x4y, z+y.

Passo 3. Os alunos pensam, silenciosamente e individualmente sobre a pergunta

por até 1 minuto.
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Passo 4. Os alunos registram suas respostas pelo meio escolhido pelo professor. As

plaquinhas numeradas ou as plataformas digitais.

Passo 5. O professor verificara as respostas dadas e avangara para o proximo passo,
se o numero de acertos for menor que 70%, ou avangara para o passo 9 se o nimero

de acertos for superior a 70%.

Passo 6. O professor deve agora fornecer um tempo de até 2 minutos para que
os alunos discutam no seu grupo e cheguem a um consenso sobre a resposta a ser

marcada.

Passo 7. O professor refaz a pergunta novamente e os alunos registram novamente

suas respostas pelo mesmo meio usado no passo 4.

Passo 8. O professor recebe o retorno das respostas dos alunos e em seguida verifica
se as respostas apresentadas superaram os 70%. Se sim, devera avangar para o passo
9. Porém, se este nimero de acertos for abaixo de 70% o professor deve revisar os
conceitos gerais explicando detalhadamente a questao e, apos isso, avancar para o

passo 9.

Passo 9. O professor confirma a resposta e tira eventuais duvidas que ficarem. Em
seguida solicita aos estudantes que anotem esta medidas no cartao de respostas do
grupo conforme o Anexo B. Entao apresenta uma nova questao se for o caso até que

os objetivos da aprendizagem sejam cumpridos.

Algumas outras questoes que podem ser usadas para repeticao dos passos

da metodologia PI estao relacionadas a seguir:

Questao 2. A Figura 4.20 mostra duas pegas de um Tangram. Uma delas é um dos

triangulos pequenos e a outra é o paralelogramo.

Figura 4.20: Tridngulo pequeno e paralelogramo.

a

a

Fonte: autoria propria

Sabendo que as medidas dos lados do tridngulo pequeno do Tangram sao repre-
sentadas pelos monémios z, e y, podemos afirmar que as medidas de a e b sao

respectivamente?

(A) zey.
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(B) yex.

(C) yey.
(D) zex.

Questao 3. A Figura 4.21 mostra duas pecas de um Tangram. Uma delas é um dos

triangulos pequenos e a outra é o triangulo médio.

Figura 4.21: Tridngulo pequeno e tridngulo médio.

Fonte: autoria propria

Sabendo que as medidas dos lados do triangulo pequeno do Tangram sao representa-

das pelos mondémios z, x e y, podemos afirmar que as medidas dos lados do triangulo

médio sao:

Questao 4. A Figura 4.22 mostra duas pegas de um Tangram. Uma delas é um dos

triangulos pequenos e a outra ¢ um dos triangulos grandes.

Figura 4.22: Tridngulo pequeno e tridngulo grande.

Fonte: autoria propria

Sabendo que as medidas dos lados do tridangulo pequeno do Tangram sao representa-

das pelos mondémios z, x e y, podemos afirmar que as medidas dos lados do triangulo

grande sao:

(A) 2z, 2z e 2y.
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(B) 2y, 2y e 2.
(C) 2z, 2z e 2x.
(D) 2y, 2y e 2y.

Questao 5. Qual das seguintes opc¢oes melhor define o perimetro de uma forma

geométrica plana?

A) A medida da éarea interna de uma forma geométrica.

C
D

A medida da extensao total da linha que delimita a figura.

(A)
(B) A distancia entre dois pontos especificos na figura.
(©)
(D) O comprimento total da diagonal da figura.

Questao 6. Qual a expressao algébrica representa o perimetro P do triangulo

pequeno do Tangram sabendo que as medidas de seus lados sao z, = e y?

(A) P=2x+y
(B) P=2zx+2y
(C) P=a*+y
(D) P =2zy

Questao 7. Qual a expressao algébrica representa o perimetro P do quadrado do

Tangram sabendo que a medida dos lados do triangulo pequeno sao x, x e y?

(A) P=2x+y
(B) P =4y

(C) P=4x

(D) P =2z +2y.

Questao 8. A Figura 4.23 mostra um trapézio retangulo construido com um

triangulo pequeno e o quadrado do Tangram.

Figura 4.23: Trapézio retingulo com duas pecas do Tangram.

Fonte: autoria propria

Qual a expressao algébrica que representa o perimetro P do trapézio retangulo
formado com estas pecas, sabendo que a medida dos lados do tridngulo pequeno sao

x, x ey’
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(A) P=4x+y
(B) P =6x+2y
(C) P=6x+y
(D) P=4z+2y

Questao 9. A Figura 4.24 mostra um trapézio isosceles construido com um

triangulo médio e o paralelogramo do Tangram.

Figura 4.24: Trapézio isdsceles com duas pecas do Tangram.

Fonte: autoria prépria

Qual a expressao algébrica que representa o perimetro P do trapézio isosceles
formado com estas duas pecas, sabendo que a medida dos lados do tridngulo pequeno

do Tangram sao x, x e y?

Questao 10. A Figura 4.25 mostra um pentédgono construido com seis pegas do

Tangram.

Figura 4.25: Pentdgono com seis pecas do Tangram

Fonte: autoria propria
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Qual a expressao algébrica que representa o perimetro P deste pentagono, sabendo

que a medida dos lados do triangulo pequeno do Tangram sao z, x e y?

(A) P =dz+2y
(B) P=2x+4y
(C) P=4x+4y
(D) P=6z+ 3y

Perceba que esta atividade é muito ampla, pois permite construir uma
enorme quantidade de figuras geométricas com duas, trés ou todas as sete pecas do
Tangram e com isto a metodologia pode ser adaptada com mais ou menos questoes

dependendo da assimilagao dos alunos ou o tempo destinado a atividade.

Etapa 5. Exercicios de Fixagao e Aperfeicoamento (Duragao sugerida: 20
minutos) O professor entregard uma lista com 6 questoes a serem respondidas por
cada um dos estudantes para fixacao e aperfeicoamento dos conceitos apresentados

nesta aula.

Observacao 1. Colocamos uma sugestao de exercicios que podem ser trabalhados
nesta lista com os alunos. Esta lista foi programada para responder individualmente,

mas nada impede que possa ser realizada em grupos.

Deste modo, concluimos este segundo encontro. E de grande importancia
que o professor verifique as respostas e forneca comentérios, uma vez que isso
incentiva os alunos a realizarem as atividades com qualidade cada vez melhor. Para
o proximo encontro, sugere-se que os alunos pesquisem em casa sobre os conceitos e
formulas relacionados as areas das principais figuras planas, pois serao empregados

como ferramentas para trabalharmos com expressoes algébricas.

4.3 Terceiro Encontro

No ultimo encontro estao previstas trés atividades. A primeira delas, é
relacionar o produto de expressoes algébricas aos conceitos de areas, utilizando
a metodologia PI, no qual o professor utilizara os mesmos recursos de coleta de
respostas utilizado no encontro anterior. Esta atividade tem previsao de 50 minutos
de duracao. A segunda é aplicar um jogo, criado na plataforma wordwall, e a
realizacao desta atividade depende de recursos como internet, computadores ou
celulares para que cada aluno possa jogar e esta atividade tem previsao de 20 minutos
de duracao. A terceira atividade é que os alunos devem responder novamente a
atividade do Anexo A para que depois o professor possa comparar os resultados

obtidos pela proposta metodologica utilizada, com previsao de 30 minutos.
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E importante ressaltar, que intervencoes podem ocorrer com mais frequén-
cia, pois as operacoes envolvem outros conceitos que possivelmente devem ser revi-
sados, como as propriedades de poténcias. No entanto, mesmo tendo mais interfe-
réncias do professor, os alunos estarao mais familiarizados com a metodologia e isto
compensari no tempo gasto com a maioria dos comentérios adicionais. A seguir as

etapas contempladas neste encontro

Etapa 1. Conversa Inicial (Duragao sugerida: 5 minutos) Para iniciar esta
etapa, o professor revisita, através de um didlogo, os conceitos abordados nos
encontros anteriores. E necessario que o professor relembre as formas geométricas e
as medidas, expressas por monomios, bem como os conceitos de perimetro estudados
e que os estudantes tenham em maos as atividades da aula anterior para revisitar

quando for necessario.

Etapa 2. Separagao dos grupos (Duragao sugerida: 3 minutos) O professor
ird fazer novamente o sorteio dos grupos, utilizando as mesmas estratégias de

separacao de grupos feitas nos demais encontros.

Etapa 3. Distribui¢ao nos grupos (Duragao sugerida: 2 minutos) O profes-

sor distribui um conjunto de Tangram para cada integrante do grupo formado.

Etapa 4. Metodologia PI em acao (Duragao sugerida: 50 minutos) Iremos
novamente utilizar a metodologia PI, para responder as 5 questoes sobre areas de
forma planas.

Assim iniciaremos o Passo 1 da metodologia PI onde o professor deve rela-
cionar o produto de expressoes algébricas, utilizando como ferramenta, a area das
principais figuras planas como quadrados, retangulos, tridngulos, trapézios e para-
lelogramos. Entretanto, pode ser necessario revisar conceitos como: a utilizagao de
parénteses em multiplicacoes de polindmios; como utilizar a propriedade distributiva
da multiplicagao em relacao a adicao e ainda revisar que o produto de incognitas
com mesma parte literal, deve-se utilizar as propriedades de poténcias. Para finali-
zar esta etapa, ¢ aconselhével efetuar ao menos uns dois exemplos de produtos de
expressoes algébricas comentando possibilidades de resolucao, inclusive localizando

outras expressoes equivalentes que representam a mesma situagao.

Seguimos com o Passo 2, que é a pergunta conceitual de miltipla escolha, e
iremos percorrer os 9 passos que a metodologia PI sugere. A seguir as sugestoes de

perguntas para o desenvolvimento desta atividade.

Questao 1. A Figura 4.26 mostra duas pecas de um Tangram. Uma delas é um dos

triangulos pequenos e a outra é o quadrado.
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Figura 4.26: Tridngulo pequeno e quadrado do Tangram

y

Fonte: autoria propria

Sabendo que as medidas dos lados do triangulo pequeno do Tangram sao represen-
tadas pelos monémios x, x e y. Determine as expressoes A; e Ay que representam

as areas do triangulo pequeno e do quadrado do Tangram, respectivamente?

(A) Ay =% ¢ Ay = 22
(B) Alz%zeAQZyQ.
(C) A =2 e Ay = ¢
(D) A =2 e Ay =22

Em seguida continuamos com os demais passos de 3 a 9 em suas ordens
corretas, conforme jé descritos na atividade do dia anterior. As demais sugestoes de

perguntas e seus possiveis comentarios estao descritas a seguir.

Questao 2. A Figura 4.27 mostra um trapézio isosceles que foi construido com 3

pecas do Tangram, sendo elas, os dois triangulos pequenos e o quadrado.

Figura 4.27: Trapézio isdsceles com 3 pecas do Tangram

Fonte: autoria propria

Sabendo que o menor dos tridngulos do Tangram tem suas medidas representadas
pelos monomios x, x e y, determine a area deste trapézio e marque a alternativa que

a representa:
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Questao 3. Determine a area do triangulo construido com as sete pegas do Tangram
representado na Figura 4.28, sabendo que o triangulo pequeno tem suas medidas

representadas pelos monomios z, x e y.
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(A) 4z
(B) 8y2.
(C) 4x?y2.
(D) 8.

Figura 4.28: Tridngulo isdsceles com 7 pegas do Tangram

Fonte: autoria préopria

Questao 4. A Figura 4.29, é um paralelogramo vazado, isto é a parte sem cor

interna da figura é um buraco, e foi construida com as sete pegas do Tangram.

Figura 4.29: Paralelogramo vazado, com 7 pegas do Tangram

Fonte: autoria propria

Sabendo que o menor tridngulo do Tangram tem suas medidas representadas pelos
mondmios x, x e y, determine a area A ocupada por esta figura, caso esta figura nao

fosse vazada, isto €, se ela fosse totalmente preenchida, qual seria sua area?
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Questao 5. A Figura 4.30 mostra um quadrado utilizando as 7 pecas do Tangram.

Figura 4.30: Quadrado com 7 pecas do Tangram

Fonte: autoria propria

Sabemos que a area deste quadrado com setes pegas é representada pelo
monomio 3222, Nestas condicoes, determine a medida do cateto do menor triangulo

do Tangram contido neste quadrado.

(A) 4z.
(B) 2z.
(C) 10z.
(D) 16=.

Apb6s o cumprimento dos passos 1 a 9 para as cinco perguntas desta
etapa, como feito no segundo encontro, o professor pode explorar possibilidades

de construcgao de formas para favorecer um aperfeicoamento dos temas trabalhados.

Etapa 5. O Jogo (Duragao sugerida: 20 minutos) O professor aplica o jogo
criado para trabalhar expressoes algébricas utilizando o Tangram. a versao do jogo
criada pode ser acessada através do link https://wordwall.net/play/52849/849/674
ou do QR code da Figura 4.31.

Figura 4.31: QR code do Jogo: Aposta Quanto? Expressées
algébricas, perimetros e areas com o Tangram

Fonte: gerado em me-qr.com/pt/qr-code-generator


https://wordwall.net/play/52849/849/674
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Mais detalhes da criacao do jogo estao descritas na Observacao 6.

Etapa 6. Questionario Final (Duragao sugerida: 20 minutos) Os alunos
devem ser orientados a responder o questionirio do Anexo A para fazer uma
comparacgao das respostas e verificar a evolugao dos estudantes antes e depois de

aplicada a sequéncia didatica.

4.3.1 Observacoes e outras sugestoes

Observacao 2. Uma das maneiras de aperfei¢oar estes conceitos, pode ser discutida
na Questao 2 que fala sobre calculo de area de um trapézio isésceles construido com
o Tangram. Nesta questao, o professor pode estimular os alunos a desenvolverem
habilidades de pensamento critico e resolucao de problemas ao mudar a posi¢ao das
pecas criando novas formas e fazendo perguntas sobre o que acontece com a &rea

delas. Seguem algumas sugestoes de perguntas:

e Sera que a area mudaré se transformarmos esta figura em um retangulo? e em

um tridngulo? e em um paralelogramo?

e Serd que se calcularmos a area de cada uma das pecas, a soma destas areas

equivale a area total?

Como sugestao, para esta finalidade, o professor pode modificar o trapézio
de trés pecas construindo outras figuras, como mostrado na Figura 4.32 com as
mesmas pecas e pedindo para que eles calculem suas areas e facam as devidas

comparacoes.

Figura 4.32: Formas com 8 pegas do Tangram

Fonte: autoria propria

Dependendo do nivel da turma, o professor poderé sugerir que se calcule a
area do triangulo isosceles de 3 pecas, utilizando os lados congruentes de base e a
hipotenusa de base, como mostra a Figura 4.33, comparando os resultados.

Com esta comparagao, espera-se que os alunos questionem o porque das

expressoes serem diferentes, se as areas das duas figuras sao iguais. Dai o professor
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Figura 4.33: Tridngulo isdsceles com 8 pegas do Tangram

Fonte: autoria propria

pode mostrar que existe uma relagao entre x e y, visto que em um quadrado de lado

= e a diagonal y deve-se ter y = 2v/2 por consequéncia do Teorema de Pitagoras.
Podemos mostrar a relagao entre x e y através do calculo de areas. Como os

triangulos da Figuras 4.33 sao iguais, por rotacao, e utilizando as suas respectivas

base e alturas nas posigoes, consideremos A, a area que pode ser representada de

duas formas:

A= 2y -y 2

T:y

=222  ou, ainda,
Desta forma, como as duas expressoes representam a area da mesma figura

e sendo = e y nimeros positivos, por serem medidas de lados, teremos:

yQ — 2372
/2 = V222
y=axv?2

Perceba que esta relacao pode ajudar a responder diversos problemas, o que
na pratica significa que qualquer um dos problemas relacionados ao nosso Tangram
de estudo pode ser dado em fung¢ao de x ou y, e com isto o ganho nas compreensoes

sa0 notéveis.

Observacao 3. Vale observar que na questao 4 podemos determinar a area de duas
formas diferentes. Esta exploracao através de formas diferentes produzem conceitos
de areas que nao sejam mecanicos. Veja duas formas de explorar estes conceitos a
seguir

Forma 1: Considerando o paralelogramo da Figura 4.34, podemos observar que suas

medidas de base e altura podem ser representadas por 3x e 3z.
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Figura 4.34: Medidas paralelogramo vazado

Fonte: autoria propria
Assim, considerando a férmula do calculo de area, teremos:
A =32 3z = 92"

Portanto, a area desta figura sera 9z2.
Forma 2: E facil perceber que a area pedida sera a area do paralelogramo formado

pela area das sete pegas e mais uma pega paralelogramo do Tangram. Teremos entao:
A = 822 + 22 = 922

Observacao 4. Vimos nesta secao que as medidas dos lados das formas podem
ser calculadas em funcao de x ou de y. Mas note que quando calculamos a &rea
do triangulo da Figura 4.28 em funcao de y nao encontramos resposta dentre as
alternativas dadas. Porém aos se calcular a area em funcao de x encontramos a

alternativa correta.

Observagao 5. Vale ressaltar que na Questao 5, foi dado a area total do Tangram
e pede-se a medida do lado do tridngulo pequeno em funcao de z. Espera-se que
os alunos utilizem-se dos conceitos aprendidos para determinar esta medida. Caso
eles nao consigam chegar a resposta correta, pode-se apresentar a Figura 4.35, onde
mostra-se visualmente como podemos determinar a area do tridangulo pequeno e

assim calcular a medida de seu lado utilizando a féormula de area apropriada.

Com isto, sendo ¢, um nimero positivo, a medida de cada cateto do triangulo
pequeno e sabendo que a area A do menor tridngulo é 222, e que ainda ela pode ser

dada pela metade do produto dos catetos teremos:
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Figura 4.35: Quadrado com 7 pecas do Tangram

82>
322 » 8z’ 8z
827
8z* 8z*
8z* 8z° » 8z* 8z° »?
(?
2 2 2 :
4z 14z 4z A2

Fonte: autoria propria

2

A:%:222:>%:222
= ? = 42°
=c=2z

Esperamos que, ao término desta atividade, os estudantes compreendam
que todas as formas fechadas, construidas com as pegas do Tangram tém a mesma
area, desde que tenham as mesmas pecas em sua composi¢ao. Isto ocorre pois ao
decompor uma figura plana em partes, a soma das areas dessas partes equivale &

area total da figura original.

Observacao 6. O Wordwall é uma plataforma educacional que permite aos profes-
sores criar atividades interativas personalizadas, incluindo jogos e quebra-cabecas
para diversas disciplinas, incluindo matemaéatica. Através dessa ferramenta, os edu-
cadores podem proporcionar uma aprendizagem significativa para seus alunos, uti-
lizando atividades dindmicas e envolventes, tanto em sala de aula quanto em ambi-
entes virtuais de ensino a distancia.

Os jogos digitais tém um papel importante na educagao matematica, pois
podem fornecer uma experiéncia de aprendizado interativa, significativa além de
desenvolver habilidades de trabalho em grupos e competicao saudavel. Eles oferecem
uma maneira pratica e divertida de os alunos aprenderem conceitos matematicos

complexos, desenvolvendo habilidades cognitivas e logicas.
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Para utilizar o jogo e acompanhar a classificacao e evolucao dos estudantes
o professor devera se cadastrar na plataforma Wordwall, acessar o jogo e depois
clicar na opcao “Definir atribuicao” e escolher o nome que daré a esta atividade.

Pensando na proposta do uso de jogos na educacgao, criamos entao um jogo,
especifico para esta proposta de sequéncia didéatica, em formato de apostas, que na
plataforma recebe o nome do estilo do jogo de "Ganhe ou perca o quiz". As perguntas
do jogo tem relacao com o que foi discutido nos encontros e pode ser adaptada,
na versao paga, de acordo com as necessidades especificas dos estudantes ou dos
objetivos pretendidos pelo professor. Na versao gratuita o professor pode utilizar
normalmente o jogo, porém nao é possivel modificar as perguntas. O nome escolhido
para se colocar no Jogo foi: “Aposta Quanto? Expressoes algébricas, perimetros e
areas com o Tangram”.

Ao abrir o link, os estudantes deverao se identificar para definir as classifi-

cagoes e depois clicar em Comecar. Veja Figura 4.36.

Figura 4.36: Abrindo o jogo: Aposta Quanto? Expressoes al-
gébricas, perimetros e dreas com o Tangram

& Wordwall

Aposta Quanto? Expressdes algébricas, perimetros e areas com o Tangram.

Digite seu nome:

[J Lembra-se de mim?

Fonte: extraido do site wordwall.net/pt.

O jogo é um quiz de apostas onde os jogadores usam fichas para apostar em
suas respostas a perguntas feitas durante o jogo. Os jogadores recebem uma carta
com uma pergunta e quatro opcoes de resposta. Assim, o jogador aposta uma certa
quantidade de fichas em sua resposta escolhida. Em seguida, a resposta correta
é revelada e se o jogador responder corretamente ganha fichas, e caso responda
incorretamente perde as fichas apostadas. Cada estudante inicia com 10 fichas, mas
inicialmente pode apostar 2, 4 ; 6 ou 8 delas no jogo. A aparéncia visual do jogo

estd demonstrada na Figura 4.37.
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Figura 4.37: Primeira pergunta do jogo

O triangulo ao lado é a menor das 7 pegas de um Tangram
e suas medidas séo representadas pelos monémios
x, X e y. Qual o perimetro desta forma geométrica?

h HEREE

Escolha sua aposta

P
o N\
- . & ()
‘ ‘a { 6 8,
. ) | ]

Fonte: extraido do site wordwall.net/play,/52849,/849/674

Quanto mais o aluno acerta, maior podera ser a aposta posterior até que
termine as 16 perguntas. Caso haja empate de pontuacao a classificacao se daré por

quem fez em menos tempo. A Figura 4.38, as opgoes de reposta apos fazer a aposta
de 8 fichas.

Figura 4.38: Opg¢oes de respostas para a primeira pergunta.

O tridngulo ao lado é a menor das 7 pegas de um Tangram
e suas medidas sé&o representadas pelos monémios
x, X e y. Qual o perimetro desta forma geométrica?

B

-

K
o

1de 16

Fonte: extraido do site wordwall.net/play,/52849,/849/674

Um jogo similar foi apresentado por Barbosa (2022), no VIII Encontro
Goiano de Educagao Matemética (VIII EnGEM), como uma proposta de ensino
aprendizagem sobre as expressoes algébricas utilizando o Tangram. O jogo comeca

com uma tela de perguntas e respostas, onde cada pergunta é representada por um
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icone de nuvem. Os jogadores devem ler a pergunta e escolher a resposta correta,
que é uma das nuvens na tela. Depois de escolher a resposta, o jogador pilota o aviao
em direcao a nuvem que contém a resposta correta. Ele pode ser acessado na integra
pelo link https://wordwall.net/play/36837/464/856 ou o QR code da Figura 4.39.

Figura 4.39: QR code do Jogo: Expressoes algébricas e peri-
metros com o Tangram (Avido)

Ol ark 0
- ".a "'-".'.fj

A
@u'; :

Fonte: verificar como citar figura do meu artigo.

Este jogo contemplava o uso de expressoes algébricas para se calcular
perimetros e para tal, foi utilizada a versao gratuita da plataforma com um jogo
que segue o modelo de um aviao. Neste jogo, o jogador deve acertar a nuvem que
contém a resposta correta a pergunta feita.

A Figura 4.40 mostra a aparéncia do jogo e uma de suas perguntas.

Figura 4.40: Jogo: Ezxpressoes algébricas e perimetros com o
Tangram (Avido)

-

-

== he i
‘ k O retangulo foi construido com um quadrado e dois tridngulos pequenos
do Tangram cujas medidas sdo x, x e y. Qual o perimetro deste retangulo?

E

Fonte: wordwall.net/play/36837/464,/856

Neste contexto, agora iremos realizar a dltima atividade onde os alunos res-

ponderao novamente o questionéario que foi feito no inicio do primeiro encontro para


https://wordwall.net/play/36837/464/856
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que o professor possa fazer uma anélise quantitativa e qualitativa do desenvolvi-
mento dos estudantes. No entanto, é importante notar que todas as etapas podem
ser usadas para o processo avaliativo. Espera-se que se tenha uma melhoria signifi-
cativa nas respostas, mas caso nao haja, é sinal de que a intervencao precisara de

outros momentos como este para aprofundar os conceitos aprendidos.

Observacao 7. O questionario final é importante para que uma avaliacao seja
feita do desenvolvimento dos estudantes e este questionério se encontra no Anexo
B. A previsao do tempo para esta atividade é de 30 minutos, incluindo 5 minutos
para consideracoes finais. Estes 5 minutos serao importantes para dar e receber
feedbacks sobre o desenvolvimento geral desde o primeiro encontro até aqui. Se
este questionario tiver sido feito pelo Google Forms, conforme sugerido, é possivel
verificar também um feedback imediato das respostas antes e depois de aplicada a
proposta didatica.

O ensino de matematica pode ser aprimorada através de metodologias
inovadoras. Essas abordagens permitem que os alunos se envolvam ativamente no
processo de aprendizagem, trabalhando em equipe e resolvendo problemas de forma
criativa e ludica. Apos este questionario, espera-se que os alunos demonstrem uma
compreensao mais soélida dos conceitos mateméaticos abordados, bem como uma
maior confianca em suas habilidades matematicas. Além disso, espera-se que eles
tenham adquirido habilidades sociais e emocionais, como a capacidade de trabalhar
em equipe, a persisténcia na resolucao de problemas e a motivagao para aprender.
A matemaética, com meios inovadores de ensino apresentados aqui, pode ser uma
maneira eficaz de envolver os alunos e preparé-los para enfrentar os desafios do

mundo moderno.



Consideracoes Finais

Vimos que no ensino de expressoes algébricas, as metodologias ativas, como
a peer instruction e a gamificagdo, podem auxiliar na compreensao dos conceitos
matematicos envolvidos de uma maneira bem menos agressiva e assustadora para os
estudantes. Porém, E necessario que os professores se qualifiquem e busquem cada
vez mais aprendizado e pensem nos objetivos de aprendizagem a longo prazo, como
o da compreensao das estruturas algébricas, especialmente os anéis de polindémios.
que mesmo nao estando presentes na grade curricular do ensino fundamental, se
muito bem compreendidas e estruturadas, podem facilitar os processos de ensino
aprendizagem dos estudantes no ensino médio no estudo das fungoes polinomiais.

Essas abordagens colocam o professor como um agente de mudanga, incen-
tivando a participacao ativa dos alunos no processo de aprendizagem, e promovendo
a colaboragao, a resolucao de problemas e o pensamento critico. Ao utilizar o Tan-
gram como ferramenta lidica de aprendizagem matemaética na algebra, os alunos
podem desenvolver habilidades importantes, como a criatividade e a capacidade de
visualizar e manipular objetos em duas dimensoes. Com essas abordagens, os alunos
podem se sentir mais motivados a aprender e a desenvolver habilidades essenciais
para o sucesso académico e profissional.

A adogao de metodologias ativas no ensino da algebra é, portanto, uma
forma eficaz de tornar o aprendizado mais significativo, atraente e relevante para os
alunos. E o professor, agente de mudancas, ¢ a pega que falta nesta engrenagem para
o0 sucesso que precisamos trilhando rumos ao futuro desconhecido, mas com certeza

brilhante, da matematica.
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APENDICE A

QUESTIONARIO

Abaixo segue um sugestao de perguntas aos questionarios inicial e final
propostos. Sugerimos que o questionario seja formado por perguntas de miltipla
escolha ou respostas curtas, para ser bem breve, e que se for possivel, que seja feito
de forma online através de ferramentas como Google Forms, Microsoft Forms ou

similares pois teremos uma devolutiva instantanea das respostas obtidas.

1. Vocé sabe o que é ou como identificar uma expressao algébrica?
(a) Sim
(b) Nao
(c) Nao tenho certeza
2. Qual dos itens abaixo é uma expressao algébrica?
(a) 2z + 423 -7
(b) 5+7—4*+1
(c) 7T+5=12
(d) Tx =25 =4z — 1
(e) Nao sei dizer

3. Veja a expressao algébrica a seguir
r(2x —3) +5(1 — x)

. Qual das expressoes abaixo é equivalente a expressao algébrica dada?
(a) —22+5
(b) 22? — 8z +5
(c) 2+ 2
)

(d) Nao sei dizer
4. Vocé sabe o que é perimetro?

(a) Sim
(b) Nao
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(c) Nao tenho certeza

5. Qual o perimetro do retangulo a seguir?

3 cm

5 cm

6. Dentre as figuras a seguir, qual delas tem perimetro igual a 14 cm?

5 cm 3cm 2 cm
cm 5 cm
5 cm 5 cm

Figura 1 Figura 2 Figura 3

(a) Figura 1

(b) Figura 2

(c) Figura 3
)

(d) Nao sei dizer

7. Qual das expressoes algébricas abaixo representa o perimetro do retangulo a

seguir?
(a) 3z —1
(b) 6z — 2

(c) 22% —x
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(d) 4z
(e) Nao sei dizer
8. Vocé sabe como calcular a érea de figuras conhecidas, como tridngulos,
retangulos, quadrados, paralelogramos, trapézios e losangos?
(a) Sim
(b) Nao
(c) Nao tenho certeza
9. Qual das alternativas a seguir representa a area de um retangulo que possui 8
cm de largura e 4 cm de altura?
(a) 12 cm?
(b) 24 cm?
(c) 32 cm?
(d) Nao sei calcular

10. Calcule a area do tridangulo a seguir e depois marque a alternativa que

representa corretamente a area encontrada:

3cm

11. Determine a expressao algébrica que representa a area do retangulo a seguir e

depois marque a alternativa que representa corretamente esta area:

2x+3
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(a) 2z +1

(b) 222 —2—6

(c) 22% — 6

(d) Nao sei calcular

12. Determine a expressao que calcula a area do paralelogramo a seguir e marque

a alternativa que representa esta area corretamente:

3x+1

Joaozinho tem alguns retangulos e tridangulos com as medidas de seus lados

indicados a seguir.

2y X

Ele juntou 2 retangulos e um triangulo unindo seus lados ou partes destes
lados, sem sobrepor uma figura na outra, como mostra a figura abaixo:
13. Considerando as informagoes dadas, determine a expressao algébrica que

representa o perimetro da figura formada por Joaozinho:

(a) 8z + 10y

(b) 6z + 4y

(c) 6z + 2y

)

(d) Nao sei dizer

14. Considerando ainda a figura feita por Joaozinho, determine a expressao que

calcula a area da figura formada:

(a) 2%+ 4zy
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(b) 222 + 2y?
(c) 2zy?
(d) Nao sei dizer



APENDICE B
CARTAO DE RESPOSTAS - GRUPO

Abaixo temos uma sugestao de modelo de cartao de respostas a serem

preenchidos pelo grupo nos encontros.

Data:  / /
Aluno 1: Aluno 3:
Aluno 2: Aluno 4:
Anote aqui todas as representagdes dos lados de cada uma das pecas do
Tangram.
y —_—
Paralelogramo -
Quadrado
Triangulos pequenos Triangulo médio

Triangulos grandes —




APENDICE C
LISTA - EXERCICIOS - INDIVIDUAL OU
EM GRUPOS

A seguir colocamos sugestoes de exercicios que podem ser trabalhados para

que os estudantes possam fixar e/ou aperfeigoar seus estudos.
Exercicios de Fixacao e Aperfeicoamento

1. Observe as 7 pecas do Tangram, a seguir, e identifique as medidas de cada

lado, sabendo que as medidas dos lados do triangulo pequeno sao x, x e y.

Triangulo pequeno Paralelogramo o

/\Quadrado

Triangulo pequeno Triangulo médio

2. Observe o quadrado a seguir, construido com as sete pecas do Tangram, con-
tendo dois triangulos pequenos, um triangulo médio, dois tridngulos grandes,
um quadrado e um paralelogramo.

Sabe-se que o menor dos tridngulos da figura tem suas medidas representa-
das pelos monémios x, = e y. Nestas condi¢oes determine o perimetro P do

quadrado de 7 pecas.
(A) P =2x+ 6y.

(B) P = 8u.
(C) P =4x+4y.
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Triangulos grandes

(D) P =38y.

3. Temos a seguir, um hexigono construido com as sete pecas do Tangram.

Sabe-se que o menor dos tridngulos tem suas medidas representadas pelos

monoémios z, x e y. Nestas condi¢oes determine o perimetro P do hexagono.

(A) P=4x+2y.
(B) P =6x+ 3y.
(C) P=8x+2y.
(D) P =2z + 8y.

4. Temos a seguir, um triangulo construido com as sete pecas do Tangram.
Sabe-se que o menor dos tridngulos tem suas medidas representadas pelos

monodmios z, x e y. Nestas condi¢oes determine o perimetro P do triangulo.
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5. A figura a seguir mostra um paralelogramo construido com as 7 pegas do

Tangram.

Sabe-se que o menor dos tridngulos tem suas medidas representadas pelos
monoémios x, x e y. Nestas condi¢oes determine o perimetro P do paralelogramo

de sete pecas.

6. A figura a seguir foi construida com as 7 pecas do Tangram.
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Considere que o menor dos tridngulos, que a compoem, tem suas medidas

representadas pelos mondémios x, x e y. Nestas condi¢oes determine o perimetro

P desta figura.

(A) P =8z + 6y.
(B) P =10x + 6y.
(C) P=4x+ 8y.
(D) P =4z + 6y.

Observagao ao professor: Note que esta figura é um heptagono e podemos utilizar
a ideia de simetria para calcular uma parte e concluir pela outra, ou identificar as

medidas de cada peca e em seguida efetuar a soma dos lados desta figura. Veja a

indicacao das medidas encontradas na Figura C.1.

Figura C.1: heptdgono e suas medidas

A
Xy—bc

C™ ~

4x

Fonte: autoria propria

Perceba que para encontrar as medidas de alguns dos lados desta figura
tivemos que utilizar uma subtracao pois, para determinar a medida do segmento

AB, precisa-se efetuar AC — AB como mostra a Figura C.2.
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Figura C.2: Conclusdes sobre algumas medidas do heptdgono

C C

Fonte: autoria propria
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