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Resumo

A estatistica circular tem aplicagboes em diversas areas cujos dados possuam direcoes,
angulos ou tenham comportamento periddico, tais como: direcao de migracao de animais,
dos ventos ou de materiais geologicos, horarios de pico de transito ou de nascimento de
inseto, além de coordenadas geogréficas entre outros. No entanto, em nosso cotidiano
podemos avaliar instintivamente, de forma equivocada, dados com caracteristicas angulares
de forma classica, utilizando a estatistica descritiva linear. Assim, o objetivo deste trabalho
foi estudar a teoria da estatistica circular e comparar os resultados entre a estatistica
descritiva linear, ou seja, utilizada para dados na reta real, contemplada no ensino regular
e a estatistica circular, evidenciando a importancia do estudo desta para dados angulares
e apresentar graficos circulares, com o auxilio do software R. Para aplicacao da teoria sera
utilizado um conjunto de dados reais das coordenadas geograficas das cidades de origem
de alunos da Escola Preparatéria de Cadetes do Ar (EPCAR) comparando as medidas
estatisticas de trés diferentes anos de ingresso.

Palavras-chave: estatistica descritiva circular. média direcional. desvio padrao circular.
boxplot circular. distribuicao von Mises.



Abstract

Circular statistics has applications in several areas whose data have directions, angles or
have periodic behavior, such as: direction of migration of animals, winds or geological
materials, times of peak traffic or insect birth, in addition to geographic coordinates
between others. However, in our daily lives, we can instinctively evaluate, in a wrong
way, data with angular characteristics in a classical way, using linear descriptive statistics.
Thus, the objective of this work was to study the theory of circular statistics and compare
the results between linear descriptive statistics, that is, used for data on the real line,
contemplated in regular education, and circular statistics, evidencing the importance of
studying the latter for data angular and present circular graphics, with the aid of the R
software. For application of the theory, a set of real data of the geographic coordinates of
the cities of origin of students of the Preparatory School for Air Cadets (EPCAR) will be
used, comparing the statistical measures of three different entry years.

Keywords: circular descriptive statistics. directional average. circular standard deviation.
circular boxplot. von Mises distribution.
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1 INTRODUCAO

Observa-se em diversas areas de conhecimento um enorme interesse em estudar fenomenos
que fornecem dados direcionais ou medidas angulares. De fato, quando estamos interessados
em estudar fenomenos cujos dados possuem direcoes, tais como: direcao dos ventos,
transporte de materiais geoldgicos, direcao de migracoes de animais, entre outros a

ferramenta ideal é denominada estatistica circular.

Os dados direcionais podem ser representados geometricamente por pontos em uma
circunférencia centrada na origem do sistema do plano cartesiano e pode-se também utilizar
a representacao em coordenadas polares, observe que quando se fixa um determinado ponto
P no plano cartesiano cujas coordenadas sao (x,y), esse ponto P possui uma distancia r
em relacao a origem, ao assumir um vetor que esteja no eixo das abscissas e, ao rotacionar
este vetor no sentido anti-horario até que o mesmo passe por P, o deslocamento formado
entre o vetor e o eixo x definird um angulo 6, desta maneira P podera ser retratado como

(rcosf,rsenf), assim é possivel analisar cada dado disponivel de forma angular.

Constata-se ainda que, ao analisar dados direcionais e o interesse esta apenas em estudar
a direcao e nao a magnitude do vetor, a andlise é facilitada pela representacao através de

vetores de comprimento unitario.

Em especial, um conjunto de dados que apresenta coordenadas geograficas pode ser
transformado e analisado como medidas angulares. No entanto, ha uma predisposicao em
querer manipular esses dados circulares com as ferramentas da estatistica descritiva linear
o que resultaria em solugdes nao confidveis, alguns autores apresentam o uso da estatistica

circular para exemplificar tal conjunto de dados [1] [2] [3].

O ensino da estatistica descritiva linear esta previsto na Base Nacional Curricular Comum
- (BNCC), no item 5.2.1.1, que trata sobre as consideracoes sobre a organizagao curricular
para o ensino médio, segundo habilidade (EM13MAT316), é estabelecido como meta para o

ensino de estatistica que os alunos possuam um dominio em "Resolver e elaborar problemas,

12



1. INTRODUCAO 13

em diferentes contextos, que envolvem célculo e interpretacao das medidas de tendéncia
central (média, moda, mediana) e das medidas de dispersao (amplitude, variancia e desvio
padrao)”[4], bem como andlise e interpretagoes de gréficos. Particularmente, as médias
que sao discutidas, geralmente, nas salas de aulas sao as médias aritmética, geométrica,
harmonica. No entanto, nao ha nenhuma mencao sobre as médias de dados angulares,

apesar de sua extensa aplicabilidade.

Diante do exposto, este trabalho visa apresentar o uso da estatistica circular como

ferramenta para analise de dados angulares e seu uso aplicado no conjunto de dados dos

alunos da Escola Preparatéria de Cadetes do Ar (EPCAR).

Inicialmente, serd apresentado uma revisao sobre os conceitos basicos no ambito da
estatistica circular, tais como medidas descritivas, distribuicao de probabilidade e testes
de hipodteses, juntamente com a exibi¢ao de medidas de posicao e dispersao advindas da

estatistica linear para fins de comparacgao entre as duas areas de estudo.

Posteriormente, esses conceitos serao utilizados em um estudo direcional sobre a proce-

déncia dos estudantes que ingressaram na EPCAR entre os anos de 2020 a 2022.



2 ESTATISTICA DESCRITIVA
CIRCULAR

Para ilustrar o problema abordado neste trabalho, pode-se avaliar uma situagao simples
dada por uma amostra com apenas dois dados angulares, como por exemplo P = 45° e

@ = 315°. Ao calcular a média aritmética usual desses dados obtem-se o seguinte resultado:

45° 15°

Contudo, ao plotar tais dados na circunferéncia, nota-se que a média aritmética 180°
nao condiz com o esperado da Figura(2.1), sendo que o valor mais intuitivo seria a média
igual a 0°. Assim percebe-se a necessidade de utilizar outro recurso estatistico para obter

medidas mais condizentes.
Figura 2.1: Representacao dos pontos P e Q.

YA

180 ol/ 45° 0°

Fonte: Os Autores.

Seja (x,y) coordenadas de um ponto P no plano cartesiano, observe que este mesmo

ponto P = (z,y) pode ser representado sobre uma circunferéncia de centro O = (0,0) e

14



2. ESTATISTICA DESCRITIVA CIRCULAR 15

raio r, pois a distancia do ponto P ao centro O, denotada por d(O,P) = r, satisfaz as

condigoes de P pertencer a circunferéncia (Figura 2.2).

Figura 2.2: Representacao de um ponto P.

P
e

Fonte: Os Autores.

Note que OP = r e que o menor angulo formado por OP com o eixo x é 0, entdo

aplicando as relagoes métricas de um triangulo retangulo obtemos

cos(f) = % & x=rcosl (2.1)

sen(d) = % &y =rsend (2.2)

assim o ponto P = (x,y) pode ser representado por P = (rcosf, rsenf). Parar = 1,

tem-se que o ponto P pertence a um circulo unitdrio caracterizado por P = (cosf, sen?).

2.1 Meédia Direcional

Considere, uma amostra aleatéria de tamanho n dada pelos pontos Py, P, Ps, ..., P, em
um circulo unitéario, e seus respectivos angulos 64, 65, 05, ..., 8, em relagao ao eixo x. Cada

ponto P; pode ser representado por um vetor P; = (cosf;,sen ;) em que o comprimento
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R do vetor resultante dos n vetores unitarios, sera dado por

R = (i Ccos 9i> + (i sen 92-) (2.3)

i=1 =1

Assumindo C'=)""  cosf; e S =" senb;, o comprimento do vetor resultante serd

descrito pela seguinte igualdade:
R=vV(C?+ 52 (2.4)

Em seguida, serd apresentado o conceito da Média Direcional (), sendo que esta média

tem a mesma dire¢do que o centro de massa do circulo unitario [5].

O centro de massa sera dado por M = (C, S) tal que

N
== : 2.
C "2 cos 0; (2.5)
S 1§ 0 (2.6)
= — no; .
pa sen 6;

Define-se também o comprimento médio resultante () como sendo o tamanho médio

do vetor resultante e este é obtido pela seguinte equagao.

7= (%zn:cos 9i> + (% Xn:sen 9i> (2.7)

i=1 =1
R=C+$=R=\0+5 (2.8)

— — R
em que 0 < R <1, pois R=—.
n

O comprimento médio resultante é dito como uma medida de dispersao, pois ele fornece
um grau de concentracao dos angulos observados e, quanto mais préximo de 1 o valor de
R esta, menos dispersos estao os pontos. Por outro lado, quanto mais préximo de 0 for

este valor R, menos concentrados estdo os dados [1].
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Deste modo, temos que a Média Direcional é definida como o angulo (6) e deve satisfazer

as seguintes equacoes:

( n (C>
cosf = _(_R)

S
— (9
senf = _(_R)

como

o

5@ = 2O _ U 6

cos (0)

EE

=y

(%)

e, levando-se em consideracdo que a funcao f(z) =
. , - T ~
intervalo é f : ERD) — R, tem-se como consequénc

funcdao f admite inversa, denominada por arcotangente e denotada por f~!: R — }

Figura 2.3: Graficos das fungoes y = tg(z) e z =

9)

=0 (2.10)

C

tg(z), restrita ao dominio cujo

ia que f(x) é bijetiva. Assim, a

I

-
272

arctg(y) respectivamente.

b

Fonte: Os autores.

Ou seja, como a fungao arctg é definida apenas no

primeiro e quarto quadrante, é

necessario uma andlise em relacdo aos sinais do S e C' para que a média angular seja dada
de forma fiel em relacao aos demais quadrantes. Ao examinar as possibilidades dos sinais,
obtem-se o seguinte:

(9)
- <

(©)

I

1.SeS>0eC >0= 0 < arctg g
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()
2.5¢e S>0eC <0= = <arctg = <m;
2 (C)
— _ S
3. SeS<OeC<O:>7r<arcth 3—7T;
(c) 2
_ _ 3 S
4. SeS<OeC>O:>—7T<arcth§27r.
2 (©)
portanto, o valor da média direcional sera obtido pelas seguintes expressoes:
©) -
arctg , e S>0eC >0
(?
0 = { (5) (2.11)

arctg(T—l—w, se C <0

9
(5)

. (@)

arctg —+ 421, se S <0e C > 0.

Para exemplificar esta parte tedrica e retomando ao exemplo ficticio citado anteriormente

com dois dados angulares segue que sua média circular pode ser encontrada através dos

seguintes passos:

Primeiramente, calcula-se o centro de massa M dos pontos P = 45° e () = 315° segundo

as equagoes (2.5) e (2.6).

1
O:§;cosﬁi
:%( s (45°) + cos (315%))
1 \/_ V2
2 2
V2
T2
g = Zsen@i

@
I
—

N = N = N =

—~
[02]

en (45%) + sen (315%))
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deste modo, o comprimento médio do vetor resultante conforme (2.8) é

R=1\/C +58
2
2
\(2) v
_ V2
2
assim, a média direcional (2.9) serd
c V2
cosf = Q =2 =1
(R) ¢
sen ) = @ = % =0
(R) ¢
portanto,
0= arctg (i)

Logo, a média circular § dos angulos 45° e 315° é igual a 0°. Para ampliar o entendimento

do assunto, apresenta-se a seguir um exemplo adaptado de [6]:

Exemplo: FEm colmeias de abelhas foi realizado um estudo sobre a direcao do voo nupcial
de 11 rainhas, em relagao a entrada da colmeia obtendo-se os seguintes resultados conforme
Tabela (2.1). Em seguida, estao plotados a diregdo do voo dessas rainhas bem como a

dire¢ao da média aritmética linear (gréfico a esquerda) e a diregao média circular (grafico

a direita).

Tabela 2.1: Direcao do voo nupcial, em graus, das 11 rainhas.

Rainha | 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11
Angulos | 87 343 71 112 86 340 357 65 93 302 &9

Fonte: Adaptado de Ayres (2007).
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Figura 2.4: Direcao do voo, em graus, das 11 rainhas.

L
*

'&ENAANTMET\CA
80—

\ Sy
\ _ 7

Fonte: Os Autores.

A média aritmética neste caso sera dada por:

f:87 +343° 471 +11112 + 867 + ... + 89 ~ 176,827

(2.12)

o que nao reflete adequadamente a situacao, pois o valor encontrado de 176,82° esta

bem distante da realidade plotada dos voos das abelhas apresentados na Figura (2.4) da

esquerda. No entanto, com o uso da estatistica circular, tem-se como resultado os seguintes

valores:

1- Média dos cossenos obtida por (2.5):

— 1
C = ﬁ(cos 87° 4 cos 343% + cos 71° + ... + cos 89%) = 0,3532.

2- Média dos senos dada por (2.6):

— 1
S = ﬁ(sen 87% + sen 343° +sen 71° + ... + sen 89°) = 0,4762.

3- Média angular de (2.11):

(0,4762

= 53,4382°.
0,3532) 53,438

4- Comprimento do vetor médio resultante em (2.8):

R =1/(0,3532)2 + (0,4762)2 ~ 0,5929.

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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Nota-se neste exemplo que a média direcional ou angular do voo das 11 rainhas é de
aproximadamente 53,44°, graficamente esta representado a direita da Figura(2.4), e uma
possivel andlise preliminar desses dados com apenas esta parte tedrica apresentada, tem-se
que existe uma certa dispersao das diregoes, pois o comprimento médio do vetor resultante
foi de R = 0,5929, um valor que exprime relativamente uma heterogeneidade das direcoes

dos voos.

2.2 Mediana Circular

A mediana direcional § dos angulos 61, 605,03, ..., 0, é definida como um angulo ® que

satisfaz as seguintes condigdes [5]:

1. A metade dos dados estejam no arco [, ® + 7);

2. A maioria dos dados sao mais préximos de ® do que ® + 7.

Quando o espago amostral n é impar, a direcao da mediana é um dos dados, ou seja,

serd um unico angulo, mais precisamente, o dado da ”TH — ésima posicao. Quando n é
par a direcao da mediana é a média aritmética angular entre os dois angulos centrais do

espaco amostral.

Em relagao ao exemplo das rainhas da Tabela (2.1), se a andlise da mediana for feita
através da estatistica linear, tem-se que o conjunto de dados possuem 11 elementos, ou
seja, n é impar e, ordenando-os por ordem crescente, obtem-se como resultado o valor que

ocupa a 6% posicao desta amostra. De fato,

(65° 71° 86° 87° 89% 93° 112° 302° 340° 343° 357°)

Portanto, a mediana (Me) é igual a 93°. O que nao condiz com a dire¢ao esperada
considerando a Figura (2.4). Em contrapartida, embasado na estatistica circular, a dire¢do
da mediana ® tem que satisfazer as seguintes exigéncias, das quais a metade dos dados
estejam no arco [®, P + 7) e a maioria dos dados estejam mais préximos de ® do que

D 4+ .

Deste modo, a mediana direcional serd ® = 71°, pois, a metade dos dados estao contidos
no intervalo [71°,251°) e a maioria dos dados estao mais préximos de 71° do que do angulo

251°. Graficamente, sera representado um grafico de pontos angulares das rainhas mas
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também o denominado Boxplot circular, sendo este tltimo um grafico que tem como
caracteristica transmitir a idéia de posicao, dispersao e assimetria dos dados, bem como a

posicao da mediana.

Figura 2.5: Mediana direcional do primeiro voo, em graus, das 11 rainhas,
representada pelo grafico dos pontos angulares e pelo Boxplot circular.

Fonte: Os autores.

2.3 Medidas de Dispersao

A variancia circular amostral (V) é uma medida de dispersao circular definida por:

V=1-R 0<V<IL. (2.17)

Neste sentido, quanto menor for o valor de V', maior serd a concentracao dos dados.
Anélise anéloga a variancia utilizada em dados lineares[1]. Novamente, considerando o
exemplo das abelhas (2.1), percebe-se que a estatistica usual ndo fornece dados confidveis,
observe que ao calcular a variancia de forma linear tem-se um valor bem distante dos

dados estudados.

11

2=% (r; —T)> (87 —176,82)> + ... + (357 — 176,82)?

o= = ~ 16133,56.  (2.18)

=1

De acordo com a defini¢ao (2.17) de variancia para dados angulares e utilizando do

resultado do comprimento do vetor resultante em (2.16), tem-se o seguinte:
V=1-R=V=1-0,5929 = 0,4071 (2.19)

Segundo [5], paralelamente a estatistica para dados lineares, ha a necessidade de se

definir o desvio padrao circular por uma transformacao da variancia V. Deste modo,
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define-se como Desvio Padrao Circular a seguinte relacao:

SIS
[NIES

v=[-2In(1-V)]2 & v=[-2In(R)]* €0,0) (2.20)

Para finalizar a andlise entre aplicar a estatistica descritiva linear em vez da estatistica
circular e, obter valores em certos estudos equivocados, como visto até aqui a partir do

Exemplo (2.1), segue abaixo os célculos dos seguintes desvios.

Para a estatistica linear tem-se:

s =Vs? = s =/(16133,56) = 127,02° (2.21)

Com base na definigdo de desvio padrao angular (2.20), observa-se o seguinte:

v=[-2In(1-V)]? = v=1+/—2In(1 - 0,4071) ~ 1,0225 rad ~ 58,59°  (2.22)

Desta maneira, para fins de comparacao e analise dos dados até aqui calculados,
pode-se ver, conforme Tabela (2.2) a seguir, que os dados angulares e lineares das respectivas

medidas analisadas sao bem distintas.

Tabela 2.2: Comparacao dos resultados do exemplo do voo das 11 abelhas
rainhas obtidos através da estatistica linear e angular.

Estatl'stica\ Média Mediana Desvio padrao

Angular 53,44° 71° 58,59°
Linear 176,82° 93° 127,02¢

Fonte: Os Autores.

Portanto, verifica-se que quando se quer estudar dados angulares é necessario
efetuar um estudo mais cauteloso e embasado na estatistica descritiva circular, visto que a
estatistica usual fornece valores totalmente distintos dos valores reais e bem distantes da

interpretacao exigida em um estudo estatistico.

2.4 Distribuicao de Probabilidade Circular

As propriedades das funcgoes de distribuicao circular e as funcoes de densidade de
probabilidade possuem muitos aspectos em comum com as fungoes que sao discutidas na
estatistica linear [7]. No entanto, hd também importantes diferengas que decorrem na

necessidade de se definir as distribui¢oes advindas de dados circulares.
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Uma distribuicao circular é uma distribuicao de probabilidade cuja probabilidade
total estd concentrada na circunferéncia em um circulo unitario. Uma vez que
cada ponto da circunferéncia representa uma diregao, tal distribuicao é uma
forma de atribuir probabilidades para diregoes diferentes ou definindo uma
distribuigao direcional.[8, pg-38]

Em especial, as fungoes de densidade de probabilidade f(A), também conhecidas pela

sigla (fdp), existem se, e s6 se, as seguintes propriedades forem satisfeitas.
L f(A) =0;
2. f(A+2k7m) = f(X) para k € Z;
3. [T F(A) dA = 1.

As distribuicoes circulares, essencialmente, as distribuicoes que relacionam as variaveis

continuas e as massas de probabilidades sao chamadas de distribui¢oes continuas.

Vale destacar que nas distribuigoes continuas existem varios modelos probabilisticos
circulares, dos quais pode-se destacar a distribuicao uniforme, a von Mises, Cardioide,
Arqueadas (Wrapped) entre outras. Neste tépico, serd discutido, de forma bem sucinta,
dentre os varios modelos probabilisticos circulares, a distribuicao circular uniforme conhe-
cida como a mais simples e a distribuicao de von Mises, dita como a mais importante.

Para melhores detalhes, consultar [5], [8].

2.4.1 Distribuicao Uniforme Circular

A funcao de densidade de probabilidade uniforme circular é definida como:

f(A\) = %; 0< X< 2r. (2.23)

A distribuigao uniforme é dita como a mais basica no circulo, é a tnica distribuicao no
circulo que é invariante sob rotacao e reflexao. Haja vista que na distribuicao uniforme
todas as direcoes sao igualmente provaveis, ou seja, nao existe uma direcao preferencial e

além disso o comprimento do vetor resultante é sempre igual a zero [5].

2.4.2 Distribuicao de von Mises

Diante da semelhanga com a distribuigado normal (distribuicao de Gauss) da estatistica
linear, a distribuicao de von Mises é considerada como uma das mais importantes distri-

buicoes de probabilidade circular, visto que muitas de suas propriedades analisadas, tais
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como, simetria, parametros e a propria regularidade sao examinadas de forma andloga
A estatistica linear, assim, a distribuicio de von Mises - vM(f, k), uma funcio a dois
parametros, serd definida como a seguinte funcao de densidade de probabilidade:
f()\; g} H) _ #emos(/\—é) (2'24)
27Io(k)
onde 6 é a direcio média, 0 < 6 < 27 e k é o parametro de concentracio, x > 0. Tem -se
ainda, que Iy(k) representa a fun¢ao de Bessel ! modificada de primeiro tipo e ordem zero,

dada pela seguinte igualdade:

2

1 [ = rr\2 (1
_ = K cos(A) _ v -
(k) = - /0 e ) = z; (2> (T!) (2.25)

Uma observagao importante em relagao ao parametro de concentragao « e a fungao (2.24)
é que quando k — 0, a funcao densidade de von Mises se aproxima da distribuicao circular
uniforme, ou seja, quando k — 0 as direcoes dos dados tendem a uma probabilidade
igualmente provavel na circunferéncia, por outro lado, quando x — oo menor serd a

variabilidade, apresentando entao uma alta concentracao dos dados [8].

2.5 Testes de hipoteses

Semelhante a estatistica linear a estatistica circular possui alguns testes de hipoteses,
como por exemplo, o teste de Rao, teste de Rayleigh, teste de Watson, teste de Kuiper.
A principal finalidade desses testes é estabelecer a qualidade de ajustamento dentre as

distribuigoes de probabilidade ja mencionadas neste trabalho [9].

Mas, especificamente neste trabalho, o teste que sera evidenciado sera o teste de Rayleigh.
O teste de Rayleigh é usado para verificar se uma populacao esta distribuida uniformemente
em torno da circunferéncia. A hipdtese nula (H,) afirma que a populagao apresenta uma
distribuic¢ao circular uniforme, ja a hip6tese alternativa (H;), por sua vez, afirma que a
populacao nao é uniformemente distribuida em torno da circunferéncia e, portanto, existe
uma direcao preferida. O céalculo aplicado neste teste tem como base um valor Z cuja sua

determinacao é dada pela seguinte expressao:

Z = nﬁz, onde n ¢ o numero de observacoes dos dados (2.26)

1A funcdo de Bessel foi definida primeiramente por Daniel Bernoulli, sendo obtida a partir da solucio
de uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem.
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Sabe-se que o R de certa forma, transmite a idéia de concentracio dos dados. Quando a
amostra segue uma distribuicdo uniforme circular, normalmente o valor do R serd pequeno
e quando o valor do vetor médio resultante assume valores préoximos a 1, a hipdtese nula
é rejeitada. Assim, quanto maior for o vetor médio resultante, maior sera o valor de Z
(2.26), o que significa uma maior concentracao dos dados em torno da média, resultando

em uma menor probabilidade destes dados estarem uniformemente distribuidos [9].

A equacao que determina o calculo da probabilidade Z é descrita pela seguinte igualdade:

P(Z > Z) _ 6[\/1+4n+4(n2fnz)7(1+2n)] (227>

Normalmente o nivel de significancia escolhido é 0,05, com isso uma probabilidade menor
a este valor indica que os dados nao estao distribuidos uniformemente, evidenciando uma

direcao tendenciosa dos dados.

Considerando os resultados obtidos da Tabela (2.1) relacionados ao exemplo do voo
nupcial das 11 rainhas, embasados na estatistica circular, tem-se que de acordo com o teste
de Rayleigh o valor Z calculado é de aproximadamente 3,87 e além disso a probabilidade
calculada, segundo equagao (2.27) resulta em um valor-p igual a 0,0172, um valor inferior
ao nivel de significancia adotado de 0,05, portanto, o voo das rainhas nao estao distribuidos
uniformemente em torno do circulo. Logo, a distribuicao de probabilidade que modela este

exemplo é von Mises(0,9326; 1,4805).

Em relagao a curva de densidade von Mises das 11 abelhas rainhas (2.6) juntamente com
o boxplot circular (2.5), ao analisar o gréfico de forma semelhante as realizadas na curva
de distribuicao normal gaussiana, nota-se uma assimetria em torno das medidas de posicao,
0 = 0,9326 rad ~ 53,44° ¢ ® = 1,2391 rad = 71°, que representam, principalmente, a
direcao média dos voos nupciais das abelhas. Mas, percebe-se ainda, que existe uma leve
dispersao dos dados, pois o valor do desvio padrao calculado foi de (v = 1,0225 rad = 58,59°)
o que reafirma o que foi citado nas conclusoes de (2.16) relacionadas ao vetor médio

resultante (R = 0,5929) do exemplo das abelhas.
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Figura 2.6: Grafico da funcao densidade de probabilidade von Mises das

11 rainhas.
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Fonte: Os Autores.



3 USO DA ESTATISTICA CIRCULAR
PARA DADOS GEOGRAFICOS

Dados angulares podem ser obtidos de dados geogréficos. Segundo Falconi [10], para se
obter as distancias entre dois pontos geograficos, é necessario que se obtenha a diferenca
entre as medidas de latitude (DLA) e as diferengas de longitude (DLO) das coordenadas
geograficas desses pontos, a partir dai, é preciso que os valores angulares obtidos da DLA e
DLO sejam tranformados em distancias. O valor das distancias relacionadas as diferencas

de latitude e de longitude sao definidas pela seguinte expressao:
_ s
DLA ou DLO = |¢(60) + min + @] (1.852) metros. (3.1)

tal que as constantes presentes g, min e s sao as medidas de graus, minutos e segundos,
respectivamente. E importante frisar que 1 minuto da circunferéncia terrestre equivale a
uma milha nautica (NM), e uma milha nautica equivale a 1.852 metros. Com o uso das
relagOes trigonométricas entre as localidades, o angulo (a), Figura (3.1), serd encontrado

da seguinte maneira:

(3.2)

A partir deste principio, podem ser calculados os angulos e distancias entre duas cidades
de interesse. Na cidade de Barbacena, MG, esta localizada a Escola Preparatoria de
Cadetes do Ar (EPCAR) que é uma organizagao de ensino do comando da Aerondutica
cuja missao é preparar seus alunos para o ingresso no Curso de Formacao de Oficiais
Aviadores (CFOAV) na Academia da Forga Aérea (AFA). A EPCAR é uma escola de
ensino médio militar, na qual os estudantes aprovados tem acesso a uma formacao completa,
combinada com instrucao militar e fisica. A admissao é feita por meio de concurso publico,
que inclui provas escritas, exames médicos e testes fisicos. Durante os trés anos de estudo,

os alunos recebem uma educacao de alta qualidade, que inclui as disciplinas académicas

28
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comuns exigidas no ensino médio, além de uma educacao militar que abrange topicos de

disciplina, ética, lideranca e trabalho em equipe.

Neste trabalho, serao abordados dados reais relacionados ao perfil dos alunos ingressantes
no Curso Preparatério de Cadetes do Ar (CPCAR) desta institui¢ao. Os dados refere-se
aos estados de origem dos alunos aprovados nas turmas denominadas Anhur, Hércules e
Cavok, 3°,2° e 1° ano respectivamente. Este conjunto de dados sera utilizado para verificar
a dispersao dos ingressantes nesta escola, haja vista, que este estabelecimento possui um
concurso a nivel federal e anual, as provas sao aplicadas em todos os estados do pais e
para que se tenha uma nogao da relagao cadidato/vaga dessas trés turmas, a média geral
entre as inscrigoes deferidas foram de 126, 75 e 135 por vaga dos ingressantes em 2020,
2021 e 2022 respectivamente, ou seja, um concurso muito disputado. Diante disso, a cada
ano, a busca ao éxito da aprovagao se torna ainda mais desafiador, sem contar que os
ingressantes na EPCAR, possuem moradia, planos de satide, um plano de carreira e ainda
sao remunerados com uma bolsa mensalmente, cujo valor, atualmente, esta em torno de

1044 reais.

Inicialmente, foi realizado o levantamento dos estados de origem de cada aluno dos trés
esquadroes e assumiu-se como coordenadas geogréficas de localizacao, latitude (LA) e
longitude (LO), as coordenadas relacionadas as suas respectivas capitais disponibilizadas
pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE). Para determinar as distancias
e as diregoes angulares, foi fixado a cidade de Barbacena/MG, sede da EPCAR, como
ponto referéncial, ou seja, Barbacena foi considerada como o ponto de origem de um
sistema de eixos cartesianos, e as demais capitais como sendo as coordenadas geograficas
de origem dos estados que possuem ao menos um aprovado no concurso. Para exemplificar
essa situacao, serd exposto os calculos dos alunos oriundos do estado de Minas Gerais,
considerando as coordenadas geograficas da capital Belo Horizonte, conforme representagao

grafica a seguir.
De fato, analisando o exemplo da Figura (3.1) tem-se os seguintes resultados.
e Barbacena
LA = 21°13'33" = 1.273,55 min

LO = 43°46'25" ~ 2.626,42 min

e Belo Horizonte
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Figura 3.1: Coordenadas geograficas de Barbacena e Belo Horizonte em
um sistema de eixos cartesianos

Belo Horizonte - LA(19°55°00") LO(43°56'00") A

(DLA)

_.-I a Barbacena - LA(21°13'33" ) LO(43°46°25)

(DLO)

Fonte: Os Autores.

LA = 19°55'00" = 1.195 min

LO = 43°56'00" = 2.636 min
e DLA = 1.273,55 — 1.195 = 78,55 = (78,55)(1.852) = 145.474.,6

e DLO = 2.626,42 — 2.636 = —9,58 = (—9,58)(1.852) = —17.742,16

_ DLA 1454746
- DLO  —17.742.16

145.474.6
—17.742,16

tg(a) = a = arctg ( ) ~ —83,0465

De (2.11), pode-se ver que quando DLA > 0 e DLO < 0 o angulo pertencera ao segundo
quadrante, deste modo, é necessario que seja adicionado 180° para ajustar o quadrante,
assim, a = —83,0465 ~ 97°. Portanto, segue que a direcao angular de Belo horizonte em
relagao a cidade de Barbacena serd de 97°. Para o calculo de distancia entre as localidades,
leva-se em consideragao a distancia em linha reta das cidades. Assim, com suporte nas

relagoes trigonométricas, ao aplicar o teorema de Pitagoras, segue o valor da distancia

entre Barbacena e Belo Horizonte:
d’> = DLA? + DLO?
= (145.474,6)* + (—17.742,16)* =

d ~ 147.000 metros ~ 147 km
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Figura 3.2: Distancia em linha reta entre Barbacena e Belo Horizonte

Sete Lagoas,
e

Divinopolis
i

Juiz de Fora

Fonte: Os Autores.

Repetindo estes procedimentos para as demais localidades, juntamente com o auxilio do
software R [11] e seus pacotes Circular e CircStats em busca de suporte matemadtico para a
exibi¢ao dos resultados, foi calculado os demais angulos e distancias entre Barbacena e as
capitais dos varios estados contemplados com pelo menos um aluno aprovado no CPCAR,
como se pode observar nas Tabelas (3.1), (3.3) e (3.5) listadas a seguir. Posteriormente
a isso, serao apresentados resultados relacionados as medidas de posicao e dispersao
embasados de acordo com a teoria da estatistica circular e linear a fins de andlise e
comparacao entre resultados obtidos, conforme descritos nas Tabelas (3.2), (3.4) e (3.6). E
também serao listados os seguintes graficos, denominados como grafico de pontos, diagrama

de rosas e os boxplot angular e linear respectivamente.

Por meio da Tabela (3.1) referente a turma Anhur, ou seja, o 3° ano, segue os resultados
relacionados as medidas de posicao e dispersao, segundo as teorias citadas de estatistica,

conforme Tabela (3.2).
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Tabela 3.1: Estados de origem dos alunos do 3° esquadrao da EPCAR,
ingressantes no ano de 2020 e suas respectivas coordenadas geograficas

considerando as distancias das capitais em relagao a Barbacena - MG.
Estado Nidmero de alunos  Latitude Longitude Dire¢ao(°) Distancia(km)
Barbacena/MG - 21°13'33"  43°46'25" 0 0
CE 1 3°43'06"  38232'34" 73,4 2031
DF 6 15°47'38"  47°52'58" 127.1 757
ES 1 20°19'08"  40°20'16" 14,8 395
GO 1 16°40'00"  49°15'00" 140,3 792
MG 27 19°55°00"  43°56'00” 97.0 147
MS 2 20°28'53"  54°36'58" 176,1 1208
MT 1 15°35'45"  56°05'49" 155,5 1506
PA 1 1°27'21"  48°30'14" 103,5 2259
PE 6 8°03'14"  34°52'51" 56,0 1766
PR 5 25025'47"  49°16'19" 2174 769
RJ 82 22054'10"  43°12'28" 288,7 197
RN 6 5047'42"  35°12'32" 61,0 1961
RS 3 30°01'58"  51°13'48" 229.8 1283
SC 2 27°35'49"  48°32'56" 2332 885
SP 24 23°33'01"  46°38'02" 219,1 410
Total 168 - - -

Fonte: Os Autores

Tabela 3.2: Parametros dos dados circulares e lineares dos alunos do 3°
esquadrao da EPCAR, ingressantes no ano de 2020.

Medidas Angulares \ Medidas Lineares
parametros radianos  graus valores

0 -1,621028  267,2 T = 214,9°

R 0,3251445 - -

P 5,038766  288,7 Me = 231,5°
V 0,6748555 52 = 7473,93

v 1,49899 85,9 s = 86,45°

K 0,6876911 - -

Teste de Rayleigh (valor-p) < 0,05

Fonte: Os Autores
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Para a turma do 2° ano tem-se os demais dados relacionados a origem e a distancia dos
alunos ingressantes na EPCAR no ano de 2021, turma Hércules e, a partir dos calculos
angulares e lineares desta turma, serdo listados os resultados da turma na Tabela (3.4).

Tabela 3.3: Estados de origem dos alunos do 2° esquadrao da EPCAR,

ingressantes no ano de 2021 e suas respectivas coordenadas geograficas
considerando as distancias das capitais em relacao a Barbacena - MG.

Estado Nimero de alunos Latitude Longitude Diregao (°) Distancia(km)
Barbacena/MG. - 21°13'33"  43°46'25" 0 0
AL 1 9°39'57"  35°44°06" 55,2 1565
BA 2 12°58'13"  38°30'45" 57,5 1088
CE 3 3°43'06"  38°32'34" 73,4 2031
DF 5 15°47'38"  47°52'58" 127.1 757
ES 1 20°19'08"  40°20'16" 14,8 395
GO 3 16°40'00"  49°15'00" 140,3 792
MG 25 19°55'00"  43°56'00” 97,0 147
MS 2 20°28'53"  54°36'58" 1761 1208
PB 4 7°0708"  34°52'53" 57,8 1853
PE 5 8°03'14"  34°52'51" 56,0 1766
PI 1 5°05'20"  42°48'07" 86,6 1797
PR 4 25°25'47"  49°16'19" 2174 769
RJ 108 22054'10"  43°12'28" 288,7 197
RN 8 5047'42"  35°12'32" 61,0 1961
RO 1 8°45'43"  63°54'14" 1482 2631
RR 1 2049'12"  60°40'19" 132,6 2777
RS 5 30°01'58"  51°13'48" 229.8 1283
SC 2 27°35'49"  48°32'56" 233,2 885
SE 1 10°54'36"  37°04'12" 57,0 1367
Sp 33 23°33'01"  46°38'02" 219,1 410
Total 215 - - -

Fonte: Os Autores
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Tabela 3.4: Parametros dos dados circulares e lineares dos alunos do 2°
esquadrao da EPCAR, ingressantes no ano de 2021.

Medidas Angulares

\ Medidas Lineares

parametros radianos  graus valores

0 -1,539578  271,8 T = 216,5°
R 0,3575781 - -

o 5,038766  288,7 Me = 288,7°
1% 0,6424219 52 = 7654,23
v 1,434156 82,2 s = 87,49°
K 0,7657484 - -

Teste de Rayleigh (valor-p) < 0,05

Fonte: Os Autores

Analogamente as turmas do terceiro e segundo ano, segue a Tabela (3.6) com os resultados

estudados da turma Cavok em relacao aos angulos e distancias das demais localidades que

contemplam algum aprovado nesta turma.
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Tabela 3.5: Estados de origem dos alunos do 1° esquadrao da EPCAR,
ingressantes no ano de 2022 e suas respectivas coordenadas geograficas
considerando as distancias das capitais em relacao a Barbacena - MG.

Estado Nimero de alunos Latitude Longitude Dire¢ao(°) Distancia(km)
Barbacena/MG. - 21°13'33"  43°46'25" 0 0

AM 1 3°4'25"  60°0'20" 130,7 2662
BA 4 12058'13"  38°30'45" 57,5 1088
CE 1 3°43'06"  38232'34" 73,4 2031
DF 4 15°47'38"  47°52'58" 127.1 757
ES 2 20°19'08"  40°20'16" 14,8 395
GO 3 16°40'00"  49°15'00” 140.3 792
MG 22 19°55'00"  43°56'00" 97,0 147
MS 1 20°28'53"  54°36'58" 176,1 1208
PA 2 1°27'21"  48°30'14" 103,5 2259
PB 1 7°07'08"  34°52'53" 57,8 1853
PE 1 8°03'14"  34°52'51" 56,0 1766
PR 2 25°25'47"  49°16'19" 2174 769
RJ 50 22054'10"  43°12'28" 288,7 197
RN 4 5047'42"  35°12'32" 61,0 1961
RO 1 8°45'43"  63°54'14" 148,2 2631
RR 2 2049'12"  60°40'19" 132.,6 2777
RS 5 30°01'58"  51°13'48" 229.8 1283
SE 1 10°54'36"  37°04'12" 57,0 1367
SP 19 23033'01"  46°38'02" 219,1 410

Total 126 - - -

Fonte: Os Autores

Tabela 3.6: Parametros dos dados circulares e lineares dos alunos do 1°
esquadrao da EPCAR, ingressantes no ano de 2022.

Medidas Angulares \ Medidas Lineares
parametros radianos  graus valores
0 -1,894139  251,5 T =197,8°
R 0,1825491 - -
) 5,038766  288,7 | Me = 219,1°
Vv 0,8174509 s? = 8083,16
v 1,844308  105,7 s = 89,91°
K 0,3713504 -
Teste de Rayleigh (valor-p) < 0,05

Fonte: Os Autores
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Em seguida, estao listados os demais gréaficos de pontos e o diagrama de rosas das res-
pectivas turmas, Anhur, Hércules e Cavok, que apresentam em sua esséncia, as frequéncias
das vagas ocupadas em relacao as direcoes angulares. E a fim de comparacao entre a
estatistica circular e a estatistica linear, estao listados os graficos denominados boxplot
angular e linear, uma andlise que se nota entre estes graficos é o fato que se o estudo
fosse embasado pela estatistica linear, os dados apresentariam uma dispersao muito mais
alta que de fato ocorre na distribuicao das vagas, ou seja, o boxplot linear aparenta uma
dispersao das vagas muito maior que a realidade, sem contar que nesta analise nao existem
nenhum ponto discrepante nos dados das turmas Hércules e Cavok, o que nao é verdade

segundo os boxplot circulares dos respectivos anos.

Figura 3.3: Grafico de pontos das turmas ingressantes nos anos de 2020,
2021 e 2022 respectivamente.

Fonte: Os Autores.
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Figura 3.4: Diagrama de pontos das turmas ingressantes nos anos de 2020,
2021 e 2022 respectivamente.

Ingressantes em 2020 - 3° ano.

Frequéncia

Radianos
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1 T 1 T 1
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Fonte: Os Autores.
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Figura 3.5: Diagrama de rosas, boxplot circular e linear da turma ingres-
sante no ano de 2020.

Ingressantes em 2020 - 3° ano.

100 150 200 250
L L L L

50
L

Fonte: Os Autores.

Figura 3.6: Diagrama de rosas, boxplot circular e linear da turma ingres-
sante no ano de 2021.

Ingressantes em 2021 - 2° ano.

Fonte: Os Autores.

Figura 3.7: Diagrama de rosas, boxplot circular e linear da turma ingres-
sante no ano de 2022.

Ingressantes em 2022 - 1° ano.

Fonte: Os Autores.



4 DISCUSSOES

Para que se possa ter condigoes de argumentagao em relagao ao ingresso dos alunos
no concurso do CPCAR nos diferentes anos analisados até aqui, foi aplicado o teste de
Rayleigh afim de verificar se de fato os dados analisados possuem uma distribuicao uniforme
em torno de uma circunferéncia. A partir deste teste, verificou-se a rejeicao da hipdtese
nula (Hy), pois, segundo os resultados do valor-p, destacados nas Tabelas (3.2), (3.4),
(3.6), todos sao inferiores ao nivel de significancia adotado de 0,05, consequentemente,
considerou-se a hip6tese alternativa (H;) que afirma que os dados possuem uma tendéncia
direcional, o que nos da suporte para um melhor ajuste das distribuicoes de probabilidade,

ou seja, os dados possuem uma distribuicao von Mises.

Diante dos fatos, foi realizado o ajuste dos dados conforme as definigoes de distribuicao
de probabilidade de von Mises, o que confirmou uma periodicidade direcional em relagao
aos alunos aprovados no CPCAR. Percebe-se claramente no Grafico (4.1) que nos anos de
2020, 2021 e 2022, ingressantes avaliados neste trabalho, tanto a média direcional quanto
a mediana para dados circulares sao valores acima de 4 e proximos a 5 radianos, algo em
torno de 4,7 rad aproximadamente, valores que remetem a direcao angular do estado do
Rio de Janeiro. O que confirma os célculos apresentados nas Tabelas (3.2),( 3.4) e (3.6) do
terceiro, segundo e primeiro ano, pois, os valores das médias direcionais calculados foram
0 = —1,621028 rad = 267,2°, 6 = —1,539578 rad = 271,8° e § = —1,894139 rad = 251,5°
respectivamente, observa-se ainda, uma predominancia das vagas ocupadas no concurso da

regiao sudeste, algo em torno de 70% e 80%, valores muito significativos e dominantes.

Um possivel destaque que vale a pena enfatizar neste momento, é o fato que neste
periodo de 2020 a 2022 ocorreu a pandemia causada pelo virus SARS-CoV-2 (COVID-19).
O virus foi identificado pela primeira vez em Wuhan, na China, em 31 de dezembro de
2019, e desde entao se espalhou globalmente, causando uma pandemia que afetou milhoes

de pessoas em todo o mundo [12].
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Com base nisso, o terceiro ano, turma Anhur incorporada em 2020, realizou o exame
de admissao em um periodo sem pandemia, em condi¢oes normais, visto que a prova foi

realizada em 07/07,/2019.

Ja a turma Hércules ingressante em 2021, realizou a prova no auge da pandemia, de fato,
em 11/03/2020 a Organizacao Mundial de Saide (OMS) declarou o inicio da pandemia
e em 20/03/2020 o Ministério da Saude declara distanciamento social, o que impactou
totalmente a rotina de estudos nas escolas, ou seja, foi necessario a implementacao de
modelos de aulas até entao distantes da rotina e com realidades bem diferentes em relagao
a0s anos anteriores, observa-se ainda que, normalmente, as provas da EPCAR sao aplicadas
nas ultimas semanas de junho ou nas primeiras semanas de julho, porém neste periodo o
Brasil j& registrava um total de 64365 mortes, o que ocasionou adiamento do exame para

18,/10,/2020.

Em relagao ao primeiro ano, turma Cavok ingressante em 2022, esta turma fez a prova
do concurso em 04/07/2021, ano em que ja havia uma esperanga de controle da doenga
devido o inicio da campanha de vacinagao em 17/01/2021, mas mesmo assim, a pandemia
ainda estava causando muitas mortes, por exemplo em 26/04/2021 o nimero de 6bitos ja
ultrapassava o total de mortes do ano de 2020 e um pouco antes do dia do exame, o Brasil

ja se aproximava de 510 mil mortes pela doenca.

Assim, com base nessas informacoes e principalmente nos resultados dos boxplots
circulares (3.5), (3.6) e (3.7) relacionados as demais turmas, tem-se que estes graficos além
de apresentarem informacoes relacionadas a existéncia de assimetria nas vagas ocupadas,
mostram uma concentracao regional nas distribuicoes dos ingressantes em relagao ao pais.
O principal destaque vai para a turma que ingressou em 2021, em se tratando de um
concurso nacional, nesta turma a pandemia influenciou negativamente no preenchimento
das vagas disponibilizadas, as vagas preenchidas ficaram ainda mais concentradas e com
muito mais pontos discrepantes. Porém a turma que entrou em 2022, também na pandemia,
apresentou uma maior dispersao, o que nos remete em uma entrada que contemplou em
alunos oriundos de outros estados que até entao nao possui um alto indice de aprovacao.
Mas mesmo assim, nota-se que os exames realizados em anos com contextos nacionais e
sanitarios totalmente distintos, ainda sim manteve-se a periodicidade e a média direcional

deste concurso nacional.
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Figura 4.1: Grafico da funcao densidade de probabilidade von Mises das 3
turmas.
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Fonte: Os Autores.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Embasados na estatistica circular viu-se que seus métodos, até aqui citados, permitiram
que os dados estudados, oriundos de coordenadas geograficas fossem avaliados de forma
concistente, o que a estatistica linear nao proporcionou, além do mais foi possivel uma

avaliacao sobre a concentracao dos dados bem como sua distribuicao de probabilidade.

Verificou-se através do teste de Rayleigh uma tendéncia direcional dos alunos que sao
aprovados no concurso, confirmando a rejei¢ao da hipdtese nula que garantia a aleatoriedade

dos aprovados.

A ideia deste trabalho foi apresentar, principalmente as medidas de tendéncia central,
levando em consideragao a mé aplicacao da teoria da estatistica linear em dados cuja
abordagem envolvem dados periddicos, angulares ou direcionais. Além do mais, foi citado,
afins de conhecimento, diferentes ferramentas de distribuicao de probabilidade e testes de
hipéteses, claro, dando énfase e apresentando a parte tedrica da distribuicao de von Mises
e do teste de Rayleigh. O que mostrou serem ferramentas essenciais na anélise direcional

dos alunos ingressantes na EPCAR.

Obteve-se também a apresentacao de graficos que até entao nao sao citados no ensino
bésico, como por exemplo o diagrama de rosas e o boxplot circular, o que com suas
apresentacoes podem vir a estimular um olhar critico dos alunos do ensino médio para
dados angulares, ou seja, é possivel mostrar aos alunos, a partir de um simples exemplo,
cuja organizacao de dados se da em torno de uma circunferéncia, tal que cada ponto
desses dados esteja localizado em um angulo proporcional ao seu valor e até mesmo
uma breve introducao das medidas de posicao que envolvem calculos trigonométricos, ou
seja, apresentar uma breve introdugao conceitual sobre a importancia em se ter técnicas
coerentes diante de dados que possuam direcoes. No caso, por exemplo, da EPCAR, o
uso poderia ser inclusive para andlise de resultados em competigdes de tiro ao alvo e/ou

dardos sobre as conclusoes em relagao aos conceitos de precisao, viés e acurécia.
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No mais, uma reflexao diante dos aprovados e da propria instituicao sobre a necessidade
de melhorar a divulgagao nas regidoes com menos incidéncia de aprovados, ou até mesmo

incluir politicas de acesso a fim de amenizar o regionalismo das vagas ocupadas.
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APENDICE A
Comandos utilizados no software R

aluno <- read.delim("C:/Users/Elton/Desktop/aluno3.txt”)
aluno

library(circular)

library (CircStats)

library (NPCirc)

library(bpDir)

library(ggplot2)
tab=rep(aluno$graus,aluno$ni)
tab

alunorad=rad(tab)

alunorad
mean.circular(alunorad)

#F##comprimento do vetor#H#H+#

rho.circular(alunorad)

###mediana direcional ###
median.circular(alunorad)
var.circular(alunorad)

#+#4desvio padrao para dados angulares ###
sd.circular(alunorad)

#+##Parametro de concentracao##+#
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est.kappa(alunorad)
##H#plotar gréificos(Diagrama de rosas)###

rose.diag(alunorad, bins=13, prop=1, pts=F, cex= 0.9, pch=10, dotsep=40, shrink=
1.0)

arrows.circular(mean.circular(alunorad), zero = 0, rotation = "counter”, col = "red”)

#+#4##Gréaficos com pontos: #H#H#

plot.circular(cbind(alunorad), rotation = ”counter”, bins = 80, zero = 0, stack = T,

units = "rads”, axes = T, col = ¢("black”, "grey”), ticks = F) ###boxplot###
circ= as.circular(alunorad)

CircularBoxplot (circ, template="degrees”, place="none”, units="radians”, marg=

"large”, shrink = 1.5, H=F, stack=F, constant= "optimal”)
#+H#H##Estatistica linear###
media= mean(tab)
media
mediana= median(tab)
mediana
variancia= var(tab)
variancia
desviopadrao= sqrt(variancia)
desviopadrao
boxplot(tab, col = "blue”)
Diagrama de pontos

stripchart(alunorad, vertical=F, xlab="Radianos”; col= "blue”, ylab="Frequéncia”, off-

set=0.26, pch = 18, method="stack”, frame= T, cex= 0.5)

##4 von mises HHH

alunol <-read.delim(”C:/Users/Elton/Desktop/aluno.txt”)

alunol
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tabl=rep(alunol$graus,alunol$ni)
tabl

alunoradl=rad(tabl)

alunoradl

circ.disp(alunorad1)
circ.mean(alunoradl)
circ.summary(alunorad1)
est.kappa(alunorad1)

aluno2 <- read.delim(”C:/Users/Elton/Desktop/aluno2.txt”)
aluno2
tab2=rep(aluno2$graus,aluno2$ni)
tab2

alunorad2=rad(tab2)

alunorad2

circ.disp(alunorad2)
circ.mean(alunorad?2)
circ.summary(alunorad2)
est.kappa(alunorad2)

aluno3d <- read.delim(”C:/Users/Elton/Desktop/aluno3.txt”)
aluno3
tab3=rep(aluno3$graus,aluno3$ni)
tab3

alunorad3=rad(tab3)

alunorad3

circ.disp(alunorads)

circ.mean(alunorad3)
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circ.summary (alunorad3)
est.kappa(alunorad3)

plot(function(x) dvm(x,-1.894139, 0.3713504), 0, 4*pi, axes= F, col= "red”, main="Densidade
de Distribuigdo Von Mises relacionada aos trés esquadroes” xlab = "angulo (rad)”, ylab=

"Densidade”)
vm=function(x) dvm(-1.894139, 0.1825491, 0.3713504)
par(new= T)

plot(function(x) dvm(x,-1.539578, 0.7657484), 0, 4*pi, col= "green”, xlab = "angulo
(rad)”, ylab= "Densidade”)

vm=function(x) dvim(-1.539578, 0.3575781, 0.7657484, add= T)

par(new= T)

plot(function(x) dvm(x,-1.621028, 0.6876911), 0, 4*pi, axes= F, col= "blue”, xlab =
"angulo (rad)”, ylab= "Densidade”)

vim=function(x) dvm(-1.621028, 0.3251445,0.6876911)

legend("bottomright”, inset= 0.0001, ¢("197,729”739") cex= 1,lty=1,
col=c("red”,’green”,"blue”),title="Anos”)

#+#4 Teste de Rayleigh###

rayleigh.test(alunorad)
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