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“A Matematica apresenta invencdes tdo sutis que
poderdo servir ndo s para satisfazer os curiosos
como, também para auxiliar as artes e poupar

trabalho aos homens.” (DESCARTES, 1637)



RESUMO

O presente trabalho foi desenvolvido com o intuito de apresentar consideragcdes sobre a impor-
tancia, para o processo de ensino-aprendizagem, de uma abordagem didética com a utiliza¢ao do
Software GeoGebra e a Resolugdo de Problemas para o estudo das fungdes afim e quadrética. A
metodologia abordada foi da pesquisa bibliogréfica, a partir de dados levantados de avaliacdes
externas, que mostram que os alunos estdo com um déficit de conhecimento nesses assuntos
matemadticos e que precisam de abordagens didéticas que visam facilitar e concretizar o processo
de ensino-aprendizagem no estudo dessas fun¢des. A partir disso, foi utilizada uma andlise de

exposicdes e atividades realizadas em sala de aula utilizando o Software GeoGebra.

Palavras-chave: abordagem didatica; funcao afim; fun¢do quadréatica; GeoGebra; resolucao de

problemas.



ABSTRACT

The present work was developed with the intention of presenting considerations about the impor-
tance, for the teaching-learning process, of a didactic approach with the use of the GeoGebra
Software and Problem Solving for the study of affine and quadratic functions. The methodology
approached was a bibliographical research, based on data collected from external evaluations,
which show that students have a deficit of knowledge in these mathematical subjects and that
they need didactic approaches that aim to facilitate and implement the teaching-learning process
in the study. of these functions. From this, an analysis of exhibitions and activities carried out in

the classroom using the GeoGebra Software was used.

Keywords: didactic approach; affine function; quadratic function; GeoGebra; problem solving.
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1 INTRODUCAO

A Matemitica € vista por muitos alunos como uma matéria dificil, tediosa e por isso
criam o estigma que ndo conseguem aprendé-la. Devido a isso, os desafios que os professores
encontram no processo ensino-aprendizagem sao muitos.

O grande obstaculo que o professor, nao apenas de Matematica, enfrenta hoje é a
lacuna de conhecimentos que os alunos trazem consigo, a qual pode ter se agravado com o
fechamento das escolas, o que impds a implanta¢ido do ensino remoto para amenizar o prejuizo
no processo de aprendizagem causado pela pandemia do Covid—19, porém, essa modalidade
de ensino trouxe pontos negativos. Podemos citar como exemplo a reducdo da interacao social,
pois sem essa ela o desenvolvimento, raciocinio e consequentemente o estimulo do aluno ao
conhecimento pode ficar prejudicado. Sem essa interacd@o, os professores estao menos disponiveis
a tirarem as duvidas dos assuntos estudados e o processo de ensino-aprendizagem se torna menos
efetivo.

A lacuna de conhecimentos matematicos e o estigma que ndo se consegue aprender
Matematica, faz com que os alunos fiquem desmotivados e umas das consequéncias disso é o
mal desempenho nas avaliagdes escolares e externas.

Em Matemadtica para ndo — matemadticos (SANTALO, 2001) diz que

“A missao dos educadores € preparar as novas geragdes para o mundo em que
terdo que viver. Isto quer dizer proporcionar-lhes o ensino necessario para que
adquiram as destrezas e habilidades que vao necessitar para seu desempenho

com comodidade e eficiéncia, no seio da sociedade que enfrentardo ao concluir
sua escolaridade.” (SANTALO, 2001, p. 11).

Na direcdo de trazer alternativas para tornar o ensino de Matematica mais dinamico e,
com isso mais efetivo e com o intuito de tornar-se um material de apoio ao professor para as suas
aulas, de maneira a conduzir o aluno a construir e desenvolver conceitos e procedimentos mate-
maticos, compreendendo e atribuindo significado concreto ao que ele estd fazendo e aprendendo,
propomos, nessa dissertagdo, uma anélise de dados de avaliacdes externas, os quais mostram
a necessidade de um estudo mais concreto dos assuntos de fungdes afim e quadritica. Com
isso, apresentamos uma abordagem didética no estudo dessas fung¢des, através de exposicoes e
atividades realizadas em sala de aula, utilizando o software GeoGebra e a resolugdo de situacdes
problema.

Este trabalho estd organizado em capitulos da seguinte maneira:
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No capitulo 2, faremos uma abordagem formal da funcao afim, citando, por exemplo,
o grafico, as raizes, as funcoes crescentes e decrescentes e a imagem da funcao.

No capitulo 3, faremos uma abordagem formal da fun¢do quadratica citando, por
exemplo, a forma candnica, as raizes, as coordenadas do vértice, o grifico e o conjunto imagem
da funcdo.

No capitulo 4, falaremos sobre avaliacOes externas e a sua importancia para o
diagnostico das politicas publicas ja implementadas. Entre as avaliagGes externas, citaremos
0 Saeb, no ambito nacional, o SPAECE e as Avalia¢cdes Diagnoésticas do SISEDU, no ambito
do Estado do Ceara. Iremos fazer uma andlise dessas avaliagdes para justificar uma abordagem
didética, afim de, facilitar e melhorar o processo de ensino-aprendizagem no ensino das fun¢des
afim e quadrética.

No capitulo 5, falaremos sobre a importancia de abordagens didéticas no contexto
escolar, citaremos no estudo das funcdes afim e quadraticas a utilizagdo do Software GeoGebra e
a Resolugdo de Problemas presentes no Material Estruturado do SISEDU e no ENEM.

No dltimo capitulo 6, faremos as consideracdes finais desta dissertagao.
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2 A FUNCAO AFIM

Definicao 1 Uma funcdo f : R — R chama-se afim quando existem constantes a, b € R, com

a # 0, tais que f(x) = ax+ b para todo x € R.

Exemplos de funcdo afim:
i. f(x)=x+5,coma=1eb=375;
ii. f(x)=-2x+6,coma=—-2eb=06.
Existem casos particulares da Fun¢do Afim, que sdo a Funcao Identidade, Fungao
Linear e a Funcdo Constante.
Fungdo Identidade é uma fungdo f : R — R definida por f(x) = x, para todo x € R.
E quando a fungo afim possui como coeficientes a = 1 e b = 0.
Fungdo Linear é uma funcdo f : R — R definida por f(x) = ax, para todo x € R com
a # 0 e que satisfaz as seguintes condicdes:
L flr+x) = () + F();
2. f(mx)=mf(x), para todo m € Z.
Exemplos de Funcao Linear:
i. f(x)=3x,coma=3;
ii. f(x)=—v/5x,coma=—/5.
Fungdo Constante é uma funco f : R — R definida por f(x) = b, para todo x € R.
Exemplos de Funcao Constante:
i. f(x)=7,comb=T,
2

2
ii. f(x)= —3 com b = -3

2.1 Coeficientes da funcao afim

O coeficiente a da funcdo f(x) = ax+ b é denominado coeficiente angular ou decli-
vidade da reta representada no plano cartesiano.

O coeficiente b da fun¢do f(x) = ax+ b é denominado coeficiente linear.
Exemplo:
Na fungdo f(x) = 2x—5 o coeficiente angular € 2 e o coeficiente linear é —5. Observe que, se
x =0, temos f(x) = —5. Portanto, o coeficiente linear é a ordenada do ponto em que a reta corta

0 eixo y.
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2.2 Grafico da funcao

Teorema 2.2.1 O grdfico cartesiano da fungdo afim é uma reta ndo-vertical.

Demonstracdo. Sejam A, B e C trés pontos quaisquer, distintos dois a dois, do grafico cartesiano
da funcdo f(x) =ax+bcoma#0e (x1,y1), (x2,y2) € (x3, y3), respectivamente, as coordenadas
cartesianas desses pontos.

Para provarmos que os pontos A, B e C sdo colineares, mostraremos inicialmente,

que os triangulos retangulos ABD e BCE sao semelhantes.

Figura 1 — Gréfico da funcdo afim 1

yl
C
L R T
Y3 = Y;
3’2- ————————————————— -1’
1
1
:
A Lo :
y1--——|_ _ — D :
Xy =Xy 1 [
i i i -
X4| XZ x3 X

Fonte: (IEZZI; MURAKAMI, 2013).

De fato:

(x1,y1) € f(x) = y1 =ax; +b
(x2,y2) € f(x) = y2 =axa+b
(x3,¥3) € f(x) = y3 =ax3 +b

Subtraindo membro a membro, temos:

y3—y2 = a(x3 —x2)

y2—2 =0(X2 —xl)
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Entao,

Y3=Y2 _Ya—V1 _

X3 — X2 X2 —X1

Como os tridngulos ABD e BCE sao retangulos e t€ém lados proporcionais, entao sao

semelhantes e, portanto, & = 3. Logo os pontos A, B e C sdo colineares. O

Uma outra forma para demonstrar que o grifico de uma funcao afim € uma reta, é
utilizando a Geometria Analitica (distancia entre dois pontos). Para isso, basta mostrar que trés
pontos quaisquer P;, P> e P3 desse grafico sdo colineares. Para que isso ocorra, é necessario e
suficiente que a maior das trés distancias d(Py, P»), d(P», P3) e d(P1, P3) seja igual & soma das

outras duas. Essa demonstracdo pode encontrada em (LIMA et al., 2016).

Figura 2 — Gréfico da fun¢do afim 2

'E

Fonte: (LIMA, 2013).

Em relacdo a Figura 2, veja que b, que é chamado de coeficiente linear, é a ordenada
do ponto onde a reta, a qual representa o gréfico da fungdo f(x) = ax+ b, intersecta o eixo OY .
O numero a é chamado de coeficiente angular dessa reta em relagdo ao eixo OX. Quanto maior

o valor de a mais a reta se afasta da posi¢ao horizontal.
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2.3 Imagem da funcio

Teorema 2.3.1 O conjunto imagem da fungdo afim ndo constante f(x) =ax+b, coma # 0 é R.

Demonstragdo.

—b —b
De fato, qualquer que seja y € R existe x = Y77 cRtal que f(x)=f (y ) =
a

a
a(y;b> +b=y.
a

2.4 Zero da funcao

Definicdo 2 O zero de uma func¢do afim ou raiz da fun¢do é um niimero real x tal que f(x) = 0.

Temos:
b
fx)=0=ax+b=0=x=——,sea#0.
a
Figura 3 — Zero da funcio afim
y A
b
a
Fonte: Elaborada pelo autor.
Exemplos:

i. f(x) =2x+8 = x = —4 é raiz, pois, fazendo 2x+ 8 = 0, temos x = —

wlwm P

5
ii. f(x)=-3x+5=x= 3 ¢ raiz, pois, fazendo —3x+5 = 0, temos x =
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2.5 Funcoes crescente e decrescente
2.5.1 Funcgao crescente

A func¢do afim definida por f(x) = ax+ b é crescente no conjunto X C R se, para
dois valores quaisquer x| e x, pertencentes a X, com x| < xp, tivermos f(x1) < f(x2).

f(x) é crescente quando
Vxl, Xy com x; < X3 = f(xl) < f()C2)

Exemplo:
A fungdo f(x) =2x+ 3 é crescente em R, pois tomando x; < xp = 2x;+3 < 2xy+3

= f(x1) < f(x2) para todo x| e x; € R.

Teorema 2.5.1 A funcdo afim f(x) = ax+ b € crescente se, e somente se, o coeficiente angular

a for positivo.
Demonstragdo.
=
f(x) = ax+ b é crescente = M S>0=
X1 —X2
b) — b _
N (axi +b) — (axy +b) >O:>M>0:>a>0

X1 — X2 X| — X2

«—

a>0ex; <xp=ax; <axy = ax1+by <axy+by =

= f(x1) < f(x2) = f(x) é crescente

2.5.2 Funcao decrescente

A funcdo afim definida por f(x) = ax+ b é decrescente no conjunto X C R se, para
dois valores quaisquer x| e x, pertencentes a X, com x| < xp, tivermos f(x1) > f(xp).

f(x) é decrescente quando
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Vxl, Xy com x; < X3 = f(xl) > f(X2)

Exemplo:

A fungdo f(x) = —x+ 2 é decrescente em R, pois tomando x; < x, = —x] +2 >

—x2+2 = f(x1) > f(x2) para todo xj e x; € R.

Teorema 2.5.2 A Funcdo afim f(x) = ax+ b é decrescente se, e somente se, o coeficiente

angular a for negativo.

Demonstragdo.
=
f(x) = ax+ b é decrescente = fln) = flx) <0=
X1 — X2
b) — b —
= (aXI+ ) (ax2+ ) <O:>—a(x1 x2) <0=a<0

X1 —X2 X1 —X2

<~

a<0ex; <xp)=ax; >axy = ax1+by >axy+by =

= f(x1) > f(x2) = f(x) é decrescente

2.6 Sinal da funcao

Sendo x = — g, zero da fungdo afim f(x) = ax+ b, iremos analisar, entdo, para quais
valores teremos f(x) > 0 ou f(x) < 0.

Devemos considerar dois casos.

19 caso: a >0

f)=ax+b>0ax>-bsx> b

a

b
fX)=ax+b<0ecax<—-beox< ——
a
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Figura 4 — Estudo do sinal da fun¢do afim crescente

Fonte: (COSTA et al., 2017).

2% caso: a <0
b
f)=ax+b>0&ar>—bex<—

b
fX)=ax+b<0sax<—-b&sx>——
a

Figura 5 — Estudo do sinal da fun¢do afim decrescente

e

-b

a

Fonte: (COSTA et al., 2017).
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3 A FUNCAO QUADRATICA

Definicao 3 Uma funcdo f : R — R chama-se quadrdtica quando existem niimeros reais a, b e

¢, com a # 0, tais que f(x) = ax® +bx + ¢ para todo x € R.

Exemplos de fun¢do quadritica:
i. f(x)=2x>+5x—6,coma=2,b=5ec=—6;
ii. f(x)=—-5x*+4,coma=-5,b=0ec=4;

iii. f(x)=x>—4x,coma=1,b=—4ec=0.

3.1 Forma canonica

b b b b
f(x):ax2+bx+c:a<x2+—x+£>:a<x2+—x—|— +£):
a a a a

42 4a2
=allx*+ bx—i— b b ¢ =a
- a 4a? 4a’> a a

() - (%)

Chamando b% — 4ac de A, também chamado de discriminante do trindmio do segundo

grau, temos a forma candnica.

3.2 Zeros da funcao

Os zeros ou raizes da fungio quadritica f(x) = ax* 4+ bx+c, com a # 0,
sdo os valores de x reais tais que f(x) = 0. Entdo, utilizando a forma candnica, as

solucdes da equagio do segundo grau ax? + bx + ¢ = 0 sio dadas como:

+b2 A =0& +b2 A—O(:)
x 2a 402 | o 2a 4a2

@( b)z_A b _ VA —bEVA

ax’+bx+c=0<a

— | =Sex+t—=t—¢
x+2a 4a? x+2a 2a o 2a

Com isso chegamos na Férmula de Bhaskara.
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Exemplo:
f(x) = x>+ 5x — 6, fazendo f(x) = 0, temos x> 4+ 5x — 6 = O entdo, A = 52 —4 x 1 x (—6) =

5449 547

25424 — 49, logo x — -
S+ 9-logox=—"7 2

,daix=1oux=—6.

3.2.1 Numero de raizes

Veja que a existéncia de raizes reais para a equacdo do segundo grau fica dependente
ao fato de /A ser real. Logo, temos trés casos a considerar:

1. A >0, aequacdo terd duas raizes distintas, que sdo:

—b+ VA —b— VA
=— € Xp=—r—

e 2a 2a

2. A =0, a equacdo terd duas raizes iguais, que sio:

b

=00

3. A < 0, como nesse caso sabemos que /A ¢ R, iremos dizer que a equagdo ndo possui

raizes reais.
3.3 Grifico da funciao

O gréafico da funcdo quadratica € uma pardbola. De acordo com (LIMA, 2012),

chama-se pardbola de foco F e diretriz d ao conjunto dos pontos equidistantes de d e F.

Figura 6 — Gréfico da Funcao Quadratica

Fonte: (LIMA, 2012).
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Defini¢ao 4 Dados um ponto F e uma reta d, pertencentes a um plano o, com F ¢ d, seja p a
distancia entre F e d. A Pardbola de foco F e diretriz d é o conjunto dos pontos de o que estdo

a mesma distancia de F e de d. Pardbola = {P € a| PF = Pd}.
O gréfico da fun¢do quadratica
f(x) =ax* +bx+c
¢ uma pardbola, cuja diretriz € a reta horizontal
_ dac—b*—1 —-A—1

Y 4a " da

p_(_b dac=—bP+1\ _( b —A+]
n 2a’ 4a n 2a’  4a

e cujo o foco € o ponto

Exemplo:

2
_dx+4
Dada a fungdo f(x) = % a sua diretriz é aretay = —2 e seu foco é F = (2, 2).

Figura 7 — Grifico do foco e diretriz da pardbola x> — 4x — 8y = —4

- dr — 8y =4

d

diretriz

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Afim de se convencer desse fato, basta verificar que, para todo x € R, vale que o
quadrado da distancia de qualquer ponto P = (x, ax*> + bx +¢) do gréfico de f(x) ao foco F é
igual ao quadrado da distancia do mesmo ponto a reta y.

A dac—b? —1\1° ) dac—b?—1\°
x+— | +|lax*—bx+c— | —— =|ax*+bx+c+—-——
2a 4a 4a

Figura 8 — Grafico da andlise das distancias entre foco e ponto da pardbola e ponto da pardbola e
diretriz

dEG =4

-1
w4
o

d H G

diretriz

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observando a (Figura 8) e sendo os pontos D e E pertencentes a parabola x> — 4x —
8y = —4 e os pontos G e H pertencentes a reta y = —2, veja que (dFD)?> = (dDH)> = 6,25 e
(dFE)*> = (dEG)? = 16.

3.3.1 Concavidade da pardbola

A parsbola que representa a funcio quadratica f(x) = ax> 4+ bx + ¢ pode ter a sua

concavidade voltada para “cima” se a > 0 ou a sua concavidade voltada para “baixo” se a < 0.



Figura 9 — Concavidade da pardbola para (A > 0e a > 0)

Ya
a>0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 10 — Concavidade da pardbola para (A > 0e a < 0)

YA

A\

a<0

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3.2 Madximo e minimo da fungdo
Seja a fungdo quadrética
f(x) =ax* +bx+c

e considere a sua forma candnica

28
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A forma candnica exibe, no interior dos colchetes, uma soma de duas parcelas. A
primeira depende de x e € sempre maior 2ou igual a zero. A segunda é constante. O menor valor
dessa soma € atingido quando <x+ Z) ¢ igual a zero, ou seja, quando x = —%. Nesse ponto,
f(x) também assume seu valor minimo. Portanto, quando a > 0, o menor valor assumido por
f(x)=ax*+bx+cé f (—3) = —A. Se a <0, o valor f (—%) ¢ o maior dos nimeros

2a 4a
f(x), para qualquer x € R.

b A
Definicdo 5 Seja f(x) = ax*>+bx+c, a#0. Sea> 0 o ponto (—2—, —4—) do grdfico de f(x)
a a
b A
é o ponto minimo (Figura 12), isto é, ndo assume valor mdximo. Se a < 0 o ponto (—2—, —4—)
a a

do grdfico de f(x) é o ponto mdximo (Figura 11), isto é, ndo assume valor minimo.

Figura 11 — Méximo da funcio quadratica

y‘

Ym \

valor
maximo

Im (f)

ponto de maximo

Fonte: (IEZZI; MURAKAMI, 2013).
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Figura 12 — Minimo da funcdo quadratica

y

Im (f)

ponto de minimo

Xm

X
valor
minimo ol

Ym

<

Fonte: (IEZZ1; MURAKAMI, 2013).

3.3.3 Vértice da pardbola

O vértice da pardbola pode ser o ponto de maximo ou de minimo da fun¢do quadrética.
Se a concavidade da pardbola for voltada para cima, o vértice € o ponto de minimo da fung¢@o, ou
seja, € o menor valor que a func¢do pode assumir. Se a concavidade da pardbola estiver voltada
para baixo, o vértice € o ponto de mdximo da funcdo, ou seja, o maior valor que a func¢io pode
assumir.

O vértice da pardbola é o ponto V (X,, Y,) onde X, = —% ey, = —%.
Exemplo:
Dada a fungo quadrtica f(x) = x> —x—2,temos A= (—1)> =4 x 1 x (—2) = A =09, entdo o

vértice da pardbola dessa funcdo é dado por:

xo b _1
2a 2
A 9
YT
Aplicacao:

Em uma apresentacdo aérea, um aviao descreve um arco no formato de uma pardbola
de acordo com a seguinte fungo f(x) = —4x? + 120x. Determine a altura maxima atingida pelo
avido.

Solucado:

A altura méxima serd representada por Y.
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120 —4 x (—4) x 0 14400

Y, =—+— Y, =
I (=4) =Y, (_4):>v 3600

Entdo teremos ¥, = —— =Y, =
4a

Logo a altura mdxima atingida pelo avidao de acordo com a fungao foi de 3600 metros.

3.4 Imagem da funcao

Para obtermos a imagem da fun¢do quadrética, tomemos inicialmente a funcdo na

forma candnica:

b\* A b\*
ouseja, f(x) =a|x+—) —-—. Obtemos que | x+ — | > 0 para qualquer x € R; entdo
2a 4a 2a
teremos que considerar dois casos:
1° caso

b 2
a>0=>a(x+ 2—) > 0 e, portanto:
a

2° caso

b 2
a<0=>a(x+ 2—) < 0 e, portanto:
a

2 4a 4a
Resumindo:
A
i. Sea>0=Im(f)= {yG]R|y2_4_}
a

A
ii. Sea<O:>Im(f):{y€R\y§—4—}
a

Teorema 3.4.1 Seja f : R — R a fungdo quadrdtica dada por f(x) = ax* + bx +c.

Afirmamos que:

(i) Sea>0=Im(f) = {yGRlyZ—%};

(ii) Sea <0 = Im(f) = {yeRUﬁ—%}.
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Demonstragdo.

A
Provemos (i). Considere os conjuntos Im(f)eY = {y eER|y> —4—} Seja f(x)
a

+b 2 A
x 2a 4a2

Para tanto, devemos mostrar que Im(f) C Y e Y C Im(f). Para a primeira inclusdo, tomemos

na sua forma candnica, ou seja, f(x) =a . Vamos provar que a Im(f) =Y.

b\> A b\?
y € Im(f). Entdo, existe x ¢ Rtalque y=a(x+—) ——. Noteque ([x+— ) >0
2a 4a 2a

b b A A
para todo x € R. Comoa >0, segue quea(x+—| >0=af(x+—) ——>— =
2a 2a 4a 4a

y > 14 = y €Y e, portanto, Im(f) C Y. Agora, provemos a segunda inclusdo. Dado j € Y,
a
para que tenhamos y € Im(f) devemos mostrar que existe x € R tal que f(x) =y. Como

f(x) = ax* +bx+c,coma, be c € R. Entio, ax> +bx+c = j = ax?> + bx+ (c — ) = 0. Segue,
—b++/b%>—4a(c—Y)

. Nos resta mostrar que 5> —4a(c — ) > 0. Com efeito, por

A —(b*—4 —b*+4
hipétese, temos que y€ Y, oquenosdd y > —— = ( ac) = +ac
4a 4a 4a

teremos 4aj > —b? +4ac = b*> — dac +4aj > 0 = b*> — 4a(c — ) > 0. Portanto, existe x € R

dai, que x =

. Como a >0,

tal que y € Im(f), ou seja, Y C Im(f) e, finalmente, concluimos que Im(f) =Y. A prova de (ii)

€ andloga.

Exemplo:
Determine a imagem da funcio f : R — R definida por f(x) = x> —x — 12.
Solugado:

Comoa=1,b=—lec=—12logo A=b*—4ac=(—1)>—4x1x (—12) =49

e portanto = 49
P 4a 4

49
Como a =1 > 0, temos Im(f) = {ye]R | yZ—Z}.
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3.5 Sinal da funcao

Sendo a fun¢do quadrética f(x) = ax? +bx+c com a # 0, para sabermos quais
valores de x € R teremos f(x) > 0, f(x) < 0e f(x) =0, precisaremos estudar o sinal da fun¢ao
para cada x € R. Com isso temos trés casos:

1. A<O

Se A <0, entdo —A > 0. Da forma canonica, teremos:

b\? A

. p— 2 —_— —_— . i
a-f(x)=a (x—l—za) +( 4a2)] = a- f(x) > 0, ou seja,

a>0= f(x)>0,VxeR

a<0=f(x)<0,VxeR
Exemplo:
fx)=x*—2x+2,tem A= (—2)>2—4-1-2=—-4<0e, comoa=1>0,logo f(x) >
0,VxeR.

2. A=0

Da forma candnica, teremos:

s b\? 0 ) b\? ,
a-f(x)=a (x+%) —(—@) =a (X+Z) =a- f(x) >0, ou seja,

a>0= f(x)>0,VxeR
a<0= f(x)<0,VxeR

Exemplo:

f(x) =x*=2x+1,tem A= (=2)>2—4-1-1=0, entdo f(x) tem duas raizes iguais

x=——=1>0, comisso
2a
flx)>0,Vxe R—{1}
f(x)=0sex=1
3.A>0

Da forma canonica, teremos:
2
b\> (VA b VA b VA
) — 42 — ) [ X= — 42 Z 4 ¥Y= Z _vY=
a-flx)=a (x+2a) <2a> ¢ (x+2a+2a><x+2a 2a
—bE£VA .

Como a férmula que d4 as raizes de uma equacgdo do segundo grau é x = %, isto &,
a

B —b—\/Zex —b+ VA
 2a 2a

X = com x; < X7, entdo a forma candnica se transforma em:
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a-f(x)=d [(x—%x) (x—#)] =a*(x—x1)(x —x2)

O sinal de a - f(x) depende dos sinais dos fatores (x —x;) e (x — x2), ou seja,
i. a>0= f(x) >0, quando x < x; oux > xp, Vx € R, com x| e x; raizes da fungio
ii. a>0= f(x) <0, quando x| < x < x2, Vx € R, com x| e x, raizes da funcéo
iii. a < 0= f(x) <0, quando x < xj ou x > xp, Vx € R, com x; e x; raizes da func¢io
(x)

iv. a<0= f(x) >0, quando x; <x < xp, Vx € R, com x| e x; raizes da funcio

Figura 13 — Quadro 1 — Estudo do sinal da fun¢do quadratica

a=>0 a<<0

A>0 \\// . o/ N

Fonte: (EXTENSIVO Enem, [S. I.]: Descomplica 2018).

Exemplo:

f(x)=x*—x—6,tem A= (—1)?>-1-(—6) =25 > 0, entdo f(x) tem duas raizes

reais e distintas:

—b—vVA 1-5 —b+VA 145
2a 2 2a 2
e, como a =1 >0, entdo

3

X1

f(x) <O0parax < —-2oux>3
f(x)=0parax=—-2o0ux=3
f(x)>0para —2<x<3
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4 AVALIACOES EXTERNAS

As avaliacOes externas sdo também chamadas de avaliacOes de larga escala, sdo
assim denominadas porque sdo planejadas, confeccionadas e corrigidas fora do ambiente escolar.
Essas avaliagdes tem como objetivos analisar o desempenho dos alunos, com a intencao de que
as escolas possam desenvolvem metodologias mais precisas para enfrentar os problemas que
afetam o desenvolvimento dos mesmos.

De acordo com Andréa Mariano!(2016), as avaliacOes externas sdo instrumentos
que tem como foco retratar a educagdo a partir de elementos que compdem 0s sistemas de ensino
e a organiza¢do das unidades, na atuacdo que envolve o processo ensino aprendizagem.

Com o resultado dessas avaliacdes € possivel tracar uma andlise da educag@o no pais,
estado e municipio, o que contribui para o desenvolvimento de politicas publicas que objetiva
melhorar o processo de ensino-aprendizagem. Além disso, esses resultados permitem que as
escolas facam um diagndstico das ac¢des ja implementadas e busquem préticas mais precisas.

Para Leticia BessaZ (2021), os beneficios das avaliagcOes externas sio:

“Determina o conhecimento bésico que todo aluno deve ter, proporciona uma
avaliacdo mais ampla e significativa, ja que os alunos sdo avaliados de uma
forma diferenciada das atividades cotidianas, possibilita melhorias nas ativi-
dades pedagégicas, visto que os resultados dos exames ajudam os professores

a identificar e solucionar algumas dificuldades e auxilia na formula¢do e no
monitoramento de politicas ptiblicas de educacdo.” (BESSA, 2021).

No Brasil temos o Sistema de Avaliagdo da Educacdo Bésica (Saeb), que € um
conjunto de avaliagdes externas em larga escala que permite realizar um diagnoéstico da educagdo
bésica brasileira. No Estado do Ceard temos o Sistema Permanente de Avaliacdo da Educa-
¢ao Basica do Ceard (SPAECE) e também as Avaliacdes Diagndsticas do Sistema Online de
Avaliacao, Suporte e Acompanhamento Educacional (SISEDU). Iremos mais adiante falar um
pouco sobre cada uma, apresentado gréaficos com resultados, os quais mostrardo a importancia
de abordagens diddticas para facilitar e melhorar o processo de ensino-aprendizagem em certos

saberes.

' Mestre em Formagio de Gestores Educacionais; Especialista em Inovagio e Competitividade; Especialista em

Educagdo Corporativa; Especialista em Gestéo e Direito Educacional.

2 Jornalista e apaixonada pelos estudos em Comunicacio. Defende a ciéncia e a democratizagio do ensino.
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4.1 Saeb

Segundo o (MEC, 2022), o Saeb é um conjunto de avaliacOes externas em larga
escala que permite ao Inep realizar um diagndstico da educacgdo bdsica brasileira e de fatores que
podem interferir no desempenho do estudante. Ele ocorre a cada dois anos de forma censitéria
na rede publica e amostral na rede privada.

O Saeb comecou a ser realizado em 1990 e durante esses anos passou por varias
transformacdes, na edicdo 2019 marcou o inicio da utilizacdo das novas matrizes, as quais foram
elaboradas de acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). O Anexo A apresenta
a matriz de referéncia de Matematica da 3* Série do Ensino Médio, conhecimento que o aluno
deve possuir para terminar a Educaciao Bésica. A Tabela 1 apresenta a Escala de Proficiéncia do

Saeb em Matematica da 3* Série do Ensino Médio.

Tabela 1 — Escala Saeb — Matematica — Ensino Médio

Pontos Niveis de Proficiéncia
225 -249 Aprendizado Insuficiente
250 - 324 Aprendizado Bésico
325-374 Aprendizado Proficiente
375 -475 Aprendizado Avancado

Fonte: (INEP, 2022).

A Tabela 2 apresenta um comparativo das médias do Saeb de 2017 a 2021 em relagado
a média nacional, do Ceard e do Colégio Estadual Liceu de Caucaia. Note que o Estado do Ceara
ficou abaixo da média nacional nos trés anos e que as médias do ano de 2021 do Ceard e do
Liceu cairam em relagdo as médias do ano de 2019, isso pode ser devido as consequéncias da
Pandemia do Covid-19 ao sistema educacional. Vale ressaltar também que mesmo com a queda

em 2021, comparado com 2019, ainda a média foi maior ou igual a média de 2017.

Tabela 2 — Média Saeb — 3? Série do Ensino Médio — Matematica

Ano Brasil Ceard Colégio Estadual Liceu de Caucaia

2017 270 267,11 252,8
2019 277 2725 262
2021 270 2687 2529

Fonte: (INEP, 2022).
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Como o objetivo desse trabalho € trazer uma abordagem diddtica para o ensino das
fun¢des afim e quadrética nas escolas, tomando, como estudo de caso, a escola que trabalho,
a Tabela 2 trds o desempenho médio no Saeb do Colégio Liceu Estadual de Caucaia, no qual
leciono hd 12 anos. Veja que nota do Saeb de 2021 caiu para a nota do Saeb de 2017. Pela
Tabela 1, o Liceu tem o Nivel de Proficiéncia de Aprendizado Bésico.

E fundamental que sejam aplicadas novas metodologias para que essa defasagem de
conhecimentos dos alunos seja amenizada e com isso os alunos possam sair do Ensino Médio

com os saberes necessdrios para aplicarem no seu cotidiano.

4.2 SPAECE

Segundo a (CEARA. Secretaria de Educacgdo, 2022), o SPAECE € uma avaliacao
externa em larga escala que avalia as competéncias e habilidades dos alunos através de descritores
do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, em Lingua Portuguesa e Matemdtica. Ele vem
sendo implementando desde 1992 pelo Governo do Estado do Cear4, por meio da Secretaria de
Educacdo do Ceard (SEDUC-CE), e somente em 2007 que comecou a ser aplicado no Ensino
Médio.

O SPAECE ocorre de forma censitdria, abrangendo as escolas estaduais e muni-
cipais, tendo como orientacdo Matrizes de Referéncia alinhadas com as do Saeb. No Ensino
Médio ocorre anualmente e envolve todas as escolas da Rede Estadual de ensino e seus anexos,
localizadas nos 184 municipios cearenses.

Com o SPAECE sao coletadas um conjunto de informagdes, as quais permitem
elaborar um quadro sobre os resultados da aprendizagem dos alunos, seus pontos fracos e fortes,
o0 que possibilita direcionar melhor as politicas publicas educacionais.

Como o nosso maior foco € o Ensino Médio, o SPAECE, nesse nivel, na sua matriz
de referéncia, possui 24 descritores, os quais os alunos devem sair do Ensino Médio dominando.
O SPAECE no Ensino Médio € aplicado com os alunos dos 3° anos. O Anexo B trds os descritores
da Matriz Referéncia do SPAECE em Matematica.

A nota do aluno no SPAECE ¢ baseada nos padrdes de desempenho, os quais sao
categorias definidas a partir de cortes numéricos que agrupam os niveis da Escala de Proficiéncia,
com base nas metas educacionais estabelecidas pelo SPAECE. Esses cortes ddo origem a
quatro Padrdes de Desempenho — Muito critico, Critico, Intermedidrio e Adequado —, 0s quais

apresentam o perfil de desempenho dos alunos.
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Com isso, alunos que se encontram em um padrao de desempenho abaixo do esperado
para sua série de escolaridade precisam ser foco de abordagens didéticas mais especializadas,
de modo a garantir o desenvolvimento das habilidades necessdrias ao sucesso escolar, evitando,
assim, a repeténcia e a evasao escolar.

O Quadro 2 apresenta o quadro com a descri¢do dos padrdes de desempenho do
SPAECE do 3° ano Médio. Para um aluno ficar no Muito critico ele deve tirar uma pontuacao até
250 pontos, no Critico entre 250 e 300 pontos, no Intermedidrio entre 300 e 350 pontos € no

Adequado acima de 350 pontos.

Figura 14 — Quadro 2 — Descricdo dos padrdes de desempenho do SPAECE

Padrdo de s
Descricdo

desempenhe

Este padréo relne estudantes com caréncia de aprendizagem para o
desenvolvimento das habilidodes e competéncias minimas requeridas para a
conclustio da etapa de escolaridade em que se encontram. Séo estudantes que
necessitam de agdes pedagdygicas de recuperagdo.

Este padr@o agrupa estudantes que ainda néo demonstram ter desenvolvido
Critico adequadamente as habilidades e competéncias essenciais para a sua etapa de
escolaridade. Demandam atividades de refor¢o na aprendizagem.

Este padrdo retine estudantes que revelam ter consolidado as habilidades e
Intermedidrio competéncias minimas e essenciais esperadas para sua etapa de escolaridade.
Entrelanto, uinda requerem agdes para aprofundar a aprendizagem.

Este padr@ic agrupa estudantes que conseguiram desenvolver as habilidades
e competéncias previstas para sua etapa de escolaridade ou possuem um
desenvolvimento além do esperado. Esses estudantes precisam de estimulos
para continuar avangando no processo de aprendizagem.

Fonte: (CEARA. Secretaria da Educacio, [S. I.] CAED/UFIJF, 2023).

A Tabela 3 € de grande relevancia, pois apresenta as médias do SPAECE do Colégio
Estadual Liceu de Caucaia, o qual foi ambiente aonde as abordagens que serdo citadas mais
adiante neste trabalho foram desenvolvidas. Em 2022 aconteceu duas avaliacdes do SPAECE,
uma no inicio do ano letivo, chamado de SPAECE Diagndstico e outra no final do ano letivo.
Percebemos que houve um crescimento significativo de 10,5 pontos, com isso passamos do
Padrao de Despenho Muito Critico para o Critico, que pode ser consequéncias de abordagens
didaticas realizadas por meio dos professores. Vale ressaltar que entre essas duas avaliagdes

foram desenvolvidas as abordagens didaticas que estao presentes nesse trabalho.
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Tabela 3 — Médias SPAECE — 3* Série do Ensino Médio — Matematica

Ano Média Ceara Média Liceu Padrao de Desempenho — Liceu
2017 269,1 255,6 Critico
2018 272,5 254.9 Critico
2019 274.,6 258 Critico
2022 — Diagnéstico 265,5 2482 Muito Critico
2022 274,1 258,7 Critico

Fonte: (CEARA. Secretaria da Educacdo, [S. I.] CAED/UFIJF, 2023).

4.3 Avaliacao Diagnéstica — SISEDU - 3? Série do Ensino Médio

Segundo a (CEARA. Secretaria de Educacao, CODED/CED, 2022), o SISEDU
€ uma plataforma que tem por objetivo identificar, por meio da realizacdo de uma avaliacdo
diagnoéstica, operagdes mentais utilizadas pelos alunos durante as avaliagdes. Com isso, a
plataforma realiza o agrupamento de alunos com desempenho em comum e indica um material
estruturado direcionado como suporte para aprimorar o conhecimento. A avaliagdo € composta
por itens de Lingua Portuguesa e Matematica, tendo como base a Matriz de Referéncia e niveis
de desempenho do Sistema Permanente de Avaliacdo da Educacdo Basica do Ceara SPAECE.

O SISEDU é uma iniciativa do Programa Cientista Chefe>, o projeto é composto por
pesquisadores e cientistas que atuam em secretarias e 6rgdos estratégicos do Governo do Estado
do Ceard. O Cientista Chefe da Educacio é o Pesquisador Jorge Herbert Soares de Lira*, o qual
junto com a sua equipe idealizaram projetos que deram contribui¢des fundamentais para melhorar
a educacao do Estado do Cear4, entre elas podemos citar a Especializacao em Qualificagdo no
Ensino de Matemadtica, que foi ofertada a professores da Rede Estadual de Ensino e a parceria
UFC/(SEDUC - CE)/(FUNCAP)/Sociedade Brasileira de Matemética (SBM), a qual ofertou o
Mestrado Profissional em Matemdtica — Mestrado Profissional em Matemédtica em Rede Nacional
(PROFMAT) aos professores da rede.

A plataforma do SISEDU foi desenvolvida em 2018, € uma plataforma online
gerenciada pela SEDUC-CE, que agrupa diferentes solugdes tecnoldgicas com dois principais

objetivos: melhorar a avaliacdo e o acompanhamento da aprendizagem do aluno e fornecer ao

3 E uma iniciativa da Fundagio Cearense de Apoio ao Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (FUNCAP)

juntamente com a Universidade Federal do Ceard (UFC) e o Governo do Estado do Ceara.

Possui graduacdo em Matematica pela Universidade Federal da Paraiba, mestrado em Matematica pela Universi-
dade Federal do Cear4 e doutorado em Matematica pela Universidade Federal do Ceard (2000). Atualmente é
professor associado da Universidade Federal do Ceard e bolsista de produtividade em pesquisa, nivel 1C na drea
de Matematica.
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professor opcdes de solugdes didaticas que possibilitem aplicacdes em sua sala de aula para
tentar reverter os insucessos apresentados nos resultados da avaliagao diagndstica.

Com a possibilidade da realizagdo da avaliacao diagndstica na propria plataforma
do SISEDU, os resultados s@o liberados aos professores tdo logo seus alunos terminem de
responder seus testes. Essa devolutiva em tempo real permite ao professor e a gestdo da escola a
possibilidade de tragar um roteiro pedagdgico tao logo a avaliag@o seja concluida, otimizando
seu tempo pedagdgico e direcionando seu planejamento.

O SISEDU possui um Material Estruturado (Anexo C), o qual foi pensado para dar
o suporte didatico ao professor, pode ser utilizado em diferentes niveis de proficiéncia e a partir
de diversas abordagens didéticas. Esse material € fornecido ao professor para dar a possibilidade
de trabalhar conteddos e habilidades que o aluno nao tenha conseguido desenvolver, dentro do
seu nivel de conhecimento, ao longo do seu processo formativo até o momento da avaliacdo e
também depois dessa. A Figura 15 trds a tela inicial da plataforma, a qual apresenta o acesso

répido a Avaliacao Diagnosticas e aos seus resultados.

Figura 15 — Tela inicial do SISEDU
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© 2022 Governo do Estado do Ceara - Todos os direitos reservados.

Fonte: Elaborada pelo autor.

As avaliagOes diagnosticas do SISEDU exigem que os alunos dominem 16 sabe-
res e contido nos mesmos estdo as habilidades necessdrias para que o seu aprendizado seja
concretizado.

O foco desse trabalho sdao os saberes 06 e 10, os quais tratam das habilidades
nas funcdes afim e quadrdtica, respectivamente, que os alunos devem se apropriar antes de
terminarem o Ensino Médio.

A Tabelas 4 e 5 a seguir apresentam, respectivamente, os 16 saberes e algumas
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habilidades dos saberes 06 e 10.

Tabela 4 — Matriz de Referéncia de Matematica para a avaliacdao diagndstico-formativa

Saber 01  utilizar conceitos e propriedades do sistema de numeracao posicional decimal

Saber 02 efetuar operacdes e resolver problemas envolvendo nimeros naturais e inteiros
Saber 03  efetuar operacdes e resolver problemas envolvendo nimeros racionais

Saber 04 reconhecer e utilizar relacdes de proporcionalidade entre grandezas numéricas
Saber 05  aplicar conhecimentos sobre formas geométricas no plano

Saber 06 modelar e resolver problemas envolvendo relacdes lineares entre variaveis

Saber 07 compreender e medir grandezas geométricas de figuras geométricas planas
Saber 08 compreender e aplicar as relacdes métricas e razdes trigonométricas

Saber 09 efetuar operacdes aritméticas, expressar medidas com nimeros reais

Saber 10  resolver problemas envolvendo relacdes quadraticas e polinomiais entre varidveis
Saber 11  resolver problemas envolvendo poténcias e raizes de nimeros reais

Saber 12 utilizar modelos e resolver problemas envolvendo equacdes e sistemas lineares
Saber 13 reconhecer e utilizar conceitos algébricos em contextos e problemas geométricos
Saber 14  compreender propriedades e medidas de objetos geométricos no espago

Saber 15 utilizar ferramentas estatisticas no tratamento da informacao

Saber 16  utilizar métodos probabilisticos no tratamento da informagao

Fonte:(LIRA, 2022).

Tabela 5 — Matriz de Referéncia de Matemadtica para a Avalia¢do diagndstico-formativa - Habili-
dades dos Saberes 06 e 10

S06.H1  compreender a nogdo de varidvel em diversos contextos e problemas

S06.H2  identificar varidveis e seus valores em diversos contextos e problemas

S06.H3 interpretar representacoes graficas ou geométricas de varidveis

S06.H4  elaborar representacdes graficas ou geométricas de varidveis

S06.H19 identificar em gréficos a dependéncia de uma varidvel como fun¢do afim de outra
S06.H21 representar, algébrica ou geometricamente, funcdes lineares e ndo-lineares
S06.H23 identificar a representacdo algébrica de uma func¢do afim a partir do seu grafico
S06.H24 determinar dos zeros de funcdes reais

S06.H27 modelar ou resolver problemas, motivados por diferentes contextos e aplicacdes
S10.H10 compreender o conceito de zero ou raiz de uma equagao algébrica

S10.H15 resolver problema envolvendo equagdo quadratica, determinagdo de suas raizes
S10.H16 expressar relacdes entre coeficientes e raizes de equacdes quadraticas

S10.H18 reconhecer as representacdes algébricas ou geométricas de funcdes quadraticas
S10.H19 identificar os parametros de uma funcdo quadratica em termos da sua pardbola
S10.H20 determinar raizes, maximos/minimos da funciao quadratica

S10.H22 modelar e resolver problemas, de diferentes contextos de fun¢des quadréaticas

Fonte: (LIRA, 2022).

No segundo semestre de 2022, os alunos da 3* Série do Ensino Médio do Colégio

Estadual Liceu de Caucaia, o qual leciono, realizaram a segunda avaliagdo diagndstica da



plataforma SISEDU, o Quadro 3 abaixo mostra o menor percentual de acertos em certos saberes.
Note que os saberes 06 e 10, os quais sdo o foco desse trabalho, estdo entre os saberes com os
menores acertos entre todos os 326 alunos que realizaram a avaliacdo. Sendo que entre 0% a
25% temos a cor vermelha, entre 25% a 50% a cor amarela, entre 50% a 75% a cor verde e entre

75% a 100% a cor azul.

Figura 16 — Quadro 3 — Percentual de acertos nos Saberes — SISEDU — 2022

SABER 4 | PERCENTUAL DE ACERTO

503 - Efetuar operagdes e resolver problemas envolvendo nimeros racionais 29,14%

I

505 - Identificar relactes de congruéncia e semelhanga entre figuras geométricas 32,38%

507 - Compreender e medir grandezas geométricas de figuras planas 26,15%

508 - Compreender e utilizar relagdes métricas e trigonométricas em figuras planas 26,35%

Fonte: (CEARA. Secretaria da Educaciao, 2022).

Observando também os Quadros 4 e 5, note que os saberes 06 e 10 nas Avaliacdes
Diagnosticas aplicadas nos anos de 2021 e 2020 estdo entre os saberes com o menor percentual

de acerto.

Figura 17 — Quadro 4 — Percentual de acertos nos Saberes — SISEDU — 2021

SABER 4 | PERCENTUAL DE ACERTO 4

S03 - Efetuar operagdes e resolver problemas envolvendo nimeros racionais 31,53%
504 - Identificar e utilizar relagbes de proporcionalidade entre grandezas numéricas 37,97%
505 - Identificar relagtes de congruéncia e semelhanca entre figuras geométricas 29,66%

507 - Compreender e medir grandezas geométricas de figuras planas 45,73%
S08 - Compreender e utilizar relagdes métricas e trigonométricas em figuras planas 29,04%
800 - Efetuar operagoes, calcular medidas e tratar informagées envolvendo nimeros reais 28,56%
514 - Compreender e utilizar nogdes basicas de objetos geométricos no espago 25,74%
$15 - Utilizar ferramentas estatisticas no tratamento da informacao 27,34%

Fonte: (CEARA. Secretaria da Educacio, 2022).



Figura 18 — Quadro 5 — Percentual de acertos nos Saberes — SISEDU — 2020

% | PERCENTUAL DE ACERTO 4

503 - Efetuar operagdes e resolver problemas envolvendo nimeros racionais 36,75%

505 - Identificar relagbes de congruéncia e semelhanga entre figuras geométricas 38,25%
506 - Elaborar modelos e resolver problemas envolvendo relag@es lineares entre grandezas 42,06%
507 - Compreender e medir grandezas geométricas de figuras planas 40,04%
508 - Compreender e utilizar relagdes métricas e trigopnométricas em figuras planas 36,17%

Fonte: (CEARA. Secretaria da Educacéo, 2022).

Segundo pesquisa do Inep, divulgada em julho de 2021, 99,3% das escolas brasileiras
suspenderam as atividades presenciais durante a pandemia da Covid-19. Apesar das iniciativas
governamentais de acesso gratuito ou subsidio a internet em domicilio, entrega de tabletes e uso
de plataformas educacionais, muitos alunos estdo com um enorme deficit de conhecimento, de
acordo com (BRASIL. Senado Federal, 2021).

E fundamental que seja feita com esses alunos uma abordagem didatica, a qual possa
aumentar o conhecimentos desses alunos nesses saberes, trazendo com isso a motivacao que os
mesmos precisam para terminar os estudos e se possivel entrar na universidade e no mercado de

trabalho.
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5 ABORDAGEM DIDATICA

As abordagens diddticas sdo praticas pedagdgicas necessarias no contexto escolar,
pois com elas tornamos mais efetivo o processo de ensino-aprendizagem. O ensino da matematica,
como também das outras dreas do conhecimento, necessita de transformacdes nos aspectos
didatico e metodoldgicos.

Segundo (BORBA; PENTEADO, 2019), o ensino da matematica, que vinha se
caracterizando pela oralidade, escrita, 1dpis, papel e giz, passou a apresentar-se, no final do
século XX, com novas abordagens e novos recursos tecnoldgicos. Se faz necessario que o
professor analise a cada dia a sua prética na sala de aula no intuito de tornar cada vez mais
relevantes o uso das tecnologias nas aulas buscando, assim, novas metodologias que possam
tornar as suas exposicdes mais dindmicas e com isso atrair a atenc¢ao dos seus alunos e facilitar o
processo de ensino-aprendizagem.

Além do uso das tecnologias na sala de aula, o estudante precisa de estimulo,
situagdes que envolvam aplicacdes matematicas do seu cotidiano, essas situacdes devem ser
introduzidas no planejamento do professor, pois irdo mostrar ao aluno que os contetdos estudados
em sala possuem importincia e podem ser aplicados no seu dia a dia.

Os docentes devem estar preparados para saber escolher e usar softwares com
reflexdo, sabendo que o seu papel é de mediador entre tecnologia e aprendizagem. E importante
ressaltar que sem o professor, o software sozinho nao ensina ninguém, o professor sempre
serd o mediador na criacdo de situacdes de utilizacao desses softwares que levem os alunos a
aprendizagem.

Desse modo, nas préximas secdes apresentaremos abordagens diddticas para o ensino
das func¢des afim e quadratica através do uso do software Geogebra e de resolugdes de problemas
praticos com o uso dessas fungdes, tais problemas foram retirados do Material Estruturado,
o qual foi elaborado pelo projeto Cientista Chefe e que pode ser acessado na plataforma do

SISEDU? e do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM)P.

https://sisedu.seduc.ce.gov.br/

6 https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem/provas-e-gabaritos
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5.1 O GeoGebra

O GeoGebra € um software de matematica dinamico e gratuito para todos os niveis
de ensino, que combina geometria, dlgebra, tabelas, gréficos, estatistica e cadlculo numa unica
plataforma. O GeoGebra foi criado em 2001 como tese de Markus Hohenwarter 7. Ainda
segundo (NASCIMENTO, 2012),

“O GeoGebra esta rapidamente ganhando popularidade no ensino e aprendiza-
gem da matemadtica em todo o mundo. Atualmente, 0 GeoGebra € traduzido para
58 idiomas, utilizado em 190 paises e baixado por aproximadamente 300.000
usudrios em cada més. Esta utilizacdo crescente obrigou o estabelecimento
do Internacional GeoGebra Institute (GII), que serve como uma organizagio

virtual para apoiar GeoGebra locais, iniciativas e institutos.” (NASCIMENTO,
2012, p. 128).

Por ser um software livre, 0 GeoGebra vem sendo amplamente utilizado em novas
estratégias de ensino e aprendizagem de contetidos de geometria, dlgebra e etc, permitindo a
professores e alunos a possibilidade de explorar e investigar tais contetidos na constru¢ao do
conhecimento matematico.

E facil observar que o GeoGebra vem tendo uma grande aceitagdo tanto no Ensino
Superior quanto na Educagdo Bdésica, seja para ser utilizado como instrumento de ensino, seja
para a pesquisa.

O objetivo desse capitulo € apresentar algumas ferramentas do software, as quais
foram necessdrias para o ensino das fungdes afim e quadratica, afim de que os alunos pudessem
realizar atividades sobre esses assuntos.

Para essas atividades foram utilizadas a janela grafica e algébrica do GeoGebra
Classic 5 para Windows e o aplicativo Calculadora Gréafica Geogebra para Android, visto que
iria ser feita a representac@o das fun¢des afim e quadratica, as quais tinham como ponto principal
a andlise grafica das funcdes e sua visualizacdo algébrica. Na Figura 19 € apresentada a tela

inicial de trabalho do Geogebra.

7 Estudou Matemitica e Informatica na Universidade de Salzburgo na Austria. Como parte da sua tese de

doutorado, desenhou e implementou o software matematica dindmica GeoGebra, relacionando a Geometria e a
Algebra num sistema fécil e intuitivo de usar para aprender e ensinar Matematica.
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Figura 19 — Tela inicial do GeoGebra — Classic 5
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Barra de Ferramentas do GeoGebra esté dividida em 11 janelas, cada janela possui
varias ferramentas. Para poder visualizar essas ferramentas, basta clicar na parte inferior do
icone. Fazendo isto, o programa abrird as op¢oes referentes a esta janela. Mais adiante falaremos
sobre as ferramentas que foram necessdrias para o ensino e realizacdo das atividades.

A Janela de Algebra é uma janela para exibi¢do e manipulacio de dados de forma

algébrica. A Janela de Visualizacdo é para construcio de objetos com até duas dimensdes.
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Na Figura 20 temos as principais ferramentas que foram utilizadas na realizacdo das

atividades propostas aos alunos.

Figura 20 — Ferramentas — GeoGebra
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O icone (1) tem a funcdo de arrastar ou mover um objeto da janela de visualizagao,
o icone (2) tem a fun¢@o de marcar pontos, o icone (3) tem a funcdo de marcar dois pontos e
uma reta ou segmento de reta, o icone (4) tem a fun¢@o de colocar um controle deslizante, o qual
permite ajustar o pardmetro em um intervalo de valores pré-definidos quando o usudrio move o
marcador e o icone (5) tem a fun¢do de mover a janela de visualizacao.

Com o isolamento causado pela pandemia do Covid-19 e a aplicagdo do ensino
remoto nas escolas, todos os alunos do Ensino Médio do Estado do Cear4 receberam um tablet®,
esse equipamento foi também utilizado na realizac@o das atividades com o aplicativo Calculadora
Grafica Geogebra.

O GeoGebra para smartphones e tablets foi lancado apenas em 2013, mas como
uma réplica do software para computadores. Foi apenas em 2015, que a Calculadora Gréfica
GeoGebra foi langada, permitindo uma maior facilidade no uso de suas ferramentas no celular e
tablets, particularmente na constru¢do de graficos.

O aplicativo Calculadora Gréfica Geogebra tem, como mostra a Figura 21, o campo
de Entrada e botao de ferramentas, os quais seguem as mesmas fun¢des do GeoGebra Classic
5 ja citadas. A Calculadora Gréfica GeoGebra ¢ uma ferramenta simples, ttil e didética para
construgdes graficas de fungdes e resolucao de equacoes.

O aplicativo possui uma interface simplificada e intuitiva, portanto, o usudrio ndao
deve encontrar grandes dificuldades ao utilizd-lo. Com o conhecimento do contetido matemético

necessdrio, € possivel construir grificos ja no primeiro contato com o aplicativo.

8 https://www.ceara.gov.br/2021/05/27/governo-do-ceara-entrega-tablets-aos-alunos-do-ensino-medio-da-rede-

estadual/
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Figura 21 — Tela inicial do aplicativo Calculadora Grafica GeoGebra
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao clicar no campo Entrada, ird surgir um teclado virtual que consiste em quatro
painéis, contendo: (1) os nimeros e os operadores matematicos mais usados, (2) alguns termos
trigonométricos e logaritmicos, (3) o alfabeto latino e (4) simbolos matematicos, como podem ser
vistos na Figura 22. Ao digitar a funcdo no campo Entrada, seu grafico aparece automaticamente
no plano cartesiano. Para criar um ponto, basta escrevé-lo no campo Entrada. Clicando no ponto
ou no grafico, algumas opcoes de edicdo irdo aparecer.

Quando se digita uma fun¢cdo com um parametro indefinido, por exemplo y = ax+ b,
no campo Entrada, o aplicativo automaticamente ativa o controle deslizante, através do mesmo,
€ possivel variar o parametro no intervalo de —5 a 5, este intervalo € predeterminado pelo
aplicativo, mas pode ser alterado nas configuragdes. Essa variacdo permite a transi¢io continua
entre estados intermedidrios do objeto em estudo, tornando as representagdes mais dinamicas e

possibilitando a manipulacdo de conceitos antes abstratos.



Figura 22 — Teclados da Calculadora Gréfica GeoGebra
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Estas ferramentas serdo utilizadas para o estudo, por meio da visualizagdo, do
comportamento dos graficos das func¢des afim e quadratica. A aplicagdo do Geogebra Classic
5 e da Calculadora Gréafica GeoGebra no ensino dessas fungdes, assim como na realizacao das

atividades, serd discutida nas préximas secdes.
5.1.1 Estudando fungdo afim com o GeoGebra

O estudo da funcdo afim nas turmas da 3* Série do Ensino Médio do Colégio Estadual
Liceu de Caucaia se deu da seguinte forma:

1. Explanacdo no quadro sobre a defini¢do, gréfico, zero da fun¢do e estudo do sinal;
2. Explanacdo com a utilizacdo do Software Geogebra Classic 5;
3. Atividade com a utilizacdo da Calculadora Grafica GeoGebra.

A Explanacdo utilizando o Geogebra Classic 5 foi realizada em dois momentos
distintos. No primeiro, inseri vdrias funcdes e expliquei o comportamento dos graficos de cada
uma. No segundo, inseri duas fun¢des com parametros e utilizando os controles deslizantes
desses parametros analisamos os comportamentos dos graficos. As figuras 23 e 24 ilustram essas

explanagdes utilizando o GeoGebra.
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Figura 23 — Gréficos da Funcdo Afim — GeoGebra

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os alunos puderam visualizar o comportamento do grafico da fungdo afim y = ax+ b,
quando a > 0 ou a < 0 e quando b = 0. Essa aula foi muito produtiva, os alunos participaram e
interagiram com o software, manipulando os graficos podendo observar e comparar as mudancgas
ocorridas a cada func¢do inserida. Através das indagagdes feitas, os alunos conseguiram chegar a
representacao algébrica apds a andlise grafica da funcdo. Essa pratica interativa, facilitada pela
tecnologia, auxiliou na compreensao e na construcao dos conceitos.

No segundo momento, inseri duas funcdes no GeoGebra, y =ax+bey=cx+d,
com a, b, ¢ e d parametros, os quais geraram os respectivos controles deslizantes, conforme a
Figura 24. Com esses controles deslizantes, pude fixar, por exemplo, o parametro a e modificar
0 b, também deixar fixo o parametro d e modificar o ¢, € com isso mostrar o comportamento dos

gréficos dessas funcdes de uma forma mais dinamica.
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Figura 24 — Gréficos da Func¢do Afim — Controle Deslizante - GeoGebra

=T

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.1.1.1 Atividade — fun¢do afim

Depois desses dois momentos distintos de explanacdo sobre a funcio afim utilizando
0 Geogebra, foi passada como avaliacao dessa abordagem pedagégica, a atividade presente no
Apéndice A. Essa atividade foi realizada pelos alunos com o auxilio do aplicativo Calculadora

Grifica GeoGebra presente em seus tablets ou smartphones, Figura 25.

Figura 25 — Alunos realizando a Atividade de Funcido Afim

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Observei que na primeira questdo, Figura 26, os alunos ndo tiveram dificuldades em

inserir no aplicativo as funcdes pedidas, Figura 27.

Figura 26 — Atividade Fun¢do Afim — Questao 1

1. Digite no campo Entrada do aplicativo Calculadora Grafica GeoGebra as funcoes afins abaixo

e observe os seus respectivos graficos.

(a) y =3z +6.
(b) y=—-2x+3.
(¢c) y=4x—2.
(d) y=—x—3.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 27 — Resposta da questio 1 — Atividade — Funcdo Afim
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Fonte: Elaborada pelo aluno A.

Na segunda questao, Figura 28, no item (a), os alunos observaram tanto os valores
dos coeficientes angulares quanto as posi¢des das retas de cada fungdo inserida e com isso
chegaram com éxito nas respostas do item mencionado. No item (b), os alunos perceberam na

observacao dos graficos que a reta intercepta o eixo y no valor do coeficiente b da funcio. No
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Item (c), os alunos tiveram €xito na anélise em que o zero de cada fun¢do inserida € o valor que

a reta intercepta o eixo Xx.

Figura 28 — Atividade Fun¢do Afim — Questao 2
2. Observando cada grafico das funcoes afins inseridas na questao anterior, responda.

(a) A funcao é crescente ou decrescente?
(b) Em que ponto a reta corta o eixo y?

(c) Qual é a raiz ou zero da funcao?

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na terceira questao, Figura 29, observei que foi a mais desafiadora para o alunos,
pois como era uma questdo com parametro, os alunos tinham que modificar o controle deslizante
e a cada valor do parametro a eles tinham que observar o comportamento do grafico e com isso

chegar a resposta correta.

Figura 29 — Atividade Fun¢do Afim — Questao 3

3. Digite no campo Entrada do aplicativo Calculadora Gréfica GeoGebra a funcao y = axr + 6
com parametro a # 0 e responda.

(a) Para quails valores de a a funcao ¢ crescente ou decrescente?
(b) Qual é a raiz ou zero da funcao quando a = 27

(¢) Qual é a raiz ou zero da funciao quando a = —27

Fonte: Elaborada pelo autor.

As Figuras 30 e 31 apresentam as resolucdes da atividade de funcdo afim realizada
pelos alunos A e B, que foram aqueles que mais perguntaram e tiraram ddvidas. Observando
as resolugdes pude concluir que ambos os alunos nao tiveram dificuldade em determinar se as
funcdes eram crescente ou decrescente.

Em relacdo a questio que pedia o ponto em que a reta do gréafico intercepta o eixo y,
o Aluno A respondeu citando o ponto (0, b), onde b é o coeficiente linear da reta, ja o Aluno B
escreveu somente o valor do b. Na observacao dos graficos no aplicativo, tanto o Aluno A como
o B perceberam que a abscissa do ponto, o qual intercepta o eixo x, era o zero da fun¢do, com
isso ndo tiveram dificuldades para resolver essa questao.

Sobre a ultima questdo, ambos os alunos inseriram as func¢des no aplicativo, mo-
dificando e analisando os parametros através dos controles deslizantes criados, chegando a

conclusdo, pelo comportamento dos gréficos, que para a > 0 temos uma funcio crescente e para
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a < 0 decrescente.

Na dltima questdo, que pedia para determinar a raiz da funcio sendo dado um valor
para o coeficiente a, como os Alunos A e B ja tinham concluido que a abscissa do ponto, o qual
intercepta o eixo x, era o zero ou raiz da funcdo, responderam sem obsticulos, porém, o Aluno B

escreveu os calculos para confirmar os resultados observados.

Figura 30 — Atividade sobre fun¢do afim realizada pelo aluno A

Fonte: Elaborada pelo aluno A.

Figura 31 — Atividade sobre fun¢do afim realizada pelo aluno B

Fonte: Elaborada pelo aluno B.
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Pude concluir de uma forma geral, que a atividade atendeu aos seus objetivos, que
eram de avaliar o que foi estudado nas aulas sobre a funcdo afim e fazer com que os alunos

compreendessem esse assunto utilizando o GeoGebra.

5.1.2 Estudando fungdo quadrdtica com o GeoGebra

O estudo da fun¢d@o quadratica nas turmas da 3* Série do Ensino Médio do Colégio
Estadual Liceu de Caucaia se deu da seguinte forma:
1. Explanacdo no quadro sobre a defini¢do, grafico, zero da func¢ao e estudo do sinal;
2. Explanacio com a utilizacdo do Software Geogebra Classic 5;
3. Atividade com a utiliza¢do da Calculadora Grafica GeoGebra.
A Explanagdo fiz de modo semelhante ao do estudo da fun¢do afim, utilizando o
Geogebra Classic 5. Fiz em dois momentos distintos, na primeira aula inseri varias funcoes e
expliquei o comportamento dos gréificos de cada uma. Na segunda, inseri uma fun¢io com para-
metros e utilizando os controles deslizantes desses parametros analisamos 0s comportamentos

dos seus gréficos. As Figuras 32, 33 e 34 ilustram essas explanagdes utilizando o GeoGebra.

Figura 32 — Explanacdo sobre Fun¢do Quadratica

Fonte: Elaborada pelo Autor.
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Os alunos puderam visualizar o comportamento do grafico da fun¢do quadratica
y = ax*> + bx+¢: quando a > 0 a concavidade pardbola é voltada para cima e quando a < 0 a
concavidade da pardbola € voltada para baixo. Verificaram também que o coeficiente ¢ indica a
ordenada do ponto em que a pardbola intersecta o eixo y, uma vez que no eixo y todos os valores

de x valem zero, com efeito, para f(x) = ax® 4+ bx+ ¢, fazendo x = 0, obtemos f (0)=c.

Figura 33 — Gréficos da Fun¢do Quadrética — GeoGebra

y=a’+5z4+6 y=a 4 2x46

-2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim como na aula sobre fun¢do afim, esse momento foi muito produtivo, os alunos
participaram e interagiram com o software alterando os gréficos através dos controles deslizantes
e com isso puderam observar e comparar as mudangas nos graficos em relacao a cada funcado
inserida. Através das indagagdes feitas, os alunos conseguiram chegar a representacao algébrica
apos a andlise grafica da funcdo. Essa prética interativa, facilitada pela tecnologia, auxiliou na
compreensdo € na constru¢ao dos conceitos.

No segundo momento, inseri no GeoGebra a fung¢io y = ax* +bx+c,coma,bec
parametros para todo x € R, os quais geraram os respectivos controles deslizantes, conforme a

Figura 34.
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Figura 34 — Grafico da Fun¢do Quadratica — Controle Deslizante - GeoGebra

o=z y=az’+bx+e
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Foram utilizados esses controles deslizantes que variavam no intervalode —5a5e
tomados como base para a fungio f(x) = x% —2x— 1. Os alunos comecaram a analisar a variacdo
dos coeficientes. Comeg¢amos pelo coeficiente a, fazendo a variagdo entre —5 e 5. Obtemos a

projecdo dos movimentos do grafico na Figura 35.

Figura 35 — Projecao dos gréficos com a variacdo do coeficiente a
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Sendo a linha continua verde o grafico que tomamos como base, os pontilhados em
preto sdo para valores de a > 0, os pontilhados laranjas para a < 0 e o de vermelho para o grafico
onde a = 0. A observacdo de que grafico para a = 0 € uma reta pareceu como uma surpresa para

os alunos, que perceberam que se a = 0 ndo teremos mais uma func¢do quadrética, mas sim uma
funcao afim.

Em seguida, analisamos as projecdes graficas com a variacdo do coeficiente c. Os

alunos perceberam que quando movemos a barra do controle deslizante do coeficiente ¢ e
deixamos fixas as outras barras dos controles deslizantes dos coeficientes a e b, o grafico sobe

e desce com o vértice sempre em uma reta perpendicular ao eixo das abscissas que passa pelo
vértice (x,,y,), conforme a Figura 36.

Figura 36 — Projecao dos gréficos com a variacao do coeficiente ¢
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Durante a exposicao, foi possivel perceber a curiosidade dos alunos diante da inter-
face do GeoGebra no computador, o fato deles explorarem livremente o GeoGebra os levaram
a visualizar algo que era somente visto por abstracdes e esbocos graficos. Segundo os alunos,
a utilizacdo do GeoGebra proporcionou maior praticidade na resolucdo das atividades, além
de facilitar na compreensao dos conceitos que estavam sendo trabalhados. Houveram também
alunos que consideraram o estimulo a criatividade e ao desenvolvimento 16gico, outra vantagem
da utilizacao do Geogebra.

Vejo que a utilizagdo desse software traz para o processo de ensino-aprendizagem o
concreto, onde o aluno pode ver, observar, sentir e interagir com o conteido matematico que esta

sendo estudado.

5.1.2.1 Atividade — funcdo quadrdtica

Depois desses dois momentos distintos, de explanacao sobre a fung¢do quadratica
utilizando o Geogebra, foi passada como avaliagdo dessa abordagem pedagdgica a atividade
presente no Apéndice B. Essa atividade os alunos a realizaram no mesmo aplicativo da atividade
da funcgao afim.

Na primeira questdo, Figura 37, observei que os alunos ndo tiveram dificuldades em

inserir no aplicativo as funcdes pedidas, Figura 38.

Figura 37 — Atividade Fun¢do Quadratica — Questao 1

1. Digite no campo Entrada do aplicativo Calculadora Grafica GeoGebra as fungoes quadraticas
abaixo e observe os seus respectivos graficos.
(a) y = 2% — 32 — 10.
2 ¢
(b) y = —2= + 2.
I 2 ‘
(¢) y=22°+ 3z + 4.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 38 — Resposta da questdo 1 — Atividade - Fun¢dao Quadratica
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Fonte: Elaborada pelo aluno A.

Na segunda questdo, Figura 39, item (a), todos os alunos responderam corretamente
observando que quando o coeficiente a da funcdo quadratica for positivo a concavidade da
pardbola € voltada para cima, logo, a funcao tem minimo; caso o coeficiente a for negativo a
concavidade da parabola € voltada para baixo, logo, a fun¢do tem médximo. No item (b), os
alunos perceberam, observando o grafico, que a pardbola intercepta o eixo y no ponto (0, ¢).
No item (c), os alunos ja com o conhecimento de que as raizes sdo os pontos onde a pardbola
intercepta o eixo x, ndo tiveram dificuldades em identificar, e ainda colocaram como observacao,
que uma das fungdes, no caso a fun¢do 4, ndo possuia raizes reais, pois ndo interceptava o eixo x

em nenhum ponto.
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Figura 39 — Atividade Fun¢do Quadrética — Questao 2
2. Observando cada grafico das funcoes quadraticas inseridas na questao anterior, responda.
(a) A funcao tem maximo ou minimo?
(b) Em que ponto a parabola intercepta o eixo y?

(c) Quais as raizes ou zeros da funcao?

Fonte: Elaborada pelo autor.

A terceira questdo, Figura 40, foi a que mais trouxe dificuldades, pois foi pedido
para inserir a funcdo y = ax®> + 5x — 6 com um pardmetro a, e através do controle deslizante

criado, fazer uma andlise do que foi proposto na questao.

Figura 40 — Atividade Fun¢ao Quadratica — Questao 3

3. Digite no campo Entrada do aplicativo Calculadora Grafica GeoGebra a funcao y = ar®+5r—6
com parametro a e responda.

(a) Para quais valores de @ a fun¢io tem maximo ou minimo?
(b) Quais as raizes on zeros da funcao quando a = 27

(c) Quais as raizes ou zeros da fungao quando a = —27

(d) Qual o comportamento do grafico quando a = 07

Fonte: Elaborada pelo autor.

No item (a) foi pedido para identificar valores do parametro a de modo que a fung¢do
inserida tivesse mdximo ou minimo. Os alunos foram alterando os valores de a no controle
deslizante e concretizaram o que foi estudado nas exposicdes, que quando a > 0 temos minimo e
a < 0 temos méaximo.

No item (b), os alunos alteram através do controle deslizante o pardmetro para a = 2
e, observando o grafico construido, nao tiveram dificuldades para identificar as duas raizes da
funcdo como sendo x; = 0,886 e x, = —3,386. O item (c) € andlogo, fazendo o parametro
a = —2, os alunos observaram que a parabola ndo interceptava o eixo x em nenhum ponto e
concluiram que a func¢do nio possuia raizes reais.

No item (d), os alunos tiveram que colocar como parametro a = 0 e logo concluiram
sem dificuldades que o grafico construido nao era de uma pardbola e sim de uma reta, logo
lembraram da definicdo da funcdo quadrética.

As Figuras 41 e 42 apresentam as resolugdes da atividade de funcdo quadratica
realizada pelos alunos A e B, que foram aqueles que mais perguntaram e tiraram dudvidas.

Observando as resolucdes, pude concluir que ambos os alunos ndo tiveram dificuldade em
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analisar os gréficos das fun¢des no aplicativo e concluir quais fun¢des apresentavam maximo
ou minimo. Sendo que o aluno A teve a atengdo de perceber, e escreveu na sua resolucao, que
quando a > 0 temos o minimo da funcio e quando a < 0 0 méximo.

Na mesma questao, foi pedido o ponto em que a pardbola interceptava o eixo y. O
aluno A, analisando o grafico no aplicativo, percebeu corretamente que o ponto era (0, ¢), jd o
aluno B apenas escreveu o valor do coeficiente c.

Também foi pedido na questdo as raizes da funcao. Tanto o aluno A como o B, ao
analisar os gréficos, observaram que a abscissa dos pontos da pardbola, os quais interceptavam
0 eixo x, eram as raizes da funcdo, e concluiram que se a pardbola ndo possui pontos que
interceptam o eixo x, entdo a func¢do ndo ird possuir raizes reais. Note que o aluno A fez os
célculos e chegou ao resultado de A < 0, e com isso concluiu que quando essa situagdo ocorre a
funcdo ndo ird possuir raizes reais.

Na ultima questao, foi pedido para inserir uma funcio sendo o coeficiente a como
parametro, os alunos A e B foram manipulando o controle deslizante do parametro, mas somente
o aluno A conseguiu concluir que quando a > 0 a fun¢do tem minimo e quando a < 0 tem
maximo.

Na mesma questao, foi pedido para determinar as raizes, sendo dados valores para o
coeficiente a. O aluno A observou que quando o a = —2 a pardbola da func@o ndo intercepta o
eixo x em nenhum ponto e com isso a fun¢do nao possui raizes reais. E, por fim, foi pedido na
questdo para colocar a = 0, tanto o aluno A como o B chegaram a conclusio que, quando a = 0,

o grafico da funcdo € uma reta.

Figura 41 — Atividade sobre func¢do quadratica realizada pelo aluno A
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Fonte: Elaborada pelo aluno A.
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Figura 42 — Atividade sobre fun¢do quadrética realizada pelo aluno B

Fonte: Elaborada pelo aluno B.

5.2 Resoluc¢iao de problemas

Segundo (BRASIL. Ministério da Educacao, Brasilia: MEC, 1997), os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN) preconiza a Resolu¢do de Problemas como um dos caminhos para
se fazer Matematica em sala de aula e define problema matematico como sendo “uma situacao
que demanda a realizacdo de uma sequéncia de agdes ou operagdes para obter um resultado. Ou
seja, a solucdo ndo esta disponivel de inicio, no entanto € possivel construi-la”

O ensino por investigacido € uma abordagem didatica que possibilita que os estu-
dantes construam, por meio do envolvimento no processo de resolucdo de situagdes-problema,
entendimentos sobre conceitos matemdticos. A resolucdo de problemas € uma abordagem did4-
tica importante e fundamental para o desenvolvimento intelectual do aluno e para o ensino da
matematica.

Segundo (DANTE, 1991),

“E possivel por meio da resolucdo de problemas desenvolver no aluno iniciativa,
espirito explorador, criatividade, independéncia e a habilidade de elaborar um
raciocinio 16gico e fazer uso inteligente e eficaz dos recursos disponiveis, para
que ele possa propor boas solugdes as questdes que surgem em seu dia-a-dia,
na escola ou fora dela.” (DANTE, 1991, p.25).
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A resolugdo de problemas € uma importante ferramenta para o processo de ensino

e aprendizagem da Matematica, pois cria no aluno a capacidade de desenvolver o pensamento

matematico, ndo se delimitando apenas a exercicios triviais e desinteressantes que valorizam o
aprendizado por reproducio ou imitagao.

Os alunos ao resolverem problemas podem descobrir fatos novos sendo motivados
a encontrarem varias outras possibilidades de resolverem o mesmo problema. Com isso, irdo
despertar a curiosidade e o interesse pelos conhecimentos matemaéticos e assim desenvolverem a

capacidade de solucionar as situacdes que lhes sdo propostas.

A seguir, iremos apresentar algumas situacdes problemas envolvendo fun¢des afim e

quadratica resolvidos pelos alunos em sala de aula. Tais problemas foram retirados do Material

Estruturado, jé citado anteriormente, e do ENEM, as resolucdes desses problemas trabalhados
estdo no Apéndice C.

5.2.1 Problemas - fungdo afim

Problema 1 (Exercicio 5.45, Caderno 05 — Material Estruturado (LIRA et al., 2022)) O lado

de um tridngulo equildtero mede 2 cm a mais do que o lado de um quadrado. Qual € a area do
quadrado, sabendo que as duas figuras t€ém perimetros iguais?

Os saberes (Tabela 4 — Secao 4.3) que os alunos devem se apropriarem para a

resolug@o do problema 1 sdo: o Saber 07 (compreender e medir grandezas geométricas de figuras

geométricas planas) e o Saber 06 (modelar e resolver problemas envolvendo relacdes lineares
entre variaveis).

Figura 43 — Resolucdo — Problema 1 — aluno C
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Fonte: Elaborada pelo aluno C.
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A Figura 43 apresenta a resolu¢do do aluno C, o qual mostrou habilidades entre os
demais colegas na resolucao dos problemas. Ele conseguiu relacionar através dos perimetros
os lados do tridngulo equilétero e do quadrado, deixando em funcao de x (lado do quadrado) os
dois perimetros. Como no problema tem a informagdo que os respectivos perimetros sdo iguais,
o aluno nio teve a dificuldade em resolver a equacdo do 1° grau e determinar o valor de x e com

1ss0, em seguida, calcular a drea do quadrado.

Problema 2 (ENEM 2016, Questdo 139, Caderno Azul) Uma cisterna de 6 000 L foi esvaziada
em um periodo de 3 h. Na primeira hora foi utilizada apenas uma bomba, mas nas duas horas
seguintes, a fim de reduzir o tempo de esvaziamento, outra bomba foi ligada junto com a primeira.
O gréfico, formado por dois segmentos de reta, mostra o volume de 4gua presente na cisterna,

em funcao do tempo.

Figura 44 — Grafico — Problema 2 — Fun¢do Afim
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Fonte: ENEM 2016.

Qual € a vazdo, em litro por hora, da bomba que foi ligada no inicio da segunda hora?

Os saberes (Tabela 4 — Secdo 4.3) que os alunos devem se apropriarem para a
resolugdo do problema 2 sdao: o Saber 04 (reconhecer e utilizar relacdes de proporcionalidade
entre grandezas numéricas) e o Saber 06 (modelar e resolver problemas envolvendo relagdes

lineares entre variaveis).



66

Figura 45 — Resolucdo — Problema 2 — aluno C

Fonte: Elaborada pelo aluno C.

A Figura 45 apresenta a resolu¢do do Aluno C, o mesmo observou que na primeira
hora foram esvaziados 6000L — 5000L = 1000L, ou seja, uma vazao de 1000L/h. Nas duas horas
seguintes, foram esvaziados 5000L, ou seja, as duas bombas juntas esvaziaram 5000L/2h =
2500L/h. Dai, chegou a conclusdo que a segunda bomba ligada tem vazdo de 2500L/h —
1000L/h = 1500L/h.

5.2.2 Problemas - fungdo quadrdtica

Problema 3 (Exercicio 4.3, Caderno 06 — Material Estruturado (LIRA e al., 2022)) Dentre todos

os retangulos de perimetro 12 cm, encontre o que tem maior drea.

Os saberes (Tabela 4 — Secao 4.3) que os alunos devem se apropriarem para a
resolucdo do problema 3 sdo: o Saber 07 (compreender e medir grandezas geométricas de
figuras geométricas planas) e o Saber 10 (resolver problemas envolvendo relacdes quadriticas e

polinomiais entre variaveis).

Figura 46 — Resolugdo — Problema 3 — aluno C

Fonte: Elaborada pelo aluno C.
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A Figura 46 apresenta a solucdo do aluno C, o mesmo iniciou, corretamente, quando
afirmou que o perimetro do retangulo poderia ser expressado por 2x 4+ 2y = 12 € como isso
y = 6 —x. Em seguida, o aluno afirmou que a 4rea da referida figura poderia ser expressada por
A(x) = 6x — x%. Finalizou o problema calculando o y,, pois observou que a < 0, logo, a fungéo
A(x) tem valor maximo, porém, ndo chegou no objetivo do problema, que era determinar os

A
valores dos lados do retdngulo. A fungio A(x) atinge o valor maximo ~a quando x = o
a a

Problema 4 (ENEM 2013, Questao 152, Caderno Azul) A parte interior de uma taga foi gerada

pela rotagdo de uma pardbola em torno de um eixo z, conforme mostra a figura.

Figura 47 — Grafico — Problema 4 — Fun¢do Quadratica

Eixo de rotacao (z)
ylom) &

» x(cm)

Fonte: ENEM 2013.

A funcgdo real que expressa a pardbola, no plano cartesiano da figura, é dada pela lei f(x) =
3 . . . .

Exz —6x+ C, onde C ¢ a medida da altura do liquido contido na taga, em centimetros. Sabe-se
que o ponto V, na figura, representa o vértice da pardbola, localizado sobre o eixo x. Nessas

condig¢des qual a altura em centimetros do liquido contido na taca?

O saber (Tabela 4 — Secdo 4.3) que os alunos devem se apropriarem para a resolucao
do problema 4 € o Saber 10 (resolver problemas envolvendo relagdes quadraticas e polinomiais

entre variaveis).
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Figura 48 — Resolucdo — Problema 4 — aluno C

Fonte: Elaborada pelo aluno C.

A Figura 48 apresenta a solucdo do aluno C, o mesmo observou, corretamente, que
0 ponto em que a pardbola intercepta o eixo x é (x,, 0), como f(x,) =y, e y, = 0, conseguiu
determinar o valor de ¢, que € a altura do liquido contido na taga.

Uma outra forma de resolver esse problema era observar que a pardbola intercepta o

eixo x em um Unico ponto e com isso a fun¢do apresenta uma raiz real, o que nos diz que A = 0.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com a pandemia da Covid-19, ocorreu o fechamento das escolas e a implementacao
do ensino remoto. Com isso, parece-nos que muitos alunos do Colégio Estadual Liceu de
Caucaia nao absorveram de forma concreta o conhecimento necessdrio para avancar nas suas
séries. Pudemos perceber essa nao fixacao de conhecimentos basicos fazendo uma andlise das
avaliagdes externas presentes neste trabalho, entre elas a Avaliacdo Diagnoéstica do SISEDU, que
foi aplicada com alunos da 3* Série do Ensino Médio.

Além disso, através da andlise da Avaliagdo Diagnéstica do SISEDU no Colégio
Estadual Liceu de Caucaia, concluimos que os assuntos de fun¢des afim e quadrética estdo entre
0s que mais os alunos apresentaram dificuldades aos alunos. Dessa forma, observamos que uma
possibilidade adequada para minimizarmos essas consequéncias era aplicar uma abordagem
didatica que concretizasse o conhecimento dos alunos nesses assuntos.

Como abordagem didética, utilizamos o Software GeoGebra, para as exposi¢oes das
aulas, e a Calculadora Grafica Geogebra, a qual os alunos utilizaram para resolver as atividades.
Foi utilizado também, como abordagem diddtica, a resolucdo de problemas praticos desses
assuntos, os quais foram retirados do Material Estruturado e do ENEM, alguns presentes no
Apéndice C, com suas respectivas solucdes.

Durante os estudos no Mestrado PROFMAT-UFC, obtive uma enorme e gratificante
experiéncia em varios assuntos, principalmente nos estudos das fungdes presentes na disciplina
de Numeros e Conjuntos € Fungdes Elementares. Percebi que o aluno para concretizar o seu
conhecimento deve visualizar na prética o que esse assunto lhe pode oferecer.

E fundamental que se compreenda também que o estudo da Matemdtica deve ser
desenvolvido com métodos e técnicas que contribuam, de fato, para o processo de aprendizagem
do aluno, sendo que esses métodos aplicados em sala de aula possam sempre levar em conside-
racdo a heterogeneidade e subjetividade de cada aluno. Desse modo, as aulas se tornam mais
proveitosas e os alunos podem se interessar mais pelo conteido proposto.

Portanto, as abordagens didaticas presentes nessa dissertacdo foram importantes
para o autor, pois trouxeram reflexdes e aprendizados sobre como esta o nivel e as dificuldades
dos alunos pds-pandemia. O professor de Matemdtica possui o papel de tentar apresentar essa
disciplina, tdo importante para o desenvolvimento da sociedade, de uma forma mais concreta,
através de exposi¢cdes mais dindmicas e com resolu¢des de problemas que mostrem a sua

aplicag@o no cotidiano do aluno.
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APENDICE A - ATIVIDADE - FUNCAO AFIM

.
GOVERNO po

EsTADO po CEARA

Secretaria da Edwrapde

COLEGIO ESTADUAL LICEU DE CAUCAIA

PROFESSOR LUIZ EDSON - MAT_EMATICA
ATIVIDADE - GeoGebra - FUNCAO AFIM

Aluno(a): Data:__ /[

1. Digite no campo Entrada do aplicativo Calculadora Grafica GeoGebra as fungoes afins abaixo
e observe os seus respectivos graficos.

(a) y=3x+6.
(b) y=—-2x+3
(c) y=4z -2
() y=-2-3

2. Observando cada gréfico das fungdes afins inseridas na questao anterior, responda.

(a) A fungao é crescente ou decrescente?
(b) Em que ponto a reta corta o eixo y?

(¢) Qual é a raiz ou zero da fungéo?

3. Digite no campo Entrada do aplicativo Calculadora Grafica GeoGebra a fungdo y = ax + 6
com parametro a # 0 e responda.

(a) Para quais valores de a a fungao é crescente ou decrescente?
(b) Qual é a raiz ou zero da fungéo quando a = 27

(c¢) Qual é a raiz ou zero da fungao quando a = —27

Fonte: Elaborada pelo autor
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APENDICE B - ATIVIDADE - FUNCAO QUADRATICA

.
GOVERNO po

EsTADO po CEARA

Secretaria da Edwrapde

COLEGIO ESTADUAL LICEU DE CAUCAIA

PROFESSOR LUIZ EDSON - MATEMATICA
ATIVIDADE - GeoGebra - FUNCAO QUADRATICA

Aluno(a): Data:__ /[

1. Digite no campo Entrada do aplicativo Calculadora Grafica GeoGebra as fungoes quadraticas
abaixo e observe os seus respectivos graficos.

(a) y = 2% — 3z — 10.
(b) y = —a®+ 2.
(c) y=22%+3z+4.

2. Observando cada gréafico das fungbes quadraticas inseridas na questdo anterior, responda.

(a) A fungao tem mdximo ou minimo?
(b) Em que ponto a pardbola intercepta o eixo y?

(¢) Quais as rafzes ou zeros da fungao?

3. Digite no campo Entrada do aplicativo Calculadora Grafica GeoGebra a funcio y = az?+52—6
com parametro a e responda.

a) Para quais valores de a a fun¢do tem maximo ou minimo?

(b) Quais as rafzes ou zeros da fungdo quando a = 27
(¢) Quais as rafzes ou zeros da fungao quando a = —27

(d) Qual o comportamento do grafico quando a = 07?

Fonte: Elaborada pelo autor
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APENDICE C - RESOLUCAO DOS PROBLEMAS

Resolucio — Problemas com Funciao Afim

Problema 1 — Solugdo:

Chamando de Lyiangulo © lado do tridngulo, Lqyadrado © lado do quadrado, Pyiangulo © perimetro

do tridngulo € Pquadrado O perimetro do quadrado, temos que:
4 x Lquadrado 4 x Lquadrado
3 3
3 X Lquadrado + 6 = 4 X Lquadrado = Lquadrado = 6, 10g0 a drea do quadrado € A = 6% = 36cm?.

g

3 ><Ltri:?mgulo = 4'><Lquadrad0 = Ltriﬁngulo = = Lquadrado +2=

Problema 2 — Solugdo:

Vamos analisar cada parte do grafico separadamente:

Segmento AB

Neste segmento houve a diminuicdo de 1000 L de dgua através de uma bomba (B;) durante 1
hora. Neste caso, a vazdo pode ser definida como o volume de d4gua que sai da cisterna durante

um determinado tempo, por exemplo, durante 1 hora. Entao,
1000L
1 hora
Note que como neste caso apenas hd a bomba By, a vazdo acima corresponde exatamente a vazao

vazaosp =

desta bomba. Entdo,

- 1000 L
z =—
Y B Thora
Segmento BC

Neste segmento houve a diminui¢do de 5000 L de dgua através de duas bombas (B + B;) durante
2 horas. Como hé duas bombas, a vazao deve ser calculada levando em consideracao ambas as
bombas:

vazaopc = vazdop, + vazaog,

Os dados acima correspondem entdo a ambas as bombas, ou seja, equivalem a vazao total do
segmento BC. A diminui¢do de 5000 L ocorreu durante 2 horas, porém como estamos calculando
a vazdo baseando-se no tempo de 1 hora, precisamos considerar entdo que durante 1 hora houve

a diminuigao total de:

5000L
— = 2500L. Logo,

- 2500L .
vazaogc = . Entao,

1 hora
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2500L 1000L 5 5 2500L — 1000L
= + vazaop, = vazaop, =

vazdopc = vazdop, + vazdop, =
1500 L

1 hora
A vazdo (litros por hora) da segunda bomba (B,) é de 1500.

lhora  1hora 1 hora

= vazaop, =

Resoluc¢ao — Problemas com Funcao Quadratica
Problema 3 — Solugdo:

O perimetro de um retangulo é a soma das medidas de seus quatro lados. Se os lados do retangulo
medem x e y, entdo seu perimetro € 2x + 2y, porque lados opostos t€m a mesma medida. Assim,
2x+2y=12,ouseja, x+y==06.

A érea do retangulo de lados x e y € A = xy. Podemos substituir y por 6 — x no produto xy, para

obtermos a expressdo da drea como fungdo de x: A(x) = x(6 — x), ou seja,
A(x) = —x? +6x.
Neste caso, como a = —1 < 0, a fungdo A(x) atinge o valor maximo
— = quandox = ——.
1, duando x 5

Temosh=6,c=0e A=5b*—4ac=6*—4x (—1) x 0 =36. Assim, o valor mdximo para a

drea A(x) é

A 36
—_—— = — e 9’
4a 4x(—1)
que ocorre quando
b 6
Y T Ak

Neste caso, y =6 —x =6 —3 = 3. Assim, as dimensdes do retangulo siox =3 cme y = 3 cm.
Portanto, dentre os retangulos de perimetro 12 cm, o que tem maior drea € o quadrado de lado 3
cm.

g



Problema 4 — Solucdo:
~ 3, . L. . .
A funcgdo f(x) = Ex — 6x -+ C, possui uma Unica raiz real (Ponto V), portanto A = 0, assim:

3
b2—4ac:O:>(—6)2—4><§xC:O:>36—6C:O:>C:6.
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ANEXO A - MATRIZ DE REFERENCIA - SAEB

4 saeb

MATRIZ DE REFERENCIA DE MATEMATICA
DO SAEB: TEMAS E SEUS DESCRITORES
32 SERIE DO ENSINO MEDIO

|. Espago e Forma

D1-

D2-

D3 -

D4 -

D5—

|dentificarfigurassemel hantes mediante oreconhedmentoderelagiesdeproporcionzlidade.

Reconhecer aplicagdes das relagdes métricas do tridngulo retdngule em um problema gue
emvolva figuras planas ou espaciais.

Relacionar diferentes poliedros ou corpos redondos com suas planificagbes ou vistas.

|dentificar a relagdo entre o numero de vertices, faces efou arestas de poliedros expressa
em um problema.

Resolver problema gue envolva razbes trigonometricas no triangulo retangulo (seno,
Cos52no, tangente).

Identificar & localizagdo de pontos no plano cartesiano.
Interpretar geometricamente os coeficientes da equacio de uma reta.

|dentificar @ equacdo de uma reta apresentada a partir de dois pontos dados ou de um
ponto & sua inclinacdo.

Relacionar a determinacio do ponto de intersegdo de duas ou mais retas com a resolugdo
de um sistemna de equagdes com duas incognitas.

Reconhecer, dentre as eguagdes do 22 grau com duas incognitas, as que represenam
circunferéncias.

II. Grandezas e Medidas

011-
D12 -

D13 -

Resolver problema envalvendo o célculo de perimetro de figuras planas.
Resolver problema envolvende o cdlculo de area de figuras planas.

Resolver problema envolvendo a area total &/ou volume de um solida (prisma, piramide,
cilindro, cone, esfera).

IIl. Nimeras e Operacdes/Algebra e Fungbes

D14 —
D15-
Dl6—
D17 —
D18 —
D15—
D20 -
D21-
D22—
D23 —
D24 —

|dentificar a localizagdo de nUmeros reais na reta NUmerica.

Resolver problema gue envolva variagdo proporcional, direta ou inversa, entre grandezas.
Resclver problema gue envolva porcentagem.

Resolver problema envalvendo equacio do 22 grau.

Reconhecer expressdo algébrica que representa uma fungio a partr de uma tabela.
Resolver problema envalvendo uma fungio do 12 grau.

Analisar crescimento/decrescimento, zeros de fungdes reais apresentadas em graficos.
|dentificar o grafico gque representa uma situacdo descrita em um texto.

Resolver problema envolvendo PA /PG, dada a formula do termo geral.

Reconhecer o grafico de uma funcdo polinomial de 12 grau por meio de seus coeficientes.

Reconhecer a representagdo algébrica de uma fungdo do 12 grau dado o seu grafico.

Fonte: (INEP, 2022)
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25—

D26—
D2y —

D28 -

D25 —

30—

D31-

D32—

D33 -

Resolver problemas que envolvam os pontos de maximeo ou de minimo no grafico de uma
fungdo polinomial do 22 grau.

Relacionar as raizes de um polindmic com sua decomposigao em fatores do 12 grau.
|dentificar a representagio algébrica efou grafica de uma fungdo exponendial.

|dentificara representagao algébrica efou grafica de uma fungdo logantmica, reconhecendo-a
coma inversa da fungio exponencial.

Resolver problema gue envolva fungao exponencial.

|dentificar graficos de fungies trigonométricas (seno, cosseno, tangente) reconhecendo
suas propriedades.

Determinar a solugdo de um sistema linear associando-0 @ uma matriz.

Resolver problema de contagemn ufilizando o principio multiplicativo ou nogdes de
permutacde simples, arranjo simples e/ou combinagdo simples.

Calcular a probabilidade de um evento.

. Tratamento da Informagdo

034 —

D35-

Resolver problema envolvendo informagdes apresentadas em tabelas efou graficos.

Associar informagdes apresentadas em listas efou tabelas simples aos graficos que as
representam e vice-versa.

Fonte: (INEP, 2022)
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ANEXO B - MATRIZ REFERENCIA - SPAECE

MATRIZ DE REFERENCIA DE MATEMATICA - SPAECE 2016

32 SERIE DO ENSINO MEDIO

TEMA I. INTERAGINDO COM NUMERDS E FUNCOES

Dl& Estabelecar relagBes entre reprasertacdas fraciondrias e dacimais dos nuMmarss racicnais.

i) Resolvar problerma ervolvendo jurcs simples.

D20 Resolvar problerma ervolvendo jurcs compostos.

D24 Fatorar e simplificar expressfes algebricas.

Dza Reconhecer a representagdo algébrica ou grafica da fungao polinomial de 12 graw.

D40 Relacionar as ralzes de um pelindmio com sua decomposicdo em fatores do 12 grau.

D42 Resaolvar situagao problama envalvende o calcule da probabilidade de um evento.

TEMA [ CONVIVENDO COM A GECMETRIA

D49 Resolvar problama ervolvendo semelhanca de figuras planas.

D50 Rasalver situag2o problama aplicando o Teorema de Fitdgoras ou as
e demais relag@es métricas no tridngulo retangulo.

D51 Resolvar problerma usando as propriedades dos poligonos (soma dos angulos internas,
o ndmera de diagonais e calculo do angulo interno de poligonos ragulares).

D52 Identificar planificages de alguns poliedros e/ou corpos redondos.

D53 Resolver situacdo problema ervolvendc as razdas trigonomeétricas
o no tiangule retdngulo (senc, cosseno, tanganta),

D54 Calcular a Srea de um tridngulo pelas coordenadas de saus vartices.

D55 Detarminar uma equacdo da rata a partir de dois pontos dados ou da um ponto e sua inclinagdo.

D5é& Reconhacer, dentre as egquacdas do 2°grau com duas incdgnitas, 35 qua reprasentarm circunferancias.

D57 Idantificar a localizagdc de pontos no plano cartesiano,

D58 Imterpratar gecmetricamente os coeficientes da equagao de uma reta.

TEMA I VIVENCIAMDC: AS MEDIDAS

Dad Resolvar problerma utilizando as relagées entre diferentes unidades de medidas, de capacidade & de volume.

D65 Calcular o perimatro de figuras planas numa situagdo problema.

D&7 Resolvar problerma ervolvendo o calculo de area de figuras planas.

D7l Calcular a drea da superficie total de prismas, piramides, cones, cilindros e asfera.

D72 Calcular o veluma da  prismas, piramides, cilindros @ cones em situagdc-problama.

TEMA IV, TRATAMENTD DA INFORMACAD

D76 Associar informagfes apresentadas em listas ¢/ cu tabelas acs graficos gue as representam,  vice-versa,

D78 Resolvar problama erwvolvends madidas de tendéncia cantral: madia, moda ou mediana.

Fonte: (CEARA. Secretaria da Educacio, [S. I.] CAED/UFIJF, 2023)

79



80

ANEXO C - MATERIAL ESTRUTURADO - SISEDU

16 | I —
MATERIAL ESTRUTURADO

MATEMATICA

amc.; NG
Funcoes Afins e Sistemas Lineares N
LI arcs
Equacoes Lineares
Introducao ao Estudo de Funcoes

Funcoes Afins
b, LA = .
| . é
P Autores o
t Bruno Holanda \
Fernando A. A. Pimegtel |
Jorge H. S. Lh?/ &
Il
: %.SISED_U_ Rt ._:'\\ CIENTISTA CHEFE Eﬁfjﬁﬂ @ EE&F‘:&
.I- il #-

Fonte: Elaborado pelo autor
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