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RESUMO

Esta dissertacdo traz uma analise da forma de abordagem da solucdo da
equacdo do 2° grau, e como esta expressao relaciona-se ao matematico hindu
Bhaskara, nos manuais escolares brasileiros. Foram pesquisados manuais escolares
desde 1853. Como resultado, fez-se um compilado dos sete principais métodos de
resolucdo presentes nesses textos. Percebeu-se também que a referéncia a Bhaskara
nunca deixou de ser utilizada. Foi elaborada uma linha do tempo, na qual se observa
que até a década de 60 os autores atribuiam a Bhaskara o desenvolvimento do
meétodo resolutivo, mudando a forma de se referir a ele, com o passar das décadas.
Levantou-se a hip6tese de que a expressdo tivesse origem na Espanha, e de que
Bhaskara realmente teve participacéo direta no desenvolvimento do método indiano
de resolucdo de equacbes quadraticas. Observou-se também que a grafia do nome
préprio Bhaskara também aparece de diversas maneiras (Bhaskara, Bhéaskara,
Béaskara, Bascara) assim como ocorre uma confusédo entre os termos indiano e hindu,
ao se atribuir a origem deste matematico. Por fim, este trabalho apresenta uma
contribuicdo para o estudo sobre a forma como o método atribuido a Bhaskara é
utilizado e referenciado nos manuais escolares brasileiros, servindo de ponto de
partida para pesquisas futuras.

Palavras-chave: Equacdo do 2° grau, Formula de Bhaskara, Livros Didaticos de
Matemética.



ABSTRACT

This dissertation presents an analysis of the approach given to the solution of
the 2" degree equation in textbooks, and how this expression is related to the Hindu
mathematician Bhaskara. Brazilian school manuals have been examined since 1853.
As a result, a compilation of the seven main methods of resolution present in these
texts was prepared. It was also noticed that the reference to Bhaskara was never put
away. A timeline was drawn up, in which it was noticed that until the 1960s, the authors
attributed to Bhaskara the development of the solving method, changing the form to
mention it over the decades.The hypothesis was raised that the expression originated
in Spain, and that Bhaskara did have a direct role in the development of the Indian
method of solving quadratic equations. It was also observed that the spelling of the
proper name Bhaskara also appears in several ways (Bhaskara, Bhaskara, Baskara,
Bascara) as well as a confusion between the terms Indian and Hindu when the origin
of this mathematician is referred to. Finally, this work presents a contribution to the
study on how the method attributed to Bhaskara is used and referenced in Brazilian
school manuals, serving as a starting point for future research.

Keywords: 2" degree equation, Bhaskara formula, Mathematics textbooks.
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1 INTRODUCAO

O estudo das equacdes do 2° grau normalmente ocorre no atual 9° ano do
Ensino Fundamental (antigo quarto ano ginasial). Por ser um conhecimento
bastante requisitado nas séries seguintes e em outras disciplinas, como Fisica e
Quimica do Ensino Médio, sua abordagem costuma ser detalhada e com tempo
consideravel para a absorgdo dos principais conceitos. De um modo geral, 0s
livros didaticos trazem uma boa abordagem matematica, apresentando
exemplos de aplicagcbes e métodos otimizados para encontrar as raizes da
equacao.

A apresentacao destes métodos para obtencdo das raizes varia conforme o
autor do livro didatico e da colecdo, mas normalmente recai em uma
demonstracao algébrica finalizada na expressao literal, a qual chamaremos
neste trabalho de féormula resolutiva, que permite o célculo das raizes. Apos
uma analise prévia dos livros didaticos atuais, resolvemos investigar qual a razédo
do termo aparecer nesses manuais escolares, contendo a afirmacdo de o
método ser de Bhaskara. Isso nos dirigiu a um levantamento e analise da
referéncia ao termo em livros didaticos, numa tentativa de localizar sua origem e
desenvolvimento ao longo da histéria do ensino brasileiro. Entretanto, uma breve
busca em artigos cientificos remeteu ao fato de que aparentemente a alusao a
Bhaskara foi descontinuada em determinado periodo (décadas de 50 e 60) e
retornou posteriormente, estando presente nos livros atuais. Além disso, varios
livros atuais afirmam que a expressao Férmula de Bhaskara é uma homenagem
ao matematico hindu, mas néo teria sido ele o seu desenvolvedor. Este eventual
deslize historico dos livros didaticos chamou a atencdo e deu origem ao tema
deste trabalho.

Desta forma, esta pesquisa procurou levantar e avaliar manuais escolares
brasileiros de matematica (que abordam equacdes do 2° grau), verificando como
0s metodos para obtencdo das raizes sdo chamados e quais modificacdes
ocorreram ao longo do ultimo século. Para delimitar historicamente foi definido
que a busca pelos livros seria feita de modo a analisar com mais atencgao livros
antigos e compara-los com os atuais. Nesse processo localizamos a citacéo que

acreditamos ser a mais antiga, o que envolveu uma analise de livros didaticos e
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manuais escolares que remontou os dois Ultimos séculos. Ressalta-se que néo
€ objetivo deste trabalho comparar os métodos de obtencdo de raizes, nem
comparar os livros didaticos, mas sim verificar em que sentido a referéncia a

Bhaskara, na férmula resolutiva, foi sendo utilizada ao longo do ultimo século.
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2 JUSTIFICATIVA DA PESQUISA

De acordo com o livro A matematica do Ensino Médio (Lima, 2001), os
problemas envolvendo equacdes do 2° grau estdo entre 0s mais antigos da
matematica. A solucéo das equacdes quadraticas teve um desenvolvimento que
contou com a colaboracdo de iniUmeras pessoas, que a trataram de diferentes
modos, com o0 argumento matematico que Ihe era pertinente em seu momento
histérico.

Segundo o autor, textos cuneiformes escritos pelos babilénicos ha quase
quatro mil anos ja apresentavam situacdes como a obtencéo dos valores de dois
nameros, sendo conhecidos sua soma s e seu produto p. Nesta situacdo, sendo
X um dos numeros, 0 outro nimero é descrito por s — x. Assim, o produto é dado

por:

p=x(s-Xx)=sx-x? logo x*-sx+p=0,

que é uma equacao do 2° grau.

No mesmo livro, Elon Lages Lima afirma ainda que a obtencao das raizes
da equagdo x* -sx+p =0 é um conhecimento milenar. Até o final do século 16

nao era utilizada uma férmula para obtencéo das raizes, devido ao fato de néo
se representar os coeficientes de uma equacdo por letras. O inicio desta
representacédo foi feito por Francois Viete, matematico francés que viveu entre
1540 e 1603. Antes disso, utilizava-se uma sequéncia de procedimentos, de
forma retérica (Berriman, 1956).

No mesmo artigo, Berriman analisa o processo de solugdo da equacgao

X2+ X = % , como aparece no tablete BM 13 9011

1 o 1 1 1 .
5 e multiplique — por =, que é —-. Some isso a

Tome metade de 1, que é 2 2 4

NN

para obter 1. Este € o quadrado de 1. Agora subtraia % de 1. O resultado é 5

1 Agqui ndo estamos considerando a notacdo em base 60, tal como aparece nesse tablete, que
se encontra exposto no Museu Britanico.
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Nesses problemas, os valores da soma e do produto sdo numeros
positivos. Desse modo, os babilénicos ndo tinham problemas com solucdes
negativas fornecidas por estas regras.

Na notacdo atual, definimos uma equacdo do 2° grau, como uma
expressdo do tipo ax?+bx+c=0, com a,b,c T e com a10. Encontrar as
raizes desta equacdo significa encontrar os valores de X que tornam a igualdade
verdadeira. A obtencdo destes valores pode ser feita de algumas formas
(graficamente, regra da soma e produto, entre outras), porém a forma mais
“b ++/b’ - 4ac

2a '

Esta expressédo € apresentada em varios livros didaticos sob o nome de

difundida é a aplicacdo da formula resolutiva x =

Formula de Bhaskara. Varios autores afirmaram que a expressdo Férmula de
Bhaskara (algumas vezes grafada como Bhaskara) é utilizada apenas no Brasil.
Vailati (2007), diz que “[...] somente no Brasil em 1960, a formula geral
para a solucdo das equacdes do 2° grau esta ligada ao matematico hindu
Bhaskara II”. Segundo este autor, a atribuicdo do nome a férmula se deve a uma
homenagem feita pelos matematicos devido as contribuicdes de Bhaskara.
Autores como Garbi (1997) e Fragoso (1999), consideram ndo somente
Béskara, mas também o matematico Sridhara no desenvolvimento do método de
solucéo das equacdes quadraticas, conforme descrito em Guedes (2019).
Trovon (2012) afirma que equagdes quadraticas eram resolvidas desde
os tempos babildnicos e sua solucao registrada de maneira retérica. Segundo
este autor, Bhaskara pode ter utilizado um método semelhante, seguindo os
passos de seu predecessor Brahmagupta, que em 628 dC ja apresenta uma
solucdo retdrica bastante completa. Trovon ainda sugere que o costume de
chamar a expresséo de Formula de Bhaskara tenha iniciado na década de 50 e
chama a atencéo ao fato de que nem mesmo na india, terra natal de Bhaskara,
a formula ou qualquer método de solugéo para equacdes quadraticas, carregue
0 nome desse matematico.
Dessa forma, considerando que constantemente é afirmado que a formula
resolutiva utilizada atualmente ndo foi desenvolvida por Bhaskara e também a

frequéncia da aparicdo da expressao nos manuais escolares, surgiu a motivacao
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de investigar como os livros didaticos brasileiros, ao longo do tempo, trataram o

meétodo de solucdo, especificamente ao se referirem a Bhaskara.



15

3 CONTEXTUALIZACAO HISTORICA DO METODO DE RESOLUCAO
APRESENTADO POR BHASKARA

Conforme ja mencionado, a solu¢do das equagfes quadraticas teve um
desenvolvimento que contou com a colaboracdo de inimeros atores, em
diversas culturas. Eves (2004) afirma que no tempo do matematico Brahmagupta
(que viveu em 628 dC), os indianos aceitavam 0s numeros negativos e
irracionais e sabiam que uma equacédo quadratica, com solucdes reais, tem duas
raizes formais. Segundo este autor, eles unificaram a resolucédo algébrica de
equacles quadraticas pelo método de completar de quadrados.

Os procedimentos utilizados por Bhaskara para resolver o que hoje
conhecemos como equacédo do 2° grau foram citados em seus escritos, como
por exemplo no Bija Ganita, onde regras e algoritmos orientam a resolucdo de
problemas envolvendo quantidades desconhecidas. As regras sao expressas em
versos, ilustradas por exemplos e contém um comentéario do proprio autor para
explica-las (ROQUE, 2012). Esta autora apresenta uma traducdo em linguagem
atual do método atualmente conhecido como “completar o quadrado” extraido do
Bija Ganita:

De um enxame de abelhas, tome a metade, depois a raiz. Esse grupo extrai o
pélen de um campo de jasmins. Oito nonos do todo flutuam pelo céu. Uma abelha
solitaria escuta seu macho zumbir sobre uma flor de l6tus. Atraido pela fragrancia, ele
tinha se deixado aprisionar na noite anterior. Quantas abelhas havia no enxame?

Para resolvé-lo é preciso escrever uma equacgdo, aqui feita na notagédo atual.

Bhaskara afirma que, pela pergunta, ha indicio que metade do enxame € um ndamero

gue tem raiz, logo, 2x2 é a indicacdo para o enxame todo. Reunindo a quantidade

. 8 . . .
desconhecida x, 9 do todo e mais duas unidades tem-se todo o enxame ficando a

x . 16 . . . .
equacao assim, X + ) x+2=2x>.0 procedimento diz que se deve multiplicar os dois
membros por um fator conveniente (9) somando o que é necessario, donde obtém-se

9x +16x° +18 = 18x° e em seguida 2x° - 9x = 18. O passo seguinte produz o que
hoje é conhecido como trinbmio quadrado perfeito segundo a regra “é por unidades
iguais a quatro vezes o numero de quadrados que é preciso multiplicar os dois
membros; e é a quantidade igual ao quadrado do namero primitivo de quantidades

desconhecidas simples que é preciso adicionar.” Portanto, da ultima igualdade sai
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16x° - 36x = 144 e em seguida 16x° - 72x + 81= 225; como os dois membros s&o
guadrados, deve-se extrair raizes e iguala-las para chegar a igualdade 4x - 9 =15, de
onde se conclui que o valor da quantidade desconhecida é 6; o nimero de abelhas,

2x2, é entdo 72.

Na traducdo para outra lingua, a forma retérica € perdida, nao
obedecendo a métrica e a versificacdo do texto original.

Roque (2012) indica ainda que ha um método geral para resolucdo de
equacdes quadraticas, expresso no texto retérico. Nao € nosso objetivo aqui uma
discussdo do método proposto por Bhaskara para solucdo das equacles
quadraticas. Como referéncia a este tema, citamos o trabalho de Guedes
(2019)?, que discute o que Bhaskara apresenta no Bija-Ganita quanto a solucéo

das equacfes quadraticas.

2 Para mais detalhes veja: GUEDES, E. G. A equacdo quadratica e as contribuicdes de
Bhéskara. Dissertagcéo de Mestrado Profissional em Matematica. Curitiba: Universidade Federal
do Parand, 2019.
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4 A PESQUISA ENVOLVENDO LIVROS DIDATICOS

A pesquisa envolvendo livros didaticos é uma area bastante ampla e que
pode trazer impactos em diversos aspectos diretamente relacionados ao ensino.
O guia de livros didaticos do Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD) menciona

que:

E preciso observar, no entanto, que as possiveis funcdes que um livro didatico pode
exercer ndo se tornam realidade, caso nao se leve em conta 0 contexto em que ele é
utilizado. Noutras palavras, as funcdes acima referidas sé@o histérica e socialmente
situadas e, assim, sujeitas a limitagbes e contradigcbes. Por isso, tanto na escolha
guanto no uso do livro, o professor em o papel indispensavel de observar a adequacao
desse instrumento didatico a sua pratica pedagogica e ao seu aluno. (BRASIL, 2007,
p.12)

Esta passagem do documento oficial remete ao fato de que o livro didatico
€ um material de extrema importancia na pratica escolar, e por isso é importante
gue se atente para alguns aspectos relacionados a qualidade do material
(figuras, exercicios) e a correta apresentacdo dos conteudos e nomenclaturas.
Na pratica educativa, o livro didatico acaba servindo como referéncia ao
professor, que o utiliza como guia para a elaboracédo e planejamento de suas
atividades.

Sendo assim, a pesquisa envolvendo manuais escolares apresenta-se
importante na medida em que compara aspectos especificos de obras de
diversos autores, servindo como instrumento de analise e orientacdo, ou
exemplo, na elaboracdo de novas colecdes.

Também é importante para o entendimento do contexto e que certos
costumes escolares se instalaram, alguns deles induzindo a equivocos histéricos
ou conceituais, acabando por se perpetuar por varias geracodes, criando uma

narrativa inconsciente de que uma dada informacao seja verdadeira.
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4.1 DIFICULDADES NA PESQUISA ENVOLVENDO LIVROS DIDATICOS E
MANUAIS ESCOLARES

As pesquisas relacionadas a livros didaticos costumam trazer dificuldades
inerentes a localizacao e catalogacdo das obras de interesse. Valente (2008) ja
menciona que uma das dificuldades encontradas neste campo de pesquisa, se
relaciona com obras ndo datadas, ou datas imprecisas, reimpressoes e outros
fatores que dificultam a correta localizacao temporal da obra.

Durante o desenvolvimento desta pesquisa surgiram dificuldades,
normais dentro desta area de investigacdo, mas que julgamos devem ser
mencionadas com o objetivo de alertar e orientar novas pesquisas sobre o tema,
gue se coloquem.

A primeira dificuldade encontrada foi o levantamento das obras de
interesse. Embora existam varios grupos de pesquisa que ja listaram as
principais obras de cada periodo, as diversas mudancas de nomenclatura e de
contagem dos anos letivos (quarto ano do ginasio se tornou 82 série e atualmente
€ 0 9° ano) dificulta a localizacdo do tema dentro das cole¢des didaticas.

Outra dificuldade observada é a localizacdo de exemplares (fisicos ou
digitalizados) das obras, principalmente as mais antigas. Foram visitados os
acervos das bibliotecas da UFPR (Centro Politécnico e Reitoria) e da Biblioteca
Publica do Parand. As bibliotecas e acervos da cidade de Curitiba ndo possuiam
uma variedade de obras significativa para nossa pesquisa. Com o0 objetivo de
encontrar alguns titulos necessarios ao estudo, empreendemos duas visitas a
cidade de Sao Paulo para consulta as bibliotecas Monteiro Lobato? e a Biblioteca
do Livro Didatico?, da Faculdade de Educacdo da USP. Mesmo nas bibliotecas
gue possuem acervos de livros didaticos, muitas das obras estdo em mal estado
de conservacgao (encapados, com falta de paginas) o que dificulta a utilizagéo.

Além disso, o0 acesso aos livros antigos deve ser agendado previamente.

Embora mereca reconhecimento a imensa boa vontade apresentada pelos

8 Biblioteca Monteiro Lobato. Rua Gen. Jardim 485, Vila Buarque, Sdo Paulo, SP.

4 Biblioteca do Livro Didatico. Faculdade de Educacdo — USP. Avenida da Universidade 308,
Cidade Universitaria, Sdo Paulo, SP.
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servidores das bibliotecas. Devido ao seu numero reduzido, os horarios de
atendimento costumam ser restritos, ensejando o retorno ao acervo em outro
momento para finalizagdo da consulta.

Durante a consulta as obras, constatamos a pertinéncia da observacao de
Valente: muitos livros didaticos antigos ndo possuiam detalhes catalogréficos.
Vérias obras ndo possuiam data nem bibliografia.

Como estratégia para enfrentar estas dificuldades, foi realizada uma
pesquisa na Internet em busca de obras de interesse que estivessem
digitalizadas e com acesso disponivel ou entdo a venda em sites de livros
usados.

Algumas obras puderam ser consultadas desta maneira, entretanto,
devido ao tamanho do arquivo digitalizado (formato imagem) muitas vezes a obra
nao esta integralmente digitalizada, o que é outro fator que causa dificuldade.
Entretanto, é importante destacar que a oferta de obras digitalizadas disponiveis
em sites de grupos de pesquisa mostra-se uma iniciativa valiosa nesta area de
pesquisa.

Apesar das dificuldades apontadas quanto ao levantamento de livros
didaticos e manuais escolares, cremos ter reunido um numero suficiente de
obras fisicas e digitais, que nos permitiram o desenvolver a investigacao

proposta.
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5 LEVANTAMENTO DOS DADOS PARA ANALISE

O levantamento dos dados para essa pesquisa contemplou quatro etapas
distintas. Inicialmente foi realizada uma pesquisa com o objetivo de identificar
obras (livros didaticos) relevantes em cada década, de modo a direcionar a
busca por estes exemplares. Esta pesquisa foi realizada por meio de artigos e
consulta a sites de grupos de pesquisa® que trabalham com andlise de livros
didaticos.

Em seguida foi realizada uma pesquisa nos acervos de bibliotecas ligadas
as Universidades e em acervos de livros didaticos disponiveis para visitacdo. O
objetivo foi identificar & quais obras o acesso seria possivel.

Na etapa seguinte foram realizadas visitas aos acervos e a busca pelas
obras de interesse. Foram visitadas as bibliotecas da UFPR (Centro Politécnico
e Reitoria), biblioteca central da UTFPR (na cidade de Curitiba), a Biblioteca
Monteiro Lobato e Biblioteca da Faculdade de Educacéo da USP — FEUSP estas
dltimas na cidade de Sao Paulo.

Durante a pesquisa nos acervos, as obras foram fotografadas e,
posteriormente, analisados os capitulos que tratavam da apresentacdo da
férmula resolutiva da equacéo do 2° grau.

ApGOs as visitas aos acervos foi realizada uma busca por obras atuais. Esta
busca foi feita por meio da solicitacdo a colegas professores de matematica e a
setores de escolas que guardam obras do PNLD. Também foi realizada uma
pesquisa na internet em busca das obras digitalizadas. Algumas foram
encontradas desta maneira e utilizadas no trabalho.

ApOs a localizacdo das obras, foi realizada uma analise dos capitulos
relacionados as equacdes do 2° grau e elaborada a descricdo de cada uma das
obras que continha algum tipo de mencdo a Bhaskara, nos parametros

estabelecidos para analise.

5 Em particular, destacamos o repositorio do Grupo de Pesquisa de Historia da Educacéo
Matematica - GHEMAT, da UFSC. https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/1769. Acessado
em 20/05/2017.


https://repositorio.ufsc.br/handle/123456789/1769
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5.1 SOBRE AS OBRAS ENCONTRADAS

Foram analisados aproximadamente 90 titulos, distribuidos
temporalmente desde 1856° até os dias atuais. Como o objetivo era analisar as
referéncias a Bhaskara nos livros didaticos, focamos a ateng¢édo em 29 obras que,
de alguma maneira, relacionam a férmula resolutiva da equacédo do 2° grau a
ele. A seguir temos uma listagem seguindo a ordem temporal aproximada,

respeitando as obras de um mesmo autor.

o André Perez Y Marin. ELEMENTOS DE ALGEBRA. Escolas Profissionaes
do Lyceo Salesiano Sagrado Coracgao de Jesus, 1909.

. André Perez Y Marin. LICOES DE ALGEBRA. Escolas Profissionaes do
Lyceo Salesiano Sagrado Coracao de Jesus, 1918, 12 Ed.

o André Perez Y Marin. ELEMENTOS DE ALGEBRA. Escolas Profissionaes
do Lyceo Salesiano Sagrado Coracao de Jesus, 1921, 42 Ed.

o André Perez Y Marin ELEMENTOS DE ALGEBRA. Escolas Profissionaes
do Lyceo Salesiano Sagrado Coracao de Jesus, 1930, 72 Ed.

. Jacomo Stavale. TERCEIRO ANO DE MATEMATICA. Cia Editora
Nacional, 1935, 22 Ed.

. Jacomo Stavale. TERCEIRO ANO DE MATEMATICA. Cia Editora
Nacional, 1942, 92 Ed.

° Jacomo Stavale. ELEMENTOS DE MATEMATICA. Cia Editora Nacional,
1944, 52 Ed.

o Jacomo Stavale. ELEMENTOS DE MATEMATICA. Cia Editora Nacional,
1955, 182 Ed.

o Nicanor Lemgruber e Roberto Peixoto. MATEMATICA CURSO
GINASIAL - 4A SERIE. Editora Minerva LTDA, 1945.

6 O livro mais antigo analisado foi: OTONI, C., B. ELEMENTOS DE ALGEBRA. Rio de Janeiro:
Livraria classica de Alves e Cia, 1856. Este livro ndo apresenta mencao ao matematico Bhaskara
por este motivo ndo consta na lista apresentada. A imagem da capa dessa obra se encontra na
pagina 73 do Anexo 1.



22

o Nicanor Lemgruber e Roberto Peixoto. MATEMATICA CURSO
GINASIAL — 4A SERIE. Editora Minerva LTDA, 1948, 22 Ed.

. Lauro Pastor de Aimeida. CURSO DE MATEMATICA — CICLO GINASIAL
42 SERIE. Editora Conquista, 1955.

o Benedito Castrucci e Geraldo dos Santos Lima Filho. CURSO DE
MATEMATICA - 42 SERIE. Editora FTD, 1960.

o Nelson Baccaro, CURSO DE ALGEBRA. Ed. Sesil, 1961.

. Nelson Baccaro, CURSO DE ALGEBRA. Ed. Atica, 1974, 52 Ed.

. Nelson Baccaro, CURSO DE ALGEBRA. Ed. Atica, 1971, 62 Ed.

. Nelson Baccaro, CURSO DE ALGEBRA. Ed. Atica, 1976, 72 Ed.

. Nelson Baccaro, MATEMATICA. Ed. Atica, 1980.

o Jacy Lamego, MATEMATICA PRATICA E MODERNA. Ed. do Brasil,
1976.

o Scipione di Pierro Neto, Magda Teresinha Angelo, Edson do Carmao, Lilia
Maria Facio. MATEMATICA 82 SERIE DO 1° GRAU. Editora saraiva, 1979.

. Vicente Paulo Kosien e Luiz Herminio Marcarini. MATEMATICA 82 SERIE
DO 1° GRAU. Editora saraiva, 1981.

o José Jakuvic e Marcelo Lellis. MATEMATICA NA MEDIDA CERTA. Ed.
Scipione, 1995.

. Scipione Di Pierro Neto. MATEMATICA SCIPIONE. Ed. Scipione, 1996.
. Scipione Di Pierro Neto. MATEMATICA PARA A ESCOLA MODERNA
(VOL. 4). Instituto Brasileiro de Edi¢cdes Pedagdgicas, 1997.

o José Jakuvic e Marcelo Lellis. MATEMATICA NA MEDIDA CERTA. Ed.
Scipione, 1995.

o Marilia Centurion, José Jakuvic e Marcelo Lellis. MATEMATICA NA
MEDIDA CERTA. Ed. Leya, 2002.

o Denise Favareto. MATEMATICA EM CENA. Ed. Escala educacional,
2008.

o Gelson lezzi, Osvaldo Dolce e Antonio Machado. MATEMATICA E
REALIDADE. Ed. Atual, 2009.

. Eduardo Chavante. MATEMATICA. Ed. SM, 2015.
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° Joamir Souza e Patricia Moreno Pataro. VONTADE DE SABER. Ed. FTD,
2015.

Obtivemos entédo 29 obras, que foram fruto de nossa analise, exposta nos
capitulos a seguir, estabelecendo, dentre outros fatos, tanto uma cronologia
como cobertura temporal.

Seria possivel acrescentar outras obras recentes (pés 2010) elevando o
namero de livros didaticos analisados. Por opc¢éo, foi dado maior atencdo as
obras de décadas anteriores, entendendo-se que um maior numero de obras

atuais néo teria uma contribuic&o significativa no resultado final do trabalho.

5.2 TIPOS DE DEMONSTRACOES ENCONTRADAS

Durante a analise dos capitulos dos livros didaticos que abordam
equacdes do 2° grau, percebeu-se que a apresentacdo da forma de obtencédo
das raizes da equacao completa possui pouca variacdo entre as obras. Algumas
obras (mais recentes) ndo apresentam a demonstracdo para obtencdo da
expressédo final. As obras que apresentam demonstracdes, ou algum tipo de
encaminhamento formal, a fazem de sete maneiras, sempre muito semelhantes
entre si.

Desta forma, para facilitar a apresentacao neste trabalho e tornar mais
rapida a leitura das fichas das obras, os caminhos para obtencdo da formula
resolutiva foram nominados e serdo referenciados nas fichas das obras. A
nomenclatura foi escolhida de acordo com sua apresentacdo nas obras
analisadas: Método 01 (atribuido a Bhaskara); Método 02 (dos arabes); Método
03 (substituicdo de variaveis); Método 04 (Viéte); Método 05 (soma e produto);
Método 06 (Octacilio de Novaes) e Método 07 (Lauro Pastor).

Embora alguns caminhos ndo possam ser classificados formalmente
como uma demonstracdo ou um metodo, optou-se por uniformizar a

nomenclatura com o objetivo de facilitar o entendimento das fichas das obras.



24

5.2.1 Método 01 (método atribuido a Bhaskara)

Esse é o método que aparece no trabalho original do Bhaskara. Segundo
ele, um método atribuido a Sridhara. De acordo com o trabalho de Guedes
(2019)” 0 método dado pela regra creditada a Sridhara permite um modelo geral
para resolver equacdes do 2° grau. Apesar desse recurso, hos exemplos do Bija-
Ganita Bhaskara resolve as equagdes buscando eliminar o termo médio, sendo
essa a preocupacdo principal da regra. Em alguns livros didaticos, a
demonstracdo apresentada segue exatamente este meétodo, entretanto nem

todos o atribuem a Bhaskara.

ax’+bx+c=0

c’:’tX2 +bx=-c (multiplica ambos os termos por 4a)
4ax? + 4abx = -4ac (adiciona b2em ambos os lados)
4a°x’ + 4abx + b’ = -4ac + b’

(2ax +b)* =b? - 4ac
2ax +b = +yb’ - 4ac
2ax = -b ++/-4ac +b’

Por fim, isolando entdo a incognita x nessa igualdade obtemos a expressao

conhecida

« = -b++/-4ac +b’

2a

7 Para mais detalhes sobre esse ponto especifico, veja: GUEDES, E. G. A equagdo quadratica
e as contribuicbes de Bhéaskara. Dissertacdo de Mestrado Profissional em Matemaética.
Curitiba: Universidade Federal do Parand, 2019.
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5.2.2 Método 02 (método dos arabes)

Ainda de acordo com Guedes (2019), tomando por base a tradugao de
Karpinski (1915), € provavel que o método arabe para resolver equacgéo do 2°
grau tenha sua origem com al-Khwarizmi, um matematico que viveu por volta de
825 d.C. e teve sua producdo ligada a Casa do Saber®, importante centro de
estudos situado na atual cidade de Bagda. Por mais que esse método seja
costumeiramente apresentado de forma algébrica, ele é, na verdade, fruto de
uma construcdo geomeétrica para o completamento de quadrados.

Na notacao atual, concomitantemente com uma abordagem geométrica,
podemos fazer a seguinte demonstragdo com o objetivo de obter a expresséo da

formula resolutiva. Partimos de uma equacdo completa do 2° grau, na forma

ax® +bx+c =0, com a1 0. Dividindo todos os temos por a, obtém-se a equacio

ax®> bx c

0 N . bx ¢
—+-—+-=—=, que simplificada fica na forma x*+-—+—=0. Fazendo um
a a a a a a

_ R , bx bx ¢ . ,
rearranjo dos termos obtém-se X +2_a+2_a+520' Esta equacdo esta

. , b .
relacionada com a figura de um quadrado de lado x+2—, com as seguintes
a

caracteristicas:

Calculando-se as éareas internas da figura, obtém-se

b 0s seguintes valores:

8 A Casa da Sabedoria, ou Casa do saber, foi uma biblioteca e centro de traducfes estabelecido
em Bagd4, no Iraque. Foi uma instituicdo considerada o maior centro intelectual durante a |dade
de Ouro do Isla. Varios dos mestres muculmanos mais eruditos fizeram parte deste centro
educacional. De acordo com Rashed (1996) eles realizavam as tradugdes de livros do persa para
0 arabe, além de preservar os livros existentes. Baseados em textos persas, indianos e gregos,
os estudiosos acumularam uma grande colecao de saber mundial, e desenvolveram sobre essas
bases as suas proprias descobertas.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Biblioteca
https://pt.wikipedia.org/wiki/Bagd%C3%A1
https://pt.wikipedia.org/wiki/Iraque
https://pt.wikipedia.org/wiki/Idade_de_Ouro_do_Isl%C3%A3
https://pt.wikipedia.org/wiki/Idade_de_Ouro_do_Isl%C3%A3
https://pt.wikipedia.org/wiki/L%C3%ADngua_persa
https://pt.wikipedia.org/wiki/L%C3%ADngua_%C3%A1rabe
https://pt.wikipedia.org/wiki/Hist%C3%B3ria_do_Ir%C3%A3o
https://pt.wikipedia.org/wiki/Hist%C3%B3ria_da_%C3%8Dndia
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2 bx
X 2a
bx b? Reorganizando a figura, tém-se:
% 4da
bx bx c
T o% bx Partindo de x?+—+—+—=0, verifica-se que
X o 2a 2a a
a 2a
: 2, X bx_ ¢ -
b X" +—+—=-—. Fazendo esta substituicdo na
4a 2a 2a a
figura resulta em:
-C
a
c b?
, Desta forma, a area total é dada por — —+ —.
b* a 4da
4a

: , b , )
Como a figura é um quadrado de Iadox+2—, a area também pode ser
a

( 2
escrita por LX+2_J . Assim, igualando as duas expressfes da area deste
a

2 -C b2
guadrado, tém-se LX+ J —+— Supondo — +— positivo, e extraindo
a 4a
2
a raiz quadrada tém-se: . Portanto, x+ b =% b#.
2a 4a

Segue disso que x+ 23 =+—— e, finalmente,
a

b b? - 4ac -b++b? - 4ac

——_—t ouentdo x=
2a 2a 2a
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Trata-se, conforme afirma Guedes (2019), de um método que toma por base um
processo puramente geomeétrico. Nesse contexto, solu¢des negativas tornam-se

probleméticas.

5.2.3 Método 03 (substituicdo de variaveis)

Este método utiliza a substituicdo de variaveis. E apresentado em
algumas obras didaticas, fornecendo também uma expressao para a solucéo das

equacdes quadraticas.

ax’+bx+c=0
ax® +bx = -c (dividimos por a)

bx -c
X2+ —==—
a a

Escrevendo essa expressdo como um quadrado perfeito, da forma (x+y)?,

temos
x2+bj:+y2=(><+y)2=x2+2xy+y2

b, b
—Q €, portanto, podemos escrever a

b
Nesse caso, 2y =-—,
y a 4 >

I
<

I
|
<

expressdo como

bx b?* -c b?
Xt —t+—=—+—

a 4a’> a 4a°

«+ 4ac
L aJ
b b? - 4ac
X+—=
2a 2a
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5.2.4. Método 04 (Viete)

Conforme Carvalho (2001), Francois Viéete (1540-1603) se diferencia de
seus predecessores por apresentar “uma proposta sistematica para o uso de
letras na teoria das equacgdes”. Com base nessa ideia, Viete propde a resolucdo
de uma equacao geral do 2° grau fazendo uso de substituicdo de variaveis,
permitindo essa estratégia transformar a equacgdo inicial em uma equacédo
incompleta.

Dada a equacdo ax’ +bx+c =0, escrevendo x = u + x' temos
ax’+bx+c=0

au+x)>+bu+x)+c=0

au®+2ux+x?)+bu+x)+c=0

au® + 2aux'+ ax“+bu+bx'+c =0

au® + (2ax'+bu+ax*+bx'+c=0

Fazendo 2ax'+b =0teremos

._-b

X'= —
2a

Substituindo x' na equagéo anterior:

au2+a(_—b\2+b(_—b\+c:0
(2a) "l 2a)
2 _op2
au2+b 2b +4ac:O
4a
2—
auz_wzo
4a
U|2_b2—4ac
4a?

De onde deduzimos:
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_ . |b*-4ac

U=+, —————
432

b? - 4ac

u=+——~
2a

Retornando na substitui¢cao inicial, encontramos

_ -b++b? - 4ac

2a

X

5.2.5 Método 05 (soma e produto)

Outro método que utiliza a manipulacdo algébrica por meio de
substituicdo de variaveis. Aparece na obra de Algacyr Munhoz Mader® e na de
José Augusto Correa’®, datada de 1886, que é uma das obras mais antigas

verificada neste trabalho.

ax*+bx+c=0

ax? +bx = -c (dividindo por a)

bx c b c
x*+—+-==0 (escrevendo —=p e ==
570 _=pe_=aq)
p> p’
x® + px + q = 0 (adicionando i Zé expressao)
p> p’

x2+px+Z-Z+q:0

2
(c+ 5 - P+ q=0

(x+§)2{ %q} =0

® MAEDER, A., M. Algebra Elementar. 22 Parte. 22 edi¢do. Curitiba: Jodo Haupt, 1931.

10 CORREA, J., A. Resumo de Algebra. S&o Luis: 1886. (Pagina 74 do Anexo 1).



30

2

(= “PEyP’-4q
2

« = -b /b’ - 4ac
2a

5.2.6 Método 06 (Octacilio de Novaes)

Este método aparece em uma publicacdo de 1925, chamada A Escola
Normal (pagina 75 do Anexo 1). A publicacdo é composta por 18 artigos, sendo
um deles denominado Algebra de autoria de Lacerda Coutinho, no qual é
utilizado o Processo de Octacilio de Novaes. Algacyr Munhoz Mader também
apresenta este método na sua 12 edicdo de sua obra “Algebra Elementar’
(LONGEN, 2007) referenciando-o a Octacilio de Novaes!!. Na 32 edicdo de seu
livro, este método € indicado no indice como método brasileiro.

O Artigo de Lacerda Coutinho apresenta a resolucdo de determinada

equacao quadratica por meio do processo a seguir:

ax’+bx+c=0
ax® +bx=-c
X(ax+b)=-c

11 Na pagina 72 do Anexo 1 temos uma foto da 32 edigdo dessa obra.
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Fazendo ax+b =z temos:

XZ=-C

Temos

(ax +z)* = a’x? + 2axz + z*
= (a’x® - 2axz + z°) + 4axz
= (ax - z)* + 4axz

Substituindo ax - ze Xz por seus valores, teremos:

(ax +z)* = b® - 4ac
ax+z = +\b* - 4ac
2ax = -b++/b” - 4ac

-b+b?-4ac

2a

X =

5.2.7 Método 07 (Lauro Pastor)

Este método aparece no livro Curso de Matematica Ciclo Ginasial (Quarta
Série) de Lauro Pastor de Almeida, professor do Colégio Pedro Il (Rio de

Janeiro), datado de 1955. O préprio autor denomina de método de Lauro Pastor.

Na expressdo ax’+bx+c =0, fazendo x'=m+ne x"=m-n, temos

am+n)>+b(m+n)x+c=0
am-n)*>+b(m-n)x+c=0

am?+2amn+an’+bm+bn+c=0
am?-2amn+an®’+bm-bn+c=0



Somando as equac¢des membro a membro:
2am® +2an® +2bm+2c =0
am®+an®+bm+c=0
Subtraindo as equacdes membro a membro:

am?+2amn+an®’+bm+bn+c=0
am?-2amn+an®’+bm-bn+c=0

4damn+2bn=0
2am+b=0
b
m=-—
2a

Substituindo este valor em am?+an®>+bm+c=0

2

+an2+ba(—2£aj +c=0

S oY
" 2a)
b? +4a’n* - 2b*+4ac =0

4a’n*-b*+4ac=0

Resolvendo esta equacéo: 4°n? = b? - 4ac

2= b® - 4ac
4a*
RN Vb? - 4ac
~ 2a

Substituindo os valores de m e n:

-b +b*-4ac . -b +b*-4ac
=—t—" e X'=T—-—

X

" 2a 2a " 2a 2a
« = -b++/b* - 4ac

2a
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6 ANALISE DOS LIVROS DIDATICOS

A seguir apresentamos os resumos dos livros analisados, em que apareceu
alguma referéncia a Bhaskara. Neles estdo apresentadas as principais
informacdes sobre a obra e observacdes gerais sobre a obra e o tratamento dado
as equacodes completas do 2° grau.

O ano de publicagéo se refere a edigéo que foi analisada. Chamou-se de
periodo de vigéncia ao intervalo de tempo entre a publicacdo da primeira e da
tltima edicdo encontrada (pode ocorrer de existirem edi¢cdes que nao foram
encontradas, mas aparentemente este fato ndo influenciou no resultado final da
pesquisa). Nesta andlise sera mantida a grafia do nome Bhaskara conforme
apresentado no texto original das obras analisadas.

TITULO DO LIVRO: ELEMENTOS DE ALGEBRA
AUTOR: ANDRE PEREZ Y MARIN
ANO DE PUBLICACAO: 1909
PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1909 (12 edic&o) a 1930 (72 edig&o).
OBSERVACOES GERAIS: E a obra mais antiga encontrada que faz algum tipo
de referéncia a Bhaskara, e, portanto, acreditamos ser a primeira referéncia ao
termo em lingua portuguesa. Para a solucao da equacao completa, apresenta a
deducao da expresséao por dois métodos distintos. Inicialmente € apresentada a
obtencdo da formula resolutiva por meio do método atribuido a Bhaskara,
inclusive fazendo referéncia ao matematico em uma nota de rodapé. Dois pontos
chamam a atencdo nesta obra: a referéncia escrita como matematico indio (da
india) e a nomenclatura de “método” para o processo de obtencdo da expressao.
Devido a sua importancia para este trabalho, esta obra sera analisada com mais
detalhes no capitulo 8.

Na sequéncia, o0 texto apresenta outro procedimento (arabes) atribuido
em nota de rodapé aos arabes. A copia das paginas de interesse desta obra se

encontra nas paginas 51 e 52 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: TERCEIRO ANO DE MATEMATICA
AUTOR: JACOMO STAVALE
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ANO DE PUBLICACAO: 1935

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1932 (12 edi¢&o) a 1942 (92 edic&o).
OBSERVACOES GERAIS: Trata sobre equacgdes do segundo grau no capitulo
04. Na péagina 10 apresenta a sequéncia de procedimentos que devem ser
realizados até a obtencéo da férmula resolutiva, por meio do método atribuido a
Bhaskara. Antes de apresentar o método, o autor afirma que este método €
devido a Bhaskara, matematico hindu do século XlI. A copia das péaginas de
interesse desta obra se encontra na pagina 53 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: ELEMENTOS DE MATEMATICA — 42 SERIE GINASIAL
AUTOR: JACOMO STAVALE

ANO DE PUBLICACAO: 1943

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1943 (12 edicdo) a 1955 (182 edic&o).
OBSERVACOES GERAIS: Utiliza o mesmo texto da obra anterior, novamente
afirmando que este método € devido a Bhaskara, matematico hindu do século
XIl. A copia das péaginas de interesse desta obra se encontra na pagina 54 do

Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: MATEMATICA CURSO GINASIAL — 42 SERIE

AUTOR: NICANOR LEMGRUBER E ROBERTO PEIXOTO

ANO DE PUBLICAQAO: 1945

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1945 até 1954

FAZ REFERENCIA A BHASKARA: SIM.

OBSERVACOES GERAIS: Apresenta o caso geral, obtendo a solu¢éo por meio
do método que atribui a Bhaskara. As primeiras edi¢cdes foram da Editora
Minerva. As demais edi¢Oes foram publicadas pela editora Francisco Aves do
Rio de Janeiro. Veremos mais adiante a relagao desses autores com outros
autores que foram referéncias em sua época, mostrando a cumplicidade no
conhecimento do termo. A copia das paginas de interesse desta obra se encontra

na pagina 55 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: CURSO DE MATEMATICA — CICLO GINASIAL 42 SERIE
AUTOR: LAURO PASTOR DE ALMEIDA
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ANO DE PUBLICACAO: 1955

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1955 (12 edig&o) até (n&do encontrado)
OBSERVACOES GERAIS: Apresenta o caso geral, obtendo a solu¢do por meio
do método atribuido a Bhaskara. Afirma no texto que o método é devido a
Bascara (grafia do texto), sendo um meétodo classico. Apresenta também o
meétodo Lauro Pastor que segundo o texto, foi criado por ele. A cOpia das paginas

de interesse desta obra se encontra na pagina 56 do Anexo 1.

TiTULO DO LIVRO: CURSO DE MATEMATICA — 42 SERIE

AUTOR: BENEDITO CASTRUCCI E GERALDO DOS SANTOS LIMA FILHO
ANO DE PUBLICACAO: 1960

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1960 (12 edi¢&o) até 1962 (22 edic&o)
OBSERVACOES GERAIS: Apresenta o caso geral, obtendo a solucédo pelo
método 01 (atribuido a Bhaskara). Afirma que o método é devido a Bascara
(grafia do texto), apresentando ao final do capitulo uma curta biografia sobre este
matematico. A cdpia das paginas de interesse desta obra se encontra na pagina
57 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: CURSO DE ALGEBRA.

AUTOR: NELSON BACCARO

ANO DE PUBLICACAO: 1961

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1961 (12 edico) até 1976 (72 edi¢&o)
OBSERVACOES GERAIS: Na edicdo de 1961 apresenta o método 01 (atribuido
a Bhaskara) em um capitulo chamado “Método de Bhaskara”. Nas demais obras
apresenta de maneira direta uma equacao completa do 2° grau e na sequéncia
a formula resolutiva. Ao lado da formula resolutiva existe um retangulo no qual
estd escrito “Férmula de Bascara”, ndo apresentando nenhum tipo de
demonstracdo. A coOpia das paginas de interesse desta obra se encontra na

pagina 58 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: MATEMATICA PRATICA E MODERNA
AUTOR: JACY LAMEGO
ANO DE PUBLICACAO: 1976
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PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1976 (12 edig&o) até (n&do encontrado)

OBSERVACOES GERAIS: Apresenta de maneira direta uma equacdo completa
do 2° grau e na sequéncia a férmula resolutiva, para a qual menciona ser
conhecida como Formula de Béscara. A copia das paginas de interesse desta

obra se encontra na pagina 59 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: MATEMATICA 82 SERIE DO 1° GRAU

AUTOR: SCIPIONE DI PIERRO NETO, MAGDA TERESINHA ANGELO,
EDSON DO CARMO, LILIA MARIA FACIO.

ANO DE PUBLICACAO: 1979

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1979 (12 edic&o) até 1981
OBSERVACOES GERAIS: Apresenta o caso geral, obtendo a solucéo pelo
meétodo 01 (atribuido a Bhaskara). Na obra, o método € chamado de "Processo
de Bascara", fazendo referéncia ao matematico hindi do século XII. A cépia das
paginas de interesse desta obra se encontra na pagina 60 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: MATEMATICA 82 SERIE DO 1° GRAU

AUTOR: VICENTE PAULO KOSIEN E LUIZ HERMINIO MARCARINI

ANO DE PUBLICACAO: 1981

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1981 (12 edic&o) até (ndo encontrado)
OBSERVACOES GERAIS: o livro apresenta o método de completamento de
quadrados sobre a expressao geral, obtendo a férmula resolutiva pelo método
atribuido a Bhaskara. Chama a solucdo de “férmula de Bascara” afirmando ter
sido por ele deduzida no século XlI. A copia das paginas de interesse desta obra

se encontra na pagina 61 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: MATEMATICA NA MEDIDA CERTA

AUTOR: JOSE JAKUVIC E MARCELO LELLIS

ANO DE PUBLICACAO: 1995

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1994 até os dias de hoje
OBSERVACOES GERAIS: O livro traz como titulo de um capitulo “A formula de
Bhaskara”. No texto explicativo esta escrito que esse método foi apresentado no
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livro do matematico hindu com este nome. A deducéo da formula resolutiva
apresentada por meio do método 1 (atribuido a Bhaskara). A copia das paginas

de interesse desta obra se encontra na pagina 62 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: MATEMATICA SCIPIONE

AUTOR: SCIPIONE DI PIERRO NETO

ANO DE PUBLICACAO: 1996

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1996 até (ndo encontrado)
OBSERVACOES GERAIS: O livro apresenta um topico intitulado Resolugéo de
equacdes completas. O topico inicia com uma resolucdo por completamento de
quadrados. Em seguida € apresentada o método 01 (atribuido a Bhaskara),
finalizado na férmula resolutiva. Na sequéncia o texto afirma que a férmula geral
para resolucéo de equacdes do 2° grau € conhecida como formula de Bhaskara.
Cabe ressaltar que nao se utiliza a expressdao método de Bhéskara e sim formula
de Bhaskara. A copia das paginas de interesse desta obra se encontra na pagina
63 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: MATEMATICA NA MEDIDA CERTA

AUTOR: LUIZ MARCIO IMENES E MARCELO LELLIS

ANO DE PUBLICACAO: 1998

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1998 até os dias de hoje
OBSERVACOES GERAIS: O livro traz como titulo de um capitulo “A formula de
Bhaskara”. No texto explicativo esta escrito que esse método foi apresentado no
livro do matematico hindu com este nome. A deducédo da formula resolutiva
apresentada por meio do método 1 (atribuido a Bhaskara). A cOpia das paginas
de interesse desta obra se encontra nas paginas 64 e 65 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: MATEMATICA NA MEDIDA CERTA
AUTOR: JOSE JAKUVIC E MARILIA CENTURION

ANO DE PUBLICACAO: 2002

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 2002 até os dias atuais
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OBSERVACOES GERAIS: O livro traz um capitulo com o titulo “A férmula de
Bhaskara”. No texto explicativo € mencionado que a expressao nao foi por ele
formulada, mas leva o nome em sua homenagem, ja4 que ele era um grande
astronomo hindu. No tépico seguinte € apresentada a deducdo da férmula
resolutiva por meio do método 1 (atribuido a Bhaskara). A cépia das paginas de

interesse desta obra se encontra na pagina 66 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: MATEMATICA EM CENA

AUTOR: DENISE FAVARETO

ANO DE PUBLICACAO: 2008

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 2008 até os dias de hoje
OBSERVACOES GERAIS: O livro apresenta como titulo de um tépico Equac&o
do 2° grau completa. O texto menciona que para a resolucdo de equacdes
completas é possivel empregar um processo atribuido ao matematico hindu
Bhéskara, que viveu no século Xll. O tdpico seguinte apresenta como titulo:
Formula resolutiva (formula de Bhaskara), e apresenta diretamente a expressao
para obtencado das raizes. No topico seguinte é apresentada uma demonstracéo
por meio do método 1 (atribuido a Bhaskara). A cOpia das paginas de interesse
desta obra se encontra na pagina 67 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: MATEMATICA E REALIDADE

AUTOR: GELSON IEZZI, OSVALDO DOLCE e ANTONIO MACHADO

ANO DE PUBLICACAO: 2009

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 1991 até os dias atuais

OBSERVACOES GERAIS: O livro apresenta um tépico intitulado a formula de
Bhaskara. Neste topico ndo é feita referéncia histérica a situacdo. Apenas é
apresentada o método a ele atribuido. Na sequéncia sao apresentados exemplos
resolvidos de utilizacdo da expresséo para obtengéo das raizes. Cabe ressaltar
gue néo se utiliza a expressao meétodo de Bhaskara e sim formula de Bhaskara.
A copia das paginas de interesse desta obra se encontra na pagina 68 do

Anexo 1.
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TITULO DO LIVRO: CONVERGENCIAS MATEMATICA

AUTOR: EDUARDO CHAVANTE

ANO DE PUBLICACAO: 2015

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 2015 (12 edic&o) até os dias de hoje.
OBSERVACOES GERAIS: O livro apresenta um topico intitulado Completar
quadrados no qual explica com o auxilio de figuras a obtencdo das raizes da
equacao do 2° grau por meio do método de completar quadrados. No inicio da
explicacdo faz-se uma breve mencéo sobre registros historicos deste método
pelo matematico arabe Mahammed ibu-Musa al-Khowarizmi. Na sequéncia &
apresentada a demonstracdo bem detalhada do método 1 (atribuido a Bhaskara)
para a obtencao da formula resolutiva. O texto explicativo menciona que no Brasil
esta formula passou a ser conhecida como férmula de Bhaskara, mas enfatiza
gue em sua época a representacdo utilizada era diferente. No texto também é
feito referéncia ao francés Francois Viete como percursor do uso de letras para
representar os coeficientes. A copia das paginas de interesse desta obra se
encontra na pagina 69 do Anexo 1.

TITULO DO LIVRO: VONTADE DE SABER

AUTOR: JOAMIR SOUZA e PATRICIA MORENO PATARO

ANO DE PUBLICACAO: 2015

PERIODO DE VIGENCIA DA OBRA: 2009 (12 edic&o) até os dias de hoje.
OBSERVACOES GERAIS: O livro apresenta trés formas de resolver as
equacdes completas do 2° grau (fatoracdo, completar quadrado e férmula
resolutiva). No topico de férmula resolutiva € apresentada primeiramente a
expressao e na sequéncia a demonstracdo. O texto afirma que, no Brasil, esta
férmula é conhecida como férmula de Bhaskara em virtude de suas contribuicfes
ao estudo das equacdes do 2° grau. No topico da formula resolutiva € feita a
demonstracdo do tipo 3 (substituicdo de variaveis). A cOpia das paginas de

interesse desta obra se encontra na pagina 70 do Anexo 1.
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7 ANALISES E HIPOTESES

7.1 ANALISE DOS RESULTADOS

O entendimento e andlise de obras didaticas necessitam da compreensao
do contexto historico vivido no momento de sua escrita. De acordo com o site do
grupo de pesquisa da histéria da educacdo matematica no Brasil (GHEMAT?!?),
0 estudo historico das disciplinas escolares, permite compreender que elas
nascem, transformam-se, passam por periodos de estabilidade e podem até
virem a desaparecer.

Embora néo seja objetivo deste trabalho realizar uma analise historica das
obras, considerou-se interessante situar os livros didaticos analisados dentro das
principais Reformas Educacionais pelas quais a educacéao brasileira passou nas
dltimas décadas.

Assim, para facilitar a localizacdo histérica das obras analisadas,
apresenta-se na sequéncia um resumo dos principais eventos que influenciaram

de alguma maneira 0 ensino da matematica e a producao de obras didaticas.

1890 — Reforma Benjamim Constant

1901 - Reforma Epitacio Pessoa

1911 - Reforma Rivadavia Correa

1915 — Reforma Carlos Maximiliano

1925 — Reforma Rocha Vaz

1931 — Reforma Francisco Campos

1942 — Reforma Gustavo Capanema

1951 - Reforma Simoes Filho

1961 — Publicacéo da primeira LDB (Educacédo Basica)

1963 — Publicagao primeiro livro didatico baseado no Movimento da Matematica
Moderna.

1996 — Aprovada a atual LDB

12 Acesso ao site do grupo por meio do enderego eletrénico http://www.ghemat.com.br
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Apos a analise das obras selecionadas, percebeu-se que apos a primeira
mencao a Bhaskara, realizada por Perez y Marin em 1909, o termo sempre foi
utilizado por algum autor relevante. Considerando que um livro didatico é
utilizado por varios anos, e muitas vezes possui véarias edi¢des, foi elaborada
uma linha do tempo com os livros que utilizam a expressao ou fazem mencéo a
Bhaskara.

Nesta linha do tempo as barras indicam o periodo de vigéncia da obra.
Quando esta informacédo nao foi obtida, utilizou-se um circulo na data da edi¢édo
encontrada. A cor da barra/circulo esta relacionada com a forma da citacdo. As
figuras azuis sdo citacbes com a expressdo meétodo de Bhaskara (ou

equivalente) e as verdes sao citacdes como formula de Bhaskara.

FIGURA 1 - Linha do tempo com as referéncias a Bhaskara.

Pastor
1955 Chavante
[ ] Kosien 1915 -hoje
Stavale Baccaro 1o8t Jakuvic e Lellis
1943 -1955 1961 -1980 (@] 1094 - hoje
[ ] — I |
Perez y Marin IQSB?YTIS‘S&Q Castrucci Scipione © Iezi
1909 -1930 1960 -1962 1979 -1981 Scipione 2009 -hoje
e — | — 1997 —
1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2019
————
] o (o]
Favareto
Lemgruber e Peixoto Lamego Scipione 2008 -hoje
1945 -1954 1976 1996
/)
Jakuvic, Lellis e Centurion
2002 - hoje
—1
Souza
1915 -hoje
[ |
Imenes e Lellis
1998 - hoje

FONTE: O autor (2020)

Percebe-se pela andlise da linha do tempo que a referéncia a Bhaskara
sempre esteve presente nas obras didaticas brasileiras. Praticamente em todo o
periodo compreendido entre 1909 (primeira aparicdo) e os dias atuais existiu
algum livro didatico vigente que fazia meng¢ao ao matematico indiano.

Uma hipotese para este fato é a aparente integragdo entre os autores.

Considerando o periodo pés Perez y Marin até a década de 60, ndo sdo muitos
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0S autores que tiveram suas obras publicadas e com uso relevante pelas
escolas. A grande maioria dos autores (com excecdo de Algacyr Munhoz
Maeder, no Parana) estava ligada as escolas paulistas e ao Colégio Pedro Il no
Rio de Janeiro. Certamente os autores conheciam as obras publicadas nos
outros estados, 0 que leva a se acreditar na hipotese que todos os autores
conheciam a referéncia a Bhaskara, sendo uma opcéao utiliza-la na obra ou néo.
Esta hip6tese € corroborada pelo fato de que em sua Tese (pagina 71 do Anexo
1) para o concurso de catedratico do Externato do Gymnasio Paranaense,
Algacyr Munhoz Maeder faz referéncia em uma nota de rodapé ao livro de Perez
y Marin. Este fato indica que o autor paranaense teve acesso ao texto de Perez
y Marin, e, portanto, conhecia a referéncia a Bhaskara!2.

Outro fato relevante € perceber que na obra de Nicanor Lemgruber e
Roberto Peixoto!* aparece o termo método de Bhaskara. Estes autores tinham
estreita relagdo com os professores do Colégio Pedro 11*°, como o Euclides Roxo,
Cecil Thiré e Mello e Souza, indicando que esses, provavelmente, conheciam a
nomenclatura “método de Bhaskara” mas ndo a utilizaram em suas obras por
opcao.

Percebe-se assim que a referéncia ao matematico indiano néo se
configurou como um fato regionalizado, uma vez que o0s principais autores da
época tinham acesso a expressdo. Aparentemente a utilizacdo ou ndo da

referéncia foi uma questao de opc¢ao do autor.

13 Para maiores informacg@es sobre a obra de Algacyr Munhos Maeder ver; LONGEN, A. Livros
Didaticos de Algacyr Munhoz Maeder sob um olhar da Educacdo Matematica. Tese de
Doutorado em Educacéo. Curitiba: Universidade Federal do Parana, 2007.

14 LEMGRUBER, N., PEIXOTO, R. Matematica Curso Ginasial. 42 Série. Rio de Janeiro:
Minerva, 1945.

15 Informacdo constante na capa do livro de 1945, apresentada na pagina 55 do Anexo 1 deste
trabalho.
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7.2 A UTILIZACAO DO TERMO NAS OBRAS DIDATICAS

Um ponto interessante a ser analisado, € a forma como Bhaskara é
mencionado ao longo das décadas nas obras didéaticas brasileiras. Perez y Marin
cita que o método foi desenvolvido pelo matematico indio Bhaskara. Esse autor
credita a Bhaskara o desenvolvimento do método resolutivo, e utiliza a expressao
matematico indio.

Esta expresséo é a forma como os indianos sdo chamadas na Espanha,
sua terra natal. Por um longo periodo a citacdo se mantém uniforme, creditando
a Bhaskara o desenvolvimento do método, com algumas pequenas confusdes
entre o termo indiano (nascido no pais india) com hindu (pertencente a religido
hinduista). Muitos livros tratam Bhaskara como hindu, o que parece nado ser a
intencdo, uma vez que se estava fazendo referéncia a regido de nascimento.
Importante perceber que os autores mais antigos, que atribuem a Bhaskara o

desenvolvimento da expressdo, sempre o fazem por meio da demonstracdo 01.:
ax’+bx+c=0
ax® +bx = -c (multiplicamos ambos os termos por 4a)
4a*x* + 4abx = -4ac (adicionamos b2 & ambos os lados)
4a’x’ + 4abx + b* = -4ac +b°

(2ax + b)2 = -4ac +b’

2ax+b=+/-4ac +b?
2ax+b = +y-4ac +b?
« = -b +v-4ac + b’

2a

E de se levantar a hipotese de que em algum momento esta
demonstracdo especifica (método 1) foi atribuida a Bhaskara e, desta maneira,
disseminada. Reaparece aqui 0 questionamento sobre o papel de Bhaskara na
obtencéo deste procedimento especifico. Como ja dissemos antes, este ndo € o
objetivo desta pesquisa. Este método resolutivo é analisado por Guedes (2019),

no contexto das obras de Bhaskara.
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Conforme pode ser visto na linha do tempo, abaixo, nos livros publicados
apos a década de 60 a forma como Bhaskara € mencionado sofre algumas
alteracdes. Muitas das citacdes deixam de utilizar a expressdo “método de
Bhaskara” e passam a chamar “férmula de Bhaskara”. Esta mudanca na
denominacéo pode parecer irrelevante, porém é bastante significativa. O método
de Bhaskara traz intrinsecamente a ideia um processo algébrico especifico para
obtencdo da expresséao resolutiva. O termo férmula, por outro lado, utiliza uma
ideia menos refinada. Existem varias formas de se obter aquela expresséo, e,
aparentemente, a contribuicdo de Bhaskara esta relacionada com um processo
algébrico especifico.

Neste ponto surge a hipotese de que o movimento da Matematica
Moderna contribuiu para esta mudanca, uma vez que a alteracdo da
nomenclatura ocorre no mesmo periodo deste movimento.

Algumas publicacdes apos a década de 90, como “Vontade de saber”
(Souza e Pataro, 2015), afirmam que o nome da formula € uma homenagem a
Bhaskara pelos seus trabalhos, sem afirmar que o desenvolvimento da
expressdo foi dele. Outros autores, como “Matemética na medida certa”
(Centurion e Jakuvic, 2002), afirmam explicitamente que a férmula néo foi
desenvolvida por Bhaskara, mas leva seu nome como homenagem as
contribuicbes deste importante astronomo hindu.

Outra questdo que apareceu na pesquisa esta relacionada com a grafia
do nome Bhaskara. Em alguns textos aparece grafado com acento agudo
(Bhaskara), em outras sem o acento (Bhaskara) e em outras sem a letra H
(Baskara), ou ainda na forma Bascara, com a letra C. Por ser um nome de origem
indiana, e também, por esta discussao ndo ser o proposito deste trabalho, optou-

se por utilizar neste trabalho a grafia sem o acento e com H (Bhaskara).

7.3 PEREZ Y MARIN E A REFERENCIA A BHASKARA

Uma vez que a primeira referéncia a Bhaskara, que encontramos nos
textos brasileiros, se deve a Perez y Marin, foram levantadas algumas hipéteses

sobre a origem desta citacdo. Conforme mencionado, na nota de rodapé deste
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autor, Bhaskara € indicado como um matematico indio. Esta expressdo chamou
a atencao pelo fato de ser a forma pela qual refere-se aos indianos na Espanha.

A tese de Adriana de Bortoli (2016) apresenta um 6timo resumo sobre a
vida e carreira deste docente e autor. Segundo a tese, Perez y Marin nasceu em
1858, na Espanha. Ele iniciou sua carreira como professor ainda na Espanha em
1876. Em 1893 chegou ao Brasil e passou a lecionar matematica, atividade que
exerceu na regido de Séo Paulo por 35 anos.

O fato de o autor ser espanhol e ter atuado como professor naguele pais,
aliado ao uso de uma expressdo tipicamente espanhola para se referir a

Bhaskara, faz com que levantemos as seguintes hipoteses:

Teria Perez y Marin emprestado de outro autor espanhol a referéncia a

Bhaskara para o método resolutivo da equacao do 2° grau?

Teria Perez y Marin cunhado a referéncia a Bhaskara para o método
resolutivo da equacéo do 2° grau?

Para abordar a primeira hipétese, foi realizado um levantamento dos
principais autores de livros de matematica espanhdis da época em que Perez y
Marin frequentou a escola na Espanha. O artigo de Romero e Maz (2007) traz
esta relacdo. Segundo este artigo os principais textos espanhéis de matematica

nos séculos XVIIl e XIX eram 0s seguintes:

Elementos de matematica, de Pedro Ulloa;

Compendio matematico, de Vicente Tosca;

Liciones de matemética, de Thomas Cerda;

Principios de arismetica, de Benito Bails;

Elementos de algebra y geometria, de Juan Justo Garcia,
Tratado elemental de matematicas, de José Mariano Vallejo;
Tratado de algebra elemental, de J. Cortazar

Curso completo de matematicas puras, de J. Odriozola
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Todos estes livros estdo digitalizados e disponiveis na Internet, sendo
possivel a sua consulta. Apos a analise dos mesmos, ndo foi encontrada
referéncia a Bhaskara em qualquer das obras. O fato de n&o ter sido encontrada
a referéncia “original” ndo descarta a hipétese levantada, outrossim abre um
novo caminho de investigacéo para um trabalho futuro.

Desta maneira, como nédo foi encontrada a referéncia na qual Perez y
Marin pudesse ter buscado esse conhecimento, acredita-se ser possivel dizer
que Perez y Marin tenha cunhado o termo “Método de Bhaskara” no ensino de
matematica brasileiro.

Realizou-se também uma consulta (informal, sem aplicacdo de método
cientifico apropriado) para verificar se os estudantes espanhdis atuais conhecem
esta expressdo. Uma professora brasileira que mora atualmente em Madri

perguntou aos seus alunos (de vérias faixas etarias) como era conhecida a

-b++/-4ac +b?

expressdo: Xx= > . Segundo ela, todos foram uné&nimes em
a

responder “equacione de segundo grado”. Ela questionou se conheciam a

expressdo “Férmula de Bhaskara”. A resposta de todos foi negativa.

Apesar ndo se ter encontrada a origem da expressdo na Espanha, néo é
verdade que esta expressao seja utilizada apenas no Brasil. Durante a realizacéo
deste trabalho foram encontradas citacbes a Bhaskara em artigos de outros
paises. O texto espanhol Resumenes de matematica | con notas histéricas, de
Antonio Cipriano Santiago Zaragoza e Maria José Santiago Puertas chama
explicitamente a formula resolutiva de Formula de Bhaskara (pagina 76 do
anexo 1).

O artigo venezuelano Deducciéon Geométrica de La Ecuacion Cuadratica
Y Su Aplicacion Didactica en el Proceso de Ensefianza Aprendizaje de la
Matematica, de Barreto et al. (2009) também faz referéncia a Bhaskara ao tratar
a formula resolutiva. A atribuicdo da expressdo de solugcdo das equacdes
quadraticas a Bhaskara também aparece no artigo do colombiano José
Alexander Vargas Mejia: Un viaje por la historia de algunas ecuaciones
algebraicas y su ensefianza en la escuela (Mejia, 2013).

As mencbes a Bhaskara, presentes em textos de lingua espanhola,

principalmente de um periodo mais recente, parecem indicar uma nova



a7

influéncia. As referéncias a Bhaskara, originarias dos manuais escolares

brasileiros, passam agora a integrar textos de lingua espanhola.
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8 CONCLUSAO

O presente trabalho se prop0s a verificar como se dava a utilizagao da
expressdo Método/Formula de Bhaskara nos livros didaticos brasileiros. Apos
uma longa pesquisa e analise de manuais escolares e livros didaticos percebeu-
se que, ao contrario do que muitos artigos afirmam, a referéncia a Bhaskara
nunca deixou de aparecer nos manuais escolares. Esta expressao se manteve
presente desde 1909 com Perez y Marin, primeira referéncia que encontramos,
até os livros atuais.

Também se pode inferir que os livros que nédo utilizaram a expressao o
fizeram por opgdo, uma vez que 0s autores muito provavelmente tinham
conhecimento do termo, visto que possuiam ligacdes entre si (autores que
utilizavam e que néo utilizavam).

Os fatos pesquisados levantaram a hipétese de que a atribuicdo a
Bhaskara pode ter sido trazida da Espanha por Perez y Marin. Esta hipétese nédo
pbdde ser confirmada, mas é reforcada pelo aparecimento de artigos em lingua
espanhola referenciando Bhaskara.

Desta maneira, entende-se que 0s principais resultados deste trabalho
sdo corrigir a informacédo de que a expressao teria desparecido por alguns
periodos, e perceber que a forma da referéncia mudou bastante com o passar
das décadas. Se nas primeiras referéncias Bhaskara recebia o crédito pelo
desenvolvimento do método, com o passar das décadas recebeu “apenas” o
nome da expressao final e, por fim, a nomenclatura se tornou uma homenagem
por servicos prestados a matematica, sem relacao direta com a resolucéo da
equacao quadratica.

Além disso, levantam-se algumas hipGteses que podem abrir novas
oportunidades de pesquisa, seja para confirmar a origem espanhola da
expressdo ou mesmo para verificar se em algum momento os trabalhos de
Bhaskara fazem aluséo ao método 1.

Finalmente, com essa pesquisa esperamos trazer mais informagdes sobre
0S manuais escolares brasileiros, ao longo dos ultimos 100 anos, os métodos de

resolucdo da equacao quadratica, e a associa¢cao que fazem a Bhaskara.
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ANEXO 1 - Obras Analisadas

André Perez Y Marin. ELEMENTOS DE ALGEBRA.

Escolas Profissionaes do Lyceo Salesiano Sagrado Coracéo de Jesus, 1909.

- 140. Re-&clo da equagiao ineomplob.. A

equagio ineompleta, tanto a da primeira como a da

segunda forina, resolve-se com extrema facilidade.
Com efleito, si considerarmos a equagiio

aw’— ¢ =0, lemos successivamenle :
awt = =—",ex=+ V———

De sorle que, representando as raizes por o
w© @'f; leremos:

w= V—:—_‘:—- e m":—]/jf;-.

Para se resolver a equagio aa' |- b =0, poe-se
@ em evidencia, afim de transformal-a em @ (an+
+ b)=0, ficando assim decomposta nas duas sze-
guintes equacdes do primeiro grau:

#=0 ¢ ac+4bh=0, donde & — — L.,
Temus pois: af —=0; muz__%

Em qualquer um dos dois casos, # tem (ﬁow

valores que verificam a equagio.

141, Resolugao da equagfio completa a.c®+
+ b 4 ¢ = 0. Para resolver esta equagio, ¢ con-
veniente transpor o termo conhecido para o segundo
membro, 0 que di ax’+ b == — ¢,
Multiplicando os dois membros por 4a, scha-se:
o’ + dabe = — hao :
« sommando * aos dois membros, obtem-se:

bzt 4 dabz + U° = 5 — dae.

- 0 pnmmm membm, sando o quadrado de~
- 2w 4 by pode-ae escrever ;

(2aw -|- b =5 dac
Extrahindo a raiz quadrada, tem-se:
Qe + b=+ dac; donde se deduz:
— by b e

©= o )
o/ Péde tambem resolver-se, dividindo-se por a
- 08 dois membros da eguacio ax® +he=—c, e

~calealando depois a guantidade que devemos som-
~ mar ao primeiro membro para formar um trinomio
E gﬁadrado perfeito.

* 8i nos referirmos 4 equagio ar'+ bo 4+ ¢ =0,
tbramoe a segumte

Recra. A incognita é egual ao coefficiente do
sommdo lermo com 0 signal trocado, mais ow menos
a raiz quadrada do resultado que se obtem, sublra-
 hindo-se do quadrado desse coefficiente o quadruplo
 producto dos coefficientes extremos, e dividindo-se
tudo pelo duplo do coefficiente do primeiro termo.

Si a equaglio tiver a férma

@ pr+g=o,

 em que o coefficiente do primeiro lermo ¢ a uni-
dade, teriamos, applicandao a mesma regra:

e PV =T — T BT
”--——-——V;" WL r)E_,

(‘) Kste welhodo de rasolnclo. notavel pol sun simplicilade, 4.
& Bhascars, indio do seculo XIL
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Escolas Profissionaes do Lyceo Salesiano Sagrado Coracéo de Jesus, 1930.
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Terceiro Ano
de

Matemadtica

PARA O TERCEIRO ANO DOS CURSOS
GINASIATS SERIADOS ¥ DOS CURSOS
FUNDAMENTAIS DAS KSCOLAS NORMAIS

900 exercicios

A Malemélica ¢ uma escadn altissi-
ma, cujos degraus, embora pequeninas,
devem ser subidos vagarosamente, ¢ de

um em um,

.

Cia Editora Nacional, 1935.

i64. Terceiro Ano de Matemdtica

E' esta a formula v das equagd pletas do se-
gundo grau a uma incégnita. Com efeito, na equagéo A, os coe-
Fiei a, b ee repr tam nimeros quaisquer ; logo, se tiver-
mos de resolver a equagio 3z2+10z+3=0, ndo serd necessdrio
proceder como ficou indicado no §84.

Comparemos as duas equagdes.

2 =
3,1“";1; = g} amB, b=10, ‘c=8

E, tomando a férmula,

L, 10+ Vi00-3 . _-10%8
6 6
, —10+8 -2 1 ekl
s T 3 :
R.
o -1(;—{3 =18 e

0 método que adotémos para deduzir a férmula resolutiva
da equagdo completa do segundo grau a uma incbgnita, ¢ devido
a Bhaseara, matemético indd do séeulo XII. Para melhor me-
morizé-lo, podemos proceder como segue :

Aecquagio dada é. . . . . ... o

Multiplicando por 4a . . . . . . . 4a3z?+dabr+-4ac=0

do 4ac para o
4a2z24-4abr=—4ac

4a2y?+4abr+b?=b? — 4ac
2az+4b=FVb% - dac

membro
Somando b* a ambos 08 mem-

FOMION . Vs 70 e oo ey o SR,
Extraindo a raiz quadrada de

ambos os membros . . . .

P b para o seg

4

T ) I e e e NS 20 =—b+\h?—4dac
E, dividindo ambos os membros da equagio por 2a......

~b+|b*-4ac

SOy

L

Equagdes do segundo grau 165

fém;seﬁ resolvéssemos a equagin az?—bzr+e=0, chegarfamos A
+b+ VB —dae
2a

sm_um-tindo da equagfio ar?4-br—e=0, o formula resultante

T =

_ = b e
2a

Finalmente, resolvendo a equagiio az? —br —c=
mos a formula SAMPED. £6° = b~ 0, BTt

x

- +bEV b2+4ae
2a
Observagllo.  Os estudantes devem dedusir estas trés férmulas.

x

Podemos pois estabelecer as duas regrinhas préticas seguintes:
; Primeira. 0 sinal de b na Jormula, é sempre contrdrio ao
sinal de b na equagio.
§egunda. 0 sinal de 4ac na férmula, é sempre contrdrio
ao sinal de € na equagdo,

Devido ao duplo sinal que precede o radical Vb2 —
formula A pode ser desdobrada em duas, a s:ber: i

o = —bEVBT—da¢ ot b= VB2 —dac
2a 2

E, observando que as operacgdes necessdrias para cale
2 e sio todas operagdes de resultado finico, pod:':mos com:l;z}:
que, aplicando a férmula A a uma equagdo completa do segundo
grau, gchnremcm invaridvelmente um valor ¢ somente um, para
o', assim como, um valor ¢ sdmenfe wm, para 2", Logo,'

A i leta do
quag ¥ = grau a uma ined
tem sempre duas raizes, ¢ sdmente duas. e
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PREFACIO

Agul estd wm liere gue procure, anles de gualguer outre
Cotaa, v emimestementy pritico,

Resultou dle dur cxiph v ¢ da i
encolar @ com sus Jeltura ndo Heoemar outro escopo gue o de fecilitar,
através de wna cxplanacdo bem objetiva, 0 estide ¢ nipida compreenalo
do mundo dos numeros,

Dedicamo-do tanto sos alumos do *curnculum ™ ginanal como
eor estudantes do Artigo UL, e priscipalmente a dater, tenilo em wista,
wlém de suas seturabs difienidader v 0 proprin extensdo do programa, o
ausdneia por lonpe tempo, guich do meloria, dor bancos eacolares.

Nada hawta shlin feite, add agorn, enfre wia, nesse wntido o,
arrim p vir 0o de nuus meved de nossar
otwerracdes no decorrer de alguns anos @ enaino de mulemdtion.

Desesamon, enfim, gue dute compimillo sl 0OMaG certar TN
turae raras Que de véces temos o felicidade de encontrar na ehda mades.
tas, singelas, powco palvedoras - mar chelas de conhectmentos itels, In-
Surmativas w capazes de nos tirur de dificuldades nos momentos preciios.

£80 Paulo, outubre de 061
O Awter
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w2 Curso de Algebra — Nelsow Baccaro

€) RESOLUCAO DA EQUACAO COMPLETA
ax?+bx+e=0

Esta equuglio pode ser resolvida por melo de vi-
rios métodos, Vejumos apenas o miétodo de Bhaskars, ou in-
diano, ou Indd.

Método de Bhaskara

Consiste em transformar ax*+bx+c=0 numn ou-

cujo pr bro seja um tri-

tra equacio equival
ndmio qusdrado perfeito.
Resolugdo « ax?+bx+cwl

ou
ax?hbxw o
n) Multiplh ambos ox bros por 4a:
407 x7 4 dabx = ~ dac.
b) S b* u cada b

407 X7 4 dabnx 4 bR e 7 - e,

Fatorando o 1° membro, que & um trindmio qua-
drado perfelto, vem:

(2ax + b)Y = b ~ 4o,

Observacho: O bindmio b*—doe chuma-ae discriminents »
tom um valor particutsr parn csda oguocdo do 2.9 grau; pode ser posl-
tive, ative ou nulo. € 40 positivo, isto 4, b7 dae >0 Ex-
tralndo o rale q de nenbos ox oK

V (2ax+b)" =) b*
2ax+bw i ) b dne
2ux = ~b= | b= dac

e # ) b -dnc
2a

Donde, as raizes sfo as seguintes
o =b=l/bi~dac b4V b~ dnc
2 2a

ac

(N)

x, Xz

Exercicios resolvidos
1° plo: R s equach
52
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LEITURA

EQUACOES DO 2' GRAU - Resolucio

281 Vocd val ver agora, como se resolvem as equagdes do

a oquaclo do 2 grau, j4 transformada em
m‘ felta através dl formula abalxo (conhe-
s do Béscara).

a & uma lotra
P ” T Chameda DETAT

OA‘o‘uﬂnlnul mwkpdlwlclomdnl
80 8 oquaglo proposts terd solugho ou

282 Vejo que:
Como & = b' — m onde #, b o ¢ slo 0s coaficientes da
ele ndmero q
Assim sendo, mmonm Alm poulbmbdu
1) A > 0: neste caso existird uma ralz quadrada o te.
remos entbo duas solugdes.

n a=o: m;um.mmmmmmm
openas — —— Que serd & soluglo da equaglo.
2a
W) & < 0: sgora nbo existird ralz quadrada para um
ndmero

negativo, portanto a equaglo nlo terd soluglo
no conjunto R,




Scipione di Pierro Neto, Magda Teresinha Angelo, Edson do Carmo, Lilia Maria Facio.
Editora Saraiva, 1979.

matematica

scipione di pierro netto
magda teresinha angelo
edson do carmo
lilia maria faccio

1I°grau

i) 42 -9=0
i) 36x2-1=0
1) —3x2=0

m) 2x2+50=0

Série Il

a) x(x+ 3) =5x
b) 2x? +5x—12=3(x-4)

¢) izf_sx+1=(x-1)=

281
d) x %

9
2 =
@) 4x 25 0
16 e
f) 25 X +5=0
5

2
——tl . o =
9)4:: 5 X 0

60

MATEMATICA 82 SERIE DO 1° GRAU.

n) 10x*+2x=0
0) —x*+8x=0
p) —x*-1=0

q) 9%* - 16x=0

h) 0, 04x =x?

i) 2x? —10x = 3x — 3x*

j K1) x(x=1)
3 2

1) (x=7) (x+7) =51

m) (2x—1)2+ (1-3x)2=2
n) (x+1)(1—x)=3;"
0) (y—=1)*+(y+1)*=52
p) (4y—3)* - (3y-4)2 =56

3. RESOLUCAO DA EQUACAO COMPLETA DO 2° GRAU

Vamos determinar o conjunto verdade da equagio completa do
2.° grau ax? + bx + ¢ = 0. Para isso, usaremos o processo de Bascara
(matemético hindu do século XII), que consiste em transformar a
equagio dada noutra equivalente, de modo que o primeiro membro
da sentenca seja um quadrado perfeito.

Seja a equagdo em R:

ax2 +bx+c=0
® transportando-se ¢ para o segundo membro, temos:
ax? + bx = —¢

® multiplicando-se ambos 0s membros por 4a # 0:
4a®x* + dabx = — 4dac
® adicionando-se b> aos membros da equagio:
4a*x? + 4abx + b* = b? — dac

40



Vicente Paulo Kosien e Luiz Herminio Marcarini. MATEMATICA 82 SERIE DO 1° GRAU.
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12 grau
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3.2. Resolucao de equacdes completas

Para calcular o conjunio verdade de uma equagao campleta do 2° grau na forma
ax® + bx + ¢ = 0, usamos a formula

. chamada formula de Bascara
fi bt
Essa férmula € assim chamada porgue foi deduzida por Béscara. matemdtico natural da india,

que viveu no século XL
Vamos deduzir essa formula:

Seja a forma geral: Reduzindo o sequndo membro ao mesmo
denominador, fica;
ax?* + bx+ c=0
b2 ¢ b*—dac
Passamas ¢ para o segunde membro: L &
ax? + bx = —c Temos:
Dividimos lodos 0s fermos por a: ( o l) 2 E.__.h’ — dac
24l 442
2
R oo P T
a a a =
E b b — dac
AR TR AN [y
Simplificando, femos: P
b Vb — dac
N P 2a
x¢ +_bi.= _E—,
a a
Isolamos o x:
bZ
Adicionamos 7= & cada membro: ozb B —dac
o= 2a
PEREL LIPS
X a 4 4 2
ou
o bx b
QO primeiro membro. x? 4 ——+——v.
S G « ——=b + Vb7 —4dac
- b )2 . . . =
é iqual n( X+ —ZE-) . Entac, temos: 23
.1 |
2a 438 a que ¢ a férmula resolutiva.

39
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Scipione de Pierro Netto, Matematica Scipione 82 série
Editora Scipione, 1996.
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editora scipione
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Considere a equagdo ax? + bx + ¢ = 0 ¢ acompanhe as etapas para a obtengdo da férmula geral.
Isolamos ¢ no 2¢ membro:

ax? + bx = —¢
Dividimos por a os dois membros:
P
a a
c o trindmio quadrado perfeito, adici . a ambos os membros:
2 2
Xt ext =

ot e

A expressdo b? — 4ac chama-se discriminante da equacdo do 2° grau, ¢ ¢ representada pela letra
grega mailiscula A (delta).

Podemos entdo escrever a férmula obtida assim:
DISCRIMINANTE |
Mol |

-bt A
I %,mqueA=b‘—4u

Essa é a formula geral para a resolugdo de equagdes do 2¢ grau, também conhecida como férmu-
Ia de Bhaskara (pronuncia-se *‘Béscara”).
Vamos resolver algumas equagdes completas do 2° grau, utilizando a férmula geral.

I-5x+2=0
Comoa =3,b=-5¢c=2o0valorde A = b2 —dacé:

Aplicando a férmula, temos:

-b* /A
T
0 & ) S
S 6
xmSEL
6 PO ot | T
-x' =22l = x = 3

43

Equagdes do 2° grau



64

Luiz Marcio Imenes, Marcelo Lellis, Matematica

Editora Scipione, 1998.

oy (=R
FPPOVCEEI o @”@/

s & e 4 v 46’5 o Ak O ¢ v .-

Luiz Mércio Imenes

Mewry o Chrwte VateToloe 1SS Ae Ol

Marcelo Lellis

Bt ot 004 bgnenpne (WD A

cerme oyt m—

-— - o n b v e o bt oy S
s g oy vpan b e 1 g Pomm— e -

st s e e gty g b @ T .
Chws wnph, oy & s e #' 4 00 o 0w

.



Luiz Marcio Imenes, Marcelo Lellis, Matematica.
Editora Moderna, 2010.

Equacdes e sistemas
de equagdes de 2° grau

Marcelo Lellis
Bt e Mt g e v e Mo
@ Cmanens g2 rveeruaiant oo S Paie
Ve o L 35 Madmmdin
o Pt bt s 30 S P
At e e S et Ve

MATEMATICA

Pre Wb | gl b 4 o ot B oo B 0 18
e

e
| Lelli ol s
menes ellis -l ey

- o - 2.1

o |
N T
8 R LR R B e L)

1 edigie

e @ 1 b E e Y. e s

T

=1l Moderna

-



Marilia Centurion, José Jakuvic. MATEMATICA NA MEDIDA CERTA,

MATEMATICA

na medida certa €ODIGO DA coLEcAD

marﬂlacemumon i 0051P17022

José JQ !
KuBOVIC Pgsson

66



em Cenav

Denise Favaretto

B 3

= LIVRO .
DO PROFESSOR

* VENDA PROIBIDA -

Denise Favareto. MATEMATICA EM CENA.

Ed. Escala educacional, 2008.

67




Gelson lezzi, Osvaldo Dolce e Antonio Machado. MATEMATICA E REALIDADE.
Editora Atual, 2009.

Gelson lezzi
Osvaldo Dolce
Antonio Machodo

4

[(CMANUAL 00 PROFESSOR )|

68



69

Eduardo Chavante. MATEMATICA.
Editora SM, 2015.

| mManual do
professor

Matgmética 9

2

7
v
uJ
o
-
Q
(W)
L
Q

§ o
w
L

[ — )

Q
<
(.
Il
)
=
=
(=]
i
(=
-
=
o
wJ
"




Joamir Souza e Patricia Moreno Pataro. VONTADE DE SABER.

MATERIAL
DIVULGACAO

1 CODIGO

\ 0097P17022

s \\ PNLD 2017
FID' '\ sssommaion

N

Editora FTD, 2015.

70



Tese de Algacyr Munhoz Mader, 1929.

71



Algacyr Munhoz Mader, Algebra Elementar 32 Ed.

Tipografia Jodo Haupt, 1933.

72



73

C.B. Otoni, ELEMENTOS DE ALGEBRA.
Livraria classica de Alves e Cia, 1856

B ol R R ¥ AT




74

José Augusto Correa, Resumo de Algebra, 1886.

[} 122 (= Si elevarnos o

% potencia da in
incognita igual @)
e




75

Revista Escola Normal, 1925.

<
£
3
:
i
B
|
k
’
:

| i e+ mASEN L G




76

Zaragoza A C. S e Puertas M. J. S., Resumenes de matematica | con notas histoéricas, 2011

RESUMENES DE

MATEMATICAS 1
CON

NolasS #HiS{élicas

ANTONIO CIPRIANG SANTIAGO ZARAGOZA

Maria Josg SANTIAGO PUERTAS

g

sion Libros _

Para resolver la ecuacion » — 10x = -9, el matematico indio
Brahmagupta (ca, 628 d.C.} propuso también su propio procedimiento,

El atico drabe Mol d ibn Musa al-Khowarizmi (s. [X) utilizd
la siguiente estrategia para resolver la ecuacion +” + 10x = 39. Debes
tomar la mitad del niimero de las raices, que es 5, y multiplicarlo por si
mismo y obtienes 25 al que le sumas el nimero 39, con el resultado 64.
Tomas la raiz cuadrada de este nimero, que es 8, y le restas la mitad de
las raices, 5, y obtienes 3, que es el valor buscado.

La formula, tal ¥ como la vamos a ver, parece ser obra del matematico
hind( Bhaskara (1114-1185). Bhaskara escribe su famoso “Siddhanta
Siroman™ en ¢l afio 1150, Este libro se divide en 4 partes, Lilavati
(aritmética), Vijaganita (algebra), Goladhyaya (globo celestial), ¥
Grahaganita (matematicas de los planetas). La mayor parte del trabajo de
Bhaskara en el Lilavati y Bijaganita procede de matemdticos anteriores,
pero los sobrepasa sobre todo en la resolucién de ecuaciones. Es aqui,
donde aparece la formula general que permite resolver una ecuacion de
segundo grado.

1. IGUALDADES Y ECUACIONES

Las expresiones compuestas de dos miembros enlazados por el signo = se
llaman igualdades. v ponen de manifiesto la equivalencia entre distintos
conceptos, descubriendo con ellas aspectos nuevos de una misma
realidad.

Las igualdades en las que en sus miembros aparecen expresiones
algebraicas que solo se satisfacen para un conjunto de valores reales se
llaman ecuaciones.

2. ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

Son ecuaciones de la forma
ar+h=10

(también llamadas lineales), donde x es la variable o incognita y
abhe con a=l.

Restimenes de Matemdticas I con Notas Historicas 62

Método general de resolucion

1.- Quitar los paréntesis. Para ello se aplica la propiedad
distributiva (es decir, el nimero o expresion algebraica que esta
fuera del paréntesis, multiplica a todos los sumandos que hay
dentro del paréntesis)

2.- Eliminar los denominadores. Para ello se reducen todas las
fracciones a comin denominador (calculando el m.c.m.), ¥ una
vez que todas las fracciones tienen igual denominador, se quita
éste, teniendo cuidado con los signos que hay delante de las
fracciones.

Es posible que haya que volver a quitar paréntesis. Para
ello se aplica la propiedad distributiva como antes.

3.- Agrupar, Llevamos a uno de los dos miembros todos los
términos que tienen “x " y al otro todos los nimeros (cuando un
término cambia de miembro, también cambia de signo).

4.- Operar. Realizamos las operaciones.

5.- Despejar. El coeficiente de “ x ™ pasa dividiendo (con el signo
que tenga) al otro miembro de la ecuacion.

3. ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO
CON UNA INCOGNITA

Son ecuaciones de la forma
ax’ +bhx+e=0

(también llamadas cuadriticas), donde x es la incognitay a,b,ceR con
a=0.

Recuerda que cualquier ecuacion de segundo grado (completa o
incompleta) se puede transformar en una ecuacion de la forma
ax’ +bx+c=0 [1], cuyas soluciones vienen dadas por la formula de

Bhaskara:
_=bxAb" ~dac

2a
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Edicdes entre 1941 e 1960:

EUCLIDES ROXO, HAROLDO LISBOA DA CUNHA, ROBERTO PEIXOTO, CESAR
DACORSO NETO, Matematica 2° Ciclo. Livraria Francisco Alves, 1943.

ALMEIDA, CASTANHO, FARAH, CASTRUCCI, Matematica. Sao Paulo: Ed. do
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1965.
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SCIPIONE DI PIERRO NETO, Matematica da Escola Renovada. Sao Paulo: Ed
Saraiva, 1972.
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Matematica. Sdo Paulo: Ed Saraiva, 1972. LUIZ DE OLIVEIRA XAVIER, Novissima
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