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RESUMO

GUILHERME, E. A. Introducao as séries de Fourier e critérios de convergéncia.. 2023.
135 p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matemética em Rede
Nacional) — Instituto de Ciéncias Matemdticas e de Computacao, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos — SP, 2023.

Existem diversas lacunas na formagdo de licenciados de Matemadtica no pais. Seja por um
tempo escasso ou por uma extensa ementa das disciplinas que compde o curriculo dos cursos de
graduacdo, muitos professores se graduam sem terem aprendido com o devido aprofundamento
as Séries de Fourier, ou mesmo sem nunca as terem estudado. Nesse sentido, essa dissertacao
tem o objetivo de oferecer aos graduandos e futuros professores de Matemadtica um material
detalhado sobre os fundamentos introdutdrios das Séries de Fourier. A fim de lograr esse objetivo,
esta dissertacdo foi iniciada com um estudo preliminar sobre periodicidade e paridade de funcoes.
Na sequéncia, buscando encorajar o estudo das Séries de Fourier, foi abordado o problema
fisico da condugdo de calor em uma barra metélica, problema que motivou o surgimento dessa
teoria introduzida por Fourier. Em seguida, foram definidos os coeficientes e a expressao das
Séries de Fourier, cujo os cdlculos foram ilustrados por uma quantidade expressiva de exemplos.
Posteriormente, foi apresentada uma interessante aplicacdo de como obter séries numéricas que
aproximem o valor de 7. No capitulo seguinte, foi apresentado a demonstragdo completa do
Teorema de Fourier que versa sobre a convergéncia pontual e uniforme da série de Fourier. Por
fim, no dltimo capitulo foi apresentada uma aplicacdo diddtica com o objetivo de construir os
graficos das somas parciais de Fourier de modo a permitir a visualizagdo da convergéncia da

série de Fourier para uma funcao, utilizando o software Geogebra.

Palavras-chave: Séries de Fourier, Teorema de Fourier, convergéncia de séries de funcoes,

fungdes periddicas, paridade de funcgdes.






ABSTRACT

GUILHERME, E. A. Introduction to Fourier series and convergence criteria.. 2023. 135 p.
Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional)

— Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computacdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2023.

There are several gaps in the training of mathematics teachers in Brazil. Whether for a short
time or for an extensive menu of subjects that make up the curriculum of undergraduate courses,
many teachers graduate without having learned the Fourier Series in depth, or even without ever
having studied them. In this sense, this dissertation aims to offer students and future mathematics
teachers a detailed material on the introductory foundations of Fourier Series. In order to
achieve this objective, this dissertation began with a preliminary study on periodicity and parity
of functions; in the sequence, seeking to encourage the study of Fourier Series, the physical
problem of heat conduction in a metallic object was approached, a problem that motivated the
emergence of this theory due to Fourier; then, the coefficients and the expression of the Fourier
Series were defined, whose calculations were illustrated by an expressive number of examples;
later, the interesting application of how to obtain series of numbers that approximate the value of
7 was presented; and finally, the uniform and pointwise convergence of the Fourier Theorem
was demonstrated. In the last chapter, a didactic tutorial was presented teaching how to construct

the graphs of partial sums of Fourier Series using the Geogebra software.

Keywords: Fourier Series, Fourier’s Theorem, convergence of series of functions, periodic

functions, function parity.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Jean Baptiste Joseph Fourier foi um brilhante fisico-matemético que ficou conhecido por
suas contribui¢des e investigagdes em termodinamica e séries numéricas. Nascido na Franca em
1768, demonstrou seu talento e interesse pela matemética desde logo muito cedo. Em 1794, é
aceito para estudar na Ecole Normale de Paris, uma das mais prestigiadas universidades européias,
onde teve professores como Lagrange e Laplace, dois dos mais renomados matemaéticos franceses
a época. Anos mais tarde, Fourier sucedeu Lagrange ao ser nomeado docente para a citedra de

Andlise e Mecanica da Ecole Polytecnique.

Seduzido pelos ideais revoluciondrios da Revolu¢do Francesa, Fourier participava ativa-
mente do comite revoluciondrio local, o que custou sua prisao por duas ocasides, interrompendo
seu trabalho de pesquisa em Matematica. Em 1798, juntou-se ao exército de Napoledo na invasao
do Egito, onde tornou-se conselheiro cientifico e secretdrio do Instituto do Egito, um centro de
pesquisas fundado por Napoledo na cidade do Cairo. Em 1801, Fourier regressa a Franca tendo
mais tarde sido nomeado por Napoledo prefeito da comuna de Grenoble, onde ai permanece e

desenvolve a maior parte de seu trabalho tedrico e experimental sobre a propagacdo do calor.

Em 1822, depois de alguns anos dedicados a pesquisas, Fourier publica sua obra intitulada
Theorie Analytique de la chaleur, na qual apresenta duas importantes contribui¢des: uma na drea
da Fisica e outra puramente matemdtica. Na Fisica, ele propde modelar a propagacao de calor
em um objeto metdlico por meio de uma equacgdo diferencial parcial; na Matematica, afirma
que uma fun¢do continua pode ser representada por uma série infinita de senos e cossenos.
Devido ao excesso de simplicidade e falta de rigor matemaético na explanagdo de suas idéias,
seu trabalho € alvo criticas por Lagrange. Anos mais tarde, sua demonstracdo ¢ melhorada pelo
matemadtico alemao Johann Dirichlet, que apresenta em 1829 a versao final do intitulado Teorema
de Fourier. Apesar das criticas, o trabalho de Fourier é considerado por muitos um marco na
teoria Fisico-Matematica, pois se torna o precursor da Andlise Harmonica, ramo da matematica

que estuda a representacdo de funcdes ou sinais por meio de ondas senoidais.



22 Capitulo 1. Introdugdo

Figura 1 — Autorretrato de Jean Baptiste Joseph Fourier.

Fourier deixou um primoroso legado de sua obra para os dias atuais. Muitas aplicacdes
em situacdes praticas decorrem de sua teoria. Hoje a andlise de Fourier € uma das técnicas
matemadticas mais empregadas nas mais diversas dreas da Fisica e Engenharia. Além de ser
utilizada como método numérico para solucionar algumas equagdes diferenciais parciais, as
séries de Fourier possibilitam o processamento de sinais elétricos e a geracdo de imagens digitais,
e por isso possuem papel central nas dreas de Telecomunicagdes e Engenharia Elétrica. Também
¢ empregada na Musica ao solucionar a equacdo da onda e descrever os movimentos de vibragdo
e sobreposi¢c@o de ondas sonoras. Outras aplica¢des sdo conhecidas em dreas de Ciéncias Exatas,

tais como a Fisica Quéntica e a Econometria.

Inspirados pela genialidade de suas idéias pioneiras e pela relevincia das mais diversas
aplicagdes de sua teoria, essa dissertacdo se ocupa da tarefa de explorar em detalhes os conceitos
introdutorias sobre as séries de Fourier. Esperamos que esse texto ajude o estudante de matematica
e areas afins a compreender os conceitos elementares, as definicdes, os calculos que compde
a série de Fourier de uma fungao, e o Teorema de Fourier com seus critérios de convergéncia.
Ainda mais, também ensejamos que esse trabalho o inspire a contemplar com prazer a fascinante

beleza desta teoria.
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CAPITULO

PRELIMINARES

Este capitulo preliminar foi organizado em se¢des independentes e elementares, necessa-
rios para o estudo inicial da teoria sobre séries de Fourier. A abordagem desses topicos, neste
capitulo preliminar, tem o objetivo didético de facilitar a leitura dos contetidos apresentados nos
capitulos subsequentes. Acreditamos dessa forma proporcionar uma melhor compreensao sobre

séries de Fourier, tema central dessa monografia.

2.1 Funcoes periddicas

Definiciio 2.1.1. Uma funcéo f : R — R é dita periddica de periodo T > 0, se f(x+T) = f(x)
para todo x € R.

Decorre imediatamente desta defini¢do que se 7 € periodo da f, entdo qualquer multiplo
natural de 7 também determina um periodo para f. O menor desses periodos chamamos de
periodo fundamental, que por conveniéncia usaremos apenas a expressao periodo. Exemplos
elementares de fungdes periddicas séo as fungdes trigonométricas f(x) = senx e f(x) =cosx, e

suas combinacdes lineares, todas de periodo T = 27.

Podemos construir artificialmente uma infinidade de funcdes periddicas a valores reais
que ndo sejam trigonométricas. De modo geral, para se construir uma funcao periddica de periodo
T, tomamos uma fungio qualquer f(x) definida a principio em um intervalo limitado (a, b), no
qual T = b — a, que denominaremos de fungdo original, e entdo a estendemos na reta de modo
que seu dominio passe a incluir pontos fora do intervalo (a, b), cuja as respectivas imagens sdo
definidas por meio da condic@o de periodicidade f(x+7) = f(x), Vx € R. Os exemplos a seguir
ilustram fungdes periddicas de periodo 7' construidas artificialmente a partir uma fungdo original
f definida em (a, b), que serdo objetos de estudos no cdlculo das séries de Fourier apresentados

no capitulo seguinte.
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Exemplo 2.1.1. A fungdo sinal é definida pela seguinte expressao no intervalo aberto (—1, 1)

—1, -1 <x<0
flx)= 0, x=0
1 0<x<1.

Estendendo seu dominio para toda a reta pela condi¢do de periodicidade, temos a fun¢do periddica

estendida na reta de periodo 7' = 2 conhecida por onda quadrada.

0 Oo———0 1-O————0 o0
@ @ @ A 4 @ @ @
-3 —2 -1 0 1 2 3
Oo——0 O———+0 o0 O———C

Figura 2 — Gréfico da funcao periddica onda quadrada de periodo T = 2.

Exemplo 2.1.2. Seja f definida por f(x) = x no intervalo [—7, ). A extensdo do dominio de f

em toda reta d4 origem a uma funcao periédica de periodo 27.

=TT

Figura 3 — Gréfico da fun¢do do Exemplo 2.1.2 de periodo 7' = 27.

Exemplo 2.1.3. Seja f definida no intervalo [—x, 7] por

0, —nr<x<0
flx)=<¢ x 0<x<m
g, x==+£x.

A extensdo de f na reta da origem a func¢ao periddica de periodo 27.
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Figura 4 — Gréfico da funcdo do Exemplo 2.1.3 de periodo T = 27.

Exemplo 2.1.4. Seja f definida no intervalo [—1, 1) por

—x—1, —-1<x<0
-]

X, 0<x<1.

A extensdo de f na reta gera a fun¢ado periddica de periodo 2.
/ 1 / /
1 2 \

Figura 5 — Gréfico da fun¢@o do Exemplo 2.1.4 de periodo T' = 2.

Exemplo 2.1.5. Seja f definida por f(x) = x* no intervalo [—7, 7]. A extensio de f na reta gera

a funcdo periddica de periodo T = 2.

3

2m

Figura 6 — Gréfico da funcdo do Exemplo 2.1.5 de periodo T' = 27.
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Exemplo 2.1.6. Seja f definida por f(x) = x* no intervalo (0, 2). A extensio de f na reta d4

origem a uma funcao periddica de periodo T = 2.

Figura 7 — Gréfico da funcio do Exemplo 2.1.6 de periodo T = 2.

Proposicao 2.1.1. Seja f : R — R uma fungdo periddica de periodo 7. Entao
, o . T
(i) f(ax),com a # 0, é periddica de periodo —;
a
Gi) f (g) com b £ 0, é periddica de periodo bT.

Demonstragdo.

z

(i) Suponha que T* é o periodo de f(ax), de modo que
flax) = fla(x+T7)] = f(ax+aT").

Fazendo y = ax, obtemos f(y) = f(y+aT™*). Logo pela hipétese de f ser periddica de

periodo T, concluimos que 7 = aT*, donde T* = —.
a

(i) Suponha que T* € o periodo de f <%> , de modo que

Q) s[fr] G5

T
Fazendo y = )—;, obtemos f(y) = f (y + 7) Logo pela hipétese de f ser periddica de

*

T
periodo T, temos que T = 5 donde T* = bT.
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Exemplo 2.1.7. Aplicando a Proposicao 2.1.1, temos que

2
(i) As fungdes sen (nx) e cos (nx) sdo periodicas de periodo T = —;
n

/4 T 2L
(i1) A funcdes sen (%) € Cos (%) sdo periodicas de periodo 7T = —.
n

As proposigdes a seguir nos mostram que a combinacao linear de duas ou mais fungdes
periddicas de mesmo periodo também € uma func¢do periddica, e de mesmo periodo das fungdes

que foram combinadas.

Proposicao 2.1.2. Sejam f; : R — R e f; : R — R duas fung¢des periddicas de mesmo periodo
T,ecy,cy €R.A fungdo i : R — R definida por

h(x) = (c1 fi +c2 f2)(x)

também € periddica de periodo 7.

Demonstracdo. Note que h(x+T)=c1 fi(x+T)+c fo(x+T) =cy1 f1(x)+ca fo(x) =h(x),Vx €
R. ]

Proposi¢ao 2.1.3. Sejam f; : R — R fungdes periddicas de mesmo periodo T, ¢; € R, para
j=1,....,n.Afuncdo h: R — R definida por

h(x) = (c1fitcafot - +cnfu)(x)

também & periddica de periodo 7.

A demonstracao € andloga a proposi¢do anterior, aplicando o Principio da Indug¢ao Finita.

Proposicao 2.1.4. Seja f : R — R uma funcdo periddica de periodo 7 e integrdvel em qualquer

intervalo limitado. Entdo o valor da integral definida dentro de um periodo ndo depende do ponto

/aa+T £

nao depende do valor de a. Em particular, vale a identidade

/OTf(t)dt:/

Demonstragcdo. Queremos provar que

inicial do intervalo, isto €

I~

f(t)dr.

N M

a+T T
/ f(t)dtz/ f(t)dt, VacR.
a 0

Seja F uma funcdo definida por
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Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que F’(x) = f(x+T) — f(x). Pela hipétese de f
ser periédica, temos que f(x+T) = f(x),Vx € R, logo F’(x) = 0 implica F(x) = k, para algum
k € R. Em particular, temos F (0) = F(a), Va € R, donde resulta que

a+T T
/a f(t)dtzF(a):F(O):/o f(t)dt, YaeR.

2.2 Funcoes pares e impares

Definicdo 2.2.1. Dizemos que uma fungdo f: R — R é par se f(x) = f(—x), para todo x € R.

Isto significa que o grafico da funcdo f € simétrico em relacdo ao eixo y. Dizemos também que
uma fungdo g : R — R é impar se g(x) = —g(—x), para todo x € R. Isto significa que o grafico

da func¢ao g € simétrico em relagdo a reta y = —x.
Exemplo 2.2.1. As seguintes funcdes
(i) f(x)=cos <n_2x> e f(x) = x*", para n € N, sio funcdes pares,
(ii) f(x) = sen (nTirx> e f(x) =x*""1, para n € N, sio fungdes impares.
Proposicao 2.2.1. S3o vdlidas as seguintes afirmacgdes
(1) A soma de duas funcdes pares é uma fungdo par;
(i) A soma de duas fun¢des impares € uma funcao impar;
(iii) O produto de duas funcdes pares é uma fungdo par;
(iv) O produto de duas func¢des impares € uma fungdo par;
(v) O produto de uma funcdo par por uma func¢ao impar é uma fungao impar.

Demonstragdo.

(i) Sejam f,g: R — R fungdes pares. Entdo
(f+8)x) = flx) +8(x) = f(=x) +g(—x) = (f+g)(—x), x€eR.
Logo (f+g) : R — R é uma fungdo par.
(ii) Sejam f,g:R — R fungdes impares. Entio
(f+8)(x) = f(x)+g(x) = [=f(=x)]+[-g(=x)] = =[f (=x) +8(—x)] = = (F + &) (—x),

Logo (f+g) : R — R é uma fung¢do impar.
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(iii)) Sejam f,g: R — R fungdes pares. Entdo

(f8)(x) = f(x) g(x) = f(—x) g(—x) = (f&)(—x), x€eR.
Logo (fg) : R — R é uma fungio par.

(iv) Sejam f,g: R — R funcdes impares. Entdo

(f8)(x) = f(x) g(x) = [ f(—=x)][-g(—x)] = (fg)(—x), x€eR.
Logo (fg) : R — R é uma fungio par.

(v) Seja f: R — R uma fun¢do par e g : R — R uma func¢do impar. Entao

fe(x) = f(x) g(x) = f(=x) [-8(—¥)] = =(f&)(—x), x€eR.

Logo (fg) : R — R é uma fung@o fmpar.

Exemplo 2.2.2. Considere as fungdes abaixo

(i) f(x) = x*"cos(nx), com m,n € N, é uma fungio par, pois é o produto de duas fungdes

pares.

(ii) f(x) = x*"sen(nx), com m,n € N, é uma funcio fmpar, pois é o produto de uma fungio

par e uma fun¢do impar.

(iii) f(x) =x*"*!cos(nx), com m,n € N, é uma fungdo fmpar, pois é o produto de uma fungo

impar e uma funcao par.

(iv) f(x) = x*"*!sen(nx), com m,n € N, é uma funcio par, pois é o produto de duas funcdes

impares.

Proposicao 2.2.2. Toda funcdo f : R — R pode ser escrita como sendo a soma de uma fungdo
par com uma fungéo fmpar, isto é, f(x) = fp(x) + f7(x), no qual fp(x) é uma fung¢do par, e f7(x)

¢ uma func¢ao impar, além disso

fx) +f(=x)
2

f) = f(=0)

fr(x) = 5

e filx)=
Demonstragdo. Veja que

Fx) = f)+ /() +£(—X) —f(=x) _ [ +2f(—X) S i )

(%) fr(x)

>

Claramente fp é uma fungdo par e f; € uma funcio impar [
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Exemplo 2.2.3. Podemos decompor a fungao
f(x) = ¢ entre a soma de uma fung¢do par
fp(x) e uma fungdo fmpar f7(x). A partir da
proposi¢do anterior, temos
eft+e ™ ef—e”
2 + 2 d

fx) ==

De fato, a componente par de ¢* é

ef+e i
+2€ = coshx i

fr(x) =

enquanto que a componente impar de ¢* é

-5

e —e | Figura 8 — Decomposi¢do da fungdo f(x) =
filx) = 2 = sinh.x. e* = coshx+ sinhx.

Proposicao 2.2.3. Seja f : R — R uma funcido integrdvel em qualquer intervalo limitado
0 L
(i) Se f for uma funcdo par, entdo / f(x)dx = / f(x)dx, VL>O0;
L 0
0 L
(ii) Se f for uma fungio impar, entdo / flx)dx=— / f(x)dx, VYL>O.
—L 0

Demonstracdo. Tomando a mudancga de varidveis x = —u, temos que

(1)/ dx—/f ):—/Lof( du—/f dufp—ar/oLf(u)du.

(11)/ dx—/ f(—u)dufm;ar—/oLf(u)du.

Corolario 2.2.3.1. Seja f : R — R uma fun¢io integravel em qualquer intervalo limitado
L L
(i) Se f for uma fungdo par, entdo / f(t)dt = 2/ f(t)dt, VL >0;
—L 0
L
(ii) Se f for uma fungio impar, entdo / f(t)dt =0, VL>DO.
—L
Demonstragdo. As propriedades decorrem da proposi¢ao anterior.

(1) Seja f : R — R uma funcdo par e integravel em qualquer intervalo limitado. Entao

/_LLf(X)dxz/_OLf(X)dx-i—/oLf(x)dx:/OLf(x)dx-i-/OLf(x)dx:Z/OLf(x)dx
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(i1) Seja f: R — R uma funcdo impar e integravel em qualquer intervalo limitado. Entao

/LLf(x)dx:/OLf(x)dX—l—/OLf(x)dx:—/OLf(x)dx—f—/OLf(x)dx:().

Exemplo 2.2.4. Para L > 0 e n € N, segue do coroldrio anterior que

L
(1)/ cos dx—Z/ cos nzx> dx—z—Lsen<@)

nmw L 0

(i1) / sen dx—O

2.3 Relacoes trigonométricas

A partir das identidades de adi¢do e subtrac@o dos arcos das fun¢des senos e cossenos,

com a, B € R, a saber

sen(a+ f) = seno cos  + senf cos o, (2.1)
sen(oc—f) = sena cos B — senf cos «, (2.2)
cos(a+ ) =cos acos B — sena senf3, (2.3)
cos(ax— ) =cos o cos B + sena senf3, (2.4)

podemos deduzir expressdes que transformam um produto em soma de senos e cossenos. De

fato, somando as identidades (2.1) e (2.2), deduzimos a equacao

senca cos B = ~[sen(a+f) + sen(a—fB)]. (2.5)

| =

Analogamente, somando as identidades (2.3) e (2.4), e tomando a diferenca entre (2.4) e (2.3),

temos respectivamente que

cosacosﬁ:%[cos(a+ﬁ) + cos (o — B)], (2.6)
seno senff = % [cos (a— PB) — cos (o + B)]. (2.7)

Tomando @ = f nas identidades (2.1) e (2.3), obtemos as expressoes do arco duplo

sen (20r) =2 sen o cos 3, (2.8)

2

cos (20) = cos® o0 — sen’a, (2.9)

e por fim, combinado a equagio (2.9) com a relagio fundamental cos” & + sen’a = 1, temos

1 200
cos’ a = —i—c%, (2.10)

1-— 2a
senol = % @2.11)
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2.4 Relacoes de ortogonalidade

Para o estudo inicial das séries de Fourier que abordaremos no capitulo seguinte, vamos
precisar calcular algumas integrais especificas de produtos entre senos e cossenos avaliadas em
intervalos simétricos. Comegaremos avaliando essas integrais no intervalo [— 7, 7| de fungdes
periddicas de periodo 27, e estenderemos o calculo para um intervalo generalizado [—L,L]| de

fungdes de periodo 2L. Tais integrais sdo exemplos de relagcdes de ortogonalidade entre fungdes.

Proposicao 2.4.1. Sejam m,n € N. Sdo vdlidas as seguintes relacdes de ortogonalidade

T
/ sen (mx) cos (nx)dx =0, (2.12)
—7T
n T, m=n
/ cos (mx) cos (nx) dx = (2.13)
T Oa 7& n,
T T, m=n
/ sen (mx) sen (nx)dx = (2.14)
-z 0, m#n.

Demonstragdo.

(i) Utilizando a relagdo trigonométrica (2.5), com @ = mx e 3 = nx, temos

sen (mx) cos (nx) = 5 [ sen (mx + nx) + sen (mx — nx)]

1
= E[sen((m—l—n)x) + sen ((m—n)x)].
Integrando ambos os termos da equagdo no intervalo [—7, 7], segue que
T T 1
/ sen (mx) cos (nx)dx = / E[sen ((m+n)x)+ sen((m—n)x)]dx
-7 -7

:%U” sen<(m+n)x)dx+/7:r sen((m—n)x)dx}

—T

Supondo o caso m # n, temos

/_7; sen (mx) cos (nx)dx = % {_M T

Agora, caso m = n, temos

/7r sen (nx) cos (nx) dx = /7r %[sen (2nx)]dx = 0.

-7 -7

(ii) Utilizando a relagdo trigonométrica (2.6) com o = mx e § = nx, temos
1
cos (mx) cos (nx) = 2 [cos (mx + nx) + cos (mx — nx)]

— %[cos((m+n)x) +cos((m—n)x)].
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Integrando ambos os termos da equagdo no intervalo [—7, 7], segue que

/jrcos (mx) cos (nx)dx = /_Z%[cos((m—i—n)x) +cos ((m—n)x)|dx
:% {/” cOS((m+n)x)dx+/jrcos((m—n)x)dx] )

-7

Supondo o caso m # n, temos

/icos (mx) cos (nx) dx = % [ sen (I;n:;n)x) n

—7T
Agora, caso m = n, temos

T
/ cos? (nx) dx =

-7

[/jrcos (2nx)dx+/_7; dx]

1

2

1 {sen(2nx) d d 1
= - | — +x

2 2n _x .

1 1
=—(Tt—(— =2n=m.

ST (-m) =3

(iii) Utilizando a relagdo trigonométrica (2.7) com o = mx e B = nx, temos

1

sen (mx) sen (nx) = 5 [cos (mx — nx) — cos (mx + nx)]
_ %[cos (m = n)x) —cos ((m + n)x)].

Integrando ambos os termos da equagdo no intervalo [—7, 7], segue que

/n sen (mx) sen(nx)dx = /7r %[cos (m—n)x—cos(m+n)x|dx

-7 —T

—T -7

T
} 0
-

T

dx — / cos (2nx)dx]
-7
sen (2

i

:% U” cos(m—n)xdx—/ﬂ cos(m+n)xdx].

Supondo o caso m # n, temos

d sen (m+n)x

2

1 [sen(m—n)x

m—n m-—+n

-7

Agora, caso m = n, temos

—
™
3 Bl

Bl

nx)

=

—T
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Proposicao 2.4.2. S3o vdlidas as seguintes relagdes de ortogonalidade

L
/ sen (m_ﬂx) cos (n_ﬂx) dx=0, mn>1 (2.15)
L L L
L T T L, m=n
/ cos <M> cos <u> dx = (2.16)
- L L 0, m#n,
L L, m=n
/ sen (m_itx) sen (@) dx = 2.17)
-L L L 0, m#n.
Demonstragdo.
T T
(1) Utilizando a relagdo trigonométrica (2.5) com o = ? ef = Tx’ temos
mmx nmwx 1 manx nmx mux nmx
sen <—> cos (—) =— [sen (— + —) + sen <— — —)}
L L 2 L L L L
! [sen(( + )ﬁx>+sen<( )nxﬂ
= - m+n) — m—n)—||.
2 L L

Integrando a relagdo no intervalo [—L, L], segue que

/L <m7rx>
sen (—— ) cos
_L L

("2 = [ 7 [sen (4 20+ en ((m ) )]

— %/LL [sen ((m—l—n)%) + sen <(m—n) %)} dx.

Supondo o caso m # n, temos

/L sen (mﬂ:x) cos (n?tx) dx — l [_ cos( m-+n) %x)
L L L 2

Agora, caso m = n, temos

/_LL sen <nzx> cos (nfc) dx = /_LL% sen (ZnLjrx) =0.
B

(i1) Utilizando a relagdo trigonométrica (2.6) com o = 7 e

mimx nwx 1 mmx  nmwx mmnx  nux
Ccos (—) Ccos (—) = — [cos <— + —) 4 cos (— — —)]
L L 2 L L L L

= % [cos ((m+n) %) + cos ((m—n)%)] :

Integrando ambos os termos da equagdo no intervalo [—L, L], segue que

/_LLcos <mT7tx> coS (n%tx) dx = /_LL% [cos ((m~|—n) %) +cos ((m—n) Jt_ljc>] dx

= %/_LL [cos ((m-l—n) %) + cos ((m—n)n—;)] dx.
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Supondo o caso m # n, temos

(nfc)dx 1 | sen((m+

L mx
cos | — | cos
_L L
Agora, caso m = n, temos

L Ll 2
/ cos? <m x)d —/ — |cos max + 1| dx
L L L2 L
1

(iii) Utilizando a relagdo trigonométrica (2.7) com @ = mrx e
¢ g 7

<m7rx) (mrx) 1 [ (mﬂx n7rx>
sen{—)sen| — | =—-—|cosS| ——— | —
L L 2 L L

2

Integrando ambos os termos da equag@o no intervalo [—L, L

L1

/LL sen (anx> sen (nTﬂx> dx = /L 5 [cos <(m n) 72x

L TTx
/ cos —n)—
L

Supondo o caso m # n, temos

nmwx
= T, temos

(mnx n nnx)}
cos | —— +—
L L

_1 [cos ((m—n) %) —cos <(m—|—n) %)} .

|, segue que

) —cos ((m—i—n) %)} dx

) —cos ((m+n) %)} dx.

[ sen (") son ("2 = 1 | 22l )

Agora, caso m = n, temos

L L 1 2
/ sen? <m_7rx> dx = / — |1 —cos iy
L L L2 L
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CAPITULO

SERIES DE FOURIER

3.1 Séries de Fourier: motivacao histérica

O objetivo dessa secao € apresentar uma motivacao para o estudo das Séries de Fourier,
objeto central deste texto. Para tal, estudaremos a equagdo que descreve a condugdo do calor
em uma barra metélica, que foi um problema fisico de cunho histérico relevante no inicio do
século XIX. As técnicas de Célculo Diferencial e Integral e Equagdes Diferenciais ja conhecidas
a época nao foram suficientes na tentativa de se resolver esse problema, de sorte que a busca
por uma solucdo deu origem justamente as chamadas Série de Fourier. De fato, esse foi um dos
problemas estudados por Joseph Fourier em sua obra de 1822 intitulada Théorie analytique de la
chaleur (Teoria analitica do calor). Em seu trabalho, Fourier afirma que toda func¢ao a valores
reais pode ser reescrita por uma série trigonométrica, concluindo estudos preliminares realizados
por outros matematicos predecessores como Euler, Lagrange e d’ Alambert. Seu trabalho foi
aprimorado posteriormente por outros matematicos como Cauchy, Bolzano e Dirichlet, que se
encarregaram da tarefa de formalizar cuidadosamente a andlise da convergéncia de uma funcao

para sua série de Fourier.

3.1.1 Conducao do calor numa barra

Uma das aplica¢Oes mais importantes das séries de Fourier estd na solu¢do de equagdes
diferenciais parciais por meio do método de separagdo de varidveis que abordaremos nessa
secdo. Uma Equacdo Diferencial Parcial (EDP) € uma equacdo que contém uma ou mais
derivadas parciais de uma funcdo de duas ou mais varidveis independentes. Essas equagdes
surgem naturalmente em problemas de Fisica, Matematica e Engenharias. Um exemplo de uma
EDP ¢ a equacdo unidimensional do calor que modela a variagdo de temperatura u de uma barra
aquecida em fungdo da posi¢do x no instante t, definindo uma fungao u(x,) dada por

, 92

a —u(x,t):%u(x,t), O<x<L, t>0, (3.1
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no qual o € a constante de difusividade térmica, isto é, uma propriedade intrinseca do metal que
constitui a barra. Tal equagdo também pode ser escrita na sua forma reduzida 02y = uy (vide
demonstracdo da equagao do calor na referéncia (EDWARDS; PENNEY, 1995) pagina 519).

Vamos inicialmente considerar um modelo simplificado da barra. Suponhamos que essa
barra tenha um formato cilindrico de comprimento finito que possa ser associada a um segmento
de tamanho L posicionado em uma sistema de coordenadas ortogonal, estendendo-se de x =0 a

x = L ao longo de um eixo x, e de secdo transversal perpendicular ao eixo x, de drea constante A.

+
fx)
)/\\//\ \ x,
0 L

Figura 9 — Distribui¢@o de temperatura em uma barra metdlica de comprimento L no instante ¢ = 0.

Consideremos também que essa barra seja feita de um material uniforme condutor de
calor, de modo que a temperatura u possa ser considerada constante em cada se¢do transversal.
Por fim, consideremos que a superficie lateral da barra esteja isolada termicamente de modo a
ndo permitir transferéncia de calor através dela com o meio externo. Entretanto, transferéncias
de calor podem ocorrer através das extremidades da barra. Nessas condigdes, u serd de fato uma
funcdo de x e ¢, e o fluxo de calor ao longo da barra se dard somente na direcao longitudinal, ao

longo do eixo x, caracterizando um problema de condug¢ao de calor em uma dimensao apenas.

Sabemos que a temperatura u(x, ) da barra obedece a equagdo do calor (3.1). A pergunta
que surge € qual a solucdo dessa equacao que representa a distribui¢do de temperatura na barra.
Note que a distribuicdo de temperatura u(x, ¢) deve depender da temperatura inicial ao longo
da barra. Se f: [0, L] — R é a fun¢éo que descreve a temperatura nos varios pontos da barra no

instante t = 0, entdo temos a condicdo inicial do problema

u(x,0) = f(x). (3.2)

Além disso, € necessario especificar as respectivas temperaturas nas extremidadas da barra
em dado instante ¢, isto é, u(0,1) e u(L, ). Como as extremidades podem ndo estar isoladas
termicamente, pode ocorrer entrada ou saida de calor, o que naturalmente deve influir no valor de
u(x, ) em algum ponto da barra. Nessa se¢do, vamos estudar em detalhes o caso particular em

que a temperatura nas extremidades da barra deve ser sempre mantida fixa igual a zero, ou seja

u(0,1) = u(L,t) = 0. (3.3)
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Em resumo, queremos encontrar as solu¢des para u(x, t) do seguinte problema de con-

torno
Quy = uy, 0<x<L,t>0

u(0,7) =u(L,t) =0, vt >0, (3.4)
u(x,0) = f(x), 0<x<L.

3.1.2 Método de Fourier para o problema da conducao do calor

Para encontrar uma solucao para o problema (3.4), Fourier propds o método de separagdo
das varidveis, que consiste em supor que a solugdo para u(x,) seja escrita como um produto de
uma fun¢do X (x), que depende apenas da posicéo x, por uma fungdo 7'(¢), que depende apenas

do tempo ¢, ou seja

u(x,t) =X(x)T(r),  X(x)#0, T(r) #0. (3.5)
Supondo que X seja duas vezes derivdvel em relagdo a x e 7' seja uma vez derivavel em relacio a
t, tomando a segunda derivada de u em relagdo a x, a saber, uy(x,t) = X" (x) T (t), e a primeira
derivada de u em relagdo a ¢, u; (x,1) = X (x) T'(¢), e substituindo-as na equagdo do calor, obtemos
X"(x) 1 T')
X(x) a*T(t)

a2 X"(X)T()=X(x)T'(t) =

Observe que o lado esquerdo desta igualdade depende apenas de x, enquanto que o lado direito
depende apenas de . Como as varidveis x e ¢ sdo independentes, a Gnica forma dessa equacao
ser satisfeita €, se e somente se, os dois lados da equagdo forem iguais a uma constante, que

chamaremos de A, ou seja,
X"(x) 1T
X(x)  af T(1)

Dessa forma, com as devidas manipulacdes algébricas, obtemos as seguintes equacdes indepen-

=A.

dentes

X" (x) — AX (x)
T'(t) — AT (1)

) (3.6)

0
0. (3.7

A estratégia de separar as varidveis nos parece aqui bastante promissora, pois nos
permitiu transformar o problema da equagdo do calor em duas equagdes diferenciais ordindrias
independentes. Dessa forma, procuramos as solu¢gdes de cada uma dessas equagdes a fim de

determinar uma solugdo geral u(x,?).

Vamos inicialmente determinar uma solu¢@o nao nula para a equagdo (3.6), que por sim-
plicidade, denotaremos daqui em diante por apenas X" — A X = 0. Para tal, precisamos determinar
as condi¢des de contorno que satisfazem essa equag@o. A partir do problema (3.4) da equagéo
do calor, temos que u(0,7) = X(0) T'(t) = 0. Como queremos que a distribui¢do de temperatura
na barra seja sempre diferente de zero, naturalmente impomos X (0) = 0. Analogamente, temos
u(L,t) =X(L)T(t) =0 que implica X (L) = 0.
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A equacdo (3.6) é uma equacao diferencial ordindria de 2* ordem homogénea, e desse
modo procuramos solugdes do tipo @(x) = ¢'~. De fato, as derivadas ¢'(x) = re’* e @ (x) = r?e’™

nos conduzem a seguinte equagao algébrica
e —Ae™)=0s (P -A)(e")=0sr”-1=0, VYO<x<L. (3.8)

Assim, @(x) = €™ serd solu¢do de X" — AX = 0, se e somente se, r for raiz do polindmio carac-
teristico 7> — 4. Passemos entio a tarefa de analisar, caso a caso, como se comporta as solu¢des

¢(x) em fungdo das raizes do polindmio caracteristico.

(a) Caso A > 0.

Digamos que A = u? para algum i € R. De (3.8), segue que r> = u’ resultaem ry = L e ry = — 1.
Nesse caso, as fungdes @) (x) = e* e @o(x) = e ** sdo solucdes linearmente independentes para
equacgdo homogénea (3.6). De fato a combinag@o linear ae* +be ™ = 0, Vx € R implica que
a = b = 0. Tomando uma combinacao linear entre essas solucdes linearmente independentes,

obtemos uma solugdo geral para essa equagdo dada por
X (x) = c1e" +cre M, Vey, o €R.

Afim de determinar os valores das costantes ¢ e ¢, precisamos aplicar as condi¢des iniciais

(3.4) nesta expressao que acabamos de encontrar. Dessa forma

X(0) = c1eM +cre 0 =0 c1+c=0
<~

< c1=c =0,
X(L) = cre*t +cre ™ =0 cre®* 4 ¢y =0

que gera apenas a solugdo nula X (x) = 0, e portanto o caso A > 0 é descartado.

(b) Caso A = 0.

Substituindo A = 0 na equagio (3.6), temos que X”(x) = 0. Logo X (x) = c1x+ ¢; € a solugdo
geral Vcp, ¢ € R. Da condi¢ao X(0) =0, temos X(0) = ¢10+ ¢p =0, que resulta ¢, =0, e
portanto X (x) = c¢1x. Da condi¢do X (L) = 0, segue que X(L) = ¢;L = 0, que implica ¢; = 0,
uma vez que L > 0. Novamente geramos apenas a solugdo nula X (x) = 0, e portanto o caso

A = 0 também é descartado.

(c) Caso A < 0.

Digamos que A = —pu? para algum p € R. Do polindmio caracteristico (3.8), segue que r*> = —
resulta em r| = Wi e ry = —ui. Nesse caso, as fungdes complexas @ (x) = eH* = cos (ux) +
isen(ux) e @3(x) = e M¥ = cos (ux) —isen (ux) sdo as solucdes linearmente independentes
para a equacdo homogénea (3.6). Tomando uma combinacgdo linear entre essas solugdes, obtemos

uma solugdo geral em termos de senos e cossenos, isto é,

X (x) = ¢y cos (ux) +casen (ux), c1,c2 €R.
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Da condi¢do X (0) = 0, temos X(0) = cjcos(u0) +cp sen(u0) = 0 que resulta ¢; = 0. Da
condi¢do X (L) = 0, temos que X (L) = ¢ sen (1 L) = 0 implica c; =0 ou sen (u L) = 0. Como
¢ = 0 nao nos interessa, devemos ter

nmw

sen(uL):O<:>uL:n7r<:>u=T, neZz (3.9)
que gera uma familia de solu¢des para X (x) dada por
X, (x) = ¢y sen (%) ne’. (3.10)

Vamos agora determinar uma solugio para a equacdo T'(t) — a’AT(t) = 0 que cla-

ramente € do tipo exponencial T(t) = M para t > 0. De (3.9), fazemos a substituicdo
A=—u?=— (%)2 = —”i—’fz, e finalmente obtemos
nznz(xz
T,(t)=e 2 nez. (3.11)

Agora temos todas as condi¢Oes para encontrar as possiveis solugdes pelo método de
separagdo das varidveis descrito em (3.5). Substituindo as expressdes para X (x) e T(¢) que
encontramos respectivamente em (3.10) e (3.11), temos finalmente uma solu¢do fundamental

para a temperatura ao longo da barra dada por

TT. _n2ﬂ2a2
un(x,t) = ¢, sen (%) e 12 (3.12)
satisfazendo o sistema ,
O Uy = Uy,
S (3.13)
u(0,¢) =u(L,t) =0, Vt>D0.

Usando o fato de que uma combinacdo linear de solu¢des da forma (3.12) também é
uma solugdo para (3.13), pelo principio da superposi¢do, podemos combinar um nimero finito
de solugdes de tal maneira que que toda expressao finita da forma Zflvzl Cpun(x,1) também seja

solucdo de (3.13), no qual ¢, € R. Nesse caso, a solugdo para u(x,t) é dada por

N 2,252

nnx _hntnto
u(x,t) = Z cp sen <T> e 12

n=1

t

Note que até agora ndo utilizamos a condigdo inicial u(x,0) = f(x), para 0 < x < L. Veja

que u(x,t) encontrada é solucdo do sistema (3.4) se

N

u(x,O):chsen(le):f(x), xe0<x<L.

n=1

Essa equac@o nos diz que estamos representando uma fungio f(x) como uma soma finita
em termos de senos. Uma pergunta natural que surge € sob quais condi¢des f pode ser reescrita

dessa forma, ou seja, quais sdo as condi¢des sob f para que esse representacdo seja verdadeira.
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Também nos interessa investigar o que acontece se tomarmos uma série infinita, e supor que a

funcdo f(x), definida em 0 < x < L, possa ser expressa na forma

(o)

flx)= z_: cp sen (nTﬂ?x> ,

n=1

com os coeficientes ¢, escolhidos adequadamente.

Como a fungdo seno € periddica, supomos f(x) também periddica para que a igualdade
acima faca sentido. Logo € natural saber quando uma func¢do periddica pode ser escrita como uma
combinacdo linear de senos e cossenos, que sao fungdes linearmente independentes. Portanto,
vem a idéia de tentar escrever a f ndo apenas como uma série infinita de senos, mas como
candidato uma série infinita em termos de senos e cossenos. De fato, Joseph Fourier fez a
afirmacdo que toda func¢@o f(x) com periodo 2L pode ser representada por uma série infinita da

forma

[}

f(x):@+iancos (nTm)—l—ansen (nTﬂx)’ (3.14)

chamada Série de Fourier da fungdo f.

Demonstraremos no Capitulo 4 sob quais condic¢des tal fun¢do f converge para a sua
série de Fourier. Veremos que existe uma grande variedade de funcdes f : R — R que podem ser

reescritas pela expressdo (3.15). Denotaremos por Sy(x) a série de Fourier de f dada por

ap nix > nmwx
?%—nz::lancos <T> +nZ::1bn sen (T) (3.15)

3.2 Série e Coeficientes de Fourier

Nesta se¢do vamos obter uma expressao para os coeficientes ag, a, € b,, que aparecem na
série de Fourier dada em (3.15). Precisamos entender qual € a relac@o entre esses coeficientes e a
funcdo f, no qual esperamos que estejam diretamente relacionados. Sem perda de generalidade,
vamos supor por ora que S¢(x) = f(x), isto &, que seja vdlida a igualdade entre uma fungio e
sua respectiva Série de Fourier (que discutiremos em detalhes a convergéncia da Série de Fourier
no préximo capitulo). Desse modo, podemos manipular algebricamente a série Sy(x) a fim de

calcular os seus coeficientes.

Algumas consideragdes iniciais precisam ser apresentadas em relacdo ao comportamento
da fungdo f e de sua série de Fourier Sy. Uma primeira idéia intuitiva € esperar que f se comporte
tal qual as fungdes seno e cosseno que aparecem na sua série de Fourier, ou seja, que f seja
continua e periddica de periodo 2L. Também assumiremos que f serd integravel, e que uma
integral pode ser comutada com uma série infinita conforme demonstraremos na Proposi¢ao

4.1.3. Com tais hipéteses, vamos encontrar a expressao que definem esses coeficientes.
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3.2.1 Expressao para os coeficientes de Fourier.

Iniciemos com o cdlculo do coeficiente ag. Para isso, vamos integrar termo a termo a

série (3.15) no intervalo [—L,L]. Temos que

/ x)dx —/ de—i—/ Zancos dx—i—/ Zb sen )dx
—/ dx—l—Zan/ cos dx—l—Zb/ sen

L T L T
Como / cos (nTx> dx = / sen (%) dx = 0 pelo Exemplo 2.2.4, segue que
~L ~L

/ f aox
1 (L
ag = z/_Lf(x)dx. (3.16)

Para o calculo dos demais coeficientes, usamos a mesma estratégia de integragdo termo a

x=L

€ portanto

termo da série e aplicamos as relacdes de ortogonalidade definidas na Se¢do 2.4. Vamos iniciar a
titulo de ilustracdo o cdlculo do coeficiente a;. Para tal, multiplicamos os termos da série (3.15)
por cos (%) , integramos a expressdo no intervalo [—L, L], e comutamos a integral com a série

infinita. Temos que

aop 7rx nn’x X
/ f(x)cos )dx—/L?cos dx—i—/ Zancos )COS<T> dx
/ Zb sen <n7rx> cos( ) dx
L
L nmx TTx
2 / cos dx+ Z a /_Lcos (T) cos <T> dx
nnx X
b —> (-) dx.
+,§1 n/L sen i3 cos i3 X

Pelas relacdes (2.15) e (2.16), temos que

/L nix X L, n=1
cos (—) cos (—) dx =
-L L L 0, n#l

Dessa forma, segue que

€ portanto
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Analogamente, para se calcular os coeficientes a, para n € N, multiplicamos todos os

termos da série (3.15) por cos (’"fx ) e integramos e comutamos a expressdo no intervalo [—L, L].

Dessa maneira
/LLf<x) €0 (anx> dx = /LLaz_OCOS (me> dx+/L ni a, cos (?) cos <m_7rx> dx
+/L ibn sen @> cos (me) dx
yRcore 5 oo [ con () on (")
+};bn/L sen T cos <m7[ )dx

L
Pelas relacdes (2.15) e (2.16), temos que

/L nmx mmx L, n=m
cos <—> cos <—) dx =
L L L

0, n#m

L
/ sen (n_nx) cos (m_ﬂ:x) dx=0, Vn.
L L L

/_LLf(x) cos <me> dx=apL,

a, = L/f cos )dx

Por fim, para calcular todos os coeficientes b,, para n € N, multiplicamos todos os termos

da série (3.15) por sen (mfx) e integramos e no intervalo [—L,L]. Temos que
/_LLf(x) sen (me) dx = /_LL%O sen (mzrx dx+/ Z @y cos <n2tx) sen <mT7rx) dx
+/ Zb sen nzx> sen (mTﬂx) dx
= %O/—L sen <%> dx +nglan/_LLcos (’lﬂ) sen (anx> dx
+§:lbn /_LL sen (nTnx) sen (me> dx.
Pelas relacdes (2.15) e (2.17), temos que

/_LLcos (%) sen <mT7tx> dx=0, Vn

Dessa forma, segue que

e portanto,
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Sendo assim, segue que

/L f(x) sen(mfx> dx =byL,

—L

b, = %/LLf(x) sen (n_zx> dx.

Com os resultados das expressdes dos coeficientes de Fourier, podemos enunciar a

€ portanto,

seguinte definicao

Definicao 3.2.1. Seja f/ : R — R uma fungdo periddica de periodo 2L. Entdo a Série de Fourier

de f é a série

Sr(x) =3 —|—Zancos< i >+ansen<”7£x>, (3.17)
no qual os coeficientes de Fourier a, e b,, com n € N sdo definidos por
1 (L
= Z/Lf(x) cos (”%") dx, (3.18)
by = L/ ) sen )dx (3.19)

Um exemplo em particular € uma fungao periddica de periodo 27. Nesse caso, basta

sustituir L = 7, e os coeficientes de Fourier sdo dados por

= %/jrf(x) cos(nx)dx, (3.20)
= %/jtf(x) sen(nx) dx. (3.2

3.2.2 Séries de Fourier de funcoes pares e impares

Recordando o que vimos na Sec¢do 2.2, uma fungdo f(x) é par se f(—x) = f(x), e é
impar se f(—x) = —f(x), Vx € R. Certas propriedades de func¢des pares e impares simplificam
notavelmente as suas respectivas séries de Fourier. A idéia é que como f pode ser expressa
em termos de uma soma infinita de senos e cossenos, esperamos que se f for par, entdo a sua
representacdo na sua série de Fourier contenha apenas fungdes pares, ou seja, b, = 0; enquanto
que se f for impar, entdo a sua série contenha apenas func¢des impares, isto €, a, = 0. Vejamos
que de fato essas simplificagdes ocorrem.
nmwx

)

L
7z nnx z ~ 7 ~
¢ par, enquanto f(x) sen ( 7 ) ¢ impar, uma vez que a fun¢do cosseno € par e a funcio seno

Se f € uma funcao periddica par de periodo 2L, entdo pela Propriedade 2.2.1, f(x) cos (

¢ impar. Nessas condigoes, ao calcular os coeficientes de Fourier de f usando a Propriedade

2.2.3.1, encontramos

a4 = ]%/_LLf(x) cos (?) dx = %/()Lf(x) cos (”Lﬂ) dx (3.22)
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b, L/ sen )dx—O

Desse modo, a série de Fourier de uma func¢ao par f de periodo 2L é reduzida para

Sp(x) = +Zancos< Zx>,

com a, dado por (3.22).

Por outro lado, se f(x) é impar, entdo usando as mesmas propriedades citadas, f(x) cos (2F)

L
¢ impar, enquanto f(x) sen (” ) ¢ par, de modo que

/ ) cos nﬂ:x) dx=0,
L

/f sen<”m dx == /f sen(f)a’x (3.23)

Assim, a série de Fourier da fun¢ao impar f de periodo 2L € reduzida para

Sp(x) = ;bn sen (%ﬁx) )

com os coeficientes b, dados em (3.23).

3.3 Calculo de algumas séries de Fourier

Essa secdo tem o objetivo de apresentar alguns exemplos de cdlculo dos coeficientes de
Fourier a fim de se obter a série de Fourier Sy(x) de uma dada funcdo f(x). Aplicaremos nesses
célculos os resultados obtidos no capitulo preliminar e nas se¢des anteriores. Ao final de cada
exemplo, apresentaremos diversos graficos construidos no software Geogebra que ilustram a

convergéncia da série Sy para fung¢@o f por meio da soma parcial de N termos definida por

Sn(x) = + Z ay, cos ( ) Z by, sen( > (3.24)

Ressaltamos que a convergéncia e as restricdes de f serdo discutidas rigorosamente

apenas no proximo capitulo, quando faremos a demonstra¢do do Teorema de Fourier.

Exemplo 3.3.1. Vamos iniciar pelo estudo da série de Fourier da funcdo sinal, que atribui
os valores f(x) =1 parax >0 e f(x) = —1 para x < 0. Para tornar a fun¢@o sinal em uma
funcdo periddica, restringimos seus valores de saida a um intervalo simétrico finito, e em seguida

estendemos esse padrao para toda a reta, conforme pode ser visto no grafico a seguir. Esta funcdo
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periddica é conhecida por func¢do onda quadrada por conta de seu formato. Para nosso exemplo,

supondo um periodo igual a 2, essa fun¢do € dada pela seguinte expressao

-1, —-1<x<0
fx)=¢ 0, x=0
1, O0<x<l.
——0 O———0 1 Q———0 O———0
° ® ® ® ® ° °
-3 ) -1 0 1 2 3
o——0 O—0 o—0 o————

Figura 10 — Gréfico da funcio periddica onda quadrada impar.

Da maneira como foi definida, a fun¢do onda quadrada é uma fungdo periddica impar,
de modo que podemos aplicar diretamente os resultados da Subsec¢do 3.2.2 para concluir que
ap = 0 e a, = 0. No entanto, com o intuito de nos familiarizarmos com os calculos, iremos neste

momento usar a expressao (3.18) para calcular esses coeficientes. Como L = 1, temos

aoz%/LLf(x)dx:%/i(—l)dx—k%/ol(l)dx:/ol dx—/ol dx =0

a, = l/L f(x)cos (mtx =7 / )cos(nmx)dx+ — i / )cos(nmx) dx

LJ-L
0
:/ cos(nmx) dx — / cos(nmx) dx
0 -1
0
—1

sen(nmx) ' sen(nmx)

nmw

0 nm
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como era de se esperar. Seguimos com o cdlculo de b,, pela férmula (3.19).

b, = %/_LLf(x) sen (nTﬂx> dx = /01 sen(nmx) dx — /0 sen(nmx) dx

-1
| cos(nmx) ! 0
B nmwo |, nmwoo|
B cos(nm) cosO L (o8 0 cos(—nm)
B nm nm nm nm

() ()

cos(nmx)

2 2cos(nm)
Y nm
2
=—[1—(-1)"
= (1 (-1
4 ]
— , sen for impar
={ N
0 , sen for par.

Portanto, substituindo os valores encontrados de a,, e b, na expressao (3.17), a série de Fourier

da fun¢do onda quadrada impar é dada por

Z ! sen (nmx)

n fmpar

Sr(x) =

sen((2n— 1)mx)

il \ol
[\)
S
|
[

SIENEIE N IES

1 1
(sen (7mx) + 3 sen (37x) + 5 sen (57tx) + .. ) :

Veja a seguir graficos de diversas somas parciais Sy(x) definidas em (3.24), que ilustra a

convergéncia da série de Fourier para a fun¢cdo onda quadrada impar.

A

Figura 11 — Gréfico da soma parcial da Série de Fourier da funcdo onda quadrada com N=1
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Figura 12 — Grafico da soma parcial da Série de Fourier da fun¢do onda quadrada com N=3

e TR o R S R P R

B R ! M P N N

Figura 13 — Gréfico da soma parcial da Série de Fourier da fun¢do onda quadrada com N=10

— - —

Figura 14 — Grafico da soma parcial da Série de Fourier da fun¢cdo onda quadrada com N=100

E interessante notar que a fun¢do peridédica onda quadrada se torna uma funcdo par com

um deslocamento horizontal de % conforme expressdo e grafico abaixo

= 1< <1
_— —_ x —
’ 2 2
1
x)=4q 0 ==
f(x) ,  X=3
1 1< <3
L 25753
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D S B O o0 1 o0 o
0.5
' L 4 . @ @ @
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-0.5
o0 Oo—=tt—0 o0

Figura 15 — Gréfico da fun¢do periédica onda quadrada par.

Nesse caso, por f ser par, temos b, = 0. Os coeficientes ag € a, sdo calculados por

L 3 3 1
3 2 3|2
aoz/l(—l)dx%—ﬁ (l)dx:xl—x_lzo,
—3 ) 2 2
e
3 1
2 2
an:/l cos(mtx)dx—/  cos(nmx) dx
2 —3
3 el
_sen(nmx)|"" 2 sen(nmx) "2
nmw x:% nmw x:—%
_ sen(%) _sen(%F)  (sen("F)  sen(—"F)
nmw nmw nmw nmw
_ sen(E) 3 sen(%F)
nm nw

Da relagio do arco triplo sen(3x) = 3 senx cos’x — sen’x, segue que

3sen () cos® () — sen’ (%) — 3 sen (%)
a, =

nmw
e ()~ 3sen (%)
B nm '
Logo, para k € N, temos que
( 4
-, n=4k—-3
nmw
0, n=4k—2
an -
4
—, n=4k—1
nmw
L 0, n=4k.

Portanto a série de Fourier da funcdo onda quadrada par é dada por.

Sg(x) :% i

n=1

y— cos((4n—1)mx) — 3

cos((4n—3)mx)
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Exemplo 3.3.2. Seja a funcdo periddica de periodo 27 dada por

fx)=x, —wm<x<m.

Figura 16 — Gréfico da funcdo do Exemplo 3.3.1

Vamos calcular a sua série de Fourier. Observe que esta funcdo € impar, e portanto
podemos concluir diretamente que ay = 0 e a, = 0. Tomando L = 7, segue o célculo de b,
usando (3.23)

2 T
b, = —/ x sen (nx)dx
TJo
2 oo
_ 2| reosiny (nx) —/ _ oy (nx)dx} (v=2x, du= sen(nx)dx)
T n o Jo n
_ 2 [ xcos(nx)|® sen(nx)|”
7| no | n? |,
2 [ mcos(nm) sen(nm) sen0
Tl T 2 2
T n n n
_ 2cos(nm)
B n
— (112

n

Portanto, a Série de Fourier da funcdo € dada por

i (—1)"*! 2 sen (7x)

—1 n

Sr(x)

S

2 2 2
2senx — sen (2x) + 3 sen (3x) — 7 sen (4x) + 5 sen (5x)...

cujo graficos de algumas de suas somas parciais sdo apresentados a seguir.



52

Capitulo 3. Séries de Fourier

[\

=TT

Vi

Vi

Figura 17 — Gréfico da Série de Fourier da fungdo do Exemplo 3.3.2 com N=1

=TT

Figura 18 — Gréfico da Série de Fourier da fun¢do do Exemplo 3.3.2 com N=3

=TT

Figura 19 — Gréfico da Série de Fourier da funcdo do Exemplo 3.3.2 com N=10

=TT

=

Figura 20 — Gréfico da Série de Fourier da funcdo do Exemplo 3.3.2 com N=100
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Exemplo 3.3.3. Seja a funcdo de periodo 27 que estd definida em um periodo por

0 —nmT<x<0
flx)y=4¢ x 0<x<rm
g, x==.

Figura 21 — Grafico da fun¢do do Exemplo 3.3.3

Esta fun¢do ndo é nem par nem impar, de modo que usaremos as férmulas (3.20) e
(3.21) para calcular os coeficientes da sua série de Fourier tomando L = 7. Note que os valores
de f(+£ ) sdo irrelevantes pois ndo tem efeito sobre os valores das integrais que fornecem os
coeficientes de Fourier. Como f(x) =0 no intervalo (— «, 0), cada integralde dex=—max=n

pode ser substituida por uma integral de x = 0 a x = 7. Portanto, segue que

ay = %/if(x) cos (nx)dx = l/ﬂx cos (nx) dx

TJo

1 nmw
:2—/ u cosudu
n“m Jo
1

zz—n{cos u + usenu}
n
1 n
= (=1 = 1]
2 »
= — 2—7’:, S€ n € 1mpar,
n

u
U=nx,x=—
n

nmw

0
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e
1 /7 1 /=
bn:—/ f(x)sen(nx)dx:—/ x sen (nx)dx
T.)-n TJo
1 nm
= u senudu
n 0
1 nmw
== {senu—ucosu]
n°m 0
1
=—— T
" cos(nm)
-1 n+1
VT s
n

Portanto a Série de Fourier de f(x) é dada por

2 & cos((2n—1)x)

Sf(x)zg_EZ a1 Tk

n=1

NNV

Figura 22 — Gréfico da soma parcial da Série de Fourier da fun¢cdo do Exemplo 3.3.3 com N=1

3

m

\ /\ 2
/\v /\v paN

=3 \V =21 - N\ 0

Figura 23 — Grafico da soma parcial da Série de Fourier da fung¢do do Exemplo 3.3.3 com N=3

nv 21

21

311\

Figura 24 — Grafico da soma parcial da Série de Fourier da fun¢do do Exemplo 3.3.3 com N=10
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A .

/2

_—F' =21 0 2m

Figura 25 — Grafico da soma parcial da Série de Fourier da fungdo do Exemplo 3.3.3 com N=100

Exemplo 3.3.4. Seja a funcdo de periodo 2 que estd definida em um periodo por

—x—1, —-1<x<0
-

X, 0<x<l.

Figura 26 — Gréfico da funcdo do Exemplo 3.3.4

Com L = 1, usando as expressdes dos coeficientes, temos

0 1 1 0 0 52
aoz/ (—x—l)dx+/ xdx:/ xdx—/ xdx—/ dx=—
-1 0 0 -1 ~1 2

0 2
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an—/ —x—1) cos (nmx) dx+/ x cos (nmx) dx

0 0
:/ x cos (nmx) dx—/ x cos (nmx) dx—/ cos (nmx) dx (u = nmx)
0 —1 -1

1 nw 1 0 1 0
:ﬁ/ ucosudu—ﬁ/ ucosudu—— cos u du
n-m= Jo n°m< J—nn nmw .J—nrn

0
1 1
== usenu—/senudu — = usenu—/senudu - cos udu
n-m 0 n-m _nx N J-nzm

0
1 1
=55 usenu-+cosu — =5 usenu-+cosu ——senu
T 0o n°T I

1 1
n2m2 [(_l)n - 1] - 22 [1 - (_1)11]
2(—1)"—2
n2m2
4
_I’lzﬂ'z,

S

—nm

se n é impar

0, se n € par,

0 1
by, :/ (—=x—1) sen(nmx) dx+/ x sen (nmx)dx
-1 0
1 0 0
:/ X sen(mrx)dx—/ x sen (nmx) a’x—/ sen (n7mx) dx (u = nmx)
0 -1 -1
1

nm 1 0 1 0
= ﬁ/ u senudu—ﬁ/ u senu du — — senu du
n=m- .Jo n-m- J—nn nw .J—nn

1 | 0 1 /0
== [—u coS u+/cos udu] — = {—u cosS u+/cos udu] - senudu
0 n-m —nm

n’m n )
nm 0 0
:ﬁ[senu—ucosul —ﬁ[senu—ucosu] + —cosu
n<mw 0 ncTm mr nm .
1 1
= [—nm cos(nm)| — ) [((—nm)cos(—nm)] + E[l —cos(—nm)]
_ = (=D"\ _1=(=D"
 nxm nm nm
L=
 oam
_ )~ senéimpar

0, sené par.

Portanto a série de Fourier da funcio é expressa por

) 1 7 @
;%—_UCOS((ZI’I—I [ —EZ

nzl

4
2

Sp(x) =— sen (2n—1)mx).
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1

d AN N

NN

V] VX

Figura 27 — Gréfico da soma parcial da Série de Fourier da fungdo do Exemplo 3.3.4 com N=1

A 3 2 1 0
4

A

Figura 28 — Grafico da soma parcial da Série de Fourier da fun¢do do Exemplo 3.3.4 com N=3

-1

Figura 29 — Gréfico da soma parcial da Série de

Fourier da fung@o do Exemplo 3.3.4 com N=10

NN

e

Figura 30 — Grafico da soma parcial da Série de

A

Fourier da fung¢do do Exemplo 3.3.4 com N=100
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Exemplo 3.3.5. Seja a funcdo quadrética de periodo 2 dada por

fx)=x*, —m<x<nm.

3m

2m

Figura 31 — Grafico da fun¢do do Exemplo 3.3.5

Observe que a fun¢do quadrdtica é par no intervalo [—7, 7], e portanto b, = 0. Vamos

usar as expressoes para calcular os coeficientes ag € a;,.

(u=x*, dv = cos (nx) dx)

nx) " / x sen (nx) dx}
o /0 n

n

4 [ rz
=—— / x sen (nx) dx} (u = x, dv = sen (nx) dx)
nn | Jo
4 T m
_ 4 _ xcos (nx) _/ _ cos (nx) dx}
Tn n o Jo n
4 [ xcos(nx)|" sen(nx)|"
- omn | n 0 n 0
4 [ mcos(nm)
- own| n
4
)T se n for par
= 4 ,
ol se n for impar
4
=(-1)"—.
(=1

Portanto, a série de Fourier da funcdo x2 definida no intervalo [—7, 7] é dada por

)
Z —- COS

nx).
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31

—51r \4“ =3m \9‘ - b\

JAVAVA

Figura 32 — Gréfico da soma parcial da Série de Fourier da fungdo do Exemplo 3.3.5 com N=1

3

T m ‘2.1'1 3w ZT 5t

e

m =31 =21

A

Figura 33 — Grafico da soma parcial da Série de Fourier da fungdo do Exemplo 3.3.5 com N=3

31

21T

=51 -4t =3m =21 -

21 3m 4m 5m

Figura 34 — Grafico da soma parcial da Série de Fourier da fungdo do Exemplo 3.3.5 com N=10



60 Capitulo 3. Séries de Fourier

3

2m

Figura 35 — Gréfico da soma parcial da Série de Fourier da fungdo do Exemplo 3.3.5 com N=100

Exemplo 3.3.6. Seja a funcao de periodo 2 dada por

fx)=x* 0<x<2.

Figura 36 — Gréfico da funcio do exemplo 3.3.6

Note que nesse caso f ndo € uma fungdo nem par nem impar. Aqui, L = 1, e pela

Proposicdo 2.1.4, € mais conveniente integrar de x = 0 a x = 2. Temos entio que

1 2L 12, X’ 8
aO_Z/o f(x)dx—T/oxdx—? 3

Y

2
0
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e
1 2L T 2
a, = _/ f(x)cos (E) dx:/ x%cos (nmx)dx
L Jo L 0
2 2 29
:x—sen(nnx) — —xsen(nirx)dx
nm o Jo nm
2 2
=—— [ xsen(nmx)dx
nw Jo
2 P
- _ = [_icos(mrx) —/ ——CO0S (nnx)dx]
nmw| nm o Jo nm
4 2 2
= W_nz_ﬂ?z/o cos (nmx) dx
_ 4
- n2n?’
e

1 2L - 2
by, = —/ sen (ﬂ) dx :/ x* sen (n7x) dx
LJo L 0

2 2

x 2 2x
= ——cos (nmx)| — / ——cos(nmx) dx
nm 0 nw

0
4 2 2

=——+— [ xcos(nmx)dx
nt nw o

X
=——+4— |—sen(nmx)
nmw  nx | nm

4 2 [« 211 ’
=——+— |—sen(nnx)| —— ( —cos(nnx)
nm  nm | nm o hm\nmw 0

2 2
— | — sen(nnx) dx]
o Jo nm

Portanto a série de Fourier desta fun¢do ¢ dada por
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Figura 37 — Grafico da soma parcial da Série de Fourier da fungdo do Exemplo 3.3.6 com N=1

N

5 4\/ 3 2\/ 4

o

A

Figura 38 — Gréfico da soma parcial da Série de Fourier da funcdo do Exemplo 3.3.6 com N=3

Figura 39 — Gréfico da soma parcial da Série de Fourier da funcdo do Exemplo 3.3.6 com N=10
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-5 -3

Figura 40 — Gréfico da soma parcial da Série de Fourier da funcdo do Exemplo 3.3.6 com N=100

Exemplo 3.3.7. Seja a fun¢do de periodo 27 que estd definida em um periodo por
{ 0, —n<x<0

sen x, 0<x<m.

flx) =

RN | YN

—TT 0 'IT 21

Figura 41 — Gréfico da fung¢do do Exemplo 3.3.7

Iniciemos com o calculo do coeficiente ag. Temos

1 /7 1 o
ap=— [ senxdx=——cosx| =——(cosm—cos0)=—.
T Jo T T

0
Para o cdlculo dos coeficientes a, e b, este exemplo requer que consideremos separadamente
o caso em que n = 1, devido das relacdes de ortogonalidade descritas na Se¢do 2.4. Usando as

formulas (3.20) e (3.21), temos

1 T
a) = —/ Senx cos x dx
TJo

1 /7 sen(2
= /0 %(x) (vide Eq.2.8)

1 2z du
= — _— — 2
271:/0 senu — (u = 2x)

2
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T

—1/”1—L3(2x)d

| (7
b = —/ sen®x dx
0

X (vide Eq.2.11)

- V dx— /T (20) dx}

— Senx

N}H l\)|

Considerando agora o caso em que n # 1, segue que

1 /=@
ay = —/ senx cos (nx) dx
T Jo

1 /71
= E/o 3 [sen(x+nx)+ sen(x —nx)| dx  vide Eq.(2.5)

1 [ /= T
=5 / sen(x—l—nx)dx—i-/ sen(x—nx)dx} (4= x—+nx; v=x—nx)
1 Jo
1 [ prtnm | T—nm
= / senudu+/ senvdv}
27 /0 1—|—n —n
1 [ 1 T+nmw 1 T—nm
=52 |7, cos ] + ——[—cos V]
27 _1—|—n 0 “n .
11 (—cos(m+nm)+cos0) + (—cos(m — nw) + cos0)
= o [t a1
2z | 1+n 1—n
1 [ 1 1
=0 e ()]
_ (=)

n(1—n?)’
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e
1 T
b, =— / senx sen (nx) dx
T Jo
1 [*1 .
= / 5 [cos(x —nx) —cos(x+nx)]dx  vide Eq.(2.7)
0
1 [ rr T
=— / cos(x—nx)dx—/ cos(x-l—nx)dx} (u=x—nx; v=x+nx)
27 | Jo 0
1 i 1 T—nm 1 T+nw
= — / cosu du— / cosvdv
2 |1—nJo 14+nJjo
1 [ 1 n—nw 1 w+nm
=— senu - seny
=0.

Desse modo, os coeficientes de Fourier de f sdo dados por

2 , 1
————, senépar -
0, senéimpar 0

0 que nos permite escrever sua série de Fourier

1 1 2 & cos(2nx)
Sf(X):ESCH(X)—FE—f—EZm
n=1

Exemplo 3.3.8. Seja a funcdo 27-periddica dada por
f(x)=cos?(2x), —-m<x<m.

Com base na relacao (2.10), com a = 2x, sabemos que

1 + cos(4x)

2
2 =
cos”(2x) > )

cujo resultado buscaremos demonstrar utilizando das técnicas de solugdo dos coeficientes de

Fourier da funcio cos?(2x). Iniciemos pelo cilculo de ag, e em seguida pelo calculo de a,,.

r m
ap = —/ cos” (2x)dx
TJ)—nx

17
_ _/ ~ (14cos(4x))dx  (vide Eq.2.10)
n)-zn2

:% [/jrdx—l—/jrcos@x)dx}

1 [ T sen(4x)|” ]
=—|x
% - 4 o
1
— 2
57 27)
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1 T
ay = —/ cos? (2x) cos (nx) dx

:_/ (”COS >>cos(nx)dx

= [/ cos (nx) dx+/ cos (4x) cos (nx) dx

T

Do Exemplo 2.2.4, temos que / cos (nx) dx = 0, e pela relagdo de ortogonalidade (2.13), temos
—TT
que

T T, n=4
/ cos (4x) cos (nx) =
-z 0, n#A4.
Logo, temos a4 = % e a, =0, para n # 4. Como a func¢do cosseno é impar, temos também que
b, = 0 para todo n. Portanto, concluimos que a série de Fourier da funcio cos?(2x) é dada por
1 4
Se(x) = 612—0 +ay cos(4x) = —I—C%(x).

3.4 Teorema de Fourier

Nas secoes anteriores definimos os coeficientes da série de Fourier S¢(x) de uma dada
fungdo periddica f: R — R, da qual consideramos algumas propriedades a fim de que as
expressoes que definem os coeficientes de Fourier estejam bem definidos. Os graficos das somas
parciais da série de Fourier apresentados ao final de cada exemplo na sec¢do anterior nos sugere

que de fato a série de Fourier S¢(x), converge para a funcdo f, isto é,
f= -I-Zancos( )-I-Zb sen( 7rx>
2 L L

Nesse sentido, uma pergunta natural que surge € saber sob quais condi¢des podemos
garantir de fato a relacdo de igualdade entre f e sua série de Fourier, ou seja, estamos interessados
no estudo das hipéteses de convergéncia da série de Fourier para uma certa fungdo f, que serd

demonstrada no préximo capitulo.

Definicao 3.4.1. Uma funcio f : R — R € dita seccionalmente continua se ela tiver apenas um
ndmero finito de descontinuidades de primeira espécie em qualquer intervalo fechado e limitado

la, b] C R. Em outras palavras, dados a < b, existem um ntimero finito de pontos

tais que f ¢ continua em cada subintervalo aberto (a;,a;11), para j=1,...n—1, e além disso,
existem e sdo finitos os limites laterais nas extremidades de cada subintervalo
flaf) = lim f() e fla;)= lim f(x).

x—>aj x—>aj
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Todas as fungdes periddicas estudadas na Secdo 3.3 sdo exemplos de funcdes seccional-
mente continuas, da qual pudemos calcular suas respectivas séries de Fourier. De fato, como
toda funcéo f : [a,b] — R seccionalmente continua é limitada e integravel em [a,b] C R, os seus
coeficientes de Fourier estdo bem definidos. Por outro lado, € importante mencionar exemplos de
funcdes que ndo sdo seccionalmente continuas. Note que a defini¢do de funcdes seccionalmente

continuas nao permite:

(i) descontinuidades de segunda espécie, isto €, limites laterais que tendem ao infinito nas
extremidades de um subintervalo (a;, a;;1). Por exemplo, a fungdo f(x) = )—IC, para x # 0, ndo é

seccionalmente continua, pois sua descontinuidade em x = 0 € de segunda espécie.

Figura 42 — Gréfico da funcdo f = %

(ii) infinitas descontinuidades em um intervalo [a,b] C R. Por exemplo, a fungdo g: R — R

definida por
I, x>1
1 1 1
g() n7 n+l—x—n7 n )=
0 x<0.

ndo é seccionalmente continua, pois existem infinitas descontinuidades no intervalo [0, 1],

embora todas elas sejam de primeira espécie.
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Figura 43 — Gréfico da fung@o g(x).

Definicao 3.4.2. Uma funcgao f : R — R € seccionalmente diferencidvel se a funcao f e a sua

fungdo derivada f’ forem seccionalemente continuas.

Note que uma funcio seccionalmente diferencidvel é por definicao seccionalmente conti-
nua, no entanto, uma func¢do seccionalmente continua pode nao ser secccionalmente diferencidvel.
Por exemplo, a fun¢do f(x) = v/1 —x2, para |x| < 1, e periddica de periodo 2, apesar de ser uma
fun¢do continua,e portanto seccionalmente continua, nao é seccionalmente diferencidvel, pois
existe uma descontinuidade de segunda espécie nos pontos onde f’ € descontinua, conforme

mostra o grifico a seguir.

-3

Figura 44 — Griéfico da fungdo periddica f(x) = v/1 —x? e sua derivada f'(x) = 5 117x2.
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As funcdes apresentadas na Sec¢do 3.3 para as quais calculamos suas respectivas séries
de Fourier também sdo exemplos de func¢des seccionalmente diferencidveis. Com as respectivas
defini¢des apresentadas, temos agora as condi¢des necessdrias que nos permite enunciar o

seguinte resultado que garante a convergéncia da série de Fourier para uma funcao f.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R uma fun¢do seccionalmente diferencidvel
e de periodo 2L. Entdo a série de Fourier da fun¢do f dada em (3.17), converge em cada ponto x

da forma
1 nwx

n g G0 | e nmwx d
E[f(x )+ f(x )]—?%—’;ancos(T)—l—rElbnsen(T). (3.25)
Em outras palavras, esse teorema nos diz que a série de Fourier converge para o valor

f(x), em cada ponto onde f é continua, e converge para a média aritmética dos limites laterais,

1
isto €, 3 [f(x")+ f(x7)], em cada ponto em que f tem uma descontinuidade de primeira espécie.

3.5 ExtensoOes pares e impares de funcao

Em todos os exemplos discutidos na Se¢do 3.3, calculamos a Série de Fourier de fungdes
f R — R seccionalmente diferencidveis e periddicas de periodos 2L definidos em intervalos
da forma [—L, L] ou [0, 2L]. No entanto, caso tenhamos uma funcédo f : [0, L] — R que seja
seccionalmente diferencidvel, é possivel calcular a representacdo pela Série de Fourier da fungdo
f parax € [0, L]. Para tal, devemos inicialmente estender f ao intervalo [—L, 0], e posteriormente

a toda reta tornando-a periddica de periodo 2L pela condi¢do de periodicidade f(x+2L) = f(x).

Como a defini¢éo de f no intervalo [—L, 0] é uma escolha arbitrdria, a representa¢do por
série de Fourier de f no intervalo [0, L] dependera dessa escolha, ou seja, escolhas distintas da
extensdo de f no intervalo [—L, 0] fornecerdo séries de Fourier diferentes que convergem para
f no intervalo original [0, L]. Na pratica, dada f(x) definida em [0, L], uma escolha bastante
natural que podemos tomar entre as inimeras possibilidades de extensdo de f, € estendé-la ao

intervalo [—L, 0] a fim de se obter uma func@o que seja par ou impar.

A extensdo par de periodo 2L de f € a fungdo fp definida por

B fx), 0<x<L
fﬂ@__{f@wy —L<x<0

e fp(x+2L) = fp(x) para todo x € R. A extensdo impar de periodo 2L de f é a fungdo f;

definida por
f(x), 0<x<L

ﬁ@%:{—ﬂ—@, —-L<x<0
e fi(x+2L) = fi(x) para todo x € R.

A vantagem de estender f para uma funcio par ou impar é que, como ja vimos, a série de

Fourier da extensdo par fr contém apenas termos em cosseno o que implica em b,, = 0, enquanto
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que a série de Fourier da extensdo impar f; contém apenas termos em seno o que implica em
a, = 0. O Teorema de Fourier garante que cada uma dessas duas séries, que chamaremos S
e Sy1, convergem para f(x) no intervalo 0 < x < L. Os dois préximos exemplos ilustram essa

escolha de extensdo de uma dada funcao f.

Exemplo 3.5.1. Seja a func¢@o f(x) = x definida no intervalo [0, 7]. Vamos escrever f como

uma série de senos e também como uma série cossenos.

Figura 45 — Grifico da fungdo f(x) = x definida em [0, 7].

Para obter a série em senos, consideremos a extensdo impar de f no intervalo [—x, 7],
isto é, fi(x) = x definida em [—7, 7]. A Série de Fourier de f; foi calculada no Exemplo 3.3.2 e

¢ dada por

S51(x) = il(—n"“ % sen ().

Para obter a série em cossenos, consideremos a extensdo par de f no intervalo [—7, 7]
isto é, fp(x) = | x| definida em [—x, ]. Como fp € par, temos que b, = 0. Os célculo de ag e a,

seguem por:

=T m

il 0 ™

Figura 47 — Extensdo par da func@o f(x) = x.

=TT

Figura 46 — Extensdo impar da fungéo f(x) = x.
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1 T
an:—/ | x| cos (nx) dx
TJ)-=

T
/ x cos (nx) dx
0

T /7 sen(nx)
— —dx
0 /0 n ]

2
T
2

E{M

n

~ 2cos(nx)|”

T n?

0

——, senéimpar
- n?’

0, senépar.

Portanto a série de Fourier de fp é dado por

T 4 & cos((2n—1)x)
Srp(x) == — =
P =3 nn; 2n—1)
Dessa forma, no intervalo [0, 7], vale a igualdade
- 2 T 4 & cos((2n—1)x)
_1 n+1 = - _ -
n;( Jo e =3 nn; 2n—1)

Exemplo 3.5.2. Seja a fungdo f(x) = x (7w —x) definida no intervalo 0 < x < 7. Vamos escrever

J como uma série de senos e também como uma série cossenos.

Figura 48 — Grifico da fungio f(x) = x (7 —x) definida em [0, 7].
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Para escrever a fungdo f(x) = x (7w —x) em termos de cossenos, consideremos a extensao
de f no intervalo [—7, ] que seja par, isto é,

—x2+7tx, 0<x<rm
frx) =4
—X° — Tx, —n<x<0
m
................ Ll R
4
I 0 ™

Figura 49 — Extensao par da fungdo f(x) =x (7w —x).

Iniciemos pelo célculo do coeficiente ag

1 [7 2 [, 21 ¥ mx?
aO_E/_an(x)dx_%/o (—x +7rx)a’x—% {———l——}

Por f ser par, temos que b, = 0. Segue o cdlculo de a,

ay = %/_7; fp(x)cos (nx)dx

2 (r 5
= —/ (—x“ 4+ 7x) cos (nx) dx
T Jo

20 &
—— [ / —x“ cos (nx)dx+ / Ttx cos (nx) dx}
0 0

v/
T 2 T
:2/ x cos (nx)d ——/ x? cos (nx) dx.
0 T Jo

De posse dos resultados dos calculo de a, apresentados nos Exemplos 3.3.3 e 3.3.5, temos

respectivamente que

- ) 0, se n € par
2/ xcos (nx)dx = — [(=1)" = 1] = 4
0 n ——5, se n € {mpar
n
e
4 )
2 T 5 4 z,senepar
s dx = —(—1)" =
7[/0 x” cos (nx) dx nz( ) 4

7 se n é impar,
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de maneira que obtemos
4

——, sen € par
n

an -
0, se n € impar.

Portanto podemos escrever a série de Fourier da extensao par desta funcdo por

4 n? cos (4x)  cos(6x)
_Z;cos(nx):€—<cos(2x)+ 5 + 2 o).

n par

2
T
SfP(x) = 6

Para escrever a fungdo f(x) = x (7w —x) em termos de senos, consideremos a extensdo de

f no intervalo [—7, ] que seja impar, isto &,

—x2—|—71'x, 0<x<m
=1,
X°+7x, —r<x<0.
7T2
e
A 5 -

=

Figura 50 — Extensdo impar da fungdo f(x) = x(m —x).

Como fy(x) é impar, temos que ap = 0 e a, = 0. Segue o célculo de b,

n— _
T .J—

b ! / 7; fi(x) sen (nx) dx

2 [T 5
= —/ (—x” + 7x) sen (nx)dx
TJo

T 2 T ’
= 2/ x sen (nx)dx — —/ x~ sen (nx) dx.
0 T Jo
Calculando essas integrais separadamente, temos que

sen (nx)
2

x cos (nx) |"

d 2m
=—— T
} p cos (nm),

T
2/ x sen (nx)dx =2 {—
0

n 0 n 0
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2 (7 2] »2
— / x? sen (nx)dx = = [—X—COS (nx)
Tt Jo n

n

& T 2xcos(nx)
=
0 /0 n ]

2 T
== [—71:2 cos(nm) + 2/ x cos (nx) dx]
nn 0

27 4

= —7cos(n7t)+En—12[(—l)”— 1].

Logo, segue que

2n 27 4 —, senéimpar
by, = ——cos (nm) — [——cos(nn’)—l——((—l)”—l)]: n’ P

n n n3 .
0, senépar.
Portanto a série de Fourier da extensdo impar desta fungao é dada por

8 8 sen (3x sen (5x
Spr(x) =Y, ﬁsen(nx):g<senx+ 3(3 )-|- 5<3 )+>

n fmpar

Desse modo, no intervalo [0, 7| vale a igualdade

4 8
—Z—zcos(nx): Z ﬁsen( X).

n par n n fmpar

o q,

3.6 Uma interessante aplicacao: aproximacoes para 7.

Quando representamos certas fung¢des através de sua série de Fourier, a aproximagdo do
valor de 7 por uma série numérica € uma aplicac@o bastante interessante e imediata que decorre
do teorema de Fourier. Vejamos nos exemplos a seguir como obter algumas séries numéricas que

aproximam o valor de 7.

Exemplo 3.6.1. A funcio onda quadrada tem a seguinte representacdo de sua série de Fourier
(vide Exemplo 3.3.1)

4
— ((2n—1 .
- sen n—1)mx)

Lo

Vamos utiliza-la para mostrar que

De fato, no ponto x = %, a imagem da fun¢do onde quadrada vale 1. Em virtude do

Teorema de Fourier, podemos escrever S f(%) = 1. Logo

sen< n—1)£> =1,

Mg

4
T

n:
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que resulta

ou equivalente a

Exemplo 3.6.2. A funcio f(x) = x?, no intervalo [0, 2], é representada pela seguinte série de

Fourier (vide Exemplo 3.3.6)

(3.26)

Vamos usar tal representa¢do para mostrar que

ii—l-l-l-l-l-l-l-i- 71;_2

~ 2 32 42 6

De fato, veja que a funcdo periddica estendida na reta como no Exemplo 3.3.6 € descontinua no
ponto x = 0 e também em todos os demais pontos das forma x = 2k, com k € Z. Em tais pontos,
lembre que a série de Fourier converge para a média aritmética dos limites laterais, que nesse
caso vale 2. Em particular, vamos considerar o ponto x = 0, e substituir S(0) = w =2

na série de Fourier de f. Dessa maneira, temos que

o)

4 4 &cos(0) 4 sen (0)
SJC(O):?F;Z1 5 —%Z =2,
n=

n = n

que resulta em

4 &1 4
e Mt
n=

do qual, com as devidas manipulacdes algébricas, obtemos

2

- 1 =«
St
Da mesma relacao 3.26, podemos concluir que

= ——+— +...:__

i )n+1 1 1 1 71.2
= 2732 2 12

De fato, nesse caso basta tomar S¢(1) = LATHIUD) — 1 5 fim de se obter

que resulta em
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do qual obtemos

Finalmente podemos obter
i 1+—= : + = : + = : + - 7r
- (2n—1)2 32 52 72 8
De fato, basta somar as séries obtidas anteriormente, e o resultado € o esperado

oo 71'2
Loy~ s

2n— 1
Exemplo 3.6.3. A série de Fourier da funcio f(x) = x*, para 0 < x < 27 é dada por

162 ( )cos () +167rZ (3—%2> sen ().

Ao 167r

De posse desta série de Fourier, podemos escrever

il 1+1+1+1+ Tt
:4_ 34 44 ~ 90

De fato, andlogo ao exemplo anterior, tomamos S7(0) = 87*, e substituimos esse valor na série

de Fourier da funcdo. Desse modo, temos que

167r 212 > /3 x? 4
162 ( )COS(O)+167L’}§1 (E—7> sen (0) = 87",

que resulta em

4 oo 2
T 2 3 4
16 ?+Z <7_F)] = 8r1*,
n=1
de onde segue que
> 1 > 1 ot
2ty -3y = -
r;l n? n; nt 2 5
Utilizando o resultado Z PRl que obtivemos do exemplo anterior, com as devidas manipu-
n=1"
lagdes algébricas, temos que
g1_n
ot 90
Analogamente, podemos concluir que
> (—1)rt! 11 1 Tr?
n 24732 4 720

2

)
?+16i (7 5)cos +167r2 (———) sen (1) = n*,
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que resulta

00 1)n+l o0 )n+1 71'4 7:4
21 ( ———.
Lo T
(_1 n+1 7’:2
Utilizando o resultado Z —2 D que obtivemos do exemplo anterior, com as devidas
n

n=1
manipulacdes algébricas, temos que

n—H 77'54

Z 720

n:

Finalmente podemos obter

Z1 1+1+1+1+ nt
o A A T 96

De fato, andlogo ao exemplo anterior, obtemos o resultado esperado

n fmpar

3.7 Integracao de séries de Fourier

Se uma func¢do f : R — R periddica de periodo 2L for igual a sua série de Fourier, isto é,

flx) = —I—Zancos<L>+Zb sen( Zx>

a qual supde convergir uniformemente num intervalo [a, b], podemos usar a Proposigdo 4.1.3

para concluir que

/f dx—/ dx—l—z (/ an cos (nL dx+/ by sen n: )dx) (3.27)

Mostraremos nessa secdo que de fato a identidade (3.27) € védlida mesmo se a série de
Fourier ndo convergir uniformemente para f, ou mesmo se a série de Fourier ndo convergir
para f. Para tal, comecemos considerando a existéncia de uma funcdo F : R — R periddica de

periodo 2L e seccionalmente continua, definida a partir de f pela expressao

Flx) = /O ' 70— 2] ar, (3.28)

a qual € continua. De fato, como consequéncia do Teorema Fundamental do Calculo, temos que
F'(x) existe em todos os pontos x onde f é continua, € além disso, F’(x) = f(x) nesses pontos.

Mais geral, se uma fungéo F(x) é definida por
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no qual p(x) e g(x) sdo derivéveis, entdo sua derivada F'(x), pelo Teorema Fundamental do

Ciélculo, e aplicando a regra da Cadeia, € dada por

No nosso caso, em que p(x) = x e g(x) =0, temos p’(x) = 1 e ¢’(x) = 0, e consequentemente,
concluimos que F'(x) = f(x). Dessa forma F’(x) é seccionalmente continua, desde que f seja
seccionalmente continua, e portanto F(x) é seccionalmente diferencidvel. Além disso, note F

também € uma func¢do periddica de periodo 2L. De fato,
x—+2L X
F(x+2L)—F(x):/ FOBEY dt—/ 1)~ 2] ar
0 2 0 2
x+2L
= / [ ft)— a—o} dt
x 2

L ao : -
= / [f(t) Y } dt vide Proposi¢do 2.1.4
L

:/_LLf(t)dt—/_LL%O.dt

L
Por um lado, da deﬁnigﬁo (3.16), temos / f(t)dt = ap L. De outro lado, calculando a integral,
~L

La t|"
temos / > D = ag = apL, e dai, concluimos que F(x+2L) — F(x) = 0, provando F ser
L —L

uma func¢do periddica de periodo 2L.

Em resumo, a funcao F definida em (3.28) € continua, seccionalmente diferencidvel e
periddica de periodo 2L, satisfazendo dessa forma, todas as hipéteses do Teorema de Fourier

para F. Logo, temos

Ay & nwx
F(x)= 2—|—ZA cos<L>+ZB sen(L), (3.29)
no qual
TTx
Ay / cos )dx, n>0,
L
e -
Bn:—/ F()sen(n )dx n>1.
LJ_1 L

Para relacionar os coeficientes de Fourier da fun¢do F com os coeficientes da funcdo f

dados em (3.18) e (3.19), aplicamos a integrag@o por partes na identidade de A,;, e assim temos

que
1 L e\ [ 1 L L T
A, =—F(x)—sen (u) —— | F'(x)—sen (u) dx
L nmw L/|__, LJ-L nmw L
Segue que
1 (L nmx
o= [0 ()
i (x) sen 7 X
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L
Como F'(x) = f(x) e b, L = / f(x) sen <nT7tx> dx, concluimos que
-L
L
Ap=——>b,, n>1. (3.30)
nm

L nmw L 7 LJ-L nw L
do qual concluimos que
L
B, = —a,. 3.31
n nnan ( )

Para a deducéo de Ag, fazemos x = 0 em (3.29) e usamos o fato de que F(0) = 0 para

obter A -
0
ou seja,
2L < b,
Ag= — —. 3.32
0="— n;l . (3.32)

Agora, substituindo as expressdes para os coeficientes de Fourier de F, dados em (3.30),
(3.31) e (3.32), na expressao (3.29), obtemos

" = b, (nﬂ?x) ay <n7rx>
" ,,Z ( " Ccos i3 + " sen i3
bn (1 —CoSs <@>> + Gn sen <n_7rx> .
n L n L

S
ﬂ :
X
ﬂ :
Agora observando que
L X t
— [1 — COS (@)} :/ sen (ﬂ> dt
nmw L 0 L
L nwx X nwt
— [sen (—)] :/ cos (—) dt
nmw L 0 L

x nmw x niwt
{bn/o sen( 7 )dt—l—an/o cos <T> dt},
ou equivalentemente a

/Oxf(t)ah‘:/Oxa—zodt—kni:1 [/Oxan CcoS <nTm> +/Oxbnsen (n%tt)}, (3.33)

isto &, sob as hipéteses de f ser periddica de periodo 2L e seccionalmente continua, e

Sp(x) = 5 ~|—Zancos< 7 >+Zb sen(nzx>

a sua série de Fourier, concluimos que essa série pode ser integrada termo a termo, ou seja, é

temos

vélida a identidade 3.27, como queriamos demonstrar.
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CAPITULO

CONVERGENCIA DAS SERIES DE FOURIER

No capitulo anterior, fizemos um estudo preparatério para definir os coeficientes e a série
de Fourier de uma funcdo f : R — R periddica de periodo 2L. Para tal, a fim de que a série e os
coeficientes estivessem bem definidos, exigimos condi¢des sobre uma fun¢do f ser periddica,

integravel e absolutamente integravel em um intervalo [—L,L].

No presente capitulo, faremos a demonstracdo do Teorema de Fourier, isto €, que a série
de Fourier converge pontualmente para uma fungdo f, da qual exigimos ser seccionalmente
continua e diferencidvel. Em outras palavras, mostraremos que a série de Fourier € que me-
lhor aproxima uma func¢ao que satisfaz as hipéteses do Teorema de Fourier. Por fim, também

demonstraremos a convergéncia uniforme da série de Fourier.

4.1 Preliminares

Para melhor compreender a convergéncia da série de Fourier que demonstraremos neste
capitulo, vamos primeiro estudar as defini¢cdes e propriedades sobre a convergéncia pontual e

uniforme de uma série de fungdes.

4.1.1 Sequéncias e séries de funcées

Definimos uma sequéncia de nimeros reais como uma regra que a cada nimero natural
n associa um ndmero real denotado por x, gerando a sucessdo de nimeros {x, x2,...,x,}. A
sequéncia numérica {x,} tem limite L se para qualquer € > 0 existir um nimero ngy € N, tal que

se n > ng, entdo |x, — L| < €, e escrevemos L = lim x;,.
n—oo

De modo semelhante, uma sequéncia de funcoes associa cada natural n a uma funcgdo a va-
lores reais f,(x) definida num intervalo [a, b], gerando uma sucessdo de fungdes { f1, f2, f3,--- },
para x € [a, b]. No entanto, para sequéncias de fungdes, para cada x fixado, temos uma sequéncia

numérica definida da qual estudaremos seu limite ou convergéncia nesta subsecao.
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Definicdo 4.1.1. Seja {f,,} uma sequéncia de fungdes definida em um intervalo [a, b] C R. Se

em cada ponto xo € [a, b|, e para qualquer € > 0 existir um ng (xg, €) € N tal que

| fu(x0) — f(x0)| < € sempre que n > no(xo, €),
dizemos que a sequéncia de fungdes converge pontualmente para f(x).

Definicédo 4.1.2. Seja {f,,} uma sequéncia de fungdes definida em um intervalo [a, b] C R. Se

para todo € > 0 existir um ng(€) € N tal que
| fu(x) — f(x)| < € sempre que n > ny(€) Vx € [a, b],

dizemos que a sequéncia de fungdes converge uniformemente para f(x).

Dizer que uma sequéncia de fungdes f;, : [a, b] — R converge significa dizer que, para
todo ponto x € [a, b] fixado, definimos uma sequéncia de nimeros reais { 1 (xo), f2(x0), .- -, fu(x0)}
no qual esta sequéncia converge para algum nimero real, isto €, se existir uma fun¢do f definida
em [a, b] tal que

lim f,(x) = f(x), Vx€ [a,b],

n—oo

a funcdo f(x) é chamada de funcdo limite da sequéncia de funcdes.

Na defini¢éo de convergéncia pontual escrevemos explicitamente ng (xo, €) para deixar
evidente que o natural ny pode assumir valores distintos para cada x € [a, b], mesmo mantendo
fixo o valor de €. Em outras palavras, cada sequéncia f,(x) é independente da sequéncia f,(%),

ainda que os pontos x, X € [a, b| estejam arbitrariamente préximos.

Por outro lado, o conceito de convergéncia uniforme de uma sequéncia de fungdes € mais
forte. Nesse caso, a fungio ng (xo, €) nio depende de xo € [a, b]. Assim, sempre que um niimero

natural n for maior que ng, temos que
n>no(x0, &) = | fulx) — f(x)| <€

para qualquer x € [a, b]. Geometricamente temos a seguinte interpretacdo. A desigualdade
|fu(x) — f(x)] < € equivale a

fx) =& < falx) < flx) +e

em todo intervalo [a, b] sempre que n > ny(€). Dessa forma, o grafico da fungdo f;(x) estard
contido entre as curvas f(x) — € e f(x) — €, ou seja, dado € > 0, existe um indice ny = ng(€)
tal que, a partir desse indice, os graficos de todas as sequéncias f;,(x) estardo mais préximas do

gréfico da funcdo limite f(x) a menos de €. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.1.1. Seja f,(x) = x" definida no intervalo [0, 1].
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0 1

Figura 51 — Grafico dos 10 primeiros termos da sequéncia de fungdes x" no intervalo [0, 1].

Se 0 <xp < I, temos que lim f,(xg) = lim (xp)" = 0, enquanto que se xop = 1, temos
n—oo n—oo
que lim f,(xp) = lim (1)" = 1. Portanto essa sequéncia de fungdes converge pontualmente no
n—oo n—oo

intervalo fechado [0, 1] para a funcéo limite

0, 0<x<1
fx) =
1, x=1,

que é descontinua em [0, 1]. Observe que a convergéncia é uniforme no intervalo fechado da
forma [0, 1 — 8], com 0 < § < 1, mas néo é uniforme em [0, 1], que podem ser provadas por meio
da defini¢do. De fato, escrevendoa =1— 8, temos 0 < a < 1, logo hm a" =0.Dado € > 0, seja
no € Ntal que n > ng = a" < €. Entdon > np =0 < f,,(x) <d" < 8parat0d0x€ [0, a]. Portanto
fn converge uniformemente para a fungéo f = 0 no intervalo [0, 1 — §]. Por outro lado, tomando
€ = 1, seja qual for ny € N existem pontos x € [0, 1) tais que |f,(x) — f(x)| > 1, ou seja,
X0 > % Basta observar que lim x™ = 1. Logoexiste d > Otalque 1 — 6 <x < 1= x"0 > E

x—1-
Isto mostra que f;, ndo converge uniformemente para f no intervalo [0, 1].

Exemplo 4.1.2. Seja f, : [0, 1] — R dada por f,,(x) = x"(1 —x").

0:25

0 1

Figura 52 — Grafico dos 10 primeiros termos da sequéncia de fungdes x (1 —x") no intervalo [0, 1].
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Essa sequéncia de fung¢des converge pontualmente no intervalo [0, 1] para a fung@o

identicamente nula f = 0, pois

. TR PO N
r}grolofn(x)—r}grc}ox (I—-x")=0.

Usando a Definigdo 4.1.1, dado € > 0, vamos encontrar ny € N tal que n > ng = | f,,(x)| < &
para todo x € [0, 1]. Temos que

[fa(x) =0 = [ fu(x)| = x"(1 —=x") <",
pois 0 < x < 1. Assim, devemos escolher um ng € N tal que n > ng =—> x" < €. Logo

loge
logx

X" < €<= nlogx <loge <=n> =log, € > |log, €| = np(x,€).

Dessa forma, para todo n > ng, segue que

[ful) = F)] < W] < [0] = |08 f| =&

No entanto esta convergéncia ndo é uniforme em [0, 1], pois para todo n € N temos
fn(Q/g) = 4—11 de modo que 0 < f,(x) < }1, Vn. Portanto, para € < }1, nenhuma fun¢éo f, tem
seu gréfico contido na faixa de raio € em torno da fungdo limite f(x) = 0. De fato, cada f,
compartilha dos mesmos valores de maximo e minimo em cada um dos seus respectivos pontos

criticos. Calculando-os tomando f; = 0, temos que
/ n—1 n 1
fu(x) =0<= nx (1—2x"):0<:>x200ux:\/;.

Para x = 0, temos que f, = 0 € ponto de minimo, pois f,, > 0, Vn. Para x = (/; , temos que

(X %) = }1, Vn € ponto de maximo. Logo, temos 0 < f,(x) < }U Vn.

Por outro lado, temos f,, uniformemente convergente em [0, 1 — 8], pois pelo Exemplo
4.1.1, x" converge uniformemente nesse intervalo e 0 < x" (1 —x") < x".

nx

Exemplo 4.1.3. Seja a sequéncia de fungdes f, : R — R dada por f,(x) = Tra
n-x

— _nx _
1+n2x2°

Figura 53 — Grifico dos 10 primeiros termos da sequéncia de fungdes f,(x)



4.1. Preliminares 85

Esta sequéncia de fun¢des converge pontualmente para a funcao limite identicamente

nula f(x) =0, Vx € R. De fato, para cada x € R fixado, temos que

n|x| nlxl 1
1+n2x2 = n2x2  nlx|’

1
e temos que ﬁ — 0 quando n — o e x # 0. Se x = 0, temos f,(0) =0, Vn.
nlx

No entanto, esta sequéncia de fungdes ndo converge uniformemente em R, pois Vn € N,
temos f,(£1) = 4 de modo que —% < f,(x) < 3, Vn. Portanto, tomando 0 < & < 3, nenhuma
funcéo f, terd seu grafico contido dentro da faixa de raio € ao redor da fungdo limite f(x) = 0.

De fato, tomando f;,(x) = 0, para calcular seus pontos criticos, temos que

(1+n*x)n—2n°x> n(1—-n’x*)  n(1—nx)(1+nx)

falx) = (1 +n222)2 - (14 n2x2)2 - (1 —n2x2)?

Logo, os pontos criticos ocorrem nos pontos x = j:%, que resulta fn(j:%) = j:%, e portanto
1 1

Proposicao 4.1.1. Sejam f,; e f: X C R — R. Entdo f, converge uniformemente para f, se e

somente se,

e, =sup|fu(x) — f(x)| — 0, quando n — co.
xeX

Demonstracdo. Suponha que f, convirja uniformemente para f. Vamos mostrar que e, — 0.

Dado € > 0, temos pela convergéncia uniforme de f,, que 3ny € N tal que
E
|fu(x) = f(x)] < X Vn>ng, VxeX.
Fixando n > ny, temos

en=suplful¥) ~ ()] < 5 <&,

xeX
0 que mostra que e, — 0.

Reciprocamente suponha e,, — 0. Entao dado € > 0, 9ny € N tal que ¢,, < € para todo

n > ng. Logo pela defini¢do de supremo segue que para todo x € X e para todo n > ng, temos que
[fn(x) = f(x)| <en <e,
0 que prova que f, converge uniformemente para f. [

Exemplo 4.1.4. Seja a sequéncia de fungdes f, : [0, 1] dada por f,(x) = nxe ™.
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0.37

0 1

Figura 54 — Grifico dos 10 primeiros termos da sequéncia de fungdes f,,(x) = nxe ™.

Temos que f,, converge pontualmente para a funcéo nula f(x) = 0. De fato, usando a

regra de L’Hopital, temos

lim — =0
n—oo @IX
- nx nx
Usando a Proposicao 4.1.1, temos que e, = sup [W —O} = sup [W} . Procuramos os
xel0,1] -€ xel0,1] €
pontos criticos calculando-os por
, n(1 —nx)
fie) =2 o,
_ 1
de onde resulta x = .. Segue que
nx 1
="l =,70
et e

e portanto a sequéncia f;, ndo converge uniformemente no intervalo [0, 1].

Teorema 4.1.1. Se uma sequéncia de fungdes f, continuas no intervalo [a, b] convergem unifor-

memente para f, entdo a fungdo limite é continua em [a, b].

Demonstragdo. Queremos mostrar a continuidade da funcdo limite f no intervalo [a, b], isto &,
para todo ponto x( € [a, b] e para todo € > 0, existe um § > 0 tal que | f(x) — f(xo)| < € sempre
que |x —xp| < 8. Como a sequéncia f,(x) converge uniformemente para f(x), para todo € > 0
existe um ng € N tal que

| fu(x) = f(x)] < g sempre que n > ng, Vx € [a, b].

Pela hipétese de que cada sequéncia f,,(x) é continua, temos que para todo xo € [a, b] e para todo
€ > 0, existe um 6 > 0 tal que

€
| fn(x) — fulxo)| < 3 sempre que |x —xo| < 6.
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Logose n > N e |x —xp| < 8, temos que

[f(x) = f(xo)| = |f(x) = fu(x) 4+ fu(x) = fulx0) + fu(x0) — £ (x0)]
<|f(x) = fu(x) |+ |fn(x) — Ju(x0)| + [ fu(x0) —f()C())|

_ELELE
3 3 3

como queriamos demonstrar. [

Teorema 4.1.2. Seja f;, : [a, b] — R uma sequéncia de funcdes integraveis e F : [a, b] — R uma

b
funcdo qualquer. Se f,, converge uniformemente para F, entdo F € integravel e / fu(x)dx —
a

b
/ F(x)dx. Em outras palavras,
a

,}E?go/ fnlx dx—/ hmfn

Demonstragdo. Pela convergéncia uniforme, para todo € > 0 existe um ng € N tal que

) =) < 57—,

sempre que n > N para todo x € [a, b]. Sejam
t 1
— / fumdx e G()= / F(x) dx.
a a

Temos que

0a0) =G0 = | [ 1)~ Pl ax| <

< [ 1)~ Fx)lax

t—a
) -Gl < [ 5 )<

ba b—a

Se n > N, entdo

set € [a, b]. Portanto a sequéncia de termo geral g,(¢) converge uniformemente para G(t), ou

seja, G(t) = lim g,(¢), que implica
n—yoo

gg/ fulx dx—/ lim ,(x

O

Exemplo 4.1.5. Seja a sequéncia de fungdes f;, : [0, 1] — R dada por f,(x) = 11 . A sequéncia
nx
fn converge uniformemente para a fungdo f : [0, 1] — R dada por f(x) =
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1 1
y
ey
0| 1
nx2
Figura 55 — Grafico dos 10 primeiros termos da sequéncia de fungdes f,(x) = T
nx
De fato, como
2
nx X
x)—f(x)] = —x| =
o) = 101 = |2 ] =
Usando a Proposigao 4.1.1, temos
en = sup |fu(x) = f(x)| = sup :
x€[0,1] xefo,1) 1 +nx
: o . x
Vamos analisar como se comporta a sequéncia g, : [0, 1] — R definida por g, (x) = e Como
nx
g/(x):;>0 Vx € [0, 1]
" (14+nx)2 "~ 7 ’

segue que g, € crescente em seu dominio. Além disso, g, é continua em [0, 1], e portanto

1
1+n

X
e, = sup = sup gn(x) =gn(1) = — 0,

xefo,1) 1 +nx B x€[0,1]

e portanto f, converge uniformemente para f em [0, 1]. Deste modo, pelo Teorema 4.1.2,

podemos escrever

1 2 1 2 1
lim [ 2 dx= [ lim gy =-.
n—oo Jo 14+ nx 0 n—o 1 +nx 2

Definicao 4.1.3. Uma sequéncia de fungdes f, : X C R — R € uma sequéncia de Cauchy se,
para todo € > 0, existir ng € N tal que, para m, n > ng implicar que |f,(x) — fiu(x)| < €, para
todox € X.
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A idéia geométrica desta defini¢do € bastante simples: uma sequéncia f;, é dita de Cauchy,
se dado um raio € > 0, existir um indice ng tal que a distancia entre dois termos quaisquer da
sequéncia, a partir do indice ng, estardo proximos um do outro a menos de € uniforme em X.
Até o presente momento, para provar a convergéncia de uma sequéncia, precisavamos conhecer
a priori o candidato a limite. O pr6ximo teorema € um importante critério que permite decidir

sobre a convergéncia de uma sequéncia sem a necessidade do conhecimento prévio do seu limite.

Teorema 4.1.3 (Critério de Cauchy para sequéncia de funcdes). Uma sequéncia de fungdes
fn: X C R — R converge uniformemente para uma fungdo f, se e somente se, { fy, } nen for uma

sequéncia de Cauchy.

Demonstragdo. Vamos supor que f, converge uniformemente para a funcao limite f. Dado
&€

€ > 0, pela Definigdo 4.1.2, temos que Ing € N tal que |f,(x) — f(x)| < 5 para todon >ngpe

para todo x € X. Logo, para m,n > ngp, temos

€

@) = 20 = L) = £+ £ = fo0)] < L) = £+ Lol = £ < 5+

:87

para todo x € X, ou seja, f, é de Cauchy.

Por outro lado, vamos supor que f,, ¢ uma sequéncia de Cauchy. Pela Definicao 4.1.3,
dado € > 0, existe ny € N tal que |f,,(x) — fu(x)| < €, Vx € X e Vm,n>ny. Como f,(xo) é
uma sequéncia de Cauchy para cada xo € X fixado, que é convergente em R, existe um limite
Yo = r}l_r}; fn(x0). Definindo f(xp) = yo para cada x¢ fixado, definimos f : X — R. Queremos
mostrar que f, converge uniformemente para f. Como f,, € uma sequéncia de Cauchy, dado

€ >0, temos que 3 ny € N tal que
)
| fn(x) = fin(x)] < 5 mn >ng, Vx e X.

Fixando n > ng e com x € X, a desigualdade acima vale para todo m > ng. Fazendo m tender ao
infinito, obtemos
&
| fu(x) = f(x)] < 5 <& Vn>ng, Vx € X,

0 que prova que f, converge uniformemente para f. [

Definicao 4.1.4. Seja f, : X — R uma sequéncia de funcdes. A partir dessa sequéncia definimos

uma nova sequéncia {S, },en chamada soma parcial de f, dada por
n
Sn(x) = i)+ fo(x) -+ fulx) = ) fi(x), VxeX.
k=1

Se a sequéncia de somas parciais converge para S : X — R para cada x € X, isto é,

S(x) = lim Sy(x) = Z fi(x),

e k=1

dizemos que a série converge pontualmente para S(x). Dizemos também que a série converge

uniformemente se s,, — S uniformemente em X.
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Definicao 4.1.5. Dizemos que a série )i, f satisfaz o critério de Cauchy se e somente se
as suas somas parciais S,(x) = Y/, fi(x) formarem uma sequéncia de Cauchy, ou seja, dado

€ > 0, existe ng € N de tal forma que se n > m > ng, entdo

n
1Si—=Sml =| ), fi| <&, Vx € X.
k=m+1

Como consequéncia, a série ) f; converge uniformemente se e somente se satisfizer
o critério de Cauchy. O préximo teorema que enunciamos a seguir, chamado de Teste M de

Weirstrass, € um critério de convergéncia alternativo para série de funcdes.

Teorema 4.1.4 (Teste M de Weirstrass). Dada a sequéncia de fungdes f, : X C R — R, seja
Y M, uma série convergente de niimeros reais M, > 0 tais que |f,(x)| < M, paratodon € Ne

todo x € X. Nestas condigdes, as séries Y| f,| e ¥ f,, convergem uniformemente.

Demonstragdo. Basta provar que {S, },en definida por S, (x) = Y}_, fi(x) € uma sequéncia de

Cauchy, e portanto uniformemente convergente. De fato, temos
m m
]Sn(x)—Sm(x)]:\ka(x)lgZngs, m>n>ng, Vx €X
k=n k=n

uma vez que Y M, € convergente, e portanto as somas parciais é uma sequéncia de Cauchy, o

que demonstra o Teorema de Weirstrass.

O

cm

Exemplo 4.1.6. A série de funcdes Zx" converge uniformemente para S(x) = 1
n=0
qualquer intervalo da forma [—L, L], com L < 1. De fato, definindo uma sequéncia f, : [-L, L] —

R dada por f,(x) = x", temos que
O |fu()] =" =" <L", vxe[-L, L]

oo
(i1) A série numérica Z L' = [ A pois € uma série geométrica de razdo entre O e 1.
n=0 o

Portanto, pelo Teste M de Weirstrass, a série de funcoes Z X" converge uniformemente.
n=0

(oo}

Exemplo 4.1.7. A série de fun¢des Z

n=1

sen(nx . .
(2 ) converge uniformemente. De fato, definindo

n

sen(nx)

uma sequéncia f, : R — R por f,(x) = ——>—, temos que
n

sen(nx)

1
1) |fulx)] = S?’ VxeR,

n2
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(o]
.. . 1
(i1) A série numérica Z —2 convergente.

converge uniformemente.

) . . sen(nx

Portanto, pelo Teste M de Weirstrass, a série de funcoes E (2 )
n

n=1

(o)

Proposicao 4.1.2. Suponhamos que as fungdes f; sejam continuas e que a série Z Jfn convirja
n=1

(]
uniformemente. Entao a série S(x Z Jfn € também uma func¢do continua.

Demonstracdo. Como {f,} é uma sequéncia de fungdes continuas, entdo

sn(x) = f1(x) + f2(x) + -+ fulx)

também € uma sequéncia de fun¢des continuas. Mas

an = hm sn( )

logo S(x) é o limite uniforme da sequéncia s,(x), e portanto, pelo Teorema 4.1.1, S(x) também é

uma fung¢do continua. 0

Proposicao 4.1.3. Seja ) f,, uma série uniformemente convergente de fungdes integraveis

fn:la, b] = R. Entdo f(x) Z fn(x) é integravel e

b
/an dx— _1/a fn(x)dx

Demonstragdo. Seja S, = Z fre S(x Z fi(x). Como Y f,, converge uniformemente, a

sequéncia S,, converge umformemente Como S € integravel para cada n € N, pois € uma soma
finita de fungdes integrdveis, entdo pelo Teorema 4.1.2, segue que
b b
lim [ S,(x)dx= [ lim S,(x)dx,

n—eo [4 a N—o

no qual
b b b >
lim Sn(x)dx:/ S(x)dx:/ an(x)dx
a N a (i

Por outro lado, temos

b b b
lim [ S,(x)dx= lim (/ filx)dx+--+ [ falx) dx)

n—ee J, n—yoo
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4.1.2 Funcées integraveis

Ao definir os coeficientes de Fourier e explicitar a série de Fourier de uma func¢ado
f, exigimos que f seja periddica, integravel e absolutamente integravel no intervalo [a,b].

Explicaremos com mais detalhes essas nogdes.
Definicao 4.1.6. Uma funcg@o f a valores reais € limitada em [a,b] C R se existe M > 0 tal que
[f ()] <M, Vx € [a,b].

Exemplo 4.1.8. As fun¢des senx e cosx sdo limitadas em toda a reta, pois para todo x € R,
temos | senx| < 1 e |cosx| < 1. Por outro lado, a fungdo f(x) = x ndo é limitada na reta, mas é

limitada em todo intervalo da forma [a, b|, pois para todo x € [a, b], temos |f(x)| < |b|.

Defini¢do 4.1.7. Uma funcdo f : [a,b] — R é integrdvel no conjunto [a, b] se dado € > 0, existe

uma particéo P do intervalo [a,b] dada por

PZCl:X0<X1<---<xj<---<xn:b,

tal que
SIf Pl =slf,P] <e,
no qual i
S[f,P]:= Zle(xj—xj_l), M;=sup[f(x):xj—1 <x<xjl,
e g

s[f,P]:= ij(xj—xj_l), mj =inf[f(x) :xj_1 <x<xj].
j=1

Note que se f é limitada em |a, b], entdo f serd integravel nesse intervalo se o supremo
das somas inferiores for igual ao infimo das somas superiores. Nesse sentido, se uma fungdo é
continua na reta, ou mais geralmente, seccionalmente continua em [a, b|, entdo ela é limitada

nesse conjunto, e portanto integravel.

Definicfio 4.1.8. Dizemos que uma fungio f : [a, b] — R pertence ao conjunto .2 ([a, b]) se f

e | f| forem integrdveis no conjunto |a, b].

Note que .Z!([a,b]) é um subespago vetorial das fungdes f integraveis em [a, b], pois
estamos requisitando que | f| também seja integravel para que f € .Z!([a,b]). Uma fungio f a
valores reais limitada em [a,b] é um exemplo elementar de uma func¢@o que pertence ao conjunto

Z'(|a,b]). De fato, se essa fungio for limitada, entio ela também sera médulo integravel, pois

b b
/ |f(x)|dx§M/ ldx = M(b—a) < oo.

Entretanto, ndo € verdade que uma func¢ao limitada e absolutamente integravel serd também

integravel em [a, b]. Por exemplo, considere a fun¢o definida como f(x) = 1, se x for racional,
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e f(x) = —1, se x for irracional. Como em qualquer particdo de um intervalo [a,b] existem
infinitos nimeros racionais € irracionais, essa funcdo que € limitada, ndo serd integravel em
[a, D], pois pela Defini¢do 4.1.7, S[f, P] e s[f, P] possuem valores distintos 1 e —1. Porém em
valores absolutos, a fun¢do resulta identicamente 1 que € obviamente absolutamente integravel

em [a,b].

Note também que nio é verdade que toda fungio em 2! ([a, b]) é limitada. Por exemplo,
considere a funcdo f(x) =x~%, com x €]0, 1] e f(0) = k, para algum k > 0. Esta funcdo é

integrdvel e absolutamente integravel no intervalo [0, 1] desde que 0 < & < 1. De fato, veja que:

1 -
_ X
/ x %dx =
0 1—a

Como f & positiva, temos f € Z1([0,1]). Por outro lado, essa fungfio ndo é limitada, pois para

x=1 11—06 1

a > 0, temos que

Note também que, se f ndo for limitada, a integrabilidade de f ndo implica em sua
integrabilidade absoluta. Por exemplo, considere a fun¢éo ndo-limitada f :)0, 1] — R definida

por
1

—(—1)"
£ = (=1)"n, para —

1
<x<—,comneN.
n

Temos que

/1071] F)dx= il /

Esta série € dita harmonica alternada, da qual sabemos ser convergente pelo Teste da série

- X

Das= 3 [} crman= T ern(t- ) - £ O

n=1

Alternada. Desse modo, temos que [ 1 f(x) dx < e. No entanto, ao calcular a integral de | f(x)|,

1
> [n > 1 1 =1
/}0,1]‘f(x)|dx_,§’1/nhndx_,;n(;_n—i”l) = Z P

n=1

temos que

que € divergente, e portanto, ndo temos a integrabilidade absoluta de f.

Resumindo, hé fun¢des integraveis f tais que |f| ndo é integrdvel, bem como existem

fungdes ndo-integraveis f tais que |f| € integravel.

Definicdo 4.1.9. Uma fungio f : [a,b] — R pertence ao conjunto .Z>([a,b]) se f e | f|> forem

integraveis em [a,b]. Nesse caso, dizemos que f é quadrado integrdvel.

Se f for limitada e integrdvel em [a, |, entdo f também serd quadrado integrdvel em
la, D]. De fato, se |f(x)| <M, Vx € [a,b], entdo

b b
/ \f(x)|2dx§/ M?*dx=M?*(b—a) <
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No caso de f ndo ser limitada, pode acontecer que f pertenga a .Z!([a, b]), mas ndo
a .%?([a, b]). Por exemplo, ja vimos que a funcdo f(x) =x~%, com x €]0, 1] e f(0) = k, para
algum k > 0 pertence a4 .2 (]0,1]) desde que 0 < o < 1. Investigaremos em quais condigdes
f € Z?([a,b]). Temos que

1 1 xl—2a |x
/ \x“|2dx:/ x 2% dx = <oo<=1-20>0.
0 0 I -2ai,_,

Novamente como & > 0, temos a restri¢do 0 < ¢ < 5. Desse modo temos que f € .#2([0,1]).
Portanto, concluimos que f € .#1(]0,1]), mas f ¢ £?([0,1]) para % <o <l

No entanto, se f € .Z?([a,b]), entdo necessariamente f € .2 ([a,b]). A demonstracio

desse fato é consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais.

Teorema 4.1.5 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam f e g pertencentes a .Z>([a,b)).

Entdo fg é absolutamente integravel e

1

[ irwsiacs | [ |f<x>yzdx]é [epa] @)

Para demonstrar a assertiva anterior, usamos desigualdade (4.1) com g = 1, e entdo

[ 1rwlas < Uab\f(X)lzdxF(b—a)é-

Como por hipétese f € £2([a,b]), entdo fab | £(x)|?dx < . Da expressio anterior, conclufmos
que [ |f(x)|dx < oo, & portanto, f € £ ([a,b]).

obtemos

Dizemos também que uma sucessio de fungdes {f,,} C .£?([a,b]) converge em média

quadrdtica para uma funcao f se
lim/ |fu(x) = £(x)[*dx=0.
n—soo
Como consequéncia, temos que a funcdo limite f € .22 ([a,b]). De fato

J1r@Pas< [ 10w = NP+ [ 0P

-~

<& <°°

b
Denominamos a expressao / | fu(x) — f(x)|?dx de erro médio quadrdtico na aproxi-
a . . L. .
macdo de f por f,. Na Secdo 4.3 que versa sobre a convergéncia uniforme da série de Fourier,
mostraremos que as reduzidas da série de Fourier de uma funcdo f quadrado integravel sdo os

polindmios trigonométricos que melhor aproximam f em média quadrética.
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4.2 Convergéncia pontual da série de Fourier

O objetivo desta secdo € demonstrar em detalhes a convergéncia pontual do Teorema

de Fourier, isto €, mostraremos que se a soma parcial até o enésimo termo da série de Fourier é

Sa(x) =3 +,21 {a, Cos<jz )-l—b sen(jfxﬂ,

no qual ag, a; € bj sdo os coeficientes de Fourier, e definimos

[f(ﬁ);rf(X)] 7

dada por

en(x) :=Sy(x) —

entdo para cada x € [—L, L] fixo, temos que

4.2)

en(x) — 0 quando n — oo,

ou seja, para cada x € [—L,L], Ve > 0,3 ng = np(€,x) € N tal que |e,(x)| < € paran > ny.

4.2.1 Lema de Riemann - Lebesgue

Enunciaremos a seguir um importante resultado que nos auxiliard na demonstracao da

convergéncia pontual da série de Fourier.

Lema 4.2.1 (Lema de Riemann Lesbegue). Seja f : R — R uma fungio %! (|a, b]). Entio

b

,h_{?o f(x)sen(tx)dx =0, 4.3)
b

tli_)rg f(x)cos (tx)dx = 0. 4.4)

Demonstra¢do. Vamos supor inicialmente que f seja limitada e integravel em |a, b] de acordo

com a Defini¢do 4.1.7. Tomemos em particular uma parti¢ao do intervalo [a,b] formado por
b—a

subintervalos de tamanhos iguais [x;,x;;] determinada pelos pontos x; = a + j , para
Jj€{0,1,...,n}, de forma que possamos escrever a integral em questdo como uma soma de

Riemann. Veja que
b
/f( ) sen(zx) dx—Z/ ) sen(rx) dx.
a x] 1

Somando e subtraindo o termo f(x;), podemos reescrevé-la por

n j n X
/ f(x) sen(tx)d Z (x; / sen(rx)dx+ ) : [f(x) = f(xj)] sen(tx)dx.  (4.5)
j=1 Xj—1 j=17%j-1
Passemos entdo a tarefa de estimar o valor dessa expressao quando tomamos um 7 sufici-
o
entemente grande. Observe que de um lado, podemos estimar o valor da integral / ' sen(tx)dx

por
X i
/ sen(tx)dx
X

j—1

’ —|cos(tx;) —cos(tx;_1)/,

:'—_W)

x]'_l
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e pela desigualdade tridngular, temos

|cos(tx;) — cos(txj_1)| =|cos(tx;) + (—cos(tx;_1))]
< [cos(txj)| + | —cos(txj-1)|
< |cos(tx;)| + |cos(txj_1)] (4.6)
<2, VteR.

Dessa forma, obtemos um majorante superior para a integral, isto €,

%) 2
/ " sen(rx)dx| < Z. 4.7)
xj,l t

-
Por outro lado, para estimar o valor de / ’ [f(x) — f(x;)] sen(rx) dx, observe que
)Cj,1

mjgf(x)SMj, VXG[)C];l,Xj].

Em particular, para x = x;, temos m; < f(x;), ou equivalente —m; > — f(x;). Sendo assim,

usando a desigualdade tridngular, podemos estimar

|f(x) = f(xp)| < Mj—myj.

Veja que o termo |f(x) — f(x;)| € majorado por um valor que ndo depende de x. Assim, temos

que

/xxj [f(x) — f(x;)] sen(zx) dx

j—1

:/:j ‘f(x)—f(xj)‘ | sen(tx)| dx

Jj—1

Xj
S/ (Mj —mj)dx
X

j—1

=(Mj—mj)(xj—xj,1). (48)

Usando as estimativas (4.7) e (4.8) em (4.5), obtemos

/f sen(tx)d i fx; / sen(tx)dx+i N [f(x) — f(x;)] sen(tx)dx
j=1 Xj—1 j=17%j-1
€ assim, ,
/ F(x) sen(tx)dx| < 217 Z i—m) (xj —xj_1). (4.9)

Observe que o somatdrio dessa dltima expressdo equivale a S[f, P] — s[f, P]. Agora,

chamando Ax; = x; — x;_1, e tomando o tamanho da parti¢do P dada por ||P|| = max{Ax;}, no

qual Ax; = Ta, temos que
n— oo <= ||P|| =0,

0 que resulta

/bf( )dx=lim ZMAx = lim ij

1PI|=0 ;= 1Pl=0 ;=
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Como os limites acima sdo iguais, conclui-se que a diferenga S[f, P] — s[f, P|, torna-se
tdo pequena quanto se deseja a medida que n tende ao infinito. Isto significa dizer que, como f é

integravel, dado € > 0, existe ng € N tal que

n

£

Z —Xj_ 1)§§, paran > ny.
]:
i £
Agora para algum rip > ng fixado em (4.9), temos < 5 de forma que
4 My
Iy := <t.
€

Portanto, analisando a expressdo (4.9), segue que dado € > 0, existe 7p € R™ tal que

x) sen(tx)dx| < =+ - =g, parat > 1,

N M
N M

ou seja, considerando a hipétese de f ser limitada, acabamos de demonstrar que o limite desta

integral € zero.

Analogamente, obtemos

lim bf(x) cos (tx)dx = 0.

t—eo J g

Agora usando um argumento de aproximacio, ou seja, que toda funcio em Z!([a, b))
pode ser aproximada por uma fun¢do limitada, podemos estender a demonstracio para toda
fungdo no conjunto .#! ([a, b]). Para tal, suponhamos que f seja uma fungio .#!([a, b]) qualquer,
isto é, uma func¢do ndo necessariamente limitada no intervalo [a,b]. Entdo dado € > 0, existe

uma funcdo continua ¥ : [a,b] — R tal que

/ | f(x) X)|dx < &,

o que significa dizer que podemos aproximar uma fungio integravel f € .Z'([a,b]) por uma

fungdo continua ¥ em .Z! ([a, b]). Em particular, dado € > 0, podemos estimar

/!f Mx<§ (4.10)

Agora, como toda fungdo continua ¥ num compacto [a, b] é limitada e integrdvel, pode-

mos aplicar a primeira parte da nossa demonstracio e concluir que existe 7y > 0 tal que

/a "W(x) sen(rx) dx

E
<5 Yizn 4.11)

Portanto, como

[ 105y sentesyas = 17090 senlesyds+ [ () sen( i,
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segue que

/a  £x) sen(ix)da] < / ")~ W) dx + / "W(x) sen(rx) dx

e usando os resultados (4.10) e (4.11), concluimos que dado € > 0, existe 79 > 0 tal que

x) sen(tx)dx| < =+ ==¢€, Vt>r,

N M
oM

o que completa a demonstracdo do Lema de Riemann-Lebesgue. ]

4.2.2 Estimativas para o erro e,(x)

Vamos estimar o erro ¢,(x) definido em (4.2). Para tal, vamos inicialmente encontrar
uma outra expressio mais conveniente para S, (x). Substituindo as expressoes dos coeficientes

de Fourier em S, (x), obtemos

Sul 2L/f dx+Zcos( > /f cos(JLy)dy
+ sen (%) L[ s0ysen (%) dy
LA B () ) ()

Utilizando a identidade da diferenca de cossenos (veja a identidade 2.4), segue que

- .1

I & jm
3 +J§ICOS (T(X—)’)ﬂ f(y)dy.

Logo,
L
0= [ Dulx=y) () a, @.12)
no qual
Dy(x—y) _l% +Zcos( ))]
A expressao
1
Du(x) =7 |3 +Z ( )] (4.13)

€ conhecido como niicleo de Dirichlet, e possui as seguintes propriedades:

(i) Dp(x) é uma fungﬁo par, pois o somatdrio de fungdes cosseno, que sdo pares, com a fung¢ao

constante f(x) = 3, também € par.
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(ii) / x)dx = 1. De fato

L L1 1oL Jmx
D = — L atds
/_L n(X) dx /_L2de+j:21/—LCOS( 7 )dx

L iTT
Como / cos <%) dx = 0, segue o resultado.
—-L

(iii) D,(x) é uma fungao continua, pois € obtida através de uma soma e composi¢ao finita de

fung¢des continuas.

(iv) Dyp(x) = Dy(x+2L), ou seja, D, (x) é uma fungdo periddica de periodo 2L, pois é obtida

através de uma composi¢do de fungdes periddicas de periodo 2L.

1 sen((n+3)Z)

O D=5l sen ()

, parax=#0,£2L, +4L....

Vamos a prova desta dltima propriedade. Para tal, vamos mostrar que vale a seguinte afirmacao

1+Zn:cos(k9) sen( )+ sen (n+3 )9'

4.14
= 2sen (%) 19

n
De fato, usando a parte real do somatorio Z k0

k=0

para reescrever o termo a esquerda,

temos

n n
1+ ) cos(kf) =) cos(k6) = (Z e’ke) Re(1+e'% 4% ... "9,
k=1 k=0

que é a soma de uma progressdo geométrica de razio ¢, com 6 # 0. Portanto, pela férmula da

soma finita de uma progressao geométrica dada por

+1

l+x+-+x"= l—,parax;«é L.
—X
Disto, segue que
i o 1 — piln+1)0 1 — i0(n+1) efg(l _eiG(n—l—l)) =2 _ ,i0(n+3)
= ; T i0 0. i0 0 = i0 i0
k=0 1 —ei® ez (e 7 —e?) e 2 —e2 e 2 —e2

Pela férmula de Euler ¢® = cos 6 + i sen®, temos que

g—cos 9 +isen 9

N 2 2)’

e_§—cos —9 +isen —9 = cos 9 —isen 9
N 2 2) 2 2)7

Q
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que resulta

Dessa forma, segue que

3 o _ [eos (5) isen(3)] = [cos (0 (n+3)) —isen (6 (n+3))]
= —2isen (%)
_ ifeos(3) —cos (6 (n+3)) —i(sen(3) + sen (6 (n+5)))]
2sen(9)
_sen (%) + sen (6 (n—l—%)) 4 cos (%) —cos (0 (n+ %)) ‘
2sen(9) 2sen(9)

Logo, igualando a parte real da identidade anterior, temos que

1+ zn: cos(k0) = sen (3) + sen (69 (n+3)) .
= 2sen (5)

A fim de que essa expressao se ajuste a formula do nucleo de Dirichlet dado em (4.2.2), basta

subtrair % de ambos os lados da identidade acima, e assim temos

+ L eostio) - 2 ;:1((;) r+3)) 1
_sen(d) sen(0 o)) en(§
2sen (%)
_n0red)
2sen(2)

. X .
Finalmente, tomando 6 = 7 concluimos que

_1 1 L kmx _1 sen(e (I’L—Fl)) B 1 Sen(<n+l)ﬂ)
Dn(x)_z E—i—k;lcos(T)] _Z[ ZSCH(%)Z T 2L sen(’;—%‘)L ’

como queriamos demonstrar.

Voltando agora para a identidade (4.12), e fazendo a mudanga de varidvel y = x —t, temos

dy = —dt. Observando os limites de integracdo, quando y = L, temos t = —L + x, e quando
y = —L, temos t = L+ x, 0 que nos permite escrever
L —L+x L+x
S0 = [ Dale=nfG)dy= [ Dale) ) ()= [ Du(n)flx—1)dr.
-L L+x —L+x

Como Dy (x) e f sdo periddicas de periodo 2L, pela Propriedade (2.1.4), a soma parcial S, (x)

pode ser escrita por

Su(x) :/_LLDn(t)f(x—t)dt.
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Dividindo o intervalo de integracdo e usando uma mudanga de varidvel apropriada t = —7 para o

primeiro termo, obtemos
S,,(x):/_OLD,,(t)f(x—t)dt+/OLDn(t)f(x—t)dt
= [ D ) (i) + / LDn(t)f(x—t)dt
_/ (=) f(x+7 dt+/ (x—1t)dt.

Agora, usando o fato que D, (x) é uma fungdo par, isto é, D,(—7) = D, (7), segue que

L L
:/ Dn(f)f(x+f)df+/ Dot)f(x—1)dt
0 0

L L
= ["Dufx+1)dr+ [ Dae)fx—1)d.
0 0

Dessa forma, S, (x) pode finalmente ser escrita como
/ Du(t)[f (x+1) + fx—1)] dt. 4.15)

Voltemos para a tarefa de estimar erro ¢,(x) dado em (4.2). Para tal, atente-se que,

usando as Propriedades (i) e (if) de D,(t), temos

1_/ dt 2/ dt:>/D %

e, substituindo o valor desta dltima integral e a expressao (4.15) na expressdo do erro e,(x)

obtemos
en(3) = $,() [f )]
_/ Da(t)[f(x4+1) + f(x —t]dt—/ D (1) [F(x*) + £(x)] dr
= [ Duo e 1) )] L7 1)
Definindo
g(x,t) = [flx+1) = fa)] + [flx =) = (7)) (4.16)

uma fungdo de duas varidveis, finalmente temos uma expressio para o erro e,(x) dada por

en(x) = /OLDn(t)g(x,t) dt. 4.17)

De posse da expressdo da fungdo erro e,(x), vamos utilizar o Teorema 4.2.2 para concluir a

demonstracdo do Teorema de Fourier.
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4.2.3 Teste de Dini

Teorema 4.2.2 (Teste de Dini). Seja f: R — R uma funcdo periddica de periodo 2L e f €
ZY([-L,L)). Fixado x € [—L,L], suponha que f(x") e f(x™) existam, e que exista algum 1 > 0

r

no qual g(x,7) é definido por (4.16). Entdo e,(x) — 0 quando 11 — oo. Em outras palavras,

(53 () ()

Vamos aplicar o teste de Dini para concluir a convergéncia pontual da série de Fourier.
g(x,1)

tal que
g(x,1)
t

dt < oo, (4.18)

dt < oo

No entanto, precisamos primeiramente justificar a existéncia da integral /

para algum 711 > 0, no qual g(x,¢) é dado por (4.16), ou seja, precisamos impor condi¢des sobre
a fungdo f de tal maneira que a fungdo g(x,) satisfaca as condi¢des da integral dada em (4.18).

Iremos exibir alguns casos em que essa condi¢do € satisfeita.

(a) Suponha que f seja Holder continua numa vizinhanca do ponto x, isto €, que existam
constantes o > 0,6 > 0e M > 0 tais que

[f(t) = f(s) <Mt —s|%  Vi,s€(x—8,x+0).

Como uma funcao Holder continua € por defini¢cdo, uma fun¢do continua, temos que os limites
laterais da f coincidem com o valor da fungio no ponto, ou seja, f(x1) = f(x) e f(x7) = f(x),

0 que nos permite escrever

|8 (x,1)]

[fett) = )+ flx—1) = f(x7)]
(x+1) = f(x) + f(x—1) = f(x)]
A

f

<|fxt0) = fOl+1f(x=1) = f(¥)]
<M|x+t—x|*+M|x—1t—x|*
<2Mt®, i <6

Assim, temos que

R < [

Portanto, como ¢ > 0, mostramos que essa integral € finita, valendo a propriedade do teste de

g(x,1) M

; dt<2M/ 1% Vgt = 2MS% < oo,

Dini para n = 6.

(b) Suponha que f possui derivada limitada numa vizinhanc¢a de um ponto x, digamos
[x — 8, x+ 8]. Portanto, pela Desigualdade do Valor Médio

|f(x+1)—F()| < |t]|f/(c)| < |t| M, paraalgumc € [x—t,x+1]elt| < 6.
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Assim, temos que

<M, V||<Sé.

Analogamente,

M, Y]<é.

Portanto,

5 5 5
/ mg/ m+/
0 0 0

e também satisfaz a propriedade do teste de Dini para n = o.

[f(x+1) — fx)]

t

g(x,1)

; dt <2M6 < o,

f(x—f)—f(X)‘
t

(c) Por fim, suponha f seccionalmente diferencidvel, o que significa dizer que tanto
a funcdo f quanto a sua derivada sao seccionalmente continuas. Isto quer dizer que em uma
quantidade finita de pontos a funcdo pode deixar de ser derivdvel em um intervalo fixado, mas
existem os seguintes limites laterais

fL) = tim LEFOZSCD) gy SE=D ST

t—07t t t—0~ t

Vamos relembrar uma propriedade do Célculo Diferencial e Integral na reta. Se uma fungéo 4 (x)
possui limites laterais, entdo essa fun¢do € limitada em uma vizinhanga do ponto, isto é, toda
funcao cujo limite existe em um ponto, € limitada localmente nesse ponto. De fato, se & possui
limite em um ponto xg, ou seja, pela definicao

lim h(x) = L:=dado € > 038 > 0tal que |x— x| < § = |h(x) — L| < €.

X—X0

entao
|h(x)| = |h(x) =L+ L| < |h(x) = L|+|L| < e+|L| =M.

Logo |h(x)| < M, Vxtal que 0 < |x —xp| < &.

Portanto, se f ¢ uma funcdo seccionalmente diferencidvel, os limites laterais acima

flett) = fO) | fle—1) = @)

t t
condic¢des do item (b), e as condicdes do teste de Dini também estdo satisfeitas.

existem, e as funcoes sdo limitadas, logo estamos nas

Veremos adiante que além de todas as condicdes ja impostas sobre a f para a validade
do Teorema de Fourier, precisaremos de mais uma condi¢ao adicional, a saber, que f seja
seccionalmente diferencidvel. Recorde que até agora exigimos apenas que f fosse seccionalmente

continua. Vamos agora de fato a demonstracdo do teste de Dini.

Demonstracdo. Vamos reescrever da seguinte maneira o erro e,(x) dado em (4.17), tomando

para tal 0 € (0,L) convenientemente pequeno, que serd fixado mais adiante.

t

~ -~

(1) (1)

en(x) :ASIDn(I)g(x’t) di—k\/;Dn(t)g(x,t)dt. (4.19)

J/




104 Capitulo 4. Convergéncia das Séries de Fourier

Inicialmente, vamos estimar (/). Utilizando a identidade (v) das propriedades de D,,(x),
parat € (0,L], temos que
1 ¢ sen((n+ )2

sen (37)

1Da(1)| = |5,

Tt

Note que como 0 <t < L, entdo 0 < (ZL

v/
) <= 5 que resulta

Tt T
= — ) < — ) =1.
0= sen0< sen<2L> < sen<2>
Tt
Logo, como sen <Z> > 0, podemos escrever

tD,(1)]| < —————~
| ()|_2Lsen(”—L)

Precisamos fazer algumas consideracdes a respeito da fun¢do do segundo membro da
desigualdade acima. Observe que a fungdo

t

fit) = 2L sen <2L)

¢ continua e estritamente crescente no intervalo fechado [0, L]. De fato, é continua pois € a divisdo
entre fungdes continuas, desde que o denominador ndo se anule, e € estritamente crescente, isto
é, se 1] < tp, entdo f(11) < f(t2), pois f'(t) > 0, V¢ € [0,L]. Basta provarmos que a derivada
dessa funcgdo € estritamente positiva nesse intervalo. Veja que

2Lsen (5}) —mtcos (5%)

412 sen? (%) =0

fi() =

€ equivalente a

Tt Tt Tt Tt
2L sen (Z> > Ttcos <2L> = tg(ZL) > Tk Ve (0,1

Portanto, como f(¢) é continua e estritamente crescente para ¢ € [0, L], obtemos para t = L um

limitante superior para f(¢) dado por f(L) = %, 0 que nos permite obter a estimativa

|tDy(1)] < parar € [0,L]. (4.20)

1
2’

. . senx
De outro modo, tomando o limite fundamental lim

1 T
=1, comx = —, temos que
o q

x—0 X
Tt
_osen (5 t
11mT(tL)—l<:> lim 71:—”:1.
—0+ 3T r—0t+ 2L sen (E)

Logo, parat € [0,L], dado € > 0, 38 > 0 tal que

t

2L sen (g—i)

t

2L sen (g—i)

1 ~
0<|m -l <e= , sempre que [t| < O.
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Dessa forma, com a escolha conveniente € = ”T_z temos para 0 < t < §, que

t

= 2L sen (3})

1
tD, —
|t Dy (t) <3

que corrobora a estimativa dada em (4.20). E necessario relembrar que por hipétese, temos

n g(X,[) : (S
/ — dt < eo. Assim, dado € > 0, fixamos 0 < min(J,n) tal que
0
5 t 0 t
[*10,) 850 00y £
0

Vamos agora estimar (/1) em (4.19) com 6 > 0 fixado em (). Temos que

L 1
/D g(x,t)dt = /sen n+ - il Lt),dt
B 2) L]2Lsen(%)
Definindo a funcao
w7 ~!
ha(t) = [2L sen (Z)} g(x,1),

vamos utilizar o Lema de Riemann Lesbegue para analisar a convergéncia de

/EL sen Kn—i—%) %t} hy(t)dt

quando n — oo, uma vez que n — +oo <=> (n+4) % — +oo. Dessa forma, a fim de que o
lema possa ser aplicado, basta verificar que h,(r) satisfaz as hipdteses deste lema, isto é, que
he(t) € £1([8,L]). Para isso, note que

Tt
(a) A fungao [2L sen < 2L>} ¢ continua e ndo se anula em [, L]. Portanto existe um

AN
oL (—)
S€n 2L

conjunto compacto é limitada, e dessa forma, a funcéo € integravel no compacto [5,L].

M > 0 tal que < M paratodo ¢ € [§,L], uma vez que toda fungio continua num

(b)g(x,t) € £1([8,L)). De fato, observe inicialmente que, para t € [0,7],

/On]g(x,t)]dt /|¢| ‘dt<n/’

Portanto, como # satisfaz as hip6teses do lema de Riemann Lesbegue, dado um ng

suficientemente grande, segue que

/; sen((n%—%) %’) ho()di| <

Finalmente, subsituindo as estimativas de (7) e (II) em (4.19), obtemos

len (x |<‘/ID ‘/D g(x,t)dt| <

Desta maneira, fica provado o Teste de Dini. O]

&€
ok paran > nyg.

+-=¢.

o M

€
— 2
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4.3 Convergéncia uniforme das séries de Fourier

Na secdo anterior, fizemos a demonstra¢ido da convergéncia pontual da série de Fourier
de uma dada func@o f. Nesta se¢do, determinaremos as condi¢cdes necessdrias e suficientes para

que a convergéncia da série de Fourier seja uniforme em um intervalo [a, b].

4.3.1 Desigualdade de Bessel

Denotaremos nesse momento por s, (x) a soma parcial da série de Fourier dada por

0= 5. o con (22 e (22

no qual ag, a; e bj s@o os coeficientes de Fourier. Queremos mostrar que essa soma € a melhor
que aproxima f em norma .#>[—L, L], ou seja, se existe uma funcio que melhor aproxima f em
média quadrética, entéo o polindmio trigonométrico s,(x) é o candidato. Em outras palavras, se

tn(x) é outra soma qualquer dada por

n .
L () JTx Jtx
9= ke () rarsen (7))
no qual co, ¢; e d; sdo coeficientes quaisquer, entdo temos
L 2 L 2
[ 10 -n@P x> [ 116 - (P dx @21)

De fato, note que o termo a esquerda dessa desigualdade pode ser reescrito por

L L
[ 15w -n@P dx= [ 0P+l -2f@n@] de @22

Agora precisamos explicitar cada um desses termos. Por um lado, temos que

/_LLQf(x)tn(x)dx:/_LLZf(x){%O—l—i: [cjcos (%‘) < )H

j=1

L[ L (e [ ()

f (x)dx

L

2) [cj(Laj)+dj(Lbj)|+co(Lao)

J

n
=2LY (ajcj+b;d;j)+Lagco (4.23)
j=1

+
S
M=|\

I
—_
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Por outro lado,

2
L L n . .
/L]tn(x)Ide:/L{C—zo—i—Zl [cjcos (%) +dj sen <%)}} dx

L ; L ;
Como/ sen (%) dx :/ cos (]Lﬂ) dx = 0 (veja Exemplo 2.2.4), segue que

L 2 n L . . 2
2, €0 JTx Jjmx
/L|ln(X)| dX—LT—f—Z]/L |:CjCOS (T)+d} sen <T):| dx
2 oa L in i i
= C%-}-Z/L [cjzcos2 (%)—chjcos (%) d; sen(%)%—

n L . n L .
jmx Jmx
+2 cj/ cos <—> dx dj/ sen (—) dx

Como / cos? (JL—X) dx = / sen’ (%) dx = L (veja as relagtes de ortogonalidade 2.16
—L —L
e 2.17), e usando novamente o Exemplo 2.2.4, obtemos que

L c 2 n
/L|tn(x)|2dx:L% +L| Y (¢*+d?) (4.24)
_ =
Analogamente, também podemos mostrar que
L n
/L!sn(X)\de—L—JrL Z ai?+b;? (4.25)

que sera util mais adiante. Finalmente, substituindo as expressoes (4.23) e (4.24) em (4.22),

obtemos

L L n
/L|f(x)—fn(x)|2dx:/L| (x )|2dx+L7+LZ o +d Z ajcj+bjdj)—Lagco.
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Usando o completamento de um quadrado perfeito, podemos reescrever essa dltima expressao

por

2
~L -L 2

2 2
n n n
Z cjt+dj? Z (ajej+bjdp)+LY (a+b;)
f
Jj=
)2 2 2, L 2
= [ WP L Y e )+ (b)) + = (e —ao)
j=1
n
L
; aj —|—b —anz.

Substituindo a expressao (4.25) finalmente obtemos
L 2 L 2 L 2 n, L 2
[ @ —n@Pdr= [ 1f0Pdx+L Y [(e=a?+(d; =) + S0 —ao)

j=1
L

—/ 15 ()2 dx.
L

Como o lado direito da expressdo acima € um valor positivo, pois representa o valor da integral a

esquerda, e assume um valor minimo para c¢; = a; e dj = b, concluimos que

L L L L
2 2 2 4. — o (D12 dx
[ @ —umPdr= [ 0P [ jsPd= [ 170 —s@P d

como queriamos demonstrar em (4.21).

Além disso, temos que

L L
[ 1rePdx= [ lsi(oPRdx>o,
-L —L

L L
2 2
[ irePax= [ s, Pax

Substituindo a expressado (4.25), finalmente obtemos a expressao

ou

L/ |2dx>— Y (a4 (4.26)
]:

chamada de desigualdade de Bessel.

4.3.2 Estimativas dos coeficientes de Fourier

Mostraremos nessa secao como obter algumas estimativas para os coeficientes de Fourier
de uma certa funcao, a partir de hipéteses de diferenciabilidade da mesma. Consideremos trés

seguintes casos:
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(i) Suponha f uma funcio periédica de periodo 2Le f € £, isto é, fe |f | sdo integraveis

em [—L,L]. Podemos obter de imediato as seguintes estimativas

\an|—‘ / flx cos dx L/ x)| dx. (4.27)

% / LL flx )sen( dx <7 / x)| dx. (4.28)

onde usamos o fato de que as fung¢des seno e cosseno sao limitadas absolutamente por 1. Portanto,

|bn| =

pela hipétese de integrabilidade de f e |f/|, existe uma constante M, a saber,

L
M= [ 1) dx

tal que
lay| <M, |b,| <M, paratodon.

(i1) Suponhamos agora que f seja uma func¢do periddica de periodo 2L, continua, deri-
vével, e que f € £, isto &, f' e |f’| sdo integrdveis em [—L,L]. Entdo integrando por partes,

tomando u = f(x) e dv = cos () temos, para n > 1

= [ 0012 = gty ()

L LLf’(x) sen <n_[7fx> dx.

Usando (2.2.4) da pagina 31, segue que
1 (L, X
an=—— | f'(x)sen (—) dx, (4.29)

nw J—L

e, tomando os valores absolutos, obtemos

1 L
anl < — [ 17/l a

nw J—L

De modo anélogo, temos

Lbn—/ flx sen(nzx> dx:—if(x)cos (”Lﬂ) "

que resulta

e, tomando os valores absolutos, obtemos

il < = [ 170l

Portanto, pela hipétese de integrabilidade de f” e | f’|, concluimos que existe uma constante M, a

IL,
M= [ 17 ax

T

saber
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tal que

M
lan,| < —
n

M
|by| < —, paratodon=1,2,... 4.31)
n

Y

(i11) Se suposermos por fim que f seja periddica de periodo 2L com primeira derivada
continua, e que " € £, isto é, f" e |f"| sdo integrdveis em [—L,L], podemos melhorar as
estimativas (4.34) realizando mais uma integracio por partes em (4.29) e (4.30). De fato, em
(4.29), tomando u = f’(x) e dv = sen (%) dx, obtemos

que resulta

L L, nmx
= — / ' (x)cos (—) dx, (4.32)
e dai,
L /!
< s [ 17 @l

De modo andlogo, integrando por partes (4.30) tomando u = f'(x) e dv = dv = cos (”Lﬂ) dx,

/ f” n7rx> dx},

L [t , nmx
by = —W/Lf (x) sen (T> dx, (4.33)

obtemos

b, = 1 {f’(x) ni sen (nﬂx

que resulta

e dai,
L
nl < s [ 17 @)l

Portanto, pela hipétese de integrabilidade de f” e | f”|, concluimos que existe uma constante M,

a saber
v=L [ rla
=— x)| dx
2 —L ’
tal que
M M
lan| < — et |bn|§$, paratodon=1,2,... (4.34)

Feitas as estimativas, podemos relacionar os coeficientes de Fourier das fungdes f, [’ e

f”. De fato, chamando de d,, e b/, os coeficientes de f’, isto é

T
:‘:L/ cos )dx e b= L/ ) sen nx)dx,

podemos substitui-los nas expressoes (4.29) e (4.30) para obtermos

L
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Da mesma forma, chamando de a)] e b]] os coeficientes de f”, isto é

1 (L nmx
/I // n_ //
a, L/ f(x )dx e b"_L/_Lf (x)sen(—L>dx,

podemos substitui-los nas expressoes (4.32) e (4.33) para obtermos

b, n>1. (4.36)

4.3.3 Primeiro Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da série de

Fourier

Nessa se¢do estudaremos as condicdes suficientes sobre uma fun¢do f de periodo 2L que

garantam a convergéncia uniforme de sua série de Fourier.

Enunciaremos e demonstraremos o seguinte teorema.

Teorema 4.3.1 (Primeiro Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da série de Fourier). Seja f
uma fungdo periddica de periodo 2L, continua e com primeira derivada integravel e absolutamente

integravel. Entdo, a série de Fourier de f converge uniformemente para f.
Demonstragdo. Seja

Sp(x) = +Zancos<nL >+Zb sen( Zx>

a série de Fourier de f. Como

nmwx
arcos (“ )| < el

devemos ver em quais condicdes a série numérica

()=o)

Z (|lan| + |bal) (4.37)

converge. Observamos as estimativas dos coeficientes em (iii) da se¢do 4.3.2 que, caso a funcdo

f tenha derivada primeira continua e a derivada segunda seja uma funcdo .#'[—L, L], entao a
. . . < .
série (4.37) € majorada pela série M Z ol a qual sabemos convergir. No entanto, podemos

n—
provar a convergéncia de (4.37) sob condi¢des menos restritivas sobre f. De fato, supondo que f

seja apenas continua e que a derivada primeira seja uma fungio .#!, usando as estimativas (4.35)

L , L,
a,=——»> b,=—a
" nr ™" ™

no qual a}, e b, sdo os coeficientes de Fourier de f/, temos que a soma reduzida de ordem n da

série (4.37) é dada por

n n

Y (lajl + 1) =—),

1
Jj=1 J=1 J

Nlh

(Iaj] + 165,
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e pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz é majorada por

L &1 n :

H DY Z i+ 1652

)
j=1 J j=1

Como
(la| + |b])* < 2(a®+b%),

e também pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

o=
)
(Sl

1
Li&1) |y 12 2 -1
p Y 5 Y 2(d)> + |b)]%) Z,—z

=17 i=1

™=

Y (|| + [B])?

Portanto, a série (4.37) € majorada por

(S

V2L (&1 U
— L= Z\ajlﬂb’ :

T j=17
no qual ambas as séries convergem, a segunda convergindo em decorréncia da Desigualdade de

Bessel. Logo, pelo Teste M de Weierstrass, temos que

Se(x) = 2 04 Zancos< 7th) + Zb sen(nzx>

¢ uniforme e absolutamente convergente em toda reta, o que completa a demonstracdo do

teorema. OJ

4.3.4 Segundo Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da série de

Fourier

Observe que o teorema que acabamos de demostrar requer que a fun¢do f seja continua
em toda reta. Caso a fun¢do seja descontinua num ponto xg, a série de Fourier nao pode convergir
uniformemente para f em nenhum intervalo que contenha x, isso porque sabemos da Proposi¢ado
4.1.2 que o limite uniforme de uma sucessdo de fung¢des continuas (no caso, as reduzidas s, (x)
da série de Fourier de f) é uma fun¢do continua (no caso, a propria f.) Logo para termos a
convergéncia uniforme da série de Fourier em toda a reta, a funcdo f deve ser necessariamente
continua. Mas af surge uma pergunta: e se f for continua em um intervalo fechado [a,b], serd
verdade que a série de Fourier de f converge uniformemente para f nesse intervalo [a,b|? A

resposta para essa pergunta € que sim, ou seja, que vale o seguinte teorema.

Teorema 4.3.2 (Segundo Teorema sobre a Convergéncia Uniforme da série de Fourier). Seja f
uma funcao periddica de periodo 2L, seccionalmente continua e tal que a primeira derivada seja
integravel e absolutamente integravel. Entdo, a série de Fourier de f converge uniformemente

para f em todo intervalo fechado que ndo contenha pontos de descontinuidade da f.
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A demonstracdo deste teorema utiliza o lema a seguir, que serd provado posteriormente.

Lema 1. Seja y a fungdo periddica de periodo 2L definida por:

l X
2( + -, L<x<0

v(x) = 0, x=0 (4.38)
1

X
- 1--) 0<x<L
2( L) <XS

Entdo a série de Fourier de y converge uniformemente para ¥ em qualquer intervalo que nao

contenha pontos da forma 2Ln, para n inteiro.

N =

\ B

N =

Figura 56 — Grifico de y no intervalo [—L,L].

Demonstragdo do Teorema. Sejam x1, xa, ..., Xj, ...,X; 0s pontos de descontinuidade da fungédo
f no intervalo [—L,L]. Como f é seccionalmente continua, existem e sdo finitos os limites

laterais f (x;r) e f(x; ) em cada ponto x;. Sejam

wi=fx) = fx;) (4.39)
a diferenca entres esses limites laterais, ou seja, o tamanho do salto da fun¢do em cada ponto x;,
para j=1,2,... k.

Definamos uma func@o g ;(x) construida por meio de uma translagdo horizontal da fungio
V(x) (definida em 4.38) por uma distancia x j, que desloca y sobre cada ponto de descontinuidade

xj, seguida de uma amplifica¢do pelo salto w;, isto €,

gj(x) =w;y(x—x;) (4.40)
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que pode ser escrita explicitamente por

4 . _ .
—%(I—Fxij), —L<x—-x;<0
gjlx) = 0, x=x;
Wj x—xj
\ 7(1— 7 ), 0<x—x; <L

x

Figura 57 — Griéfico de g;(x) no intervalo [x; — L, x; + L].

A fungdo g;(x) é perfodica de periodo 2L e é descontinua nos pontos da forma x; 4 2Ln,

paran=0,1,2,.... Além disso, o tamanho do salto nesses pontos € w ;. De fato, veja que
Wi X—Xj w
hmgx—lim—f(l— f):—f,
X—)X; ]( ) X—X 2 L 2
e

x—>x; x—>x; 2 L 2

A familia de fungdes g ;(x) foi definida de tal modo que cada fungdo f(x) —g;(x) seja
continua no ponto x; para j = 1,2,...,k, além de todos os demais pontos em que a f jad €

continua. De fato, observe a igualdade entre os seguintes limites laterais do ponto x;, isto €

x_." — f(x. x‘!‘ X,
xgrg[f<x>—gj<x>1=f<xﬂ—[f(f) f(f)]—f(f);f(f),

~
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Dessa maneira, a fungdo f(x) —g;(x) possui menos descontinuidades que a fungao
original f para cada ponto x;. De modo a eliminar todas as descontinuidades, repetimos esse

processo para todos os k pontos de descontinuidade da f, e entdo teremos a fungdo

k
g(x) = fx) = ) wjw(x—x;),
j=1
que € continua para todo x. Dessa forma, estamos nas hipoteses do Primeiro Teorema sobre a
Convergéncia Uniforme das séries de Fourier, e portanto podemos aplicd-lo para afirmar que
a série de Fourier da funcdo g converge uniformemente para g em toda a reta. Pelo lema que
provaremos a seguir, a série de Fourier da fungdo w;y(x —x;) converge uniformemente em

qualquer intervalo fechado que nio contenha pontos da forma x; & 2Ln.

Para demonstrar a convergéncia uniforme da f, note que a série de Fourier da funcdo f ¢
a soma das séries de Fourier das fungdes g e w;y(x—x;), para j=1,...,k, uma vez que f pode
ser escrita por

k
fx)=glx)+ ) wiy(x—x;).
j=1

Portanto a série de Fourier da funcio f converge uniformemente em qualquer intervalo fechado
que ndo contenha pontos da forma x;+=2Ln,para j=1,...,ken=0,1,2,..., que sdo justamente
os pontos de descontinuidade da f. A prova do lema a seguir completa a demonstracao desse

teorema.

Demonstragdo do lema.Vamos calcular a série de Fourier da funcdo y. Como se trata de uma

funcdo impar, temos uma série apenas de senos dada por

T
S(y(x)) = b, sen <n x>

L

no qual
2 (L1
b, = / ) sen n7rx> dx = —/ — <1 — f) sen <n_7tx> dx.
L L LJo 2 L L

Vamos calcular essa integral pela técnica de integragdo por partes tomandou =1—7 e dv =
sen (“2) dx. Teremos du = ——dx ev= —L cos (“F). Segue que

= [ 1 2) s ()
1 L nmx X
= |7 () (1-2)

Logo a série de Fourier da fungdo y é

L /L nmx 1
—— | cos <—> dx| = —
o Nn«Jo L nmw

Sw) =~ ¥ L sen (”Tm) (4.41)

e o lema estard demonstrado se provarmos que, para qualquer 6 > 0, esta série converge

uniformemente para 0 < § < |x| < L.



116 Capitulo 4. Convergéncia das Séries de Fourier

A série da equacdo (4.41) pode ser obtida tomando a parte imagindria de

) e (4.42)
n=1

e fazendo a substitui¢do 6 = Z*. Por isso basta provar que a série (4.42) converge uniformemente

para 0 € [g, ], para € > 0 qualquer. Seja
eik@

n
_kZ’lT

a soma parcial de (4.42) calculada até o n-ésimo termo. Temos que

y =i%m@—&mw- (4.43)
k=m

De fato,

n

) [Ex(8) = Ex—1(0)] = En(0) — En-1(0) + En11(0) — En(6) + En42(6) — Emy1(6)+

k=m
U +En71<9) —En,Q(Q) +En(9) _Enfl(e)
=E,(0) —En-1(8)
= Y eike.
Como

noq n—1 1
_Ek—1<6): —E(e)a
kz}nk j_§—1]+1 !

substituindo esta expressao em (4.43), obtemos

n lk@ noq
:Z%Ek Z E1(6
k=m k=m =
noq nl 1
= - —— E (0
;k - X o «(6)
—f L L ) E(0) + —— E(8)+— By 1.(6) (4.44)
V=AY k+1 N e '

Agora, de modo muito similar ao que fizemos para estimar o valor da expressao (4.14), escreve-

mos E,(0) como uma soma de progressido geométrica

i0 i(n+1)6
; ; e’ —e
Z elkG 19 216 4. +en19 — =
1—¢l
€ a reescrevemaos por
010 _ pif(n+1) o3 (00 i9(n+1)) o3 _ ,i0(n+3)
En(e) = i0 if = i0 i0 = i0 if
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Queremos estimar o valor de |E,(8)|. Para isso, recorde que |e| < 1, para todo 77, e também
i i

quee 2 —e2 = —2isen (%) .Logo
YO ] P -
" | %% | T 2sen (%) ~ sen (%)

Logo, segue de (4.44) que

g it e
“sen($) | & \k k+1) ntl m

1 1 1 1
+(—-— + +—
n n—+l1 n+1 m

& F | S msen(®)

o que implica pelo Critério de Cauchy a convergéncia uniforme de 4.42, o que completa a
demonstragcao do lema e também, do Segundo Teorema da Convergéncia Uniforme da série de

Fourier.
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CAPITULO

SERIES DE FOURIER UTILIZANDO O
GEOGEBRA

No capitulo anterior, estudamos a convergéncia pontual e uniforme da série de Fourier.
Vimos que o somatdério das fungdes trigonométricas que definem os coeficientes da série de
Fourier sdo as funcdes que melhor se aproximam de uma fungdo periddica que atenda as hipdteses
de ser seccionalmente continua e diferencidvel. Para demonstrar esse teorema, utilizamos topicos
de Andlise, cujo assunto é ensinado em cursos de graduagao em Matematica e dreas afins, e que

requer uma certa familiaridade em demonstragdes matematicas pelo estudante.

No presente capitulo, temos a pretensao de utilizar os graficos das somas parciais das
séries de Fourier que apresentamos nos cédlculos da Secdo 3.3, como recurso de aprendizagem
voltados para alunos do Ensino Médio. Pretendemos adequar o contexto das séries de Fourier a
alguns topicos presentes no curriculo escolar do Ensino Médio, como paridade e periodicidade de
funcdes. E claro que ndo se pretende apresentar a esses estudantes defini¢es precisas, teoremas
e demonstracdes rigorosas, mas acreditamos ser possivel que esses alunos se convengam da
validade do Teorema de Fourier vizualizando nesses graficos como e quao rapido convergem
as somas parciais da séries para suas respectivas funcdes periddicas. Nesse sentido, o presente
capitulo tem dois objetivos: o prético, de ser tutorial diddtico ensinando como construir os
graficos de séries de Fourier utilizando o software Geogebra; e o pretencioso, de estimular esses
alunos a prosseguir seus estudos em nivel superior apresentando-lhes um relevante tema da

matematica académica.

5.0.1 Tutorial de construcao dos graficos da Série de Fourier.

O Geogebra é um software gratuito que combina elementos de Geometria e Algebra
em um mesmo ambiente visual. O programa permite realizar constru¢cdes geométricas e inserir

fun¢des, equagdes e coordenadas no plano. O Geogebra pode ser baixado no computador ou
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acessado online pelo link <https://www.geogebra.org/classic>. E possivel salvar e baixar arquivos

livremente da nuvem, que possuem a extensao .ggb.

AP OO LN e Q=

+ | &
4
3
2
1

-9 -2 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 T g 9

-1
-2
. A
T Y
=5

@

Figura 58 — Tela inicial do Geogebra Classic.

A fim de construir e manipular os grificos das somas parciais da série de Fourier de uma

dada func¢do, um dos objetivos deste capitulo, listamos os seguintes passos

1° passo. Insercao da ferramenta Controle Deslizante. Esta é a ferramenta que possibilita a
criacdo de animacdes graficas, garantindo o dinamismo das apresentacdes no Geogebra. E através
desta ferramenta que poderemos vizualizar a convergéncia da série de Fourier a medida que
adicionamos mais termos a soma parcial da série. Para inserir um controle deslizante, basta ativar

a ferramenta e clicar no local desejado na janela de vizualiza¢do sob a malha quadriculada.

NUPCHIZ S SIS SO NS IP AN & Q =

+ X 222 Controle Deslizante C
5
ABC Texto
4
Inserir Imagem
Botdo ?
/12 Caixa para Exibir / Esconder Objetos —2
a=/1| Campo de Entrada 4 ~
-
-7 -5 -5 -4 -3 -2 -1 0 .
Q,
-1 i
H La

Figura 59 — Botdo Controle Deslizante.

Feito isso, serd aberta a janela de configuracdes dessa ferramenta. Nela, a nomeamos por

P, € marcamos a op¢ao inteiro com incremento de uma unidade do 1 até o 100. Isto significa que


https://www.geogebra.org/classic
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serd possivel gerar o grifico da soma parcial da série com até cem termos no somatdrio.

Controle Deslizante

Nome

P

Namero Angulo @ Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacao
min max Incremento

1 1

CANCELAR

Figura 60 — Configuracdes do controle deslizante.

2° passo. Insercdo da funciio. Na janela de Algebras, no campo Entrada, vamos inserir a fungio

da série de Fourier cujo grifico queremos construir. Essa funcdo serd do tipo

Soma (<Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>).

na qual inserimos a expressao do somatdério da série de Fourier, com varidvel do somatério n

com valor inicial 1 e valor final p, que foi vinculado a ferramenta de controle deslizante.

(] A~ > OO &N 2% o5c Q

n=1 =N n=1 =
1@ 100 (® (2 5|
A f(x) =Somd : n

Soma( <Lista= )

Soma( <Lista= <Numero de Elementos> )

Soma( <Lista>, <Lista de Frequencias> )

Soma( <Expressao=, <Vanavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final= )

SomaDeRiemanAEsquerda( <Funcéo=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=, <Ntimero de Retangulos= )
SomaDeRiemanninferior{ <Funcéo=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=, <Nimero de Retangulos= )
SomaDeRiemannSuperior( <Funcéo=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=, <Numero de Retangulos= )
SomaDosDivisores{ <Numero= )

SomaDosErrosQuadrados( <Lista de Pontos=, <Funcéo> )

Figura 61 — Funcdo tipo Soma da série de Fourier.
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5.0.2 Exemplos de graficos das somas parciais de Fourier

Exemplo 5.0.1. Vamos constuir o grifico da fun¢do sinal estudada no Exemplo 3.3.1

—1, -1 <x<0
flx)= 0, x=0
1, 0<x<l1

cuja série de Fourier é dada por

:fz [ sen ((2n—1) mx).
TC :

Inserimos a funcdo Soma da série cujo grafico queremos construir. Observe que é
mostrado o somatério da soma parcial de 1 até o valor de p, que estd indicado no controle
deslizante. O grafico da série de Fourier da funcao € gerado na janela de vizualizacdo. Clicando
no play da ferramenta controle deslizante, € criada uma animagdo grafica na qual podemos
perceber a convergéncia da série para sua respectiva funcdo. Neste e nos proximos exemplos,
apresentamos as cinco primeiras somas parciais da Série de Fourier, bem como o caminho do

qual esperamos que a série convirja.

AL LD RO &N

p=1 :
O
1 @ 100 (3
4 1 :
f(x) = Somal| —- sen((2n—1) mx),n,1,p
T 2n—1 :
O 4 1
- 271 lsen[(Z-l—l)wx}

Figura 62 — Fungdo tipo Soma da série de Fourier da fun¢@o sinal.

]t~ L OO0 &N 2@ Q

=10 A p=10 &
© Y 00 () *— T

1
4
4 1 H ’ \
f(x) :Sema(;-zn I 5en((2n—1)ﬂ'x),njl.p)
° — i—#sem((Z-l—1):'\'><)+i-#ser’l((2—2—1)ﬁx)+ g 2 1 0 .

T 2:-1-1 T 2:2-1 Q
- ¥ L““M] LM‘W mej L‘Q

b

Figura 63 — Gréfico da série de Fourier da fungdo sinal com p = 10.
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Figura 64 — Cinco primeiras somas da série de Fourier de uma onda quadrada.
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Exemplo 5.0.2. A série de Fourier da fun¢ao periddica de periodo 27 dada por f(x) = x, para
—n < x < 7, foi calculada no Exemplo 3.3.2 por

S/ =Y (—1) % sen ().

n=1
k] &~ L D> OO LN 2
U3 - 20 =
p=1 :
@ 1 @ 100 ()
f(x) = Soma ({—1}"“-% sen(n x), n, l,p)
@
. (—1)‘“-% sen(1 x)
+ Entrada..

Figura 65 — Fungdo tipo Soma da série de Fourier da fungcdo do Exemplo 5.0.2.

=TT
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-

=TT

Figura 66 — Cinco primeiras somas da série de Fourier da fun¢do do Exemplo 5.0.2.

Exemplo 5.0.3. A série de Fourier da fun¢do de periodo 27 que estd definida em um periodo por

0, —rt<x<0
flx)=< x 0<x<m
g, xX==£7

p=1 :
@ 1 @ 100

flx) = % —; Soma (W .1, p) + Soma ((—1}”"’1 . w ., l,p) :
® 2

T 2_c05{(2-l—1)x}+
4 (2:1-1)7°

141 sen(lx)

(-1 S

Figura 67 — Funcgdo tipo Soma da série de Fourier da fungdo do Exemplo 5.0.3.
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WalaWa!
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Figura 68 — Cinco primeiras somas da série de Fourier da fun¢do do Exemplo 5.0.3.

Exemplo 5.0.4. A série de Fourier da funcdo de periodo 2 definida por

—x—1, —-1<x<0
fx) =
X, 0<x<1

foi calculada no Exemplo 3.3.4 por




100 ()

!n?]"!p) ’

L OO 4 N[
p=1
1@
4 cos((2n—1) 7 x) 2 sen((2n—1) wx)
flx) = ——S orma ( [:2n—1}2 ,n,l,p)—; 50ma( ST
4 cos((2-1-1)wx) 2 sen((2-1-1)nx)
- g2 (2.1_1)2 T 2.1-1
Entrada..

Figura 69 — Funcdo tipo Soma da série de Fourier da fungdo do Exemplo 5.0.4.
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AN AN AN AN AN
VA VA Vi v

Figura 70 — Cinco primeiras somas da série de Fourier da fun¢do do Exemplo 5.0.4.

Exemplo 5.0.5. A série de Fourier da funcdo quadratica de periodo 2 dada por
fx)=x*, —m<x<nm

foi calculada no Exemplo 3.3.5 por

2

S(x) = % + 4 Soma ({—1)" - COSIE: X) n, 1, p)

2

m
- T44(-)

cos(1 x)
12

=+ Entrada..

Figura 71 — Funcdo tipo Soma da série de Fourier da fungcdo do Exemplo 5.0.5.
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3m
2m
™
—4m -3m -2m - 0 ™ 2m 3m 4t
3m
2m
™
—4m —-3m S - 0 ™ o 3m T
3m
2m
™
—4m =3m —2m -~ 0 ™ 2m 3m 4m
3m
2m
™
—4m =3m —2m - 0 ™ 2m 3m 4

Figura 72 — Cinco primeiras somas da série de Fourier da fun¢do do exemplo (5.0.5).
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Exemplo 5.0.6. A série de Fourier da funcdo de periodo 2 dada por
fx)=x* 0<x<2

foi calculada no Exemplo 3.3.6 por

o 5
1 @ 100 (»)
4 4 4 :
S(x) = -+ — Soma M,n,l,p — — Soma M,n,l,p
3 w2 n2 T n
O
4 N 4 cos(lmx) 4 sen(lmwx)
3 a2 12 T 1

Figura 73 — Fungao tipo Soma da série de Fourier da fun¢do do Exemplo 5.0.6.

\V 4 \J B 2\ 4 o] V1 2 \J 3 s+ \J s




131

V 5 4 V i) %) V 1 0 V 1 2 \/ 3 4 V 5
V 5 -4\/ %) -2\/ 1 0 V 1 2 V 3 4 V 5
v 5 -4\/ 3 -2\/ 1 0 V 1 2 V 3 4 v 5

Figura 74 — Cinco primeiras somas da série de Fourier da funcdo do Exemplo 5.0.6.

Exemplo 5.0.7. A série de Fourier da fun¢@o de periodo 27 definida por

0, —nr<x<0
-]

sen X, 0<x<m

foi calculada no Exemplo 3.3.7 por

S(x) = = sen(x)+
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p=1 :
@
1 @ 100 ()
1 1 2 cos(2 n x) ) :
S(x) = 5 sen(x) + p + - Soma (m yn, 1, P)

2 cos(2-1x)

lsen[}+l+
— T T T T s 12

+ Entrada..

Figura 75 — Fungdo tipo Soma da série de Fourier da fungcdo do Exemplo 5.0.7.
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Figura 76 — Cinco primeiras somas da série de Fourier da fun¢do do Exemplo 5.0.7.
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Exemplo 5.0.8. A série de Fourier da fungio f(x) = x*, para 0 < x < 27 é dada por

162 ( )cos(nx tier Y (3 ”—2> sen ().

n=1 n

. p=1 -
1 @ VIO
1 8 . —ain? +6 :
° 5(x) = 5 Soma([—l} cos(T n x) T,n,l,p)
1 8 —m?-124+ 6
= 5 (—1) cos(m-1x) —
+ Entr
1
) A /
25 ~—2— -15 -1 05 Se—" 15 ~~2— 25
1
05
25 2 215 -1 05 0 05 1 15 2 25
1
05
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1
\ AOS A j
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 1.5 2 25
1
) /\ /
05 1 1.5 2 25

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Figura 77 — Cinco primeiras somas da série de Fourier da fungdo f(x) = x*, para 0 < x < 27.
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