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“A matematica é o alfabeto pelo qual Deus escreveu o universo.”

Galileo Galilei (1564—-1642) — traducédo propria



RESUMO

NEVES, E. D. Caracterizacédo e localizacdo dos pontos notaveis do triangulo. 2013.
71f. Dissertacdo (Mestrado) — Instituto de Ciéncias Mateméaticas e de Computacéo,
Universidade de S&o Paulo, S&o Carlos, 2013

O ensino de Mateméatica é, de modo geral, orientado pelos processos contidos nos
livros didaticos. Sendo assim, a organizacdo dos conceitos matematicos nesses livros
deveria ser capaz de permitir ao leitor interpretar a Matematica em sua esséncia,
admitindo o estabelecimento de relacbes entre os conteddos. No entanto, o que
geralmente se observa nos materiais € um aglomerado de definicbes e conceitos
desconexos que conduzem o leitor a dificuldades de aprendizado na area. Por essa
razao, a presente dissertacdo teve o objetivo principal de localizar, além de caracterizar,
0s pontos notaveis do triangulo: o centrdide ou baricentro (G), o ortocentro (H), o
circuncentro (O), o centro (N) da circunferéncia de nove pontos, os trés ex-centros das
circunferéncias ex-inscritas, as projecfes ortogonais dos vértices sobre os lados
opostos e 0s pontos de tangéncia da circunferéncia inscrita e ex-inscrita. Quatro
abordagens séo apresentadas em busca de tal objetivo: a-) apresentar a geometria do
tridangulo segundo técnicas de percepc¢do visual; b-) caracterizar alguns pontos notaveis
do triangulo, como pontos de maximo ou de minimo de fun¢gées com as demonstracées
utilizando desigualdade de Cauchy-Schwarz e entre média aritmética e geométrica; c-)
utilizar um sistema cartesiano adequado para o célculo das abscissas e ordenadas do
centréide (G), do ortocentro (H) e do circuncentro (O) de um triangulo; d-) utilizar os
nameros complexos para a completa localizagdo de todos os pontos notaveis do
tridangulo além de apresentar a equacgdo da reta de Euler, o incentro (l) e os trés ex-
centros la, Ig e Ic localizados em formulas simples. A dissertacdo finaliza com o
Teorema de Feuerbach, apresentado com uma prova elementar, mostrando que a
circunferéncia de nove pontos e a circunferéncia inscrita sdo tangentes internamente e
que a circunferéncia dos nove pontos é tangente exteriormente a cada uma das trés ex
circunferéncias e o Teorema de Napoledo, no qual os baricentros de triangulos
equilateros, construidos a partir dos lados de um triangulo qualquer, formam um outro
triangulo equilatero. Comparando as vérias abordagens da disserta¢céo, a concluséo € a
de que a compreensdo dos numeros complexos paradoxalmente simplifica a resolucéo
de problemas de geometria plana e a solugdo de equacdes polinomiais. Assim,
acredita-se que uma maior exploracdo desse conteudo no ensino da Matematica
poderia tornar o aprendizado mais atraente e simplificado.

Palavras-chave: tridngulos, sistema cartesiano, numeros complexos, pontos notaveis do

triangulo.



ABSTRACT

NEVES, E. D. Characterization and location of the notable points of the triangle.
2013. 71f Dissertacdo (Mestrado) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de
Computacéo, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2013

The teaching of Mathematics is generally guided by the procedures contained in the
textbooks. Thus, the organization of the mathematical concepts in these books should
be able to allow the reader to interpret the Mathematics in its essence, admitting the
establishment of relationships between the contents. However, what is observed in the
materials is a conglomeration of disparate definitions and concepts that lead the reader
to learning difficulties in the area. For this reason, this work aimed to locate and
characterize the notable points of the triangle: the centroid or barycenter (G), the
orthocenter (H), the circumcenter (O), the center (N) of circumference of nine points,
three former centers of the ex-inscribed circles, orthogonal projections of the vertices on
the opposite sides and the points of tangency of the inscribed and the ex-inscribed
circumference. Four approaches are presented to achieve these goals: a-) to introduce
the geometry of the triangle using visual perception techniques, b-) to characterize some
notable points of the triangle, as points of maximum or minimum of functions with the
demonstrations using the Cauchy-Schwarz inequality and between the arithmetic and
geometric mean;-c) to use a suitable Cartesian system for calculating the abscissas and
ordinates of the centroid (G), of orthocenter (H) and of the circumcenter (O) of a
triangle;-d) to use complex numbers for the complete location of all notable points of the
triangle, beyond depicting the Euler equation of the line, the incenter (I) and the three
former centers I, Ig and Ic located in simple formulas. The work is concluded with the
Feuerbach's Theorem, presented with an elementary proof, showing that the nine-point
circle and the incircle is tangent internally and that the circumference of the nine points
is externally tangent to each of the three ex-inscribed circles and the Napoleon’s
Theorem, in which the barycenters of equilateral triangles, constructed from the sides of
any triangle, form another equilateral triangle. Comparing the approaches detached
hitherto, the conclusion is that the understanding of complex numbers paradoxically
simplifies troubleshooting of plane geometry and the solution of polynomial equations.
Thus, it is believed that further exploration of this content in mathematics education
could make learning more attractive and simplified.

Keywords: triangles, Cartesian system, complex numbers, notable points of the triangle.
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1 Introducéo

No ambito escolar atual, o ensino de Mateméatica para alunos do Ensino
Fundamental e Médio é considerado, de modo geral, bastante problemético, uma
vez que resultados insatisfatorios tém sido registrados pelo sistema de Avaliacao de
Rendimento Escolar do Estado de S&o Paulo (SARESPY) e pelo indice de
Desenvolvimento da Educacdo Béasica (IDEB?) nos Ultimos anos. Isso ocorre em
grande parte devido a organizagcdo dos conteudos nos livros didaticos e materiais
apostilados, que muitas vezes propiciam aos alunos um caminho erréneo de
interpretacdo da Matematica por ndo apresentarem relacbes entre os conteldos.
Desenvolvidos para facilitar o ensino de Matemética, estes materiais acabam por
fragmenta-la, tornando-a um aglomerado de definicbes desconexas.

Preocupada com o ensino da Matematica no Estado de Sao Paulo, a
Secretaria de Educacdo do Estado de S&o Paulo langcou uma Proposta Curricular
reformulada®, cuja diviséo dos contetidos pode ser visualizada nas Tabelas 1 e 2,
para o ensino fundamental — Ciclo Il e para o Ensino Médio, respectivamente.
Embora tal divisdo seja bem abrangente, um dos conteldos, a saber, a Geometria,
poderia ser mais bem explorada e relacionada com outras areas do conhecimento.
Pesquisas sobre o aprendizado de Geometria constatam que essa € uma area da
Matematica que apresenta resultados consideravelmente insatisfatérios, uma vez
que é menos explorada do que outras areas da matematica, tal como a Algebra, n&o
somente nas séries iniciais da Educacdo basica, mas também no Ensino
fundamental — Ciclo Il e no Ensino Médio. Além disso, como pode ser verificado nas
Tabelas 1 e 2, a Geometria, é muitas vezes, abordada sem integracdo com outros

conteidos matematicos, dificultando o estabelecimento de relacdes entre eles*®.
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Porém, isto tem mudado com a implantacdo do Plano Nacional do Livro Didatico

(PNLD).

Tabela 1. Contelidos de Matematica por série e bimestre do Ensino Fundamental (Ciclo Il), segundo
a Proposta Curricular para o Estado de Séo Paulo’.

52 SERIE

62 SERIE

72 SERIE

82 SERIE

NUmeros naturais

Sistemas de numeracao

NUmeros racionais

NUmeros reais

1° | « Multiplos e divisores. ¢ Sistemas de numeracéo | e Transformacéo ¢ Conjuntos
e NUmeros primos. na Antiguidade. de decimais numericos.
B | e Operagdes basicas » Sistema posicional finitos em fracoes. e NUmeros
| (+, = X, +) decimal. ¢ Dizimas periddicas irracionais.
M | o Introducéo as NUdmeros negativos e fragc&o geratriz. e Potenciacgéo e
E potencias. ¢ Representagao. Potenciagéo radiciagdo em R.
S | Fragbes ¢ Operagoes. ¢ Propriedades para ¢ Notacgdo cientifica.
Tl Representagéo. NUmeros racionais expoentes inteiros.
Rl Comparacéo e ¢ Representagdo ¢ Problemas de
E ordenacéo. fracionaria e decimal. contagem.
¢ Operacoes. ¢ Opera¢cBes com
decimais
e fracdes
(complementos).
Nimeros decimais Geometria Expressfes Algebra
2° | o Representagao. e Angulos. algébricas e Equacdes do 2°
¢ Transformacgdo em ¢ Poligonos. ¢ Equivaléncias e grau: resolucéo e
B fracdo decimal. e Circunferéncia. transformacdes. problemas.
' e Operacdes. e Simetrias. e Produtos notaveis. | Funcdes
M Sistemas de medida e Construcdes o Fatoracdo ¢ Nocdes basicas
E | o Medidas de geomeétricas. algébrica. sobre fungao.
S comprimento, massa e e Poliedros. ¢ Aideia de
T capacidade. variacao.
R ¢ Sistema métrico ¢ Construgéo de
E decimal: mdltiplos e tabelas e gréficos
submultiplos da para representar
unidade. funcdes de 1° e 2°
graus.
Formas geométricas Proporcionalidade Equacdes Proporcionalidade
3° | eFormas planas. e Variacdo de grandezas | e Resolugdo de na geometria
e Formas espaciais. diretamente ou equacdes de 1° ¢ O conceito de
B Perimetro e area inversamente grau. semelhanca.
| ¢ Unidades de medida. proporcionais. e Sistemas de e Semelhanca de
M ¢ Perimetro de uma ¢ Conceito de razéo. equagles e tridngulos.
E figura plana. ¢ Porcentagem. resolucdo de ¢ Razbes
S ¢ Calculo de area por ¢ Razdes constantes na problemas. trigonométricas.
i composicao e geometria: . ¢ Inequacdes do 1o
R decomposicao. « Construcéo de graficos grau.
E | «Problemas envolvendo de setores. Graficos
area e perimetro de e Problemas envolvendo e Coordenadas:
figuras planas. probabilidade. localizacao de
pontos no plano
cartesiano.
Estatistica Algebra Geometria Corpos redondos
4° | e Leitura e construgédo e Teorema de Tales.

ms—w

de graficos e tabelas.

e Media aritmética.
¢ Problemas de

contagem.

e Uso de letras para
representar um valor

desconhecido.

¢ Conceito de equagéo.

¢ Resolucao de

¢ Teoremade
Pitagoras.

e Area de poligonos.
¢ Volume do prisma.

e Onumeror, a
circunferéncia,

o circulo e suas
partes; area do
circulo.
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m>-dw

equacdes.

problemas.

Equacdes e

cilindro.
Probabilidade
¢ Problemas de
contagem e
introducao a
probabilidade.

Tabela 2. Contetdos de Matematica por série e bimestre do Ensino Fundamental, segundo a
Proposta Curricular para o Estado de Séo Paulo’.

12 Série

22 Série

32 Série

NUmeros e sequencias

Trigonometria

Geometria analitica

1° | e Conjuntos numéricos. ¢ Fendbmenos periodicos. ¢ Pontos: distancia, ponto médio e
¢ Regularidades numéricas: e Funcobes alinhamento de trés pontos.
B | sequéncias. trigonométricas. ¢ Reta: equacéo e estudo dos
' e Progressdes aritméticas e | e Equagles e inequagdes. coeficientes; problemas lineares.
M progressdes geométricas. ¢ Adicdo de arcos. ¢ Ponto e reta: distancia.
E ¢ Circunferéncia: equagao.
S ¢ Reta e circunferéncia: posicdes
T relativas.
E ¢ Cohnicas: nocdes e aplicactes.
Funcbes Matrizes, determinantes Equacdes algébricas
2° | e Relagdo entre duas e sistemas lineares e niumeros complexos
grandezas. » Matrizes: significado ¢ Equacbes polinomiais.
B | e Proporcionalidades: como tabelas, « NUmeros complexos:
|| direta, inversa, direta com caracteristicas e operacdes e representacio
M | o quadrado. operacoes. geométrica.
E | « Funcéo de 10 grau. * A nocéo de determinante | e Propriedades das raizes de uma
S | ¢ Funcao de 20 grau. de uma matriz quadrada. equagdao polinomial.
T ¢ Resolucdo e discusséo ¢ Relagdes de Girard.
R de sistemas lineares:
E escalonamento.
Func¢des exponencial Analise combinatéria Estudo das func¢des
3° e logaritmica e probabilidade ¢ Qualidades das funcdes.
o Crescimento exponencial. ¢ Raciocinio o Gréficos: fungdes trigonomeétricas,
B ¢ Funcgéo exponencial: combinatdrio: principios exponencial, logaritmica e
| equag0es e inequagles. multiplicativo e aditivo. polinomial.
M ¢ Logaritmos: defini¢cdo ¢ Probabilidade simples. ¢ Graficos: analise de sinal,
E e propriedades. e Casos de crescimento e taxa de variacao.
S ¢ Funcéo logaritmica: agrupamentos: arranjos, ¢ Composicéo: translagdes e
T equag0es e inequagles. combinagdes e reflexdes.
R permutagoes. e Inverséo.
E « Probabilidade da
reunido e/ou da
interseccdo de eventos.
¢ Probabilidade
condicional.
¢ Distribuicdo binomial
de probabilidades: o
tridngulo de Pascal e 0
Bindbmio de Newton.
Geometria- Geometria métrica Estatistica
4° | Trigonometria espacial o Gréficos estatisticos: calculo e
¢ Razbes trigonométricas ¢ Elementos de interpretacédo de indices
B nos triangulos retangulos. geometria de posicéo. estatisticos.
| ¢ Poligonos regulares: ¢ Poliedros, prismas e ¢ Medidas de tendéncia central:
M média, mediana e moda.

inscri¢do, circunscricao

pirdmides.

e Volume e area do
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E e pavimentacéo de e Cilindros, cones e | e Medidas de disperséo:

S superficies. esferas. desvio médio e desvio padrao.
T ¢ Resolucao de triangulos ¢ Elementos de amostragem.
R nao retangulos: lei dos

E senos e lei dos cossenos.

Por essa razédo, na presente dissertacdo, procurei reunir em um volume unico
demonstracdes de teoremas associados aos pontos notaveis de um tridngulo no
plano cartesiano e também no plano dos complexos. O plano cartesiano é
vastamente utilizado em diferentes areas da Matematica e por isso comeco
introduzindo, no Capitulo 1, alguns resultados classicos da geometria do triangulo
segundo técnicas de percepcao visual; para completude, um elenco de férmulas sédo
mostradas. Em seguida, no Capitulo 2, caracterizo alguns pontos notaveis do
triingulo, como pontos de maximo ou de minimo de fungées com as demonstracdes
utilizando desigualdade de Cauchy-Schwarz e entre média aritmética e geométrica.
No Capitulo 3, utilizo um sistema cartesiano adequado para o calculo das abscissas
e ordenadas do centrdide (G), do ortocentro (H) e do circuncentro (O) de um
triangulo. No Capitulo 4, utilizo os nUmeros complexos para a completa localizacao
de todos os pontos notaveis do triangulo além de apresentar a equacao da reta de
Euler, o incentro (l) e os trés ex-centros la, Is € Ic (de dificil localizacdo no capitulo
anterior), que sdo agora localizados em férmulas simples. Finalizo o trabalho com os
Teoremas de Feuerbach e de Napoleédo, apresentando-o com uma prova elementar,
mostrando que a circunferéncia de nove pontos e a circunferéncia inscrita séo
tangentes internamente e que a circunferéncia dos nove pontos é tangente
exteriormente a cada uma das trés circunferéncias ex-inscritas. Para maiores

informacdes referentes aos desenvolvimentos matematicos apresentados aqui,

segure-se consultar as referéncias [7] a [11].
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A geometria com os numeros complexos, embora estudada, fica geralmente
restrita a apenas um tépico apresentado no segundo bimestre da proposta curricular
da 32 série do Ensino Médio (ver Tabela 2). A aplicacdo dos nimeros complexos
pode ser vista em geometria, de modo que seu ensino pode ser simplificado se essa
aplicacao for mais bem explorada com os alunos, uma vez que a contextualizacao
da matematica é fator decisivo na sua aprendizagem.

Vale ressaltar que uma das vantagens em se utilizar os nimeros complexos é
qgue as férmulas dos pontos encontrados sdo mais simples em relacdo aos pontos
encontrados no sistema cartesiano. A simplicidade dos niumeros complexos tornam
as demonstracdes mais claras e rapidas.

E possivel utilizar as ferramentas da geometria analitica e das variaveis
complexas para facilitar o entendimento do estudo de geometria plana,

particularmente o estudo de triangulos?
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CAPITULO 1

1 Demonstracdes sucintas das formulas da geometria do

triangulo
Neste capitulo apresentaremos 0s pré-requisitos que serdo utilizados nos

capitulos seguintes e alguns resultados relacionados com a geometria do triangulo.
Neste trabalho serdo adotadas as seguintes notagoes:

(ABC) — area do triangulo AABC

H, — altura referente ao vértice X

myy — mediatriz do lado XY

my —mediana relativa ao vértice X

by — bissetriz interna do vértice X

x — medida do lado oposto ao vértice X

p — semi perimetro do triangulo

X — angulo interno do vértice X

Figura 1. Alguns elementos de um tridngulo.
LEI DOS COSSENOS

Utilizando a poténcia de ponto, temos

(2a cos® — b)b = (a—c)(a+¢c)

c? = a?+ b? — 2ab cosO

Figura 2. Tridngulo inscrito na circunferéncia.
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LEI DOS SENOS

, C ,
sen C =§,comoC =C

c

2R =
‘ sen C
A A B Analogamente,
v c a b

2R =
Figura 4. Tridngulo AABC e tridangulo
retangulo AABC".

senC senA senB

LEI DAS TANGENTES

Usando a lei dos senos,

C

a+b a—b

senA+senB senA—senB

Pelas Relacdes de Prostaférese,

obtemos,
A-B
A C B a-b _ tg(T)
Figura 5. Tridngulo AABC, com angulos internos. 2
TEOREMA DE STEWART
c Utilizando a lei dos cossenos:
b? =m? + x? + 2mx. cosa (I
/@ \ )
k a’? =n? + x? — 2mx. cosa (I1I)
t/ \X Y multiplicando (I) por n, (Il) por m e somando
obtém-se,
/ s \ b2 2 2 " —
A m n 5 n+a“m-—x°c =mnc
c

Figura 6. Tringulo AABC com ceviana.
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AREAS DE TRIANGULOS

1° caso - Circunferéncia de raio r inscrita no triangulo AABC

Construindo os triangulos, AAOB, ABOC e ACOA, suas respectivas areas sao:

C
A 2 ' 2 72
assim,
(ABC) =p.r
A B

Figura 7. Circunferéncia de raio
r, inscrita no triangulo.

2° caso - Circunferéncia de raio R circunscrita ao triangulo A ABC.

C
AABH, ~ AAA,C, caso (AA), entdo

AB AH,

A1 —_—= a

AA, ~ AC
/’ an —p _ AC-AB _ BC
A @ TeT AA, 2R
(ABC) 1 " abc
= —qa = —
B 2%a = 7R

Figura 8. Triangulo AABC inscrito na
circunferéncia de diametro AA;

3° caso - Dois lados e o angulo interno entre eles.

A altura do A ABC em relacéo ao lado AB é:

YD)

/ ™~ bsenA, assim,
/ - AN

”~

/NR ~

”~

)

(ABC) = %cb sen A

Figura 9. Tri\éngulo AABC
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4° caso — Em funcéo dos trés angulos internos e um lado do triangulo.

C
Pela lei dos senos, temos

A

C
b b .

sen§ B sené

A A
A B

A B

Figura 10. TriAngulo AABC, com destaque
nos angulos internos

assim:

b?(senA.senC)

2.senB

(ABC) =

50 caso — Em funcéo dos lados — FORMULA DE HERON

(ABC) =\p(p—a)(p - b)(p — ¢)

B Prova:
X y
Figura 11. Circunferéncia inscrita ao sen <é) _ r e cos <é) _ X
triangulo A ABC. 2 T2 + x2 2 T2 + x2
b = bsend = 2b A A\ 2rx _2(x+2)
= bsend =2bsen(3)-cos(5) = b = g

2
(ABC) =rp = %(x +y)(x +2z)- <%)

p(r?+x%) = x(x +y)(x —2) = x[x(x + y + 2) + yz] = x(xs + yz)
pr? + ox? = px? + xyz

pr? = xyz

(ABC) = pr = \/p(pr?) = \/p(xyz) = p(p —a)(p — b)(p — )
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TEOREMA DE PTOLOMEU

Quadrilatero ABCD inscrito na circunferéncia.
Sobre a diagonal AC marca-se um ponto E, de
tal forma que ABE = CBD.

O teorema é:

BD-AC =AB-CD + AD.BC

Figura 12. Circunferéncia circunscrita
ao quadrilatero ABCD.

Prova:
AABE~ADBC = AE.BD = AB.CD (I)
ABCE~ABDA = CE.BD = AD.BC (II)
Somando | e Il obtemos:
BD(AE + CE) = AB.CD + AD.BC
como AE + CE = AC, chega-se a:
BD.AC = AB.CD + AD.BC
Uma outra maneira de demonstrar da Lei dos Cossenos, € utlizando o

Teorema de Ptolomeu:

c.c=b.b+ (a+2bcos(m—0)).a

a+2bcos (m-8)

c? = a?+ b?* — 2ab cosO

Figura 13. Trapézio is6sceles
inscrito na circunferéncia
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EQUACAO DE MOLLWEIDE

As duas equacdes abaixo relacionam os trés lados e os trés angulos internos

de um triangulo qualquer, sendo conhecidas como Equacdes de Mollweide.

c

Figura 14. O triangulos AABC é o triangulo de “partida” para
a demonstragéo.

A partir do AABC construimos um tridngulo isésceles AACE de base AE. Pelo

vértice A, construimos o segmento AD, passando por E, e BD igual a BE, assim:

A+ B A-B
= eq = ——

2 2

B

Aplicando a Lei dos senos no triangulo AABD, chega-se:

~

(a—b)-cos(%)z c-sen(A;B>

~

(a+b)-sen(g>= c-cos(A;B>
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TEOREMA DE CEVA

Para que trés cevianas quaisquer sejam concorrentes a um ponto P é

necessario e suficiente que,

BY BX CZ _

. . =1
YC XA ZA
A demonstracdo € facilmente
verificada usando razdes entre as areas

dos triangulos adotando o ponto P como

um dos vértices do triangulo. Exemplo:

Figura 15. Ponto P, encontro das cevianas.

BY ABPY ABAY —ABPY _ AAPX
YC ACPY ACAY — ACPY  AACP

De modo analogo as outras razdes sdo encontradas, e chega-se a,

BY BX CZ _

YC XA ZA

TEOREMA DE MENELAU

Se N, M e L sao pontos das retas suportes dos lados do triangulo AABC e

esses pontos sdo colineares, entdo é valida a igualdade:

AL BM CN _

BL MC AN

Figura 16. Pontos N, M e L s&o colineares,
Pertencem as retas suporte dos lados do
tridngulo AABC
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Prova: Os pontos S, R e T sdo colineares e pertencem a reta que contém os
pontos N, M e L. Esses pontos foram determinados pela interseccdo da reta
perpendicular a reta que contém os pontos M, N e L e que passa pelos vértices do

triangulo AABC. Usando semelhanca de triangulos obtemos:

ACRN~AASN r_ I
_—~ :) _— T —
s AN )
AASL~ABTL s_AL I1
_— :) _— T —
t BL (i

t B
ABTM~ACRM = —=—  (IIl)

Multiplicando I, 1l e lll, obtemos:

TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA

- pelo vértice B do tridangulo traca-se

/CK ! uma reta paralela a b,;
i
] . - A - 7
N i, - constréi-se um triangulo isGsceles
A ) . -
~ 1 de lados a, utilizando os vértices B, C e a
7o N
1 . .
N 3 reta paralela construida anteriormente;
A i
/ | N , - .
' - por fim, utilizando as relacdes de
i
]
A/ m \ n \B angulo de retas paralelas cortadas por
. i
A i .
be uma transversal aplicamos o Teorema de

Figura 17. Bissetriz interna de um tridngulo
Tales,

m n
b a
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TEOREMA DA BISSETRIZ EXTERNA

Figura 18. CD é a hissetriz externa do triangulo AABC

- a partir do A ABC, determina-se a bissetriz externo do anguloC;
- passando por B constroi-se uma paralela a CD;
-por fim, usando as relacdes angulares das retas paralelas cortadas por uma

transversal obtemos que ABEC é isOsceles e pelo teorema de Tales, obtemos:

m n

b a
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CAPITULO 2

2 Os Pontos Notaveis de um Triangulo

O objetivo deste capitulo € o de mostrar que 0s pontos notaveis de um
triangulo tém a propriedade de serem pontos de maximo e minimo de uma dada
fungdo entre todos os pontos interiores de uma regido triangular. As fungdes
apresentadas nesse capitulo foram retiradas da referéncia [12].

Para estas demonstracdes de maximos e minimos, ndao serdo utilizadas as
ferramentas do calculo e sim a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que diz:

n 2 n n
(Z xkyk> = (Z xl%) (Z }’1§>
k=1 k=1 k=1

Essa desigualdade € vdlida para qualquer x e y com n elementos.
Demonstracgao:

Qualquer que seja o real 4, toma-se (x — 1y) e tem:

n n n n
Z(xk — Ayp)? = Z(xk)z —2A Z X yx + A Z(yk)z
k=1 k=1 k=1 k=1

Independente do valo de 4, o valor sempre sera positivo ou igual a zero

guando, pois

Z(xk - /1}’1()2
k=1

€ nao negativo

n n n
Z(xk)z - 2/12 XYy + A2 Z(}’k)z =0
k=1 k=1 k=1

Isso implica que o discriminante seja negativo ou nulo

A= (2 xkyk> -4 (Z(}’k)2> (Z(xk)2> <0
k=1 k=1 k=1
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Significando que

2.1 Caracterizacao do Incentro (I) do Triangulo ABC como Ponto de Maximo

O incentro (I) do triangulo ABC ¢é definido como o ponto de interseccdo das
trés bissetrizes internas.

O incentro (I) tem a propriedade de ser o ponto cuja soma das trés raizes
guadradas das trés distancias as arestas de um triangulo equilatero € a maxima da
funcao

flryz)= Vx+,[y+z
em que x, y e z sao as distancias de um ponto interno P do tridangulo equilatero aos

seus lados, pois:

1
Vx + ++z <——Jaz+ b?2+ 2
\/; V2R

Figura 19. Distancias do ponto P aos
lados do triangulo equilatero.

E a validade da igualdade nessa desigualdade acontece no caso de
tridangulos equilateros e no caso de P ser o incentro do triangulo.

De fato, pela Desigualdade de Cauchy — Schwarz:
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/1 1 /1 /1 1 1
= —_ —_— —_ < —_ —_ —
Vx+ Jy+ vz = VJax a+ \ by b+ €z |= = Jax + by +cz a+b+ .

e a validade da igualdade nesta desigualdade acontece quando,

vax = /by = Vcz
+ by +cz = 2(4BC) = 2E
ax + by +cz = 2( ) = R
abc 1 1 1 1
< |z= |-++-+—-= —Vab+ac+
\/x+w/y+\/z_\/2R\/a+b+c R ab + ac + bc

ab + ac + bc < +Ja? + b? + c¢2y/a? + b? + 2

[ Es

. T b a
com igualdade valida no caso -=-=-oua= b=c.

Portanto,

1
Vx + + 4z < —a?+b%2+c2
\/; V2R

e a igualdade é vélida quando e somente quando a = b = ¢ ou a’x = b?y = c¢?z ou

X=y=2z

O valor maximo da funcdo f(x,y,z) ocorre no incentro (I) do triangulo

V3a?

V2R

equilatero e é igual a
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2.2 Caracterizacao do Incentro (I) do Triangulo ABC como ponto de minimo

Utilizando um triangulo qualquer, o incentro (I) tem a propriedade de ser o
ponto cuja raiz da soma do quociente entre o lado e a sua respectiva distancia ao

ponto P é a minima da funcéo

( )= a+b+c
g\Wx.y.2) = X y z

em que X, y e z sdo as distancias de um ponto P interno do triangulo aos seus trés

lados,

A B

Figura 20. Distancias do ponto P aos lados do
tridngulo.

pois a validade da igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz,

a b c a b c
+b+c=+ /—+ J ’—+\/ /—<,/ + by + /—+—+—
a+b+c ax |— byy cz |7 = Jax by Cnyz

Jax + by + a+b+c<1/2ABC a+b+c
ax yrez X y z ( ) X y z

acontece quando e somente quando,

Vax_ By _ V@

ou X=y=z
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O valor minimo da funcédo g(x,y, z)

ocorre no incentro (I) do tridngulo e é igual a:

a+b+c

V2(ABC)
2.3 Caracterizacao do Centroide (G) do Triangulo ABC como Ponto de Maximo

O centréide (G) do triangulo A ABC, é definido como o ponto de interseccao
das trés medianas do tridngulo.

A mediana (m,) é o segmento de reta cujos extremos sao o vértice A e o
ponto médio M, do lado.

O centréide (G) tem a propriedade de ser o ponto de maximo do produto das
trés distancias de um ponto interno as arestas do triangulo da fungéo simétrica

fx,y.z) = xyz

em que x,y e z indicam distancias de um ponto interno do triangulo aos lados BC,
AC e AB do triangulo respectivamente, isto é, entre todos os pontos internos do
triangulo, o centréide tem a propriedade de maximizar o produto de suas trés

distancias aos lados do tridngulo.
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De fato,

A B

Figura 21 — Ponto P interno ao triangulo

a desigualdade entre médias aritmética e geométrica nos diz que

ax +by +cz _ 2(ABC)

V(@x)(by)(cz) < 3 3

ou

< 8(ABC)3
XYz = 27 abc

A igualdade ocorre quando e somente quando
ax =by =cz
ou equivalentemente que o ponto de maximo de f(x,y,z) € o centréide (G) do

. Lo . 8(ABC)3
tridngulo e o valor maximo é

de fato,

27 abc’

seny _senfS _ send
b AD CD

send _ sena _ senB

a BD CD

bsenf = ADseny

asena = BDsené

B

Figura 22 — Relacdo entre os angulos da
mediana de um tridngulo e o ponto P.

AD bsenf _ by/CP _ by
BD  asena ax/CP ax
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Aab_ ., _ by
BD ax
como AD = BD, D pertence a mediana m, do triangulo e analogamente pertence as
outras duas medianas e, portanto, é a interseccao das trés medianas.
Assim, o centréide (G) do triangulo AABC tem a propriedade de que as suas
distancias x;, y; e z; aos lados do triangulo sdo inversamente proporcionais as

medidas a, b e ¢ dos lados:

ax; = by; = czg
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CAPITULO 3
3 Coordenadas Cartesianas dos Pontos Notaveis de um

Triangulo

Nesse capitulo, determinaremos as coordenadas dos pontos notaveis com o
triangulo em posicao especial, ou seja, um dos vértices se encontra na origem do
plano cartesiano e um dos lados esta contido no eixo das abscissas e o0 outro vértice
possui coordenadas positivas. Para a determinacdo das coordenadas dos pontos
notaveis do triangulo em qualquer posicdo sera necessario fazer a translacao das
coordenadas, de modo que esse caso ndo sera abordado no presente trabalho.

Consideraremos um sistema cartesiano de coordenadas cuja origem é um
dos vértices do triangulo (no caso da figura o vértice A), cujo eixo das abscissas é a
reta suporte de um dos lados do triangulo (no caso da figura o lado AB), de modo
gue o vértice B tenha abscissa positiva e de modo que o vértice € tenha ordenada

positiva:

A B > X

Figura 23 — Posicdo especial do tridngulo no plano cartesiano.
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AS COORDENADAS CARTESIANAS DO ORTOCENTRO (H)

O ortocentro (H) é definido como ponto de intersec¢do das trés alturas do

triangulo.

b? +¢? — a? 2(ABC) c(c? —a%? —b?)
Xy = ——% e Yy =

+
2c c 4(ABC)

Prova: Célculo das coordenadas cartesianas do ortocentro (0).

» X
Figura 24. Ponto H encontro das alturas
Pela lei dos cossenos:
. AH b? + c? — a?
a’? = b? +c¢? —2bccosA = b2+c2—2bc< C) - AH, = ————
b 2c
" AH a’?+c?2—b
b? = a? + ¢? — 2accosB = a2+cz—2ac< a) - AH; = ———
c 2a
1 2(ABC)
(ABC) = §BC -AH, - AH, = "

Em relacédo aos triangulos semelhantes — AABH, ~ AAHH,

BH, HH,

AH, ~— AH,
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AH, - BH,
HH, = ———
¢ AH,
HH—b2+CZ_a2 a*+c*—b a
. 2c 2a 2(ABC)

HH _ a2b2+b2 2—b4+a2C2+C4—b2C2—a4—a2C2+a2b2
¢ 8c(ABC)

Wi = 2a*b* —a* — b* +c*  16(ABC)? — 2a*c? — 2b*c? + 2c*
© 8c(ABC) B 8c(ABC)

2 2 _ 42 _ K2
y o= (ABC) N c(c®—a* —b*)
¢ c 4(ABC)

Portanto, as coordenadas do ORTOCENTRO (H) séo

b? +¢? — a?
X = 2c

2(ABC) c(c? —a? —b?)
Yu = +
c 4(ABC)

Como mostrado no capitulo 1, é possivel com a férmula de Heron calcular a
area de um triangulo apenas com as medidas dos lados. Abaixo, mostramos uma

outra maneira de calcular a area do triangulo em funcao de seus lados:
16(ABCY?* = {[(b+c)+a]-[(b+c)—a]l-[a—(b—0)]-[a+(b—0)]}

= [(b+c)?*—a?]-[a®> — (b —c)’]

= 2a’b? + 2a®c? + 2b%c?* —a* — b* — c*

AS COORDENADAS CARTESIANAS DO CENTROIDE (G)

3c? + b? — a? 2(ABC)
X¢ = ——@. e Ye =37
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Prova: Célculo das coordenadas cartesianas do Centréide (G)

C
y
M,
G
»X
A He Go M. °
Figura 25. Ponto G, encontro das medianas
1 2(ABC
(ABC) = EAB-CHC e CH, = ( p )
Em relacéo aos triangulos semelhantes — AM.G.G ~ AM_.H.C
MG, MG GG 1
MH, M.  H.C 3
1 1 1 1
AGC - AMC - GMC - EAB - §MCHC - EC - §(AMC —AHC)
1 1/1 b? + c? — a?
- 2°7 3\2° 2¢
3¢t —c*+b*+c*—a® 3Bc*+b*-a®
h 6¢c h 6¢c
60 = 1H c lC _ 2 (ABC)
3T T3¢ 3 ¢

Portanto, as coordenadas cartesianas do CENTROIDE sao:

3c? +b* —qa?
e = 6¢

_ 2 (ABC)
Yo = 3 ¢
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Retomando o assunto tratado no Capitulo 2, o centrdide (G) também é ponto
de minimo da funcéo distancia de um ponto interno aos trés vértices do triangulo.
Seja um triangulo ABC, com o0 vértice A na origem e o lado AB sobre o eixo das

abscissas. Designamos por (d,e) as coordenadas do vértice C.

C (d,e)

A

» X

Figura 26 — Triangulo construido no plano cartesiano em posicdo especial

fy) =x?+y?+(x—c)? +y? +(x —d)* + (y — e)?
Desenvolvendo a equacdo e completando quadrados,obtém-se,

+ d\? 2 + d)2 2
Fen=3(x-20) +a(y-5) +errarer D C

3 3

+d)? 2, i o
Como c¢2 + d? + e? —%— % é constante, verifica-se para que a fungédo

seja minima quando,

AS COORDENADAS CARTESIANAS DO CIRCUNCENTRO (O)

< _c(a® +b* —c?)
¥o=3 ¢ Yo =TT 8(AB0)




42

Passamos agora ao céalculo das coordenadas cartesianas do circuncentro (0)

Figura 27. Ponto O, encontro das mediatrizes

g o= 2(ABC)

a

a
Pela lei dos cossenos,
c? = a? +b? —2bccosC = a? + b? — 2aCH,

CH. = aZ + bZ _ CZ
@ 2a
em relacdo aos triangulos semelhantes — AACH, ~ AAOM,

AC _AH, CH,
A0~ AM,  OM,

_ AM.-CH, _ c(a®+b*—c?)

OM, AH, 8(ABC)

portanto as coordenadas cartesianas do CIRCUNCENTRO séo:
c
Xo ==

_c(a®+b*—c?)
Yo =TT 8(AB0)
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3.1 Céalculo das Distancias entre os Pontos

Circuncentro e Centroéide

DISTANCIA DE ORTOCENTRO (H) A CENTROIDE (G)

HG? =

Colineares — Ortocentro,

(b? — a?)? . 16(ABC)? 2a? +2b%*+c¢?  a?b?c?

9c? 9c? 3

Prova:

+
4(ABC)?

b2+ c2—a? 3c?+b%—a 2(ABC)
HG?* = — +

2c 6c¢ c

c(c?—a?—-b?) 2(4ABO)J
4(ABC) 3¢ l

HG? = (bz — a2>2 . l4(ABC) c(c? —a? — bz)r

3c

(b* —a?)? 16(ABC)*  2a*+2b% +

3¢~ 4(4ABO)

c?  a?b?c?

9c? 9c? 3

DISTANCIA DE ORTOCENTRO A CIRCUNCENTRO

+
4(ABC)?

(b? —a?)? + 16(ABC)? 6a? +6b%+3c? 9a?b?c?

2 =
OH 4¢2 4

Prova:

+
16(ABC)?

2

2c 2

OH? = M c\’ + 2(ABC) + c(c? —a* - b?) B c(a?+ b? — c?)
¢ 4(ABC) 8(ABC)

OH? =

(b? —a?)? + 16(ABC)?> 6a®?+6b*+3c? 9a’b?c?

4¢2 4

+
16(ABC)?
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DISTANCIA DE CENTROIDE A CIRCUNCENTRO

(b? — a?)? + 16(ABC)? 2a?+2b*+c?  a?b?c?

2 =
oG 362 12 * 16(ABC)?

Prova:

2

0G? = (362 +bh? —a? c)z . lZ(ABC) c(a? + b? — c?)

6¢ 2 3c 8(ABC)

(b? — a?)? + 16(ABC)?> 2a? + 2b* + ¢* . a’b?c?
36c2 12 16(ABC)?

0G? =

Leonard Euler (1707 — 1783), matematico suico, um dos mais brilhantes da

histéria, descobriu que o ortocentro, o centréide e o circuncentro de um tridngulo

qualquer sdo colineares. A reta que contém esses pontos €, por isso, designada reta

de Euler. O ortocentro, o baricentro e o circuncentro estdo alinhados e sempre

apresentam a mesma proporcdo. Essa reta ainda contém o centro da circunferéncia

dos nove pontos, dentre outros pontos.

E vélido notar que tendo as coordenadas, € possivel verificar a colinearidade

entre os pontos G, O e H, que é a reta de Euler, e sua propor¢éo. Entéo:

GH? = 40G*
OH? =90G*
d=0G
GH = 20G
OH = 30G

OH = 30G = 20G +0G = GH + 0G
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2d G Figura 28. Reta de Euler é a reta determinada

pelos pontos colineares G, H e O

Para finalizar este capitulo, vamos apresentar as coordenadas dos pontos
sobre os lados do triangulo que estdo relacionados com os pontos notaveis. Duas
observacgbes que se fazem necessérias sao:

e acoordenada do ponto C é (d,e); e
e para a determinacdo das coordenadas das interseccdes das bissetrizes
com os respectivos lados opostos, a utilizacdo das medidas dos lados

do triangulo, a e b, foram necessérias para facilitar a compreenséo.

Seja o tridngulo AABC, na posicéo especial.

y

M Bc Hc

Figura 29. Pontos H,, Hg, He, My, My, M, B,, Bge B,

As coordenadas das intersec¢bes das medianas e dos lados opostos
(M4, Mgz e M), sdo as as coordenadas mais simples de se obter. Para isso, basta

calcular o ponto médio de cada lado do triangulo.
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As coordenadas cartesianas dos pontos médios dos lados séo,

c+d e
MA:( 2 ’E)
d e
Ve =(33)
c
MC:(E,O)

Para determinar as coordendadas cartesianas dos pontos de intersec¢cao da
bissetriz do angulo interno e o lado oposto (B,, B e B.), € necessaria a utilizacdo do
Teorema das Bissetrizes Internas e uma semelhanca de tridngulo, nessa ultima,
usando sempre triangulos retangulos formados pelo vértice C e o lado sobre o eixo
da abscissa, e triangulos com o vértice na interseccédo da bissetriz e o lado oposto e
o lado sobre o eixo da abscissa.

As coordenadas séo:

B, = (c(b+d) ce )

b+c¢c 'b+c¢

cd ce
5= (e aae)
a+c' a+c

B.= (2o
C_<a+b’ )

E para determinar as coordenadas dos “pés” destas alturas (Hy, Hg e H¢),

utiliza-se o Teorema de Pitagoras nos dois triangulos retdngulos obtidos pela altura e
faz-se a determinacéo resolvendo o sistema de incégnitas.

As coordenadas cartesianas dos “pés da altura”, séo:

_ e?c ce(c—d)
Ha= (.92+(c—d)2’e2 +(c—d)2>

_f ca? cde
Hp = d2 + e2'd? + e2

He = (d,0)
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CAPITULO 4
4 Os Pontos Notaveis de um Triangulo como Numeros

Complexos

Neste capitulo, para as demonstra¢cdes com nimeros complexos, usaremos 0
plano de Argand-Gauss, onde as letras mailsculas A, B,..., corespondem a nimeros
complexos ou pontos do plano, sendo cada ponto (x,y) identificado como x + iy. A
“posicao especial” que sera adotada como referéncia € a de que o circuncentro (0)
do triangulo AABC coincide com a origem do plano complexo de Argand—Gauss.
Assim A, B e C sao numeros complexos, cujos moédulos sao todos iguais ao raio (R)

da circunferéncia circunscrita ao triangulo AABC:

Re

Figura 30. Tridngulo no plano de Argand — Gauss.

O centréide (G) do triangulo AABC é o niumero complexo,
1
G=3(A+B+0)

Prova: Sabe-se que 4G = 2GM, e M é o ponto médio do lado BC, logo:

G-A=2(M-0G)

B+C
G—A=2<T)—ZG

1
G:§M+B+®
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Pode parecer que os numeros complexos ndo foram utilizados nas equacdes
acima, no entanto, vale lembrar que a soma e a multiplicacdo de um numero
complexo por um numero real funciona como vetores. A inovagdo no plano dos
complexos em relacdo ao plano cartesiano é a possibilidade do produto entre
complexos.

Para determinar a localizagdo do Ortocentro (O), do Circuncentro (C) e do
Centro da Circunferéncia dos Nove Pontos (N), primeiro serd necessario definir a
condicao de alinhamento de trés pontos, bem como a equacédo de retas paralelas e

perpendiculares.

4.1 Condicdo de Alinhamento de Trés Pontos (A, B e C) no Plano Complexo
com Coordenadas A(Xa, Ya) B(Xp, Yb) € C(Xc,Ye)

Para que os pontos A, B e C estejam alinhados é necessério e suficiente que

(B- A) = «(C- B), onde a € R, ou seja, os vetores AB e BC sdo paralelos, com isso

(B-4) , .
é real e assim;
(C-B)
B-A B-A
= = - &
C—B C-B
A A1 Xa Ya 1
B E ]_:O@ X» Yb 1l =0
C C 1 Xe Ye 1

Equacédo dareta determinada por dois nUmeros complexos distintos (A e B)

Dados dois pontos A e B, a equacdo da reta que passa por esses pontos

satisfaz:
Z-A _Z-A
B—A B-A
Z Z 1 X, Yy, 1
A K\ 1l © |Xa VYa 1{=0
B B 1 Xp Yp 1
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A equagcao fica:
Z Z A A
(A-B) (A—-B) A-B A-B

gue é equivalente a
Z(A—B)-Z(A—-B)=A(A-B)—A(A-B) (1)

_ -1 - 1
Pensando no caso particularem que |Al =Bl =1,e A= %€ B= = Teremos:

Z+ABZ=A+B (2
Reta paralela a 4B e passando por C:
7 Zz ¢
(A-B) (A—-B) A-B A-B

Ol

gue é equivalente a
Z(A—B)-Z(A-B)=C(A—B)-C(A—B) (3

Reta Ortogonal

Dados A e B, a equacao da reta s ortogonal a B e passando por A é tal que

Z-A
B

NI

X Z-A, . Z-A .
se Zes, entdo — é um imaginario puro e assim —- + = 0, ou seja,

Z Z Zo Z,
+—=——= + =
A-B A-B A-B A-B
A+Bb A+B
u = =
|A + B |4 + B
/2

+ +

CIN
Il NI

Zo
u

or| DN

4)

Para trés pontos dados A, B e C, a equacdo da reta perpendicular a reta AB e
passando por C é:

gue é equivalente a
Z(A-B)+Z(A—-B)=C(A—-B)+C(A—B) (5
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4.2 Equacédo da Reta Mediatriz dos Numeros Complexos Distintos A e B

o : . — A+B
A mediatriz é a reta perpendicular a reta AB, passando por — utilizando (5)

encontra-se a equacéao da mediatriz.

Z(A—B)+Z(A—B) = <¥)(ﬂ—§)+(ﬂzﬂ>@—8)
Simplificando
Z(A—B) +Z(A—B) = |A]2 - |B|> (6)
Para obter a equacdo da reta mediatriz, basta calcular o determinante da
matriz 3x3, dos pontos A e B com 0 ponto Z, com Z sendo o ponto médio de AB.
Reorganizando a equacéo (6), obtém-se:

Z
A
B

| | N
PR
[l
o

4.3 Equacdo do Feixe de Retas Perpendiculares no Plano Complexo a Uma
Reta Dadarr.
Com o resultado dessa equacao, podemos determinar as coordenadas do

ortocentro e ainda auxiliar na demonstragao da circunferéncia dos nove pontos.

Lembrando que (Z, —Z;) L (Z; — Z,) © ?_?, for imaginario puro.
3741

Figura 30

Sejau € C,com |u| =1 e ué perpendicular a retar dada.
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s € a distancia da origem até a reta;

Usando a equacéao (4), temos:
Z +Z =25, paraalgum s € R

iu —iu
multiplicando a equacéo por i, obtemos:
= 2is, para algum s € R.

NI

z
u

Apés a determinacdo das equacbes das retas, é possivel determinar o

ortocentro o circuncentro e o centro da circunferéncia dos nove pontos.

ORTOCENTRO
O ortocentro (H) do triangulo AABC, na posicdo especial, € o nuamero

complexo
H=A+B+C

Prova: De acordo com a equacédo (5), a altura relativa ao vértice A, é dada
por:
ZB-C)+Z(B-C)=AB-A)+AB-C) (a)

De modo analogo obtemos as outras equacfes das alturas.
ZA-C)+Z(A—C)=B(A—-C)+B(A-C) (b
Z(A-B)+Z(A—B)=C +C(A—B) (¢)

As trés equacdes encontradas sdo combinacdes lineares umas das outras,
entao o ponto de interseccédo entre duas pertence a outra equacao.

Isolando Z em (c) e (a), obteremos respectivamente:

Z_1 c+z 4
"~ C AB AB (@)
1 A Z

(e)

7=-_1

+ —
A BC BC
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Igualando (d) e (e), chega-se a:
Z=A+B+C

Como Z, neste caso, representa o encontro das alturas, Z € o ortocentro do

triangulo.

CIRCUNCENTRO

O circuncentro (0) de um triangulo A ABC qualquer, é o numero complexo,

_1AI2(B =€) + |BI*(C — A)+ICI*(A - B)
~ A(B-C)+B(C—A)+C(A-B)

Para determinar as coordenadas complexas do circuncentro usaremos a

equacao (6). As mediatrizes dos lados AB,CA e BC, sao respectivamente:
Z(A—B) +Z(A—B) = |AI* — [B[? ()
Z(C—A)+Z(C—-A) =|C]* - |Al? (9)
Z(B—C) +Z(B—C) = |B|* - [C|? (h)

Somando duas das equacdes obtemos a terceira, de modo que podemos
concluir que a interseccdo entre duas equacdes esta na terceira equacdo da
mediatriz. Para determinar as coordenadas, basta isolar Z em uma equacgdo e
substituir numa das outras equacdes acima. Assim, isolando Z da equag&o (h),

BI? - ICI* - (B—C)Z

2= B—A
e substituindo na equacéao (g), temos:
_ BI?-|C|?—-(B-C)z
(C—/T)Z+(C—A)(| Poer-e-y )= cl2 — A1 =

(B—A)C - A)Z+(C—-ABI>—ICI>) - (€ —AB-0Z=(B-AICI* - |AI>) =

. |AI?(B — C) + |B|*(C — A)+IC|*(A — B)
~ A(B-C)+B(C-A)+C(A-B)

(M)
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Como Z representa o encontro das mediatrizes, entdo Z € o circuncentro do
triangulo. Por simetria, é possivel verificar que a equacao encontrada para Z também

satisfaz a equacao (f).

4.4 O Teorema da Circunferéncia dos Nove Pontos

Antes de determinar as coordenadas complexas da circunferéncia dos nove
pontos, serd demonstrado esse teorema.

A circunferéncia dos nove pontos é creditada a Karl W. Feuerbach (1800 —
1834), sendo também conhecida como circulo de Feuerbach. No entanto, outros
creditam a sua descoberta a Euler, que ja conhecia algumas de suas propriedades,
e outros creditam a Poncelet (1788 — 1867), que publicou a circunferéncia um ano
antes de Feuerbach. Porém, foi Feuerbach quem descobriu que essa circunferéncia
passava por seis pontos e descobriu também que essa circunferéncia era tangente
exterior a circunferéncias exinscritas; (esse Teorema estad descrito no final do
capitulo, juntamente com outras propriedades).

O centro (N) dos nove pontos desta circunferéncia fica no meio da reta de
Euler, entre o ortocentro e o circuncentro, sendo o ponto médio de HO.

A circunferéncia dos nove pontos, em um triangulo ABC, passa pelos
seguintes pontos:

e as trés projecdes ortogonais dos trés vértices do triangulo aos lados

opostos(D,E e F);

e 0s trés pontos médios dos trés lados do triangulo(J,K e L);
e 0s pontos médios dos trés segmentos cujos extremos sao o ortocentro e um

dos trés vértices (M, P e Q);
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Estes pontos estdo sobre a mesma circunferéncia, cujo centro N € o ponto

médio do segmento cujos extremos sdo o ortocentro (H) e o circuncentro (0), e

cujo raio é a metade do raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC.

\\O

Prova:

-
A
A
A

Figura 31. Circunferéncia dos nove pontos.

Existe uma Unica circunferéncia que passa pelos pontos J, K e L, pois
por trés pontos distintos e ndo colineares existe uma Unica
circunferéncia passando por eles.

O segmento KJ é base média de AB;(AB = 2KJ)

L é ponto médio da hipotenusa do triangulo retadngulo ABDA, logo
AB = 2LD;

Concluimos que Kl = LD e que o trapézio DKLJ € isésceles, pois suas
diagonais possuem a mesma medida; todo trapézio isdésceles é

inscritivel, assim a circunferéncia que contém os pontos J, K e L
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também contém o ponto D; de modo anadlogo podemos provar que a
circunferéncia passa também pelos pontos E e F.

e Provamos até aqui que existe uma circunferéncia Unica que passa
pelos pontos J, K, L, D, E e F, falta provar que também passa pelos
pontos M,P e Q.

e Agora considerando o triangulo ABHC, os pontos D, E e F sdo também
0s “pés da altura” desse triangulo, assim QP & base média de BC, logo
BC = 2QP;

e Observando o tridangulo retangulo ABEC, J é o ponto médio da
hipotenusa, assim BC = 2EJ; se observarmos o triangulo retangulo
ABFC, da mesma forma como observado anteriormente, temos
BC = 2F;

e Conclui-se que QP = EJ = FJ, assim os trapézios EPJQ e QJPF séo
isésceles e assim a circunferéncia que passa pelos pontos D, E e F
também passa pelos pontos M, P e Q.

Assim obtemos 0s nove pontos da circunferéncia.

Para determinar o centro da circunferéncia dos nove pontos, basta tomar o
quadrilatero KJPM, que é um retangulo, pois KJ e MP sédo paralelos ao lado AB e
bases médias dos triangulo AABC e AAHB respectivamente; da mesma forma KM e
JP sdo paralelos a altura CF e bases médias dos triangulos AACH eABCH,
respectivamente. Além disso, os lados KJ e MP sdo perpendiculares aos lados KM e
JP, uma vez que AB é perpendicular a CF. Como os ponto K e P estdo
diametralmente opostos, a interseccao das diagonais desse retdngulo é o centro da
circunferéncia, sendo esse ponto o ponto N. O raio da circunferéncia dos nove

pontos é a metade do raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo.
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Para determinarmos as coordenadas do centro da circunferéncia dos nove

pontos, vale lembrar que as distancias entre o nUmero complexo N e 0s nove pontos
sd0 constantes e iguais a g em que R é o raio da circunferéncia circunscrita ao
triangulo.

O centro da circunferéncia dos nove pontos (N) do triangulo AABC, na

posicao especial € o nUmero complexo,
1
N = E(A + B + C)

Para a verificacdo desta coordenada, basta lembrar que N é equidistante de
O e H, como O foi fixado na origem do plano, o valor de N é o ponto médio de O e H.
Uma outra maneira de demonstrar as coordenadas do centro, é considerar o
tridngulo formado pelos pontos médios do A ABC, no qual a circunferéncia dos nove

pontos circunscreve esse triangulo, de modo que, utilizando a equagéao (7), temos:

P (5450 e e Ay e s B
A-;B(B;C_A;—C)_FB;-C(A-;C_A-;B)_'_B-2l-C(A-£B_B;—C)

Resolvendo chega-se a:

1
ZZE(A‘FB"'C)

TEOREMA 4.4.1: A circunferéncia de nove pontos do triangulo AABC é a
circunferéncia dos nove pontos dos trés triangulos: A HBC, A HCA e A HAB.
Tomando o tridngulo A HAB:
e D, EeFséaoos“pés”da alturas dos lados BH, AH e AB;
e Os pontos médios desse tridngulo sdo P, M e L, respectivamente, dos

lados BH, AH e AB;
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e Por fim, os pontos K, J e Q sdo os pontos médios do segmento que
tem as extremidades no ortocentro, neste caso o ponto C, e 0s
vértices do triangulo.

Pela construcao verifica-se que a circunferéncia passa por esses pontos. Para

0s outros triangulos a verificacdo é da mesma maneira.

4.5 Equacao da reta determinada por dois niumeros complexos distintos A e B.

Para os casos abaixo iremos considerar que os complexos possuem mesmo

modulo.

Figura 32. Retas no plano complexo, sendo (O) origem do plano.

Equacéo dareta determinada por Z; e Z,
Conhecendo os dois complexos, usamos a equacgao (1) e obtemos:
7.2,7
RZ
Observa-se que a equacéo obtida é uma generalizacao da equacao (2).

Z +

=Z,+Z, (8)

Equacéo dareta mediatriz determinada pelos pontos Z; e Z,.

Essa reta passa pela origem e utilizando a equacao (6) escrevemos:

2(Zy —7,) +2(Z, — Z,) = 124> - 12,)?
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Como os complexos possuem mesmo modulo, chega-se a:

VAV
Z — 72
Equacéo dareta tangente passando por Z;.

=0 (9

Usando a equacéo (8) e considerando que Z; = Z,, chegamos a,

7,2
Z + F = 221 (10)

4.6 Equacdes no plano complexo das retas notaveis do triangulo determinado

por trés numeros complexos distintos e ndo colineares A,Be C

Para os casos abaixo, o circuncentro do triangulo esta na origem do plano

complexo.

Figura 33. Tridngulo AABC, que distam R do ponto (O).

Equacdes das trés mediatrizes do triangulo AABC:

Para a determinacao destas equacdes foi utilizada a equacéo (9):
BCz

7 ——=

RZ
ABz
2T T
ACz
TR T
Vale lembrar que as coordenadas do circuncentro sdo verificadas nas trés

equacdes acima.
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Equacdes das trés retas suportes das medianas do triangulo ABC:
Como visto anteriormente, conhecendo dois complexos, podemos determinar
a equacao da reta utilizando a matriz, assim:
Reta passando pelo complexo A:
(2A-B-C)z AB+C)—-A(B+7C)
" 2A-B-¢  24-B-C
De forma analoga obtemos as outras duas equacdes:

Reta passando pelo complexo B:
(2B-A-C)z B(A+C)—-B(A+C)
zZ — — — — — —
2B—A—-C 2B—A—-C
Reta passando pelo complexo C:

_(2C-A-B)z _C(A+B)-C(A+B)

z —— —_—
2(—-A-B 2(—-A-B

As coordenadas do centréide satisfazem as trés equacgfes acima.

Equacéo das trés retas suportes das alturas do triangulo ABC
Conhecendo um ponto e sabendo que ela é perpendicular a uma reta dada
obtemos as seguintes equacdes, utilizando (5),

Reta passando por A e perpendicular a BC:

BCZ BCA
Z———=A—

R? R?
Reta passando por B e perpendicular a AC:

ACZ ACB
Z___ —

R? R?
Reta passando por C e perpendicular a 4B:

ABZ _ ABC
Z= 73 =A- 72

As coordenadas do ortocentro satisfazem as trés equagdes acima.
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4.7 EquacOes das trés bissetrizes internas e das trés bissetrizes externas do
triangulo determinado por trés nameros complexos nado colineares distintos
A% B%eC?

Para evitar 0 uso excessivo de raizes, os vértices do triangulo serdo os
complexos A?, B e C2.

Considere o triangulo esquematizado na Figura 32, formado pelos complexos
A%, B? e (C?, e a circunferéncia circunscrita ao triangulo 42B2C?, de raio R%. Para as

demonstracdes adotamos como convencao dos valores, -AC (o0 valor médio do arco

AZ(?) quando néo tiver o complexo B? no arco, + AC quando tiver com o complexo

B? no arco. Isso vale para os outros valores médios.

Figura 34.1,, I, e I, sdo os exincentros do triangulo A2B2(2.

As equacdes das bissetrizes internas:

A circunferéncia dos nove pontos do triangulo I, Ig € Ic circunscreve o
triangulo A%, B? e C?, assim a bissetriz interna do vértice A?, corta o ponto médio do
arco B2C2, que ndo contém A? esse ponto foi convencionado como —BC. Assim,
com esses dois pontos podemos escrever a equacao da reta usando (8):

A%BCZ )
Z—TzA —BC (11)



Da mesma forma, escrevemos as outras equagoes:

B2ACZ )

3 = B% — AC (12)
C2ABZ )

-3 =C?—-AB (13)
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Os valores utilizados nas equagfes acima foram todos os convencionados

com o sinal (-).

As equacdes das bissetrizes externas:

Da mesma forma que as equacdes das bissetrizes

internas foram

determinadas, as equacdes das bissetrizes externas seréo determinadas. Nos casos

abaixo, todos os valores médios dos arcos serdo os convencionados (+). Com o

auxilio da equacao (8), obtemos:

A%BCZ )

+ °T = A% + BC (14)
B2ACZ )

+ T = B? + AC (15)
C2ABZ

+ = (C? + AB (16)

Essas equagBes também poderiam ser obtidas utilizando a equacéo (5), pois

a bissetriz interna € ortogonal a bissetriz externa.

INCENTRO (1)
O incentro (1) do triangulo AA?B?C? é

| = —(AB + AC + BC)

Resolvendo o sistema de duas das equacdes (11), (12) e (13), obteremos as

coordenadas do incentro (I) do tridangulo AA2B?C? pois o incentro é a interseccéo das
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R : . . . Z
trés bissetrizes internas. Escolhendo (11) e (12), e isolando P temos
respectivamente:
Z A*-BC-Z
R* ™ A2BC
Z B*-AC-Z
R4 B2AC
igualando,

A2—BC—-Z B*-AC-Z
A2BC  B2AC

Z(A—B) = AB? + CB? — BA? — CA?
E fatorando de forma conveniente e isolando Z, temos,

Z=-AB—-AC - BC

EXCENTROS

O ponto de interseccao entre as duas bissetrizes externas e a bissetriz interna
do terceiro angulo é chamado excentro. Esse ponto é o centro da circunferéncia
gue tangencia um lado do triangulo e as retas suportes dos outros dois lados, sendo

essas circunferéncias chamadas de ex-circunferéncias.



63

Figura 35. Ex circunferéncias do triangulo AA2B?C? .

O incentro do triangulo AA2B2C? é o ortocentro do triangulo de vértices —BC, -

AC e —-AB pois o ortocentro é dado por —(AB + AC + BC), e como Vimos

anteriormente, o ortocentro € determinado pela soma dos vértices.

Para determinarmos os complexos que representam os excentros do triangulo

AA?B?C?, basta resolver as equagdes (13), (14) e (15), duas a duas. Como exemplo,

. Z :
toma-se (13) e (14) e isolando —;, temos respectivamente:

igualando

R*
Z A*+BC-Z
R*  A2BC

A*+BC—-7Z B*+AC-Z
A2BC  B2AC

Z(A—B) = AB? — CB? — BA% + CA?
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e fatorando de forma conveniente e isolando Z, temos,
Z =—AB + AC + BC
Esse é o complexo é do Ic:

I. = —AB + AC + BC

Da mesma maneira se obtém os outros complexos dos excentro do tridngulo

A%B2(C?, que sdo:

I, = —BC + AB + AC

Iy = —AC + AB + BC

4.8 Teorema de Feuerbach

No ano de 1822, Feuerbach comprovou que a circunferéncia dos nove pontos
tangencia internamente a circunferéncia inscrita e externamente as trés ex—
circunferéncias de um triangulo qualquer. A intersecc¢ao da circunferéncia inscrita e a
circunferéncia dos nove pontos é chamada de ponto de Feuerbach.

Os complexos A%, B? e (C?, distintos e ndo colineares, serdo os vértices do
triangulo, chamaremos de R? o moédulo desses complexos, vale ressaltar que
utilizaremos o tridngulo na posi¢cdo especial, ou seja, 0 circuncentro é a origem do
plano complexo.

Iniciamos mostrando que as circunferéncias inscrita e a dos nove pontos séo

tangentes interiores (Figura 36).
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Prova: Basta calcular a disténcia entre o incentro (I) e o centro (N) da circunferéncia
dos nove pontos.
d=|N—I|

5 +AB + AC + BC

1
d=3I(A+B+C)|

1
dZES:lSl
R* S,S
d=— 192
2 S
em que
S =A+B+C

S, = AB + AC + BC
S, = ABC

e o raio r da circunferéncia inscrita,

BCSl)

1
—|(B?+(C*-85,+
2<B cs—S, 1

é 0 nimero complexo da interseccéo da reta determinada por B2C? cuja equacéo é:

B2C27

Z +

com a reta perpendicular & reta B°C? pelo incentro (1), cuja a equacao é:

B*C*Z BC
TR Tt
BCS;

a

Portanto, r = |3 (B2 +c? -5, +=2) + S| = 215,5; — S|

R2 . o . - . .
0 que mostra que d= - r,eas circunferéncias sao tangentes Interrormente.
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c?
c2

L7 TN
|

R
SN S\

e
Figura 36. Tangéncia interna entre as circunferéncias inscrita e
A dos nove pontos.

MN
* .

Para demonstrar que as ex—circunferéncias sdo tangentes exteriores a
circunferéncia dos nove pontos, basta calcular a distéancia entre os centros e calcular

os raios das ex—circunferéncias, da mesma forma que no caso da tangente interna.

TEOREMA 4.8.1 — A condicdo necessaria e suficiente para que trés numeros
complexos Z,, Z, e Z; distintos e nao colineares sejam vértices de um triangulo
equilatero é:

22+ 75+ 722= 7,2, + 2,25+ Z,74

Corolario 4.8.1 — Numeros complexos distintos unitarios e ndo colineares, cuja soma

€ nula, sao vértices de um triangulo equilatero inscrito no circulo unitario.

Corolario 4.8.2 — Caso as trés raizes complexas da equacdo do terceiro grau com
coeficientes complexos,

z3 —3pz?+3qz—r=0
sejam nameros complexos distintos e ndo colineares, entdo o nimero complexo p é
o centréide do triangulo e a condigcdo necesséria e suficiente para o triangulo

determinado pelas raizes ser equilatero é que p? = q.
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4.9 Teorema de Napoleédo

O teorema de Napoledo diz: se triangulos equilateros sdo construidos sobre
os lados de um tridangulo, entdo os centréides dos trés triangulos equilateros formam
um tridngulo equilatero; analogamente, conclui-se que os centros dos triangulos
equilateros desenhados internamente aos lados de qualquer triangulo também
definem um tridngulo equilatero.

Esse teorema é atribuido ao imperador da Franca Napoledo Bonaparte (1769
— 1821), que foi um talentoso estudante de matemética e mantinha contato com
grandes matematicos da sua época. No entanto, ha quem duvide que seja ele o
autor do teorema que leva 0 seu nome.

Quando triangulos equilateros sao construidos externamente aos lados de um
triangulo ABC, os centrdides dos trés triangulos equilateros sdo vértices de um
tridangulo equilatero.

O baricentro do triangulo ABC é §(A+B+C) e entdo os trés nuameros

complexos séo:

X=%[A+C+(A—W2(C—A))] =%[(2+W2)A+ (1-w20)]
Y=z[A+B+(A-W(B - 4))] =%[(2+W)A+ (1 —w)e]

A

Wk WleF

[B+C+(B-—wW(C-B))] =%[(2+W)B+ (1 - w)(]

Em que w? +w + 1 = 0, sdo os baricentros dos trés triangulares e como
z—x=—-wi(y—x)

entdo o triangulo XYZ é um triangulo equiléatero.



68




69

5 CONCLUSOES

Nesta dissertacdo, fizemos um breve passeio pela geometria. No primeiro
capitulo demonstramos alguns teoremas classicos, utilizando a prépria geometria
como ferramenta. No capitulo dois, realizamos uma abordagem algébrica, utilizando
algumas funcdes especificas e verificamos que os pontos notaveis sdo pontos de
maximo ou de minimo. No capitulo trés, entramos na época de René Descartes
(1596 — 1650), também conhecido como Renatus Cartesius (seu nhome em latim) que
sugeriu a fusdo da algebra com a geometria, introduzindo as coordenadas, que hoje
levam o seu nome (Sistema Cartesiano) e capturam toda a geometria classica,
transformando-a em numeros e equacdes, dando assim a Matematica outra
dindmica, permitindo estudos mais gerais em relagdo a geometria classica. Por fim,
no capitulo quatro, introduzimos as variaveis complexas, o plano de Argand-Gauss,
Jean Robert Argand (1786 — 1822) matematico amador suico, que teve seu trabalho
citado, no entanto, 0 seu nome nunca apareceu no livro, apds algum tempo recebeu
o reconhecimento pelo seu trabalho, ja Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855),
conhecido como “o principe da matematica”, foi o primeiro matematico a dar uma
interpretacdo geométrica aos niumeros complexos, e teve importantes participacdes
em diversas areas da matematica. Os numeros complexos estéo relacionados com o
plano cartesiano, porém, com a introducao de uma nova ferramenta, pois no caso do
plano cartesiano, ndo € possivel fazer a divisdo entre vetores, com esse plano
complexo, é possivel fazer a divisdo entre nimeros complexos.

Comparando as varias abordagens, podemos afirmar que com a
compreensao dos numeros complexos, paradoxalmente simplifica-se a resolucéo de

problemas de geometria plana e a solucdo de equacgdes polinomiais.
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O dominio da ferramenta dos numeros complexos é fundamental para a
interligacao dos varios contetdos do curriculo de matematica do Ensino Médio.

Com o advento dos numeros complexos, podemos algebrizar vetores, de
maneira que esta algebrizacdo auxilia diversos campos da Matematica, bem como
0s das outras ciéncias.

Vale lembrar que, pretendo aplicar essas relagbes e mostrar os resultados
principalmente a dos numeros complexos em cursos e mini cursos para 0s “meus”

alunos do Ensino Médio.
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