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RESUMO

Este trabalho relata uma pesquisa envolvendo alunos do segundo ano do Ensino
Médio de uma escola publica do municipio de Sinop-MT em que o professor de
Matematica propde uma atividade desenvolvida em sala de aula envolvendo a
Modelagem Matemaética e Curvas de Aprendizagem. Tais aportes tedéricos foram
inseridos para que as atividades de jogos como o jogo de Baralho, de Quebra-
Cabeca, de Argolas e o jogo online Tap Tap Dash apresentaram-se como uma
situacdo real executada pelos alunos conectando tais jogos a conteudos
presentes no curriculo de matematica do Ensino Basico. As atividades foram
planejadas de modo que os alunos participaram ativamente desde a coleta de
dados até a anadlise e interpretacdo de modelos que descrevem curvas de
aprendizagem fazendo uso do software mateméatico Geogebra. Como resultado,
chegamos a conclusdo de que o ambiente proporcionado pela Modelagem
Matematica foi capaz de tornar a aprendizagem dos alunos significativa. Isso se
justifica por meio das falas dos alunos e também da vivéncia que tivemos ~nm
essa pesquisa de forma que pudemos perceber que a Modelagem associa

uso de tecnologias em sala de aula impulsiona o aprendizado dos alunc
motiva-los e instigar neles a curiosidade gerando um aprendizado mais dinamico
e efetivo.

Palavras-chave: Modelagem Matematica; Curvas de Aprendizagem; Geogebra.



ABSTRACT

This work reports a research involving students of the second year of high sct

in a public school in the municipality of Sinop — MT in which the Mathema
teacher proposes an activity developed in the classroom involving Mathematicai
Modeling and Learning Curves. Such theoretical contributions were inserted so
that the activities of games such as the game of Cards, Puzzle, Rings and the
online game Tap Tap Dash presented themselves as a real situation performed
by the students, connecting such games to contents present in the curriculum of
Basic Education Mathematics. The activities were planned in such a way that the
students participated actively, from data collection to the analysis and
interpretation of models that describe learning curves using the mathematical
software Geogebra. As a result, we came to the conclusion that the environment
provided by Mathematical Modeling was able to make students learning
meaningful. This is justified through the students speeches and also through the
experience we had with this research, so that we could see that Modeling
associated with the use of technologies in the classroom boosts students learning
by motivating them and instilling in them curiosity, generating more dynarr
effective learning.

Keywords: Mathematical Modeling; Learning Curves; Geogebra.
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1 INTRODUCAO

Iniciaremos nosso trabalho fazendo um breve relato da tre
profissional do autor deste trabalho Francisco Aparecido Eufrausino. Filho de
pequenos agricultores que residiam na zona rural do municipio de Ubiratd a 6
km de distancia do distrito de Luz Marina no estado do Parand, iniciei minha
trajetdria escolar no ano de 1971, entdo com cinco anos e meio de idade, a ida
a escola deu-se devido a necessidade de acompanhar meu irméo dois anos mais
velho que ia a escola a pé, com isso ingressei na primeira série do antigo
primario, e permaneci por mais um ano na escola deste distrito.

Devido a necessidade de mudar para a localidade Pé-de-Galinha, vim a
cursar em outra escola a terceira e quarta série, na qual precisei parar meus
estudos por dois anos uma vez que nessa localidade so existia a escola primaria.
No ano de 1977 meus pais mudaram-se da zona rural para a zona urbana, afim
de que de os filhos pudessem prosseguir nos estudos. Com isso meus irmaos e
eu passamos a frequentar o Colégio Estadual Carlos Gomes, sendo que ali fiz a
quinta, sexta e sétima seéries do antigo ginasio.

No ano de 1980 no intuido de melhorias de vida por meio da agricultura,
minha familia mudou-se, porém agora para a regido central do pais, no estado
de Mato Grosso, ho municipio de Claudia. Chegamos exatamente no dia em que
estava completando meus 15 anos de idade. Nesse periodo, comecei a trabalhar
na atividade de comércio varejista de combustivel, area essa que atuei por 14
anos em diversas localidades do estado de Mato Grosso.

No ano de 1996, tomei a decisdo de retornar para minha familia que
continuava morando na cidade de Claudia, e nesse momento, foi que surgiu a
possibilidade de ser professor em escola rural do municipio para lecionar as
fases iniciais da primeira a quarta série com uma turma composta por 12 alunos,
0 ensino era seriado e multisseriado. O curriculo de uma escola rural difere-se
da escola urbana, ja que os alunos vém de origens muito diferentes e enfrentam
situacOes cotidianas diferentes. Eu ndo era somente o professor para as todas
as séries, fazia o lanche e limpava a escola, visto que a escola rural enfrentava
e ainda enfrenta problemas de infraestrutura e falta de professores, uma vez que

a escola se encontrava a 8 quildmetros da sede do municipio, e eu fazia esse
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trajeto de bicicleta. Logo em seguida, surgiu outra escola no periodo vespertino,
um pouco mais distante cerca de 12 quildmetros e, em abril no mesmo ano
também me deram aulas no periodo noturno, para as oitavas séries, de
Matematica, Historia, Geografia, entre outras areas do conhecimento, em virtude
da falta de profissional habilitado para ocupar o cargo. Vale ressaltar que nesse
ano este que foi promulgada a Lei de Diretrizes e Bases da Educacédo Nacional
— LDB, Lei n° 9.394, de 20 de dezembro de 1996, na qual essa estabelecia as
normas para todo o sistema educacional, desde a educacédo infantil até a
educacao superior.

Para melhorar a qualificacdo dos professores, no segundo semestre de
1996, os prefeitos das regides de trés municipios (Claudia, Unido do Sul e
Marcelandia) que sdo adjacentes, desenvolveram o projeto GerAcédo — Projeto
de Formacdo e Habilitacdo de Professores para o Magistério. Da qual foi
concluido em 1999/2. E paralelo a este estudo, através do Centro Estadual de
Exames Supletivos, do Estado de Mato Grosso — Seduc. No ano de 1997 conclui
o Ensino Fundamental e Médio por meio do provéao.

Em janeiro do mesmo ano, na mesma linha do projeto GerAcéo, devido a
necessidade de aperfeicoar a formacdo dos professores dos municipios,
juntamente com a Unemat e mais 12 municipios, realizaram um preé-vestibular
nos cursos de Matematica, Letras e Pedagogia para 40 professores, as aulas
aconteceriam no periodo de férias, curso esse denominado de Plano Institucional
de Qualificacdo Docente - PIQD. Dessa forma, graduei-me em matematica no
dia 6 de fevereiro do ano de 2003, pela Universidade do Estado de Mato Grosso
- Unemat — Campus de Sinop e, em 2004 ingressei em um curso de Pos-
Graduacdo LATO SENSU, também pela Unemat. O curso acontecia uma vez
por més, nos finais de semana, e me formei no dia 30 de novembro de 2005.
Nesta ocasido ja era professor efetivo do Estado de Mato Grosso atuando em
Sinop e no Municipio de Claudia.

Em 2017 fiz a prova do ENA e em 2018 comecei a cursar o curso do
mestrado Profmat ofertado pela Unemat — Campus de Sinop, da qual estou por
finalizar agora em 2023. Ao deixar outras atividades paralelas a educacdo em
1996, atuei tdo-somente como docente, buscando me qualificar para aprimorar
meus conhecimentos, trazer-me confianga em minha atuacéo e novos conceitos

e saberes para mim e para a profissdao que escolhi. Atualmente, prestes a
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finalizar o mestrado, estou certo de que por meio dos conhecimentos adquiridos
no galgar desses anos na docéncia me especializei em minha area de atuacao,
podendo por meio do ensino da matematica mediar os conteddos para com isso
proporcionar aos alunos a pratica de uma das principais bases para o
desenvolvimento intelectual, o raciocinio l6gico bem como, da abstracdo, do
pensamento critico, da concentracdo e de outras habilidades cognitivas, que a
matematica proporciona aos alunos.

Sendo assim, é de maneira categérica que afirmo que o Profmat agregou
de forma efetiva conhecimentos que possibilitaram meu crescimento pessoal e
profissional. Visto que apods todos esses anos atuando como docente do Ensino
Basico, para finalizar meu mestrado, decidi aceitar o desafio de aprender
Modelagem Matemética para aplicar em sala de aula. Essa foi a forma de aplicar
os conhecimentos tedricos adquiridos e vincula-los de forma prética e aplicada
em meu trabalho junto aos alunos. E nesse contexto de historia de vida iniciamos
nossa apresentacao do que foi estudado e pesquisado gerando essa dissertacao
de mestrado.

Atualmente, o Ensino de Matemética tem provocado preocupacdes aos
professores, aos alunos, aos pais e a sociedade, ja que o Ensino de Matematica
vem atravessando uma grande transformacao ocorrido principalmente, com o
surgimento das novas tecnologias. Portanto, de um modo geral, a populagéo e
consequentemente os alunos, passaram a ter acesso as mais variadas
informacdes. Dessa forma, o trabalho com a disciplina de Matematica, deve
acompanhar essa nova realidade, deixando, sempre que possivel, os métodos
de ensino tradicionais de lado.

Segundo Oliveira (2011) o Ensino de Matematica, apesar de alguns
esforcos despendidos por especialistas e professores compromissados com a
educacao, continua com fortes tracos do sistema tradicional, que da mais valor
a memorizacdo e a repeticdo, e é preso a rotina que nao corresponde as
expectativas e ansiedade dos alunos, com pouca aplicagéo no cotidiano.

De acordo com o que aponta o Sistema de Avaliacdo do Ensino Basico
(Saeb) 2019, na ultima avaliacdo nacional realizada antes da pandemia, de cada
100 estudantes que concluiram o Ensino Médio em escolas publicas brasileiras
em 2019, apenas 5% alcancaram o nivel esperado de conhecimentos em

matematica. A maior parte dos alunos (54%) demonstrou ter dominio insuficiente
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da disciplina, e 41% deles aprenderam s6 o basico (INEP, 2021). Além disso,
essa mesma pesquisa fornece dados de que 95% dos estudantes concluem a
escola publica no Brasil sem o conhecimento esperado de matemética. Esses
resultados sdo desanimadores e varios fatores podem estar vinculados a esse
desempenho insatisfatério, sendo uma das principais hipéteses, a auséncia de
conexao das aulas com a realidade do aluno.

Segundo Batista (2020) varios estudos e pesquisas vém apresentando
indicagbes visando adequar e melhorar o ensino de Matematica no Brasil. Uma
das propostas apresentadas na Educacdo Matematica para aprendizagem
contextualizada e significativa de conceitos e como uma alternativa de mudanca
€ a Modelagem Matematica.

E certo que a matematica ndo deve ser vista apenas como ndmeros e
formulas, mas também como uma forma de desenvolver raciocinios e auxiliar
nas tomadas de decisdes. Dessa forma, a Modelagem Matematica surge como
uma alternativa pedagdgica positiva para a educacao.

Em decorréncia de seus estudos Oliveira (2011) escreve que o Ensino de
Matemética deveria ser dindmico e favorecedor do desenvolvimento do
pensamento matematico com significado pratico e coerente. Um campo em que
a exatidao e o resultado estivessem a servi¢o do raciocinio dos individuos, para
compreender o mundo da matemética e suas aplicagbes no cotidiano. Assim,
podemos dizer que no Ensino Médio o trabalho da matemética também envolve
a compreensdo e 0 uso da linguagem matematica com representacao
significativa e dinamica.

Nesse contexto, desenvolvemos a presente pesquisa que foi
fundamentada em pressupostos que abarcam a Modelagem Matemética de
modo que sera utilizada como ferramenta para que motive os alunos e o
professor durante o processo de ensino e aprendizagem nas aulas de
matematica do segundo ano do Ensino Médio da escola Nilza de Oliveira Pipino,
da Rede Publica Estadual no Municipio de Sinop, Estado do Mato Grosso.
Buscamos investigar como se da o aprendizado dos estudantes do 2° ano do
Ensino Médio, utilizando as curvas de aprendizagem, topico este, presente na
Modelagem Matematica.

Diante de nossa préopria experiéncia vivenciada durante o

desenvolvimento deste trabalho, estudos como este s&o importantes por
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servirem de estimulo e encorajamento aos professores. Em outras palavras,
além da investigacao sobre como se da o aprendizado dos alunos, destacamos
gue o professor também agrega novos conhecimentos e experiéncias diante do
desafio em incorporar atividades diferentes do que estd habituado. Assim, sua
formacdo docente sera fortalecida e ao mesmo tempo instigard os alunos
conectarem seu cotidiano com conteudo presentes em suas aulas, facilitando
assim, sua compreensao dos topicos presentes na literatura de matematica.
Este trabalho esta dividido em sete Capitulos. O Capitulo 1 trata-se desta
Introducdo. No Capitulo 2, apresentamos uma Fundamentacdo Tedrica fazendo
uma revisdo sobre Modelagem Matematica. No Capitulo 3, apresentamos a
teoria de curvas de aprendizagem, o método dos quadrados minimos e uma
breve introducéo sobre o software Geogebra com direcionamento ao ajuste de
curvas. No Capitulo 4, realizamos uma modelagem matematica para que
pudéssemos compreender como acontece todo o processo de modelagem e
aprender como lidar com as ferramentas e teorias envolvidas em todo o
processo. No capitulo 5 realizamos uma aplicacdo em sala de aula envolvendo
o tema Curvas de Aprendizagem para o Ensino Médio utilizando diferentes
ferramentas matematicas. No Capitulo 6, fazemos uma discussao dos resultados
obtidos no Capitulo 5 analisando os modelos estudados e modelando funcdes
em sala de aula com os alunos. Finalmente, no Capitulo 7 apresentamos nossas
consideragdes finais e algumas reflexdes sobre o trabalho que desenvolvemos
e perspectivas para novos trabalhos a partir do que foi desenvolvido nessa
pesquisa buscando instigar os alunos de forma motivadora para um aprendizado

em que o professor € o mediador do aprendizado do aluno.
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2 MODELAGEM MATEMATICA

Neste Capitulo faremos uma breve revisdo sobre Modelagem Matematica
gue servira para fundamentar os Capitulos 4 e 5.

Quando abordamos o tema ensino e aprendizagem n&ao podemos deixar
de destacar a Modelagem Matematica, visto que sua dindmica promove a
aprendizagem motivando e despertando a curiosidade em todos os envolvidos.

Frequentemente, no processo de “ensinar’ e “aprender” usamos 0s
substantivos “ensino” e “aprendizagem”, que de certa forma, ndo deixa claro a
vinculagado de um “processo” que nao se trata de algo fixo ou estatico (Kubo e
Botomeé, 2023). Dessa forma, por se tratar de algo que se transforma
continuamente, o processo de ensino e aprendizagem estd presente de
diferentes formas, buscando transformar positivamente o0s sujeitos. Nesse
sentido, a construcdo do saber ocorre quando aprendemos a problematizar
nossas proprias praticas, que quando incorporado ao contexto escolar, se faz
necessario que tal pratica leve o aluno a uma autorreflexdo para que possa
expandir sua forma de ver e agir diante das adversidades presentes em sua vida.

Assim, destacamos a importancia do professor, que é o responsavel por
mediar esse processo possibilitando que o aluno aprenda de forma objetiva,
estimulando o interesse desse, ao trazer para a sala de aula topicos do cotidiano
e relacionando-os com os saberes matematicos presentes na literatura escolar.

Sendo o professor o mediador e facilitador no processo de aprendizagem,
as praticas em sala de aula devem ser dinAmicas, proporcionando tanto para os
alunos, quanto para o professor, novas habilidades, que por sua vez, devem
estar em consonancia com as mudancas sociais e tecnologicas.

Uma importante ferramenta que pode contribuir em favor do que
acabamos de descrever sao a Modelagem Matemética que pode ser usada para
promover a aprendizagem, instigando os alunos a pesquisar e relacionar a
Matematica apresentada nos livros didaticos as situacdes do seu proprio dia a
dia.

O termo “modelagem” geralmente ¢é utilizado para definir a percepcéo da

Matematica em situacdes do cotidiano humano que envolvem atividades das
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mais variadas areas como por exemplo: Matematica, Biologia, Astronomia,
Engenharia, Economia, entre outros.

Para Bertone, Bassanezi e Jafelice (2014, p.9), “a modelagem é o
processo de criagdo de modelos onde estdo definidas as estratégias de acao
sobre a realidade carregada de interpretacdes e subjetividades préprias de cada
modelador”. Por estar diretamente relacionado com a modelagem,
apresentaremos um conceito de modelo matematico ou simplesmente modelo,
gue pode ser definido como uma representacdo de um sistema real e as formas

como ocorrem suas alteragbes. Mais especificamente,

guando se procura refletir sobre uma porcéo da realidade, na tentativa
de explicar, de entender, ou de agir sobre ela — o processo usual é
selecionar no sistema, argumentos ou pardmetros considerados
essenciais e formaliz4-los através de um sistema artificial: o modelo.
(Bassanezi, 2011, p. 19)

A modelagem ou ato de modelar pode ser aplicado em variados
problemas. Como exemplo, podemos citar a curva de aprendizagem que
corresponde a uma relacdo, que pode ser numérica ou funcional, relativa ao
efeito da experiéncia de um individuo sobre o aprendizado. Como um exemplo
para descrever uma curva de aprendizagem, podemos citar o quebra-cabeca.
Assim, uma pessoa que monta o mesmo quebra-cabeca seguidamente,
aumentara seu nivel de habilidade (tempo que leva para executar a tarefa) a
medida que aumenta seu nivel de experiéncia (nUmero de tentativas) (ASSIS,
ROTHMUND E SANTOS, 2022). Exploraremos mais este tema de modelagem
matematica e curvas de aprendizagem nos préximos capitulos por meio de uma
aplicacdo realizada junto aos estudantes do Ensino B&sico em uma escola
Estadual no municipio de Sinop-MT.

Para compreendermos o que é a modelagem matematica e seu papel no
ensino apresentaremos 0s conceitos de autores que muito contribuiram para o
seu avanco.

Para Biembengut e Hein (2007),

a ideia de modelagem suscita a imagem de um escultor trabalhando
com argila, produzindo um objeto. Esse objeto € um modelo. O escultor
munido de material — argila, técnica, intuicdo e criatividade — faz seu
modelo, que na certa representa alguma coisa, seja real ou imaginaria.
(BIEMBENGUT; HEIN, 2007, p. 11)

Enquanto, para Bassanezi (2011),

[...] @ modelagem consiste, essencialmente, na arte de transformar
situacbes da realidade em problemas matematicos cujas solugfes
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devem ser interpretadas na linguagem usual. A modelagem é eficiente
a partir do momento que nos conscientizamos que estamos sempre
trabalhando com aproximacfes da realidade, ou seja, que estamos
elaborando sobre representacdes de um sistema ou parte dele.
(BASSANEZI, 2011, p. 24)

Um outro conceito interessante para a modelagem matematica € a
apresentada por Barbosa (2001). Para este autor, a Modelagem Matemética é
entendida como uma oportunidade para os alunos indagarem diferentes
situacbes por intermédio da matematica, sem procedimentos fixados
previamente, ou seja, a Modelagem Matematica no ensino “é um ambiente de
aprendizagem no gual os alunos séao convidados a problematizar e investigar por
meio da matematica, situagdes com referéncia na realidade” (BARBOSA, p. 3,

2001). Esse contexto corrobora com Kluber e Burak (2008), que afirmam que o

interesse dos participantes da atividade e o envolvimento dos grupos
em busca de dados do ambiente [...] sdo capazes de dar significado,
bem como desenvolver a autonomia dos participantes, de forma a
torna-los agentes do processo de construgdo do conhecimento
matematico. (KLUBER; BURAK, 2008, p. 20, grifo do autor)

Para Kluber e Burak (2008), a Modelagem Matematica no contexto do

Ensino Basico, é distribuida em etapas, que para os autores, sdo descritas como

Escolha do tema — € 0 momento em que o professor apresenta aos
alunos alguns temas que possam gerar interesse ou 0s proprios alunos
sugerem um tema. Esse tema pode ser dos mais variados, uma vez
gue ndo necessita ter nenhuma ligacao imediata com a matematica ou
com conteldo matematicos, e sim com o que 0s alunos querem
pesquisar. Ja nessa fase € fundamental que o professor assuma a
postura de mediador, pois devera dar o melhor encaminhamento para
que a opgdo dos alunos seja respeitada. Pesquisa exploratéria —
escolhido o tema a ser pesquisado, encaminham-se os alunos para a
procura de materiais e subsidios tedricos dos mais diversos, 0s quais
contenham informagBes e nocdes prévias sobre o que se quer
desenvolver/pesquisar. A pesquisa pode ser bibliografica ou
contemplar um trabalho de campo, fonte rica de informagdes e estimulo
para a execucdo da proposta. Levantamento dos problemas — de posse
dos materiais e da pesquisa desenvolvida, incentiva-se os alunos a
conjecturarem sobre tudo que pode ter relacdo com a matematica,
elaborando problemas simples ou complexos que permitam vislumbrar
a possibilidade de aplicar ou aprender conteddos mateméticos, isso
com a ajuda do professor, que ndo se isenta do processo, mas se torna
o “mediador’ das atividades. Resolugcdo dos problemas e o
desenvolvimento do conteldo matematico no contexto do tema —
nessa etapa, busca-se responder os problemas levantados com o
auxilio do conteddo matematico, que pode ser abordado de uma
maneira extremamente acessivel, para, posteriormente, ser
sistematizado, fazendo um caminho inverso do usual, pois se ensina o
contelido para responder as necessidades surgidas na pesquisa e no
levantamento dos problemas concomitantemente. Andlise critica das
solucBes — etapa marcada pela criticidade, ndo apenas em relacédo a
matematica, mas também a outros aspectos, como a viabilidade e a
adequabilidade das solucdes apresentadas, que, muitas vezes, sao
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I6gica e matematicamente coerentes, porém inviveis para a situagéo
em estudo. E a etapa em que se reflete acerca dos resultados obtidos
Nno processo e como esses podem ensejar a melhoria das decisées e
acles, contribuindo dessa maneira, para a formacdo de cidadaos
participativos, que auxiliem na transformagédo da comunidade em que
participam. (KLUBER; BURAK, 2008, p. 21)

Observe que os conceitos apresentados enfatizam que a modelagem
matematica € um processo que vincula a teoria a pratica. No ambito escolar,
podemos dizer que aluno e professor, ao utiliza-la, procuram a compreenséao da
realidade que os cercam buscando transforma-la.

A Modelagem Matematica € uma metodologia de ensino que ao
transformar eventos reais em linguagem Matematica promove significados para
0 ensino. Assim, se estabelece enquanto um processo que congrega teoria e
pratica, fomentando nos seus usuarios a busca do entendimento da realidade
gue o norteia e na procura de estratégias para o agir sobre ela e modificar-se.
Dessa maneira, a modelagem procura transformar problemas da realidade em
problemas matematicos e resolvé-los analisando suas solu¢des na linguagem
do mundo real (BASSANEZI, 2011).

Ainda para Skovsmose (2008) existem diversas maneiras de implementar
Modelagem no curriculo. Incorpora-la na escola deve significar também o
movimento do curriculo de matematica para um paradigma de investigacoes.

Seguindo nesse contexto, apresentaremos no proximo Capitulo como se
deu a aplicagéo de atividades de Modelagem Matematica para alunos do Ensino
Médio.
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3 CURVAS DE APRENDIZAGEM

Nossas investigacdes abarcardo a Modelagem Matematica utilizando as
curvas de aprendizagem que € o foco desse Capitulo que servird de aporte
tedrico para os Capitulos seguintes.

Uma curva de aprendizagem apresenta-se como uma ferramenta que
serve para medir o desempenho de um individuo submetido a uma determinada
tarefa manual repetitiva (WRIGHT, 1936; TEPLITZ, 1991; BADIRU, 1992,
ARGOTE, 1999). Em geral, s6 faz sentido aplicar a teoria das curvas de
aprendizagem se as tarefas forem repetitivas, continuas e idénticas. Em outras
palavras, conforme uma pessoa executa a mesma tarefa repetidamente,
reduzira o tempo de execucdo, ja que sua familiaridade e adaptacdo e meios
para a realizacéo da tarefa serdo otimizados (WRIGHT, 1936; TEPLITZ, 1991,
DAR-EL, 2000).

As curvas de aprendizagem despontaram com Wright (1936) que, durante
a Primeira Guerra Mundial, observou como reduzir o custo da montagem de
avioes. Wrigth formulou uma regra pratica que intitulou “curva de 80%” e tinha
como finalidade reduzir custos em até 20% na producdo de uma certa
guantidade de aeronaves (TEPLITZ, 1991; COOK, 1991; BADIRU, 1992;
ARGOTE, 1999; ASKIN, GOLDBERG, 2001).

As curvas de aprendizagem auxiliaram no desenvolvimento de diferentes
modelos matematicos, possibilitando assim, descrever por meio desses modelos
um processo de aprendizagem. Para o0 escopo desse trabalho, nos
restringiremos as curvas de aprendizagem univariadas, isto é, examinaremos
uma variavel por vez. Para tanto, apresentaremos o0s modelos potenciais,
hiperbdlicos e exponenciais, incluindo também algumas de suas variacfes
(ANZANELLO E FOGLIATTO, 2007), levando-se em conta o contexto

educacional conforme descrito em Assis, Rothmund e Santos (2022).

3.1 Modelos Potenciais

Os modelos potenciais sdo modificacdes do modelo de Wright (1936) que

se baseia em uma simples funcéo poténcia, cuja curva é representada por
y = cxb (3.1)
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em que y corresponde ao nivel de habilidade adquirido que esta em fungéo do
nivel de experiéncia x. Assim, o modelo fornece uma curva que avalia se ha
aumento da habilidade y que corresponde ao tempo de execucdo de uma
atividade de acordo com as repeticdes x. Os parametros ¢ e b sdo constantes
gue dependem da situacdo de aprendizagem, ou seja, sdo valores atribuidos,
pelo método dos quadrados minimos (que veremos mais adiante) que melhor
ajusta a curva de acordo com os pontos dados (X, y). O parametro ¢ é um valor
arbitrario e positivo, podendo ser, o tempo para executar a tarefa pela primeira
vez, enquanto que o parametro b caracteriza a curva de aprendizagem, ou seja,
corresponde ao declinio da curva de aprendizagem cujo valor deve pertencer ao
intervalo [—1,0]. Quanto mais préximo de —1 o valor de b estiver, entdo maior
sera o percentual de aprendizado e assimilacdo da tarefa executada (TEPLITZ,
1991; BADIRU, 1992; ARGOTE, 1999; DAR-EL, 2000). A Figura 1 é uma
interpretacdo para a representacao grafica do modelo de Wright.

Figura 1. Representacéo grafica do modelo de Wright.

Tempo de execugdo y

Nivel de experiéncia x (repetigdes)
>

Fonte: o autor

O modelo de Wright pode ser modificado de diferentes maneiras. Uma
delas consiste no “modelo de Plateau”. Esse modelo soma uma constante a em
(3.1), resultando em

y=a+cx? (3.2)
de modo que, essa constante a faz com que y tenda a ¢, indicando que ha um

limite para o nivel de habilidade do aprendiz.
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Outra modificacdo do modelo potencial proposto por Wright € o modelo
de Stanford-B. Esse modelo foi desenvolvido para os casos em que o aprendiz
possui prévia experiéncia na tarefa a ser executada. Essa experiéncia é
guantificada pelo parametro d que representa o grau de experiéncia do aprendiz
(ASSIS, ROTHMUND E SANTOS, 2022). Assim, o modelo resultante é dado por

y =c(x + d)b. (3.3)

Outro modelo potencial que é conhecido como modelo de Dejong,
incorpora uma combinacgao de fatores na composi¢cédo do tempo total. Em outras
palavras, o nivel de habilidade é representado pelo tempo que se leva para
realizar uma dada tarefa, de modo que, uma parte € irredutivel e outra é redutivel
com a experiéncia (ASSIS, ROTHMUND E SANTOS, 2022). Matematicamente,
o modelo de Dejong é descrito por

y=c(M+ (1 - M)xb). (3.4)

O parametro M representa a fragdo do tempo minimo que € irredutivel e
sua variacdo pertence ao intervalo [0,1]. Quando M assume valor zero, ndo ha
nivel de habilidade e o modelo se reduz a equagdo de Wright y = cx?.
Entretanto, quando 0 < M < 1, entdo considera-se nivel de habilidade, e nesse
caso, se o0 aprendiz possui uma experiéncia previa da tarefa a ser executada ao
modelo de Dejong, obteremos a curva “S” bastando acrescentar o fator de

experiéncia prévia d de modo que o modelo € dado pela equacéo
y=cM+ (1 —-M)(x+d)P) (3.5)

gue é a uniao dos modelos de Dejong e Stanford-B.

3.2 Modelo Hiperbdlico

Uma formulagcdo da curva de aprendizagem foi proposta por Mazur e

Hastie (1978), cuja forma matematica é dada por uma curva hiperbdlica

P

y =k (3.6)

x+r

em que k é o maximo de desempenho a ser atingido e r indica a taxa de
aprendizado (NEMBHARD; UZUMERI, 2000a). Entretanto, estamos
interessados no caso em que, ao executarmos uma determinada tarefa seu

tempo de realizagdo seja decrescente. Para isso utilizaremos a adaptacéo
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apresentada em (ASSIS, ROTHMUND E SANTOS, 2022), que inclui o parametro
A a equacdo (3.6). Assim, o modelo é dado por
X

y=A—-k— (3.7)

x+r

em que os parametros A, k e r sdo constantes positivas.

3.3 Modelos Exponenciais

Os modelos exponenciais representam as curvas de aprendizagem que
tém natureza exponencial, de modo que, os primeiros estudos sobre tais
modelos se devem a Knecht (1974), que prop6s aprimorar a modelagem de
processos com maior niumero de repeticdes combinando fungdes exponenciais
e potenciais (ANZANELLO; FOGLIATTO, 2007).

Seus parametros sao diferentes quando comparados aos modelos
potenciais, pois fornecem mais informacfes a respeito do processo de
aprendizagem (NEMBHARD; UZUMERI, 2000a). O modelo exponencial é dado
pela equacao

y = cxPe™ (3.8)
em que m € uma segunda constante e os demais parametros sdo idénticos aos
modelos anteriores.

Dentre os modelos exponenciais vamos considerar em nosso trabalho o
modelo exponencial de trés parametros, o exponencial de dois parametros e o
de tempo constante.

O modelo exponencial de trés parametros € dado por

y = k(1 —e~G+d/m) (3.9)
em que y = 0 corresponde ao nivel de habilidade (tempo de execugédo) e x > 0
o nivel de experiéncia (numero de repeticdes de uma dada tarefa). O parametro
k >0 é o maximo de desempenho a ser atingido e r > 0 indica a taxa de
aprendizado. Finalmente, o parametro d > 0 representa a experiéncia prévia do
aprendiz. Entretanto, para Mazur e Hastie (1978), o modelo exponencial
apresentado em (3.9) ndo fornece um resultado satisfatério quando as tarefas a
serem executadas sdo mais complexas. Ainda assim, o modelo gera bons

resultados quando o aprendiz apresenta experiéncia prévia.
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Ao excluirmos do modelo (3.9) a experiéncia prévia do aprendiz,
representada pelo parametro d, obtemos o modelo exponencial de dois
parametros. De acordo com Mazur e Hastie (1978), o modelo de dois parametros
€ menos eficiente se comparado com o modelo de trés parametros.

Finalmente, temos o modelo exponencial de tempo constante. Este
modelo foi desenvolvido por Towill (1990) e sua estrutura € parecida com a curva
exponencial apresentada no modelo de trés parametros. A equacao para este
modelo é dada por

y=yu+ o~ yme ™ (3.10)
em que yy € o nivel de habilidade (maximo/minimo), y, é o desempenho inicial,
k > 0 é a velocidade do aprendizado e x o numero de repeticdes. A adaptacdo
resultante no modelo (3.10) possibilita a determinacdo do tempo demandado
para se obter determinado nivel de desempenho.

Até aqui, foram apresentadas diferentes fun¢des para descrever curvas
de aprendizagem. Nas proximas secbes, apresentaremos e discutiremos
ferramentas necesséarias para que seja possivel ajustar as curvas de
aprendizagem a dados coletados que resultam de uma aplicacao realizada junto
aos alunos do Ensino Médio. Para tanto, faremos o uso do software matematico

Geogebra para ilustrar tais ajustes graficamente.

3.4 Ajustes de curvas: o0 método dos minimos quadrados e o R?

Para realizar os ajustes dos modelos que estudamos nas Secoes 3.1, 3.2
e 3.3 a dados que apresentaremos na Secao (3.6) adotaremos como
metodologia a regressdo por meio dos quadrados minimos fazendo uso do
Software Geogebra, produzindo assim, o ajuste entre dados realisticos e a
funcdo, que em nosso caso, correspondem aos modelos de Wright, Plateau,
Stanford-B, Dejong, a Curva “S”, Hiperbdlico e Exponencial.

Para realizar o ajuste de curvas a um conjunto de dados, um dos métodos
mais simples é o dos quadrados minimos (RUGGIERO; LOPES, 1997; BROWN,

2001). Este método busca minimizar a soma dos erros ao quadrado dado por

E=Yiadi =5 () —y)?. (3.11)
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Para entendermos melhor, inicialmente representamos por f(x) o modelo
gue sera ajustado aos dados coletados. Queremos que f(x;) =~ y;, para i =
1,2,..,n, em que y; representa os dados coletados (realisticos). Em outras
palavras, deseja-se que f(x;) e y; sejam valores muitos préximos, sendo a
distancia entre eles a menor possivel. Para que isso seja possivel, devemos
tomar a distancia d; = (f(x;) — y;)?. Dessa forma, para minimizar o erro E do
conjunto de parametros f(x), basta calcular a soma dos quadrados de (f(x;) —
¥:), sendo esta, representada pela equacéo (3.11).

De maneira resumida, o erro total E € uma funcdo dos parametros da
funcdo f(x) que é usada para descrever a curva de aprendizagem. Por ser
inviavel obter E analiticamente, recorreremos a métodos numericos fazendo o
uso do software matematico Geogebra que sera apresentado na préxima Secao.

Antes de finalizarmos esta Secao, vamos apresentar a medida de ajuste
R-quadrado. Isso se deve ao fato de que ajustaremos diferentes curvas de
aprendizagem a uma tabela de dados coletados e, nesse sentido, € interessante
realizar uma comparacdo entre os modelos potenciais, hiperbdélicos e
exponenciais a fim de investigar qual dentre esses modelos melhor descrevera
0 conjunto de dados coletados.

O Coeficiente de Determinagéo, ou seja, a medida de ajuste R-quadrado

denotado por R?, dado por Bussab e Morettin (1986),

X () -yi)?

2
R*=1 L G-y)?

(3.12)

em que n corresponde ao numero (quantidade) de dados coletados, f(x;)
representa os valores dos modelos ajustados em cada instante i. Além disso, y;
corresponde aos dados coletados no instante i e finalmente, y representa a
média dos dados coletados y; no instante i.

Observe que, o denominador D = Y1, (¥ — y;)* da equagéo (3.12), trata-
se de uma medida que corresponde ao erro cometido por um modelo que é
constante e igual a média dos valores, enquanto que o numerador N =
> (f(x) —v,)?, representa uma medida do erro total cometido pelo modelo
proposto pela funcao f(x).

Assim, podemos dizer que R? representa o percentual da variancia que é

explicado pelo modelo, visto que D é proporcional a variancia dos dados
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coletados. Isso significa que, quanto mais proximo o R? estiver de 1, entdo menor

serd o erro cometido pelo modelo em relagéo a variancia dos dados coletados.
Como ilustracdo para o que acabamos de afirmar, suponha obter R? =

0.7. Isso indica que a medida do erro do modelo é de 30% da medida do erro

cometido pelo modelo constante.

3.5 Representacdo grafica dos ajustes de curvas: uma breve

introducéo sobre software Geogebra

Atualmente é bastante comum associar o uso de Tecnologias da
Informacdo e Comunicacéo (TIC's) no processo de ensino e aprendizagem de
matematica. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) descrevem
habilidades e competéncias na area de Ciéncias e Matematica destacando a
importancia das TICs no processo de construcdo do conhecimento (BRASIL,
2000).

Dentro desse contexto, podemos destacar o software matematico como
uma ferramenta bastante Util para proporcionar a compreensao de determinados
topicos em matematica, ampliando o entendimento dos alunos por oferecer
calculos e visualizagdes geométricas vinculando a pratica ao abstrato.

Como ferramenta, escolhemos o software de matematica dindmica
Geogebra, cuja criagdo ocorreu em 2001 sendo resultado da tese de Markis
Hohenwarter. Trata-se de um software intuitivo e autoexplicativo, podendo ser
facilmente usados em diferentes niveis escolares, além de ser gratuito. Como
caracteristica principal, possibilita combinar geometria, algebra, gréficos e
célculos em um dnico ambiente (ARAUJO, 2018).

Versdes atualizadas do software Geogebra, podem ser obtidas
diretamente da internet em http://www.geogebra.org/. Utilizamos aqui, a verséo
classica 5.0.426.0-d.

Nosso objetivo, consiste em utilizar o Geogebra para ajustar curvas a

dados coletados, conforme descrito na Secdo (3.6). Conforme dito
anteriormente, este software é bastante intuitivo, de modo que, faremos uma
breve apresentacdo em como utiliza-lo para o ajuste de curvas.

Inicialmente, apds abrir o programa, clicamos em Exibir -> Planilha, visto

que precisamos da ferramenta “Planilha”, que serve para digitar os dados
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coletados. Apo6s a digitacdo dos dados, basta seleciona-los na planilha, clicar
com o botdo direito do mouse escolhendo “Criar -> Lista de pontos” que serve
para criarmos uma lista de pontos com esses dados, conforme ilustra a Figura
2.

Figura 2: Captura de tela do software Geogebra para ilustrar como criar uma lista de pontos a
partir da ferramenta de planilha utilizando dados.
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Fonte: o autor

Para ilustrarmos como funciona o ajuste de curvas aos dados da Figura
2, escolhemos de maneira aleatéria uma funcéo. Por exemplo, digitando na barra
de entrada o comando “f(x) =c*x"b xexp (m*x)" que corresponde ao
modelo exponencial (3.8), ao pressionarmos “enter” obtemos uma funcao de
ajuste exponencial. Entretanto, observe que, aparece uma janela com a opcéo
de inserir os “controles deslizantes” para os parametros b,c e m do modelo

conforme ilustra a Figura 3.

Figura 3: Captura de tela do software Geogebra para ilustrar como inserir 0 modelo exponencial
“f(x) =c=*x"b = exp (m=x)" e os controles deslizantes.
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Fonte: o autor
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Os controles servem para ajustar os parametros de maneira manual, o
que sera de grande ajuda, pois funciona como um “chute inicial’, a fim de
obtermos o melhor ajuste de curvas dos quadrados minimos. Realizando alguns
ajustes manuais nos “controles deslizantes”, percebemos, que o0 modelo possui

um bom ajuste ao tomarmos ¢ = 2.55, b = —0.3 e m = 0.05. Veja a Figura 4.

Figura 4: Captura de tela do software Geogebra para ilustrar a curva do modelo exponencial
“f(x) =c=x"b xrexp (m=x)" e essa mesma curva apds ajustar os controles deslizantes.
Consideramos: ¢ = 2.55, b = —0.3 e m = 0.05.
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Fonte: o autor

O préximo passo, consiste em digitar no comando de entrada “g(x) =
Regressao(L_1, f)". Observe que, “L_1" representa a lista de pontos criados e
“f” a fungdo a ser ajustada. Em nosso caso, obtivemos uma resposta para
“g(x) = 2.89x7096¢01*” que é muito proxima da fungdo “f(x)”.

Para finalizarmos, exibimos o valor de R?, sendo este, por meio do
comando “R = RQuadrado(L_1,g)", em que “L_1" identifica a lista de pontos e

“g” a funcao ajustada com os parametros 6timos. Veja a Figura 5.

Figura 5: Captura de tela do software Geogebra para ilustrar o ajuste de um modelo exponencial
aos dados inseridos e também o valor de R? = 0.62.
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Fonte: o autor.
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4 APRENDENDO A MODELAR

Neste Capitulo, nosso objetivo é apresentar uma trajetéria, que em nossa
opinido, torna-se bastante pessoal, visto que, o professor nesse momento, deixa
de ser o mediador do aprendizado e passa a ser 0 aprendiz.

Quando vivenciamos a docéncia, a inser¢do da modelagem matematica
nem sempre é uma tarefa facil para o professor, principalmente para aqueles
gue estao habituados com uma metodologia de ensino tradicional. Dessa forma,
se faz necessaria, a busca por um aprendizado pessoal, desprendido e ao
mesmo tempo divertido, instigando a curiosidade e sede por novos saberes.

Para aplicar uma atividade envolvendo modelagem com os alunos do
Ensino Basico, sentimos na maioria das vezes, a necessidade de uma prévia
preparacao, sendo realizado para agregar conhecimento, experiéncia, vivéncia
em um novo contexto: o professor como aprendiz de sua proépria pratica. Para
Isso, como um relato da vivéncia ocorrida durante todo o processo de
desenvolvimento desse trabalho, elaboramos uma sequéncia didéatica para o
nosso proprio aprendizado, para depois apresentar os resultados para os alunos
e enfim, realizar a modelagem mateméatica com eles.

As atividades foram cuidadosamente elaboradas, de modo que para sua
execucao foram indispensaveis leituras e planejamento. Para isso, optamos por
elaborar uma sequéncia didatica. Sendo assim, ao trabalhar com uma sequéncia
didatica bem planejada, podemos auxiliar o aluno a compreender toda a
dimenséo do tema que se deseja abordar em sala de aula.

Elaboramos duas sequéncias didaticas, sendo uma delas para o professor
e a outra para a execuc¢ao das atividades propostas em sala de aula. Falaremos
neste Capitulo sobre a sequéncia didatica destinada ao professor, sendo de
fundamental importancia, pois nem sempre, 0 professor tem experiéncia em
trabalhar conteudos de matematica utilizando modelagem matematica. Para
tanto, apresentamos uma descricdo em como se deu a sequéncia didatica
destinada ao professor, que foi elaborada e executada em periodo de 30 a 60
dias de antecedéncia ao desenvolvimento das atividades com os alunos.

Essa postura é essencial para que o professor esteja seguro e confiante

diante dos alunos, ja que se torna pleno de dominio sobre o0 que se pretende
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executar em sala de aula. O Quadro 1 resume como se deu a sequéncia didatica
gue tem por objetivo preparar o professor para aplicacdo das atividades

propostas.

Quadro 1: Resumo que representa a sequéncia didatica destinada ao professor pesquisador
com o objetivo de aquisicdo de conhecimento e experiéncia na execucdo das atividades
propostas.

Sequéncia didatica — professor pesquisador

* Leituras de textos envolvendo modelagem matematica e

curvas de aprendizagem.

* Elaboracdo de um projeto de modelagem matematica
Parte 1 (Curva de crescimento de Pés de Feijao) e ajuste de curvas.

* Adquirir conhecimento em como utilizar o software

matematico Geogebra para execucado das atividades.

* Apresentar para os alunos em sala de aula o projeto “Curva
Parte 2 de Crescimento de Pés de Feijdao” modelando fungdes

matematicas aos dados coletados.

* Organizar materiais e elaborar uma sequéncia didatica para

Parte 3 : . : : ..
aplicar atividades junto aos alunos do Ensino Médio.

Fonte: o autor

Conforme ilustrado no Quadro 1, a sequéncia didatica do professor foi
dividida em trés partes. A primeira parte consistiu em um tipo de “start”, ou seja,
teve por objetivo criar uma certa familiaridade do professor com o que se
pretendia executar. Para tanto, leituras envolvendo Modelagem Matematica e
Curvas de Aprendizagem foram essenciais para poder elaborar um projeto
envolvendo tais teorias. Concomitantemente as leituras, iniciou-se a elaboracao
de um projeto envolvendo modelagem matematica, de modo que o experimento
compreendeu o periodo de 23/08/2022 a 14/09/2022. O projeto consistiu em
modelar o crescimento de pés de feijdo, desde a germinacdo dos graos até que
a plantas atingissem uma certa altura dentro de um limite de dias (18 dias). O
objetivo do projeto consistiu em coletar dados da altura diaria dos pés de feijao
durante o periodo estabelecido, para posteriormente, com o uso do software
matematico Geogebra modelar por meio de funcbes os dados coletados e

realizar uma interpretacédo da curva de crescimento das plantas. Esse momento,
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proporcionou um aprendizado empirico da modelagem proposta por esse
projeto, bem como, utilizar o Geogebra para a ajustar modelos matematicos aos
dados coletados elaborando e interpretando graficos que representam curvas de
crescimento das plantas.

Utilizamos 3 vasos, contendo 10 graos de feijao plantados em cada vaso.
Os vasos foram alojados em ambiente ao ar livre em meia sombra e regados
uma vez ao dia até o final do experimento. Diariamente, coletou-se os dados,
gue consistiu na medicdo de cada plantinha que germinou a partir dos graos
plantados. A Figura 6 ilustra as plantas que germinaram.

Figura 6: Vasos contendo os feijdes ja germinados.

s

et A v 9 &

Fonte: autor

Dentre os 30 grdos que foram plantados, somente 15 germinaram e
cresceram. Assim, realizamos a coleta de dados que consistiu na medicdo da
altura das plantas, das quais fizemos 18 medi¢cdes sendo uma por dia. A coleta
de dados foi finalizada ao final de 18 medic¢des, visto que tinhamos um prazo
para a finalizacdo do projeto. Para a coleta de dados, escolhemos um dentre 0os
trés vasos por apresentar o maior numero de plantas germinadas totalizando 6

plantas. O Quadro 2 apresenta os dados coletados que representam o
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crescimento diario das plantas durante todo experimento totalizando 23 dias
(lembrando que as plantas germinaram no sexto dia). Enfatizamos que durante
esse processo, ocorreram imprevistos, e dessa forma, € importante se atentar
com isso para que néo falte tempo na execucéo desse projeto de preparacéo do

professor para aprender a modelar.

Quadro 2: Dados coletados da altura de cada planta do mesmo vaso. Legenda: P;; i =
1,2,3,4,5,6 corresponde a plantas (pés de feijdo); M; = Z?jf%; j=1,2,..,18, corresponde a
média aritmética da altura de cada planta em cada dia observado.

Més Dia Py P, P3 Py Ps Pg Média

M;

23 - - - - - - -

24 - - - - - - -

A 25 - - - - - - -

G 26 i i - i i - i

@) 27 - - - - - - -
S 28 4.50 0.50 5.00 4.80 0.50 6.20 3.58
T 29 5.80 3.80 6.00 5.50 1.30 6.40 4.80
o 30 7.50 5.00 7.50 6.80 2.00 7.00 5.96
31 9.00 7.00 9.00 8.00 2.50 9.50 7.51

01 9.50 8.00 9.00 9.00 3.00 10.00 8.08
02 10.00 8.50 9.20 9.10 4.50 10.60 8.65
03 10.50 9.00 10.00 9.60 6.00 11.20 9.38
04 11.20 9.30 12.00 10.00 9.00 12.00 10.58
05 12.50 9.60 13.00 10.50 13.00 13.00 11.93
06 14.00 10.00 15.00 14.00 14.00 16.00 13.8
07 15.00 11.00 16.00 14.00 15.00 16.00 14.5
08 16.00 13.00 16.50 16.00 15.00 17.00 15.58
09 17.00 14.00 17.00 17.00 16.00 17.00 16.33
10 17.50 16.00 17.00 18.00 16.00 18.00 17.08
11 17.70 16.50 17.10 18.20 16.40 18.30 17.36
12 17.90 16.70 17.40 18.40 16.80 18.60 17.63
13 18.10 17.00 17.80 18.80 17.00 18.90 17.93
14 18.30 17.50 18.00 19.20 17.15 19.00 18.19

O W W ZmMm 4 m mw

Fonte: o autor
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Apoés a coleta dos dados, foi possivel com a utilizacdo do software
Geogebra, e com a escolha de algum modelo matematico, fazer um ajuste de
curva aos pontos que representam os dados coletados. A Figura 7 ilustra o
gréfico obtido a partir de fun¢des de curvas de aprendizagem que descrevemos
nas Secoes 3.2 e 3.3 bem como o ajuste de curvas conforme descrito na Secao
3.4.

Note que, 0 experimento descreve uma curva de crescimento. Entretanto,
escolhemos como ilustragcdo modelos de curvas de aprendizagem, ja que se
ajustam e ilustram de maneira adequada os resultados desse experimento.
Escolhemos os modelos (3.4) e (3.9) que séo, respectivamente, 0 modelo de

Dejong dado por f(x) =c(M + (1 —M)x?) e o modelo exponencial de trés

x+d

parametros dado por h(x)=k(1—e"7>. A curva continua em verde

corresponde ao modelo de Dejong considerando m = 0.15, b = 0.95 e ¢ = 1.45.
A curva pontilhada em verde corresponde ao modelo de Dejong ajustado que
resulta em g(x) = 3.21(0.22 + (1 — 0.22)x%¢9).

Em nossas simulagdes, observamos que além do parametro pertencer ao
intervalo [0,1], deve ser proximo de zero para fornecer um melhor valor para o
R? = 0.9833, indicando um excelente ajuste de curvas. Além disso, o valor do
parametro b deve ser positivo para que tenhamos uma curva de crescimento,
pois do contrario a curva decresceria.

A curva continua em azul corresponde ao modelo exponencial de trés

parametros considerando d = —0.05, k = 8.42 e r = 0.99, cujo ajuste resulta em

x+1.29

p(x) = 30.99 (1 —e 2035 ) Em relacdo ao R? que é uma medida do erro do

modelo com relacdo a variancia dos dados, para o modelo exponencial R? =
0.99. Mesmo assim, podemos dizer que o modelo exponencial teve um melhor
ajuste. Quanto ao valor assintotico y.,, que descreve o valor da curva fora do
intervalo de experimentos (além de 18 dias) e que fornece uma ideia do
crescimento das plantas conforme os dias aumentam, séo calculados
considerando-se o limite de ambas fun¢des tendendo ao infinito.

Assim, para o modelo de Dejong ajustado g(x) temos vy, =
;13)10 3.21(0.22 + (1 — 0.22)x%%%) = e da mesma forma, para o modelo

x+1.29

exponencial ajustado p(x) temos y,, = 9gim 30.99 (1 —e zo.ss) =30.993 o que
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nos leva a concluir que o modelo de Dejong, embora tenha um bom ajuste, ndo
€ muito realistico do ponto de vista assintotico ja que o valor do limite € infinito,
pois o pé de feijao deixara de crescer apdés um determinado nimero de dias.
J& o modelo exponencial, além de possuir um melhor ajuste que o modelo
de Dejong por possuir um valor de R? mais proximo de 1, seu limite resultou em
30.993 centimetros, indicando que esse € o limite maximo de crescimento do pé

de feijao.

Figura 7: Captura de tela do software Geogebra para ilustrar o ajuste do modelo Dejong de um
modelo exponencial aos dados inseridos. Legenda: curva continua verde: modelo de dejong;
curva pontilhada verde: modelo de Dejong ajustado; curva continua azul: modelo exponencial;
curva pontilhada azul: modelo exponencial ajustado.
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Fonte: o autor.

Ao finalizarmos esse projeto de modelagem matemética, foi possivel
vivenciar o que é e como realizar uma modelagem matematica utilizando dados
reais. Mesmo o resultado ndo sendo integralmente realistico, a validade do que
foi desenvolvido é essencial e valida do ponto do vista didatico, pois proporciona
ao aprendiz uma reflexdo sobre situagdes da vida real representadas de forma

mais abstrata por meio de uma outra linguagem que € a Matematica.
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Sem duvidas, podemos afirmar que a forma de ver a Matemética e
ferramentas computacionais sdo transformadas em nossas mentes e tudo passa
a ter uma coligacdo natural unindo conhecimento de vida e conhecimento
escolar. No proximo Capitulo, apresentaremos a aplicagdo que realizamos em

duas turmas do Ensino Médio.
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5 MODELAGEM MATEMATICA E CURVAS DE APRENDIZAGEM: UMA
APLICACAO NO ENSINO MEDIO

Apoés a finalizagcdo do projeto descrito no Capitulo 4, elaboramos uma
apresentacdo em powerpoint para explicar aos alunos Tais resultados foram
apresentados nos dias 20/10/2022 na turma do 2° ano E e 24/10/2022 na turma
do 2° ano F. Esse foi o primeiro contato dos alunos com o GeoGebra e os
modelos matematicos. Para a apresentacao utilizamos um notebook de uso
pessoal do professor pesquisador e Datashow fornecido pela escola. Assim,
terminamos as primeiras e segunda partes da sequéncia didatica do professor
descrita no Quadro 1. A terceira parte dessa mesma sequéncia didatica, sera

descrita a seguir.

5.1 Campo da pesquisa e sujeitos da pesquisa

As curvas de aprendizagem podem fornecer resultados satisfatorios para
o trabalho do professor, visto que reforcam a importancia da revisdo e da
repeticdo de algo que se deseja aprender. Com a finalidade de se obter dados
de um processo de ensino e aprendizagem, decidimos aplicar a teoria das curvas
de aprendizagem em duas turmas do segundo ano do Ensino Médio totalizando
48 participantes. A aplicacdo aconteceu na Escola Estadual Nilza de Oliveira
Pipino, no municipio de Sinop, no Estado de Mato Grosso no periodo de 20/10
a 21/11/2022. Vale ressaltar que os objetivos principais dessa aplicacéo
consistem em aprimorar o conhecimento do professor para que possa tornar-se
um educador versétil, seguro e podendo conectar seus ensinamentos com
situacOes reais do mundo utilizando diferentes recursos e fazendo com que o
aprendizado dos alunos em sala de aula torne-se dinamico e desafiador e, no
gue tange os alunos destacamos a investigacdo e observacdo do
comportamento e interesse durante todo o processo de aprendizado. Em outras
palavras, buscamos compreender quais sdo os ganhos pedagogicos com as
atividades propostas e principalmente, analisar os resultados que séo
apresentados durante todo o processo por meio das interagdes e atuacdo dos

alunos em sala de aula.
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5.2 Metodologia e procedimentos

Utilizamos como fundamentagéo teorica para a aplicacdo executada a
Modelagem Matematica, ja que o aluno é o principal executor da tarefa a ser
modelada, que sera posteriormente, analisada utilizando a teoria das curvas de
aprendizagem. Realizamos quatro experimentos sendo o Baralho, Jogo de
Argolas, Quebra-Cabeca e Jogo online Tap Tap Dash. A aplicacao desses jogos
juntamente com os alunos teve como objetivo fazé-los compreender como um
problema real (nesse caso 0s jogos) vinculam-se aos conceitos matematicos
formais. A descricdo detalhada em como foram desenvolvidos os experimentos

e em que consistiam 0s jogos estao apresentados a seguir.

1) Baralho: esta atividade consiste e embaralhar um baralho contendo 52
cartas, e em seguida, separar as cartas por naipe sendo paus e espada
na cor preta e copas e ouro na cor vermelha, colocando-as em ordem

[{ P

crescente de “as a rei”. Para esta atividade, o aluno deve embaralhar por
sete vezes o baralho entre uma rodada e outra repetindo a separagao das

cartas por oito vezes consecutivas, conforme ilustrado na Figura 8.

Figura 8: Jogo de baralho contendo cartas utilizado no experimento para coleta de dados.

Fonte: Autor.
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2) Quebra-cabeca: escolhnemos um quebra cabeca denominado “Arca de
Noé” contendo 30 pegas. O aluno deve montar o quebra-cabeca por oito
vezes consecutivas embaralhando as pecgas entre uma montagem e
outra, anotando em cada rodada tempo gasto. A Figura 9 ilustra o jogo

utilizado.

Figura 9: Quebra-cabega “Arca de Noé” contendo 30 pegas utilizado no experimento para coleta
de dados.

Fonte: o autor.

3) Jogo de argolas: este jogo consiste em uma base de madeira contendo
cinco hastes, cujo objetivo consiste em colocar argolas nas hastes
lancando-as de uma determinada distancia, (1,5m), conforme ilustrado na
Figura 9. Para 0 nosso experimento, as regras consistem em utilizar 10
argolas, de modo que ao langar as 10 argolas (uma por vez), o aluno deve
colocar pelo menos cinco argolas em qualquer uma das cinco hastes.
Caso o aluno néo acerte pelo menos cinco argolas nas hastes, recolhem-
se as argolas e continuam-se 0s lancamentos até que complete um total
de cinco argolas nas hastes. O tempo de execucdo dessa tarefa so é
computado apos ter cinco argolas nas hastes. O aluno deve repetir 0 jogo

por oito vezes marcando o tempo em cada uma das jogadas.
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Figura 10: Jogo de “Argolas” contendo uma base com 5 hastes em que o participante deve

acertar pelo menos cinco argolas em qualquer uma das hastes. Imagem ilustrativa utilizada no

experimento para coleta de dados.
X i\

Fonte: o autor.

4) Jogo online Tap Tap Dash: este jogo € um game para ser jogado em
smartphone que possui controles limitados e partidas rapidas. O jogo
consiste em orientar as curvas de pequenos animais por passarelas
estreitas, conforme ilustra a Figura 10. Para isso, basta tocar na tela para
girar ou saltar abismos na direcdo indicada por setas no chdo. Para nosso
experimento, limitamos que o jogador deve passar somente a primeira
fase do jogo, repetindo a jogada da primeira fase por 8 vezes consecutivas
marcando o tempo gasto para jogar a primeira fase em cada, uma das

repeticoes.
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Figura 11: Jogo online “Tap Tap Dash”.

Fonte: imagem do jogo disponivel no Google Play.

A Ultima parte desta sequéncia, consistiu em organizar os materiais
necessarios e elaborar uma sequéncia didatica para aplicar atividades
envolvendo curvas de aprendizagem aos alunos do Ensino Médio, cujo resumo
esta presente no Quadro 3.

Quadro 3: Resumo que representa a sequéncia didatica destinada ao experimento realizado
com os alunos do 2° ano do Ensino Médio.

Sequéncia Didatica: atividades envolvendo curvas de aprendizagem junto
aos alunos do Ensino Médio

* Explicar a dindmica em como sera realizado o experimento envolvendo os
quatro jogos (baralho, quebra-cabeca, argolas, Tap Tap Dash)

* Organizacao dos grupos para execucao dos jogos

* aplicacdo das tarefas consistindo da execucédo dos jogos com os alunos e
coleta de dados

* Tabular os dados coletados

* Organizar 0s equipamentos necessarios

* Modelar fungdes e discutir ajuste de curvas de aprendizagem com os alunos.

Fonte: o autor.

No que tange a organizagdo dos materiais, definimos que tipo de
atividades seriam aplicadas, totalizando quatro atividades. Assim, utilizamos
guatro unidades de quatro jogos escolhidos, sendo Baralho, Jogo de Argolas,

jogo online Tap Tap Dash e Quebra-Cabeca.
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Feito isso, desenvolvemos a sequéncia didatica com o passo a passo de
como seria realizada a aplicacéo. Inicialmente, organizamos 0s grupos em sala
de aula, considerando que pelo nimero de alunos matriculados que estavam
frequentando as aulas trabalhariamos com 6 grupos de 8 pessoas.

Cada grupo faria uma das atividades propostas, de modo que, enquanto
guatro alunos de um grupo realizavam as tarefas por oito vezes consecutivas
seguindo o mesmo padréo da primeira jogada, 0s outros quatro integrantes (n&o
necessariamente do mesmo grupo) fiscalizavam e anotavam os tempos de
realizacdo da atividade em cadernos. Os grupos foram denominados de grupos
1,2,3,4,5e 6, sendo os grupos 1, 2, 3 e 4 do 2° ano F e os grupos 5 e 6 do 2°
ano E.

Para organizar a execucéao das tarefas (baralho, jogo de argolas, quebra-
cabeca e jogo online Tap Tap Dash) elaboramos tabelas para organizar os
nomes dos integrantes de cada grupo. As aplicacbes das tarefas ocorreram nos
dias 20/10/2022 no 2° ano E e 31/10/2022 no 2° ano F.

O Quadro 3 € um resumo das tabelas criadas para os quatro grupos da
turma do 2° ano F. Como a duracao da aula é de uma hora e quarenta e cinco
minutos, consideramos no maximo cinco minutos para a execucao de cada tarefa
distribuidas em quatro rodadas durante a aula. Vale observar que foi necessario
levar os alunos para outros espacos da escola a fim de obtermos mais espaco
fisico para a execugdo das tarefas, como é o caso do jogo de argolas e do
baralho.

Para entendermos melhor o Quadro 3, como um exemplo, se
considerarmos a primeira rodada que ocorreu das 9:15 as 9:35, os alunos
A, Ay, A3, A, do grupo G, executaram a tarefa do baralho e os alunos
Aq, A, Az, A, do grupo Gs, realizaram as anotagdes dos tempos gastos em cada
uma das oito repeticbes em um caderno. Ao mesmo tempo, os demais alunos
Ag, Ag, A;, Ag do grupo G, executaram a tarefa do quebra-cabeca de modo que,
os alunos As, 44, A5, Ag do grupo Gs, realizaram as anotacdes dos tempos gastos
em cada uma das oito repeticdes em um caderno.

De maneira analoga, isso ocorreu nesse mesmo horario envolvendo os
grupos G, e G, ao executarem as tarefas do jogo de argolas e do jogo online Tap
Tap Dash. Em cada rodada as atividades eram alteradas para o bloco de alunos

e grupos conforme ilustra o Quadro 4.
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Quadro 4: Resumo das tabelas elaboradas para organizar a execucédo das tarefas Baralho,
Quebra-cabeca, Jogo de argolas e Jogo online Tap Tap Dash realizado na turma do 2° ano F.
Legenda: G,, G5, G3, G,: grupos com 8 alunos cada; 4;;i = 1, ...,8: alunos de cada grupo.

Tarefa

Horario

9:15- 9:35

9:40-10:05

10:10-10:35

10:40-11:05

Fonte: o autor.

Baralho

Executar tarefa:
G Ay, A, 45, A,
Marcar o tempo:
G3:A4,,4,, 45,4,
Executar tarefa:
Gy: Ay, Ay Az Ay

Marcar o tempo:

Executar tarefa:
63: Al,Az,A3,A4

Marcar o tempo:

Gi: A-]_,Az, Aa, A4
Executar tarefa:
64:A1, Az, A3,A4

Marcar o tempo:

Gz:Al,Az,A3,A4

Quebra cabega

Executar tarefa:
Gl: As, A6,A7, AS

Marcar o tempo:

Executar tarefa:
GZ: A5, As» A?: AS

Marcar o tempo:

G4: As, Aﬁ, A7, AB
Executar tarefa:
G3: As, As, A7, AS

Marcar o tempo:

Gl: As,Aﬁ,A;l,As
Executar tarefa:
G4:A5,A6,A7, AB

Marcar o tempo:

Gz: As, As, A7, AS

Jogo de argolas

Executar tarefa:
Gz:Al,Az,A3,A4

Marcar o tempo:

Executar tarefa:
Gl: A1,A2,A3, A4

Marcar o tempo:

GE:AL'AZ’A3’A4—
Executar tarefa:
G4: Al’ Az, A3,A4

Marcar o tempo:

Gz:Al,Az,A3,A4
Executar tarefa:
GS:AIJAZFA3'A4

Marcar o tempo:

Gl: A1,A2,A3, A4

Jogo online Tap
Tap Dash
Executar tarefa:

Gz: As, As, A7, AS

Marcar o tempo:

Executar tarefa:
Gl: ASJA61A7I AS

Marcar o tempo:

G4: As, Aﬁ, A7, AB
Executar tarefa:
G4: As, Aﬁ, A7, AB

Marcar o tempo:

Gz: As, As, Ay, AS
Executar tarefa:
Gs: As, As, A7, AS

Marcar o tempo:

Gl: As,A6,A7,A3

Para o0 2° ano E, o resumo € idéntico ao que foi apresentado no Quadro

3, porém consideramos somente 2 grupos conforme ilustra o Quadro 5.

Como descrito anteriormente, 0s proprios alunos executaram as tarefas e

produziram os dados marcando em um caderno os tempos de execucao das

tarefas em cada repeticéao. Feito isso, recolhemos os dados para tabular em uma

planilha eletrdnica, cuja digitacdo foi feita pelo professor pesquisador fora do

horario de aula, jA que o tempo em sala de aula é muito reduzido para deixar

essa tabulacdo a cargo dos alunos.
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Quadro 5: Resumo das tabelas elaboradas para organizar a execucdo das tarefas Baralho,
Quebra-cabeca, Jogo de argolas e Jogo online Tap Tap Dash realizado na turma do 2° ano E.

Legenda: G4, G,: grupos com 8 alunos cada; 4;;i = 1, ...,8: alunos de cada grupo.
Tarefas Tarefas
Horario Baralho Quebra cabega Horario Jogo de argolas  Jogo online Tap
. . . - Tap Dash
B Exocittar tarefa: | Exectitantarefa: 10:10- 10:35 | Executar tarefa: | Executar tarefa:
Gy:4,,4;5,45, 4, Gy:As, Ag, A, Ag Gy: Ay, Ay Asy Ay Gy: As, Ag, Ay, Ag
Marcar o tempo: | Marcar o tempo: Marcar o tempo: | Marcar o tempo:
Ga: Ay, Az, A3, Ay Ga: As, Ag, A7, Ag Gpi Ay, Ay A, Ay Gy: As, Ag, A7, Ag
9:40-10:05 Executar tarefa: | Executar tarefa: 10:40-11:05 | Executar tarefa: | Executar tarefa:

Gy: Ay, Ay, Ag, Ay

Marcar o tempo:

Gy: A5, A, A7, Ag

Marcar o tempo:

Gp: Ay, Ag, A Ay

Marcar o tempo:

Gy: As, Ag, A7, Ag

Marcar o tempo:

Gy: Ay, 43,45, 4, Gy: A5, Ag, A7, Ag Gi: A, Ay, A Ay Gy:As, Ag, Ay, Ag

Fonte: o autor.

Com os dados todos digitados, o préximo passo consistiu em modelar
juntamente como os alunos func¢des conhecidas fazendo o ajuste das funcdes
aos dados coletados e discutindo os resultados por meio das curvas de
aprendizagem obtidas. Essa parte da pesquisa foi realizada nos dias 17/11/2022
no 2° ano E e 21/11/2022 no 2° ano F.

Para a realizacdo desta Ultima parte da atividade, utilizamos o
Chromebook, sendo este, fruto de recursos governamentais para a qualificagéo
e a utilizacdo da tecnologia no ensino as escolas da rede Estado de Mato
Grosso. Este equipamento € um notebook idealizado pela empresa Google
contando com o sistema operacional Chrome OS, sendo equipado com entrada
USB e drive Optico, de modo que € possivel utilizar dispositivos e
armazenamento como pendrives e HDs externos, bem como reproduzir CDs e
DVDs. Seu tamanho € menor e sua tela varia entre 11 e 15 polegadas.

E possivel acessar a internet no Chromebook. Ele possui um sistema de
login integrado com as contas educacionais de professores e alunos, sendo
disponibilizados para atividades pedagdgicas sempre que necessario. Também
€ possivel acessar os servicos on-line de todas as ferramentas da plataforma
Google Sala de Aula e das ferramentas do Google for Education. A Figura 12
ilustra os Chromebooks utilizados em sala de aula pelos alunos em nossa

pesquisa.
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Figura 12: Chromebooks da Escola Estadual Nilza de Oliveira Pipino, no municipio de Sinop, no
Estado de Mato Grosso disponibilizados completude da pesuisa}re@liz_ada no presente trabalho.

‘W\m"”‘*‘"“ )

\

Fonte: o autor.

Em momento anterior a aplicacdo, em posse de um Chromebook fizemos
algumas simulagdes das atividades que seriam executadas em sala de aula a
fim de minimizar problemas operacionais. Assim, no dia 17/11/2022, realizamos
a Ultima parte da aplicacédo na turma do 2° ano E. Nesse momento, os alunos de
forma individual e em duplas, em posse dos Chromebooks, acessaram o
software Geogebra e desenvolveram as atividades conforme descrito na Se¢ao
3.5.

Iniciamos com a inser¢cdo dos dados na planilha do Geogebra criando
uma lista de pontos, para em seguida, inserir os modelos matematicos que
descrevem curvas de aprendizagem ajustando-os aos dados e calculando o R2.
Como o tempo é muito reduzido, optamos por trabalhar com apenas dois
modelos, sendo um potencial e outro exponencial. A Figura 13 ilustra 0 momento
em que os alunos estavam, sob a orientacdo do professor pesquisador,
ajustando os modelos no Geogebra. De forma analoga, a mesma atividade foi

desenvolvida no 2° ano F.
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Figura 13: Alunos do 2° ano E durante a execucdo da ultima parte das atividades envolvendo
curvas de aprendizagem. Momento em sala de aula em que os alunos ajustaram os modelos
potencial e exponencial aos dados coletados e realizaram o ajuste por meio de comandos do
Geogebra, além do célculo do R2.
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6 RESULTADOS

Nesse Capitulo apresentamos os resultados obtidos das atividades
envolvendo curvas de aprendizagem com alunos do Ensino Médio. Nossas
discussbes abarcam os resultados graficos que ilustram as curvas de
aprendizagem dos modelos potenciais, hiperbdlicos e exponenciais, e ainda,
fazemos uma discussao sobre os resultados gerais das atividades que os alunos
executaram utilizando os Chromebooks. Para tanto, investigamos quais séo os
desafios e potencialidades na insercdo de atividades fazendo o uso da
Modelagem Matematica como uma metodologia ativa utilizando curvas de

aprendizagem junto aos alunos do Ensino Médio.

6.1 Analisando as curvas de aprendizagem dos modelos estudados

No Capitulo 3, apresentamos em linhas gerais a teoria de curvas de
aprendizagem focando uma aplicacao realizada com alunos do Ensino Médio.
Nesta Secédo, faremos uma discussao teérica do desempenho de cada modelo
antes de aplica-los juntamente com os alunos. Como a analise dos experimentos
€ bastante similar, vamos detalhar apenas um dos experimentos, sendo a nossa
escolha a atividade envolvendo o baralho.

Na atividade envolvendo o Baralho, A tabulagédo dos dados coletados,
foram elaborados pelos alunos em um caderno. Feito isso, o professor
pesquisador transferiu os dados para uma planilha eletrénica (foi usada a
planilha de calculo do software OpenOffice), bem como, o ajuste de curvas e
relatérios, foram elaborados pelo professor, que posteriormente, enviou para 0s
alunos realizarem as devidas analises com o auxilio dos Chromebooks, que séo
computadores portateis, sendo estes, disponibilizados pela prépria escola. A

Figura 14 ilustra uma simulacao da tarefa executada pelos alunos.
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Figura 14: llustracdo da atividade envolvendo o baralho no momento em que o participante

estava separando as 52 cartas por naipe.
o0 . " »

el ¢ o

No Quadro 6 apresentamos os dados obtidos por cada participante na
execucao da tarefa em cada tentativa. Para que o quadro se torne mais didatico,
cada linha da tabela do Quadro 6 corresponde a um participante denotado por
A; com i=1,2,..,48 e cada coluna o niumero de tentativas (repeticdes) de

execugdo da tarefa, sendo este denotado por R; com j=1,2,..,8. Também
calculamos M; = Y7=5*® %;j =1,2,..,8, que corresponde a média aritmética dos
tempos obtidos por cada aluno A; em cada tentativa R;. O calculo da média

aritmética dos tempos de todos os alunos em cada repeticdo, foi calculada com
0 objetivo de suavizar possiveis variagcbes aleatérias e entre os alunos.
Resumindo, o Quadro 6 basicamente possui a combinacao de duas informacgdes

primordiais, sendo: M; =y (média dos tempos de execucdo da tarefa/nivel de

habilidade) em cada instante R; = x (nimero de repeticdes/nivel de experiéncia).
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Quadro 6: Dados coletados dos tempos obtidos por cada aluno participante na atividade do
baralho (separar as 52 cartas por naipes e ordem crescente). Legenda: 4;; i =1,2,...,48
corresponde aos alunos participantes; R;; j = 1,2,...,8 trata-se do ndmero de repetices da

X . — y'n=48 4i.
execucdo da tarefa; M; = Y50 —

’
n

obtidos por cada aluno A; em cada tentativa R;.

Tentativa R,
Aluno
A, 3.20
A, 2.12
A, 2.41
A, 2.32
As 1.55
Ag 1.45
A, 1.50
Ag 2.39
Ag 1.43
Ao 2.33
Ay 2.45
Ap 3.13
A3 2.36
Ay 2.38
Ass 5.45
Ae 2.24
Ay 2.50
Agg 3.37
Ao 3.10
Az 2.33
Azq 2.30
Ay 2.03
Ay 2.21
Ay, 1.45
Ays 2.30
Ay 4.11

R,

2.31
2.20
131
2.00
1.49
2.26
1.57
2.20
1.50
1.52
2.15
2.39
1.59
2.17
3.22
1.49
2.12
2.35
3.06
2.21
2.17
1.48
2.24
1.52
2.20
3.23

Tempo (minutos)

R;

3.58
231
2.32
2.08
2.19
2.10
2.06
2.10
1.21
1.46
2.15
2.52
2.01
1.50
2.47
1.47
2.26
2.09
2.38
1.49
1.42
2.00
2.15
1.59
1.56
2.47

Ry

3.58
2.54
2.23
1.27
1.45
1.47
2.08
2.02
1.45
2.01
2.17
2.17
1.36
2.16
3.08
1.54
1.50
1.42
2.42
2.07
1.46
2.02
3.05
1.46
1.41
3.02

Rs

3.39
2.18
1.21
1.47
1.41
1.49
1.56
1.48
1.41
2.04
2.00
2.01
2.09
2.02
2.18
2.42
1.49
1.40
2.10
2.03
1.40
2.09
2.28
1.45
1.40
2.04

Rg

2.45
2.31
1.03
1.40
2.10
2.03
1.48
2.05
1.40
2.21
1.59
2.55
1.52
2.17
2.20
1.56
1.44
1.23
2.5

2.09
1.50
2.09
2.35
1.47
1.36
2.21

R,

3.28
2.03
1.28
1.40
1.28
1.44
2.29
1.47
1.39
1.40
1.59
2.59
2.08
1.56
2.50
2.06
1.42
1.20
2.11
1.54
1.28
1.47
2.07
1.41
1.36
2.09

Rg

2.32
2.14
1.50
1.28
1.44
1.50
1.54
141
1.35
2.24
1.58
2.18
1.43
1.43
2.09
1.44
1.35
1.29
1.43
2.00
1.27
151
2.17
1.33
1.29
1.13

j=1,2,..,8, corresponde a média aritmética dos tempos
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Ay 212 144 130 1.22 150 149 141 1.15

Azg 531 3.50 3.20|2.14 221 155 1.08 | 1.05
Az 3.18 2.13 149|135 157 1.52 156 1.31
Az 2.08 157 153|128 1.41 1.28 1.13 | 1.19
Asq 219 2.16 1.34|1.49 150 1.19 2.26 | 1.23
Az, 1.09 1.04 243 1.35 1.49 157 1.28 1.03
Ass 2,57 2.47 213|238 3.28 2.40 3.31 3.03
Az, 417 318 3.10 2.38 154 3.38 2.58 3.06
Ass 450 450 3.29 2.04 220 2.27 2.40 2.15
Azg 1.29 2.05 224 1.43 1.27 1.47 150 1.53
Asy 3.49 419 3.16|3.41 3.35 2.05 3.20 | 3.26
Asg 2.50 2.36 1.56|2.13 2.39 1.02 2.03 | 1.23
Ao 2.39 220 2.10|2.02 1.48 2.05 1.47 | 1.41
Ago 234 218 214 222 217 2.16 2.16 1.43
Ay 159 1.30 1.43 1.43 1.34 1.09 1.11 1.31
Ay 256 2.44 252213 223 231 252 2.35
Ays 2.33 152 1.46 201 2.04 221 140 2.24
Ay 2.01 136 1.52 132 203 1.22 143 1.25
Ags 159 1.30 1.43 1.43 134 1.09 1.11 1.31
Age 2.26 157 1.41 201 1.43 135 1.27 1.34
Ay 248 245 228226 222 211 224 241
Aug 143 150 121 1.45 141 1.40 1.39 1.35

M], j=1,2,...,8 M1 Mz M3 M4_ M5 M6 M7 M8
(minutos) 250 2.14 202 193 186 1.80 1.78 1.65

Fonte: o autor.

Com base nos dados coletados e apresentados no Quadro 6,
especialmente os valores das médias M;; j =1,2,...,8, vamos agora fazer uso
das metodologias que apresentamos nas Secdes de (3.1) a (3.6). O objetivo é
ajustar os modelos apresentados em (3.1), (3.2), (3.3), de modo que, para cada
modelo, exibimos qual é o conjunto de parametros 6timos, o valor de ajuste do
R? e o valor estimado para o menor tempo (y,) em que € possivel separar as 52

cartas de um baralho por naipe e em ordem crescente, caso 0s alunos
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continuassem a treinar a tarefa. A seguir, exibimos a analise de todos os modelos

com seus respectivos graficos.

6.2 Ajuste dos modelos potenciais, hiperbdlico e exponenciais aos
dados coletados

1) Modelo de Wright: para o modelo de Wright dado por y; = f;(x) = cx?
0s parametros obtidos sdo ¢ = 1.3 e b = —0.45. A funcédo ajustada é dada
por y; = g,(x) = 2.48x018, cujo célculo do coeficiente de determinagéo R*
gue corresponde ao ajuste do modelo resultou em R? = 0.9864, ilustrado
na Figura 15. O modelo possui um excelente ajuste de acordo com o valor
obtido do R?, porém, o célculo do valor assintético da funcédo ajustada

g1(x) dado por y,, = lim 2.48x~%18 = 0, indica que sendo zero este valor,
X—>00

ndo héa indicacdo da existéncia de um tempo minimo para que o aluno

realize a tarefa do baralho.

Figura 15: Ajuste do modelo de Wright y; = f;(x) = 1.3x7%*>, cuja func&o de regresséo é dada
por y; = g,(x) = 2.48x7 %18, O eixo x representa o indice de tentativas para separar as cartas do
baralho e o eixo y corresponde a média do tempo para a execucao da tarefa. Além disso, o valor
de R? = 0.9864 e o valor assintético é y,, = 0.

Tempo

fi(x) = 1.3x7045

2 ; : ; S O PR T

Fonte: o autor

2) Modelo de Plateau: para o modelo de Plateau dado por y, = f,(x) = a +

cx? os parametros obtidos s&o a = 1.85, ¢ = 0.35 e b = —1.95. A funcéo
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ajustada é dada por y; = g,(x) = 0.6945 + 1.7938x~%-2762, cujo célculo do
coeficiente de determinagdo R? = 0.9871, ilustrado na Figura 16. O valor

assintético é dado por y, = lim g,(x) = 0.6945 + 1.7938x 02762 =
X—00

0.6945. Sendo assim, o0 modelo apresenta um ajuste praticamente igual
ao do modelo de Wright, porém, é possivel estabelecer um tempo minimo
para a realizacdo da tarefa do baralho devido o parametro a. Dessa forma,
a escolha do parametro a deve ser cuidadosa para que faca sentido

guanto ao tempo minimo para a execuc¢ao da tarefa, que em nosso caso,
e de 0.6945 minutos.

Figura 16: Ajuste do modelo de Plateau y, = f,(x) = 1.85 + 0.35x~1%5. cuja funcéo de regresséo
é dada por y; = g,(x) = 0.6945 + 1.7938x %2762, Q eixo x representa o indice de tentativas para
separar as cartas do baralho e o eixo y corresponde a média do tempo para a execucao da
tarefa. Além disso, o valor de R? = 0.9871 e o valor assintético é y,, = 0.6945.

+1 lempo
10 P
8
et
of
s
‘0
) f2(x) = 1.85 + 0.35x 7%
TR g2(x) = 0.6945 + 1.7938x 702762
0 2 2 6 8 10 12 1

Fonte: o autor

3) Modelo de Stanford-B: para o modelo de Standford-B dado por y; =

f3(x) = c(x + d)? os parAmetros obtidos sdo c = 2.1,d = —0.1e b = —0.2.

A func&o ajustada é dada por y; = g,(x) = 2.35(x — 0.31)7%16, cujo calculo

do coeficiente de determinacdo R? que corresponde ao ajuste do modelo
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Figura

resultou em R? = 0.9883, ilustrado na Figura 17. O valor assintético é
Y« = 0 de forma que o modelo Standford-B, embora possua um excelente
ajuste de curvas, apresenta a mesma falha que o modelo de Wright do
ponto de vista assintotico, deixando de fornecer um limitador de tempo
minimo para a execucao da tarefa do baralho, j& que o limite da funcao
guando tende ao infinito é zero.

17: Ajuste do modelo de Standford-B y; = f3(x) = 2.1(x — 0.1)7%2, cuja funcdo de

regresséo é dada por y; = g;(x) = 2.35(x — 0.31)7%16, O eixo x representa o indice de tentativas
para separar as cartas do baralho e o eixo y corresponde a média do tempo para a execugéo da
tarefa. Além disso, o valor de R? = 0.9883 e o valor assintético € y,, = 0.

10 1

Tempo

'-II.II.IIIIIIIIIIIIIIl.l.llllll.
-

.

*

'......
-.----.nu-.--ll.I---.--l'--.-.-.-.". gg(x) = 2.35(x — 0.31)7016
falx) =2.1(x — 0.1)792

4)

2 4 6 8 10 12 14 X

Fonte: o autor

Modelo de Dejong: para o modelo de Dejong dado por y, = fa(x) =
c(M+ (1 + M)xP, os parametros obtidos sdo ¢ =095M =0.6e b=
—0.05. Observe que a nossa escolha em relagéo ao valor dos parametros
de f,(x) é justificavel, j& que no caso do parametro M, se este assumir
valor zero, ndo ha nivel de habilidade e o modelo se reduz ao modelo de
Wright e se considerarmos 0 < M < 1 consideraremos que 0 aluno possui
alguma habilidade, porém sem uma experiéncia prévia da tarefa (a
inclusdo da experiéncia prévia aparece no modedo da Curva-S). Ja a

escolha de b e ¢ séo feitas com o intuito de obter o melhor ajuste de RZ2.
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A funcdo ajustada é dada por y; = g,(x) = 1.1(0.63 + (1 + 0.63)x~%28),
cujo calculo do coeficiente de determinagdo R? que corresponde ao ajuste
do modelo resultou em R? = 0.9871, possuindo um ajuste um pouquinho
pior do que o modelo de Standfor-B, porém, o valor assintético é y,, =
0.69 de forma que o modelo Dejong oferece um valor que determina o
tempo minimo de execucdo da atividade do Baralho. Observe que, a
escolha dos parametros ¢ e M sao importantes para que tenhamos um
modelo mais realistico no que tange o tempo minimo de execucdo da
tarefa, pois o limite da funcdo ajustada y; = g,(x) tendendo ao infinito é

o resultado do produto entre esses dois parametros. Veja a Figura 18.

Figura 18: Ajuste do modelo de Dejong y, = f;(x) = 0.95(0.6 + (1 + 0.6)x~%%, cuja funcdo de
regressao € dada por y; = g,(x) = 1.1(0.63 + (1 + 0.63)x~°28). O eixo x representa o indice de
tentativas para separar as cartas do baralho e o eixo y corresponde a média do tempo para a
execugdo da tarefa. Além disso, o valor de R? = 0.9871 e o valor assintético é y,, = 0.693.

T Tempo
16 §
8 1
61
414

-“

'.’0...
3 = fa(x) =0.95(0.6 + (1 + 0.6)x %>
(L ---l‘---‘...'........
94(x) = 1.1(0.63 + (1 + 0.63)x028)
X

(4] 2z 4 6 3 10 2 T

Fonte: o autor

5)

Modelo da Curva-S: para o modelo da Curva-S dado por ys = fs(x) =
c(M+ (1 —M)(x + d)P), os parametros sdo M = 0.5, ¢ = 4.45,d = 1.55 e
b = —0.9 conforme ilustrado na Figura 19. O parametro 0 <M < 1,
guando esta mais proximo de zero indica que o0 aluno ndo possui muita

habilidade para executar a tarefa e quando esta mais préximo de 1, é uma
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indicacdo de que o aluno possui habilidade para executar a tarefa. No
caso do modelo da Curva-S, incluimos o fator de experiéncia d que ndo
altera muito o ajuste de curvas em um intervalo relativamente pequeno.
Vale lembrar que o parametro b em geral sera negativo, ja que é uma
constante que depende da situacdo de aprendizagem. Em nossas
simulagfes observamos que, considerando essas premissas, é possivel
obter R? = 0.9842 que é um bom ajuste. Além disso, o valor assintético é
Yo = 1.2902 representando, nessas condi¢des, o tempo minimo para que
0 aluno executa a tarefa do baralho. Em outras palavras, a escolha dos
parametros ¢ e M sdo importantes para que tenhamos um modelo mais
realistico no que tange o tempo minimo de execucdo da tarefa, pois o
limite da funcdo ajustada y: = gs(x) = 2.5804(0.5+ (1 —-0.5)(x+

0.1328)7%52 é o resultado do produto entre esses dois parametros.

Figura 19: Ajuste do modelo da Curva-S ys = f;(x) = 4.45(0.5 + (1 — 0.5)(x + 1.55)7%, cuja
funcdo de regressdo é dada por y: = gs(x) = 2.5804(0.5 + (1 — 0.5)(x + 0.1328)7%52, O eixo0 x
representa o indice de tentativas para separar as cartas do baralho e o eixo y corresponde a
média do tempo para a execucdo da tarefa. Além disso, o valor de R? = 0.9842 e o valor
assintético € y,, = 1.2902.

fs(x) = 445(0.5 + (1 — 0.5)(x + 1.55)7°°

gs(x) = 2.5804(0.5 + (1 — 0.5)(x + 0.1328)70-52

X

10 12 14

Fonte: o autor.

6) Modelo Hiperbélico: para o modelo Hiperbdlico, ys = fs(x) = A — k——

x+r’

0S parametros sdo positivos. Atribuimos como valores iniciais k = 1.95
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que € o maximo de desempenho e r =0.3 que indica a taxa de
aprendizado a ser atingida. Como o tempo de realizagdo da tarefa do
baralho € decrescente, entdo o parametro A desempenha um importante
papel no modelo que atribuimos inicialmente o valor A = 2.55 . Assim, em

nossas simulag6es o melhor ajuste foi de R? = 0.9832, cuja funcdo é dada

POr y; = ge(x) = 3.2246 — 1.7766x+1x409. O valor assintético é y,, = 1.448. Note

gue, em um intervalo ndo muito grande, o valor assintotico permanece 0
mesmo, indicando que o tempo minimo para realizacdo da tarefa do

trabalho segundo o modelo Hiperbdlico € de 1.448 minutos. O grafico esta
ilustrado na Figura 20.

Figura 20: Ajuste do modelo Hiperbdlico ys = fi(x) = 2.55 — 1.95% cuja fungéo de regresséo
€ dada por y; = g¢(x) = 3.2246 — 1.7766x+1x409. O eixo x representa o indice de tentativas para
separar as cartas do baralho e o eixo y corresponde a média do tempo para a execucao da
tarefa. Além disso, o valor de R? = 0.9832 e o valor assintético é y,, = 1.448.

Tempo

H
5 121
i
H

10

6 4

n
| )
L ]
)
-
.
Y
*|
L

t..
..... x
"-0---0..........._‘________ ge(x) = 3.2246 — 1.7766m

X
2 |2 T T T

8 10 12

14
Fonte: o autor.

7) Modelo Exponencial de tempo constante: em relagdo aos modelos do tipo

exponencial, como estamos interessados em um comportamento em que a
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curva seja decrescente (por se tratar de curva de aprendizagem), omitimos
as simulacoes dos modelos do tipo exponencial de trés parametros que exibe
apenas curvas crescentes e também do modelo de dois parametros, que
difere apenas na experiéncia do aluno. Assim, apresentamos o modelo
exponencial de tempo constante que possui uma estrutura parecida com a
curva exponencial apresentada no modelo de trés parametros, porém € mais
abrangente, ja que permite ajustar curvas decrescentes. A equacao para este
modelo é dada por y, = g,(x) = yy + (Vo — Ym)e ¥, em que y,, € o nivel de
habilidade (maximo/minimo), y, € o desempenho inicial, k > 0 é a velocidade
do aprendizado (maximo de desempenho do aluno) e x o numero de
repeticdes. Esse modelo possibilita a determinagédo do tempo demandado
para se obter determinado nivel de desempenho. Os parametros iniciais
escolhidos foram k = 0.7,yy = 0.25 e y, = 0.74. A funcao ajustada resultou
em yi = g,(x) = 1.6765 + (2.8727 — 1.6765)e~%*105% com R? = 0.9734. O
valor assintotico depende da escolha do parametro y,, que em nosso caso,
apos o ajuste resultou em y,, = 1.6765 0 que torna o modelo realistico. A
Figura 21 ilustra o gréfico de ajuste da funcao.

Figura 21: Ajuste do modelo exponencial de tempo constante y; = f;(x) = 0.25+ (0.74 —
0.25)e™%7*  cuja fungdo de regressdo é dada por y;=g,(x) =1.6765+ (2.8727 —
1.6765)e~04105% O eixo x representa o indice de tentativas para separar as cartas do baralho e
0 eixo y corresponde a média do tempo para a execucéo da tarefa. Além disso, o valor de R? =
0.9734 e o valor assintético é y,, = 1.6765.
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Fonte: o autor
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Dentre todos os modelos analisados, percebemos que todos se ajustaram
bem conforme o valor do R%. Nesse caso, saber qual € o melhor modelo
considerando os dados coletados, consiste em analisar o valor assintotico para
saber qual deles € mais realistico, ja que o valor do R? de todos os modelos é

muito proximo.

6.3 Modelando fun¢gbes conhecidas em sala de aula com o uso do
Chromebook utilizando os dados coletados da atividade de

Quebra-Cabeca

O objetivo principal das tarefas propostas, consistiu em avaliar o interesse
dos alunos e o respectivo desempenho ao executarem as mesmas tarefas um
certo numero de vezes, avaliando a compreensdo desses alunos em
relacionarem as atividades a Modelagem Matematica por meio da interpretacéo
dos gréficos obtidos da representacdo geométrica no Geogebra de algumas
fungbes conhecidas pelos alunos (linear, quadratica e exponencial).

A intencéo inicial, abarcou modelar todos os dados coletados de todas as
quatro atividades conjuntamente com os alunos. Entretanto, como nossa
aplicacéo ocorreu em periodo muito préximo do término do ano letivo faltou
tempo para executar na integra o que haviamos planejado.

Como uma forma de suprir tal defasagem, apresentamos para os alunos
os resultados dos ajustes dos modelos de curvas de aprendizagem neste
trabalho (ver Capitulo 3) e, mesmo com a dificuldade dos alunos em manusear
os Chromebooks, conseguimos aplicar em dois grupos de cada turma (2° ano E
e 2° ano F) a atividade do Quebra-Cabeca “Arca de Noé” (ver descricdo na
Subsecéao 3.6.2).

Iniciamos o trabalho com os alunos de modo que duas fungbes foram
modeladas obtendo um ajuste de curvas. Observamos uma participagdo mais
ativa dos alunos na construcdo e reforco do conhecimento prévio e adquirido
sobre as curvas de aprendizagem e do uso do software matematico (Geogebra).
O fato de que os dados coletados por eles mesmo serem objeto de investigacao

foi muito motivador.
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O Quadro 7 apresenta os dados coletados do 2° ano E e o Quadro 8 do
2° ano F.

Para que os quadros se tornem mais didaticos, cada linha da tabela do
corresponde a um participante denotado por 4; comi = 1,2, ...,16 e cada coluna

0 numero de tentativas (repeticdes) de execucao da tarefa, sendo este denotado
por R; com j =1,2,...,8. Também calculamos M; = 2?5116%; ji=1,2,..,8, que

corresponde a média aritmética dos tempos obtidos por cada aluno A; em cada
tentativa R;. O calculo da média aritmética dos tempos de todos os alunos em
cada repeticao, foi calculada com o objetivo de suavizar possiveis variacfes
aleatérias e entre os alunos. Resumindo, os Quadros 7 e 8 basicamente

possuem a combinagdo de duas informagdes primordiais, sendo: M; = y (média
dos tempos de execucao da tarefa/nivel de habilidade) em cada instante R; = x

(numero de repeticdes/nivel de experiéncia).

Quadro 7: Dados produzidos dos tempos obtidos por cada aluno participante na atividade do
gquebra-cabeca “Arca de Noé” (montar o quebra-cabeca de 30 pecas no menor tempo possivel).
Legenda: 4;; i = 1,2, ...,,16 corresponde aos alunos participantes do 2° ano E; R;; j = 1,2,...,8

trata-se do nimero de repeticbes da execucdo da tarefa; M; = Y75'° %; j=12,..,8,
corresponde a média aritmética dos tempos obtidos por cada aluno A; em cada tentativa R;.
Tempo (minutos)

Tentativa R1 RZ R3 R4_ R5 R6 R7 R8

Aluno
Ay 437 227 155 250 257 238 158 1.57
Ay 3.01 3.02 208 158 139 128 1.35|1.11
As 6.04 4.16 3.32 | 3.25 359 252 359 3.45
Ay 412 1 3.04 | 225 229 217 152|201 1.35
As 557 544 4.06  3.52 256 4.02 3.31 | 3.02
Ag 342 3.05| 242 230 | 3.05 2.27 140 1.56
A, 6.08  4.00 3.46 5.02 3.14 349 412|231
Ag 6.55  6.03 3.48 3.03 405 3.22 344|253
Ag 940 7.36 4.18 | 1.48 3.01  2.06 3.08 1.50
Aqp 3.07 355 242 112 232 230 249 | 1.19
Aqq 243 313 357232 139 356 1.04 2.25
Aqs 25313.09 201 200 213212 1.32 3.05
Aq3 430  4.15| 340 246 244 240|230 244
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Ay 7.29 7.03 450|338 501 528 4.20 245

Ass 437 3.02 332 229 256 227 4.12 3.44

Ay 3.02 3.32 229 256 227 349 135 157

M;; j=1,2..,8 M; M, Ms; M, Ms My M, Mg
(minutos) 472 410 3.01 256 272 276 254 217

Fonte: o autor.

Quadro 8: Dados produzidos dos tempos obtidos por cada aluno na atividade do quebra-cabeca
“Arca de Noé” (montar o quebra-cabeca de 30 pecas no menor tempo possivel). Legenda: A;;

i=1,2,..,16 corresponde aos alunos participantes do 2° ano F; R;; j =1,2,...,8 trata-se do
namero de repetices da execucéo da tarefa; M; = Y75 %;j =1,2,...,8, corresponde a média
aritmética dos tempos obtidos por cada aluno A; em cada tentativa R;.

Tempo (minutos)

Tentativa R1 Rz R3 R4 R5 R6 R7 Rs

Aluno
Aq 425 [3.02 232 3.00 242 241 239 245
A, 540 | 325|433 244 228 2.36 | 240 2.15
Az 8.08 | 5.00| 530 530 448 3.50 355 3.30
Ay 431 | 420 3.12  3.26 | 3.07 3.01 250 2.48
As 508 | 3.14 | 440 4.10 4.12 359 2.36  2.47
Ag 3.27 416|341 416 3.19 3.22 | 3.19 257
A, 6.04 338 354|250 1.29 3.19 3.23|2.48
Ag 3.28 226 | 230 221 220 239|247 234
Ag 13.09 8.20 6.45 3.20 5.04 6.57 | 5.43 6.79
Aqo 6.52 | 358 347|428 335 345 3.18 | 3.32
Aqq 435 1231202 218 1.39 1.46  1.46 2.09
Aqo 930 644 429|418 232 223 230 1.52
Aqz 6.46 |8.19 3.11|3.21 253 255 2.10|2.02
Aqy 434 | 529 324 322248 3.15 229 2.36
Aqs 3.28 |3.38 3.26 359 244 212 224|447
Aqp 3.08 241|242 226 148 215|218 151

M], j=1,2,...,8 M1 Mz M3 M4_ M5 M6 M7 Mg
(minutos) 563 3.76 3.08 2.79 260 280 255 261

Fonte: o autor.
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Figura 22: Alunos do 2° ano E realizando a tarefa de montagem do quebra-cabeca “Arca de Noé”
contendo 30 pecas.

Fonte: o autor

Figura 23: Alunos do 2° ano F realizando a tarefa de montagem do quebra-cabeca “Arca de Noé”
contendo 30 pecas.

Fonte: o autor.
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Apos coletados os dados que correspondem ao tempo de montagem do

guebra-cabeca por oito vezes consecutivas por cada um dos alunos de cada

grupo, procedemos a analise desses dados em sala de aula juntamente com o0s

alunos. Para evitarmos redundéancia no texto, faremos uma descri¢cdo geral em

como foi executada essa aplicacdo sem descrever individualmente como ocorreu

na turma E e F, ja que os resultados foram praticamente os mesmos. A seguir

descrevemos passo a passo de como a atividade foi realizada em ambas as

turmas. Imprevistos também ocorreram durante o processo de execuc¢do da

atividade, que ndo descreveremos aqui, visto que é uma particularidade das

condicOes de espaco fisico e humano da escola, professor e alunos.

Passo 1: funcionalidade dos equipamentos: ligar e fazer o login dos
Chromebooks que foram distribuidos aos alunos (individualmente e em
duplas) e projetar no quadro com o uso do Datashow e notebook os dados
coletados e também o software Geogebra.

Passo 2: digitar os dados no Geogebra: projecao das tabelas contendo os
dados na planilha do Geogebra, criando uma lista de pontos.

Passo 3: Ajuste de funcbes conhecidas: os alunos iniciaram 0s ajustes
usando a funcdo f(x) = 2x + 3 do primeiro grau. Também foi inserida a
funcdo genérica g(x) =ax+ b criando controles deslizantes para os
parametros a e b pertencente ao intervalo [—10,10], considerando um
incremento de 0.01 para poder ajustar a funcdo g(x) = ax + b de tal forma
que ficasse sobreposta a funcdo f(x) = 2x + 3. Conceitos sobre funcao afim
e linear foram explicados por meio das simulacdes feitas pelos alunos nesse
momento. Apds 0s alunos explorarem as possibilidades, passamos para o
ajuste de curvas, realizando a regressdo por meio do comando
“REGRESSAO(L,, g(x))” em que, L, corresponde a lista de pontos digitados
(-1,2), (0,3), (1,5), (2,7), (3,9). O ajuste de g(x) resultou no modelo h(x) =
2x +3 com R? =1. A Figura 24 ilustra o que foi feito. Apds explicar o

significado do ajuste e do R? repetimos a atividade para a funcdo quadratica.
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Figura 24: Simulagéo feita pelos alunos do 2° ano E realizando ajuste de curvas para uma funcao
do primeiro grau.

a=2 16

14

12

Fonte: o autor.

Passo 4: Modelando os dados do Quebra-cabeca: apdés os alunos
compreenderem o significado de ajustes de curvas e do R? passamos para a
ultima parte da aplicacdo. Os alunos criaram um arquivo no Geogebra e nele
foram digitados os dados coletados (médias dos tempos que cada aluno
utilizou para a montagem do quebra-cabeca por oito vezes consecutivas).
ApGs digitar os dados e criar 0os pontos, exploramos algumas das funcdes
presentes no Capitulo 3 que descrevem as curvas de aprendizagem,
realizando o ajuste de curvas e calculando o R?.

Passo 5: Discussao dos resultados: finalizamos com uma discussao sobre as
curvas de aprendizado buscando compreender qual dentre elas apresentou
melhor resultado. Utilizamos as fungbes da Curva-S, Hiperbdlica e
Exponencial de tempo constante, conforme ilustra a Figura 25. Observe que
o modelo Exponencial de Tempo Constante apresentou o melhor ajuste ja
gue seu R? foi o maior dentre os trés modelos. E quanto ao valor assintético
gue corresponde ao menor tempo possivel em que os alunos podem montar
0 quebra-cabeca, o modelo Hiperbdlico apresentou o menor tempo dado por

Voo = 1.5438.
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Figura 25: Ajuste do modelo da Curva-S ¢, (x) = 1.25(0.2 + (1 — 0.2) (x + 0.4)~%¢5), cuja fungéo
de regressdo é dada por g;(x) = 8.2252(0.2 + (1 — 0.2)(x + 1.0415)~19292) com R? = 0.9289 e

valor assintético y,, = 1.64504. Ajuste do modelo Hiperbdlico q,(x) = 2 — L3x cuja funcédo de

x+40.75’
regressao é dada por g;(x) = 7.6156 — % com R? = 0.9291 e valor assintético y,, = 1.5438.

Ajuste do modelo Exponencial de Tempo Constante g;(x) = 2.6 + (3.05 — 2.6)e?#*, cuja funcéo
de regresséo é dada por q;(x) = 2.3133 + (6.4853 — 2.2133)e™%5163X com R? = 0.9355 e valor
assintotico y,, = 2.3133. O eixo x representa o indice de tentativas para montar o quebra-cabeca
e 0 eixo y corresponde a média do tempo para a execucao da tarefa.

.| Tempo

Modelo da Curva-S: g, (x) = 8.2252(0.2 + (1 — 0.2)(x + 1.0415)710292)

’ o 6.0718x
Modelo Hiperbdlico: g, (x) = 7.6156 — Tiiii0

[ as ) o I | 3" e A2 ¥ 2 29% I..l:l:.':
e:g.(x) = 2.3133 + (6.4853 — 2.3133)e

Fonte: o autor:
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7 CONSIDERACOES FINAIS E ALGUMAS REFLEXOES

Nesta pesquisa tivemos a oportunidade de vivenciar a aprendizagem e 0
ensino por meio de uma proposta diferente do que se apresenta 0 ensino
tradicional. Ao trabalharmos com curvas de aprendizagem, pudemos observar
aspectos importantes da Modelagem Matematica. Durante a aplicacdo de
técnicas, como por exemplo, a coleta e tabulacdo de dados, ajuste de curvas e
0 uso do software matematico Geogebra para interpretar graficos envolvendo
fungcbes que descrevem as curvas de aprendizagem, foi notério envolvimento e
motivacdo dos alunos. Para muitos, foi a primeira vez em que participaram de
uma atividade vinculando o contetdo formal a um problema real (que em nosso
caso foram o0s jogos).

Durante todo o processo de aplicagdo das atividades propostas, foi
possivel envolver ativamente os alunos, refletindo em como aconteceu de
maneira natural em sala de aula, a autonomia, motivacao individual e em grupo.
Essa participacao ativa dos alunos proporcionou um aprendizado significativo, ja
gue a participacéo do aluno ocupou uma posicao diferenciada no processo de
ensino e aprendizagem.

Além das técnicas que tivemos a oportunidade de aprender e as
interacdes com os alunos, que se desenvolveram no decorrer das aplicacdes,
também fizemos uso de equipamentos e internet fornecidos pela escola, e isso
mostra a importancia de escolas terem equipamentos que acompanhem o
desenvolvimento tecnoldgico, para que o mesmo possa ser inserido em sala de
aula.

Acreditamos que, praticas como essa que realizamos, deva fazer parte de
forma mais efetiva em sala de aula, pois sem duvidas, contribui para o
crescimento dos alunos e também do professor que, sendo um mediador do
processo de aprendizado, também deve ampliar seus conhecimentos para
ocupar esse papel.

Vale destacar que, o professor deve prever incidentes que podem ocorrer
durante todo o processo de aplicacdo de uma atividade envolvendo matematica.
Destacamos aqui, o cuidado que se deve ter em relacdo ao tempo para

organizacao e execucao da atividade, a verificacdo do espaco escolar, ou seja,
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se é apropriado e quais seriam as alternativas para torna-lo apropriado,
principalmente para se trabalhar com grupos de alunos e ainda, resguardar um
tempo no final da atividade para faze discussbes sobre os resultados,
principalmente na parte de compreensao do todo do que foi desenvolvido, ou
seja, verificar se o aluno foi capaz de agregar o conhecimento proposto por meio
da atividade de modelagem.

Sendo uma pesquisa de carater te6rico e pratico, adotamos como
estratégias metodologicas uma revisao bibliografica conforme apresentado nos
Capitulos 2 e 3. Tal revisdo, resultou no desenvolvimento da pratica com
Modelagem na qual esta experimentacao permitiu descrever, interpretar, explicar
e compreender os fatos que foram estudados e serviram de alicerce para o
Capitulo 4.

Como uma proposta de continuidade ao que foi realizado, seria
interessante inserir atividades desse cunho ao longo do ano letivo para que os
alunos desenvolvam autonomia, que é necessaria para que o aprendizado em
gualquer area do conhecimento seja mais efetivo. Assim, professores e alunos
poderiam ter uma vivéncia em sala de aula em que a aquisi¢ao do conhecimento
passa a ser vista com motivacao e desafio.

Outra proposta que teremos ap0s a conclusao deste trabalho consiste em
reaplicar o experimento em outras turmas a fim de replicar o que foi feito, por ser
uma exigéncia do orgdo financiador desta pesquisa, podendo resultar na
producdo de um artigo cientifico para posterior publicacdo. Finalmente, como
resultado de nossa pesquisa, apresentamos no Anexo | um roteiro para
elaboracéo de atividades envolvendo Modelagem Matemética no Ensino Basico,
descrevendo 0 passo a passo em como executar a atividade proposta nesta
pesquisa, facilitando assim, a aplicacdo em sala de aula por qualquer professor

gue se sinta motivado e desafiado.
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ANEXO

Anexo |: Roteiro para elaboracdo de atividades envolvendo Modelagem

Matematica no Ensino Basico

Este roteiro serve para orientar o professor em como aplicar uma atividade
envolvendo Modelagem Matematica no Ensino Basico. E dividido em duas
partes, sendo a primeira direcionada para qualificar o professor, fornecendo
subsidios para que o mesmo possua 0S conhecimentos e habilidades
necessarios para o bom desenvolvimento da atividade proposta. Ja a segunda
parte, consiste em elaborar uma sequéncia didatica elencando o passo a passo

em como o professor pode executar a atividade.

Parte 1: Sequéncia didatica para o professor

Objetivo: qualificar o professor para elaboragdo e aplicacdo da atividade
proposta.

Conteudos explorados: ajustes de curvas, método dos minimos quadrados,
medidas de ajustes de modelos (R-quadrado), uso de Tecnologias, Geogebra.
Pablico alvo: Professores do Ensino Basico.

Tempo previsto: 20 dias.

Metodologia:

* Leituras de textos envolvendo modelagem matematica e curvas de
aprendizagem;

* Elaboracdo de um projeto envolvendo Modelagem Matematica e ajuste de
curvas;

* Adquirir conhecimento em como utilizar o software mateméatico Geogebra
para execucao das atividades.

Desenvolvimento do Projeto e Resultados:

* Apresentar para os alunos em sala de aula o projeto (em nosso caso foi a
Curva de Crescimento de Pés de Feijao) modelando fungbes matematicas da
escolha do professor aos dados coletados;

* QOrganizar materiais e elaborar uma sequéncia didatica para aplicar

atividades junto aos alunos do Ensino Médio (Detalhado no Capitulo 5).

72



Parte 2: Sequéncia didatica para elaborar e executar atividades
envolvendo curvas de aprendizagem junto aos alunos do Ensino Médio.

Objetivo: elaborar e aplicar uma atividade envolvendo Curvas de
Aprendizagem em sala de aula, utilizando jogos e ferramentas tecnoldgicas
para instigar nos alunos uma aprendizagem mais significativa, propiciando um
ambiente em que o aluno € o protagonista de seu préprio aprendizado inter-
relacionando conceitos tedricos presentes na literatura de matematica aos
jogos e uso de tecnologias como um software matematico.

Conteudos explorados: fungées/modelos matematicos, ajustes de curvas,
método dos minimos quadrados, medidas de ajustes de modelos (R-
guadrado), uso de Tecnologias, Geogebra.

Pablico alvo: Estudantes do Ensino Basico (em especial do Ensino Médio)
Tempo previsto: 4 aulas de 2 horas.

Metodologia:

* Organizacdo do ambiente de aprendizagem, espaco fisico, recursos
tecnoldgicos, trabalho extra-classe, etc.;

* Apresentacao da atividade proposta, apresentacéo dos jogos e organizacao
dos grupos;

* Coleta de dados;

* Modelando fun¢des aos dados coletados;

* Discusséo dos resultados obtidos e as relagbes existentes entre as curvas
de aprendizagem e as fun¢gbes modeladas aos dados coletados.

Desenvolvimento da atividade e Resultados:

* Aula 1: na primeira aula de 2 horas, o professor deve apresentar
(preferencialmente fazendo uso de ferramentas como por exemplo uma
apresentacao em power point, internet, e software Geogebra, projetado com
data show por meio de um notebook) os jogos e explicar a dinamica do
experimento envolvendo tais jogos. Uma vez que os alunos compreenderam
gque Os jogos servem apenas para coletar os dados do experimento, o
professor pode separar os alunos em grupos. O numero de alunos de cada

grupo dependera do numero total de alunos que fazem parte da turma
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escolhida. Entretanto, é interessante que o grupo tenha no minimo 6-8 alunos
e que se tenham pelo menos 3 grupos.

* Aula 2: Com os dados ja tabulados pelo professor, em sala de aula ou em
um laboratério de informatica na escola, de modo que os alunos tenham
acesso a internet e computadores com o Geogebra instalado (ou sendo
utilizado online), o professor pode utilizar uma ou duas funcdes que sejam de
conhecimento prévio dos alunos para que sejam modeladas aos dados
coletados, fazendo comparacfes entre as curvas obtidas e discutindo qual
seria 0 melhor resultado obtido. Feito isso, o professor deve apresentar alguns
modelos de curvas de aprendizagem, de modo que os alunos implementem os
modelos no Geogebra, fazendo os ajustes de curvas por meio da regresséao e
calculando o R-quadrado. Vale ressaltar que as discussdes acerca dos
resultados envolverdao simulagdes que os alunos fardo ao utilizarem os
controles deslizantes que representam os parametros de cada modelo,
buscando o melhor ajuste e melhor R-quadrado.

Aula 4: Discussdo sobre os resultados da atividade executada. Trata-se de
uma discussao mais aprofundada sobre as curvas de aprendizagem, sobre o
papel dos jogos no experimento, a importancia do uso do Geogebra, o trabalho
em grupo, e demais questdes que o professor julgue essencial para despertar
nos alunos o interesse pela matematica vinculada a uma situagao real, bem

como, o0 uso adequado de tecnologias.
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