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Resumo

A partir de uma operacdo * definida em um conjunto A # @, verificamos a
heranca de possiveis propriedades dessa operacdo para subconjuntos de A e possiveis
propriedades da operagdo %, induzida por *, para F(4) = {f: A - A | fé uma fungio}, o

conjunto ds funcdes que agem de A em si mesmo.

Palavras chave: Classes de conjuntos, operagdes e propriedades.



Abstract

From an operation * defined on a set A # @, we check the inheritance of possible
properties of this operation of subsets of A and possible properties of the operation %,
induced by *, for F(A) = {f: A = A| f is a function}, the set of functions that act from A

to yourself.

Keywords: Classes of sets, operations and properties.



Lista de Simbolos

: menor do que.

: maior do que.

ANV A

: menor do que ou igual a.

\%

: maior do que ou igual a.

:igual a.

#: diferente.

V: para todo, qualquer que seja.

=: entdo, implica.

©: equivalente, se e somente se, se e s6 se.
co: infinito (ndo é um nimero).

| : tal que.

L

: existe.
: ndo existe.
: pertence a.
: ndo pertence a.

e D: esti contido e contém

N N M mMm

: subconjunto de ou igual a.

in

: subconjunto de e diferente de ou subconjunto préprio de.
¢: nao esta contido.

U: unido.

N: intersecao.

#X: numero de elementos do conjunto X.

N, Z, Q, R e C: conjunto dos nimeros naturais, inteiros, racionais, reais e complexos,
respectivamente.

nZ = {nk | k € Z}: conjunto dos multiplos do nimero inteiro n.

M, pn (R): conjunto das matrizes de ordem mxn com entradas no corpo dos reais.
M, (R): conjunto das matrizes quadradas de ordem n com entradas em R.

F4: conjunto de todas as fun¢des que agem de A para B.

F(X): conjunto de todas as fung¢des que agem de X em si mesmo.
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Introducao

O Mestrado profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT é uma
6tima oportunidade para o professor de matematica que busca aprimoramento em sua
formacdo profissional, especialmente quando ele atua na rede bdasica de ensino.
Disciplinas como numeros e fungbes reais, aritmética, geometria e matemadtica discreta,
que compOe o primeiro ano letivo do mestrado, trazem uma excelente abordagem dos
conteudos ministrados no dia a dia do professor de matematica. Outras disciplinas,
como cdlculo, geometria analitica, dlgebra linear e topicos de matemdtica, oportunizam
que haja uma revisdao e um olhar diferente daquelas disciplinas que vimos no curso de
graduacao e isso fundamenta, ainda mais, a base matematica do professor.

Escolher um tema para um TCC, sem orienta¢do, pode nao ser uma tarefa facil
para o aluno do PROFMAT, visto a riqueza de temas e assuntos que estdo relacionados
com a ciéncia Matematica, e isso, na falta de experiéncia, pode nos deixar um pouco
perdidos sobre o que focar e estudar. Porém, eu obtive margens e ideias sobre alguns
temas, através de uma carta aberta, que nos fazia pensar e olhar certos conceitos ou
definicdes de forma diferente. Um desses dizia:

” Elementos neutros, em geral, sdo escassos! Como é o zero para a adicdo dos
numeros. O nimero 1 para a multiplicacdo dos niumeros. Em um dos livros do Adilson
Gongalves em [3], mais precisamente nas pdginas 43 e 44, um conjunto de matrizes é
apresentado com um “elemento neutro geral’, I, em M,(R), e um subconjunto proprio
desse, com um “elemento neutro local”. Por que isso ocorre? Quando ndo ocorre? Que
exemplos mais, podemos listar?”

A partir dessa ideia é que este trabalho comecou a ser idealizado e, assim, como
era de se esperar, com o inicio da pesquisa surgiram novas definicdes e observacgdes que,
acreditamos, merecem ser registradas.

A principio foi feito um estudo sobre a teoria dos conjuntos, o que ocorre no
Capitulo 1 deste trabalho. Abordamos algumas operagdes usuais, o conjunto das partes
de um conjunto, as leis de composicdo interna, as leis do cancelamento, defini¢des de
Familias, Particoes, Coberturas e Cadeias. Além de incluirmos as relacdes de
equivaléncia, que permite que utilizemos em nossos exemplos, a estrutura do conjunto
Z.,, das classes residuais médulo um inteiro n, apresentamos as defini¢des formais de
funcdo, paridade, injetividade, sobrejetividade, soma, multiplicagdo e composicdo de
funcdes.

No Capitulo 2, apresentamos os temas centrais dessa pesquisa. Algumas classes
de conjuntos e propriedades de operacdes definidas em um conjunto sdo relacionadas.
Isso permitird que abordemos varios exemplos que, ao final, dardo a ideia de “heran¢a”
que pretendemos estabelecer. Como consequéncia, estabeleceremos o conceito de
propriedade local e propriedade global de uma operacéo.
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Acreditamos que nossa abordagem pode agucar o interesse de ampliacdo deste
estudo que preferimos encerrar por enquanto.
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Capitulo 1: NogGes preliminares

Neste tdpico, apresentaremos algumas das principais definicoes e propriedades
que podem ser relacionadas com operac¢des definidas em um conjunto.

As leis do cancelamento, ligadas também com a existéncia de elementos inversos,
dardo suporte para as discussdes feitas no capitulo 1.

Por fim, mostraremos que uma operacao bem definida no contra dominio ¥, de
uma funcio, induz uma operac¢io no conjunto F¥ de todas as fun¢des que agem de X

paraY.

1.1. Nogdes da teoria dos conjuntos

No estudo da teoria dos conjuntos, vale destacar a grande contribuicao de G.
Cantor (1845 - 1918) , matematico alemdo, que estabeleceu inimeros resultados, como
por exemplo, o ‘Cardinal’ de um conjunto infinito, chamado por ele de “cardinal
transtinito’, que diz:

“Todo conjunto cujos elementos podem ser postos em correspondéncia biunivoca
com os elementos do conjunto dos nimeros naturais tém o mesmo e o “menor” cardinal
transfinito.”

Os trabalhos de Cantor chamaram a atencdo dos estudiosos da época. Sobre eles,

comentou D. Hilbert (1862 - 1943): “ Do paraiso criado por Cantor ninguém nos tirara”.

1.1.1. Defini¢do: Um conjunto é toda e qualquer colegdo imaginavel. Ele é formado, por
exemplo, por objetos, animais, plantas, pessoas ou numeros, que sao chamados de
elementos. Uma cole¢do sem elementos é também um conjunto, nesse caso, denominado

de conjunto vazio.

Exemplo 1: Seja A = {1,2,3}. Dizemos que 1, 2 e 3 sdo os elementos de 4, e, entdo,
podemos dizer que 1 pertence a A, 2 pertence a A e 3 pertence a A, que em simbolos
pode ser escrito como 1 € A, 2 € A e 3 € A, respectivamente. Note que 4 nao pertence a

A e, em simbolos, escrevemos 4 ¢ A.

Exemplo 2: Seja B ={ }. Como ndo existem elementos em B, dizemos que B é um

conjunto vazio, universalmente representado pela letra grega @ (phi).
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Os conjuntos numéricos, dada sua grande importancia, sdo representados por
simbolos especiais, temos que N representa o conjunto dos ndmeros naturais, Z o
conjunto dos numeros inteiros, Q o conjunto dos niimeros racionais, R o conjunto dos

numeors reais e C o conjunto dos nimeros complexos.

1.1.2. Defini¢do: Sejam A e B conjuntos, tais que todos os elementos de A sdao também
elemento de B. Dizemos que A é um subconjunto de B e que A esta contido em B. Em
simbolos temos, A c B. Por outro lado, se pelo menos um dos elementos de A ndo esta

em B, dizemos que A ndo esta contido em B, e podemos representar isso por A ¢ B.

Exemplo 3: Dados os conjuntos A ={3,5,6,0,1},B={3,5,6,0,1,8} e C={1, 4}, vemos
que Ac BeC¢« B.

Proposicdo 1: Vale que @ < X, qualquer que seja o conjunto X.

De fato, se @ ¢ X, entdo existe um x tal que x€ @ e x& X , mas @ndo possui
elementos. Entdo devemos admitir que @ c X.

E comum representarmos também o conjunto vazio por ® = {}. Notemos que

{} # {@}. Este tltimo, é um conjunto unitario cujo elemento é a letra Q.

Proposicdo 2: A relacdo de inclusdao ¢, goza das seguintes propriedades: V A,B e C
conjuntos,
a) A c A (Reflexiva)
b)SeA c BeB c (,entdao A c C (Transitiva).
E imediato que Vx € A c 4, x € A. Também, se x €A c B, valeque x € B c C,

istoé, x €C.

1.1.3. Definigdo: Dizemos que os conjuntos A e B sdo iguais se, e somente se A e B

possuem os mesmos elementos se, e somente se, tivermos que A € Be B C A.

1.1.4. Lei de composicdo interna
Em um conjunto 4, ndo vazio, podem ser observadas regras para manipulacao ou
operacionalizacdo de seus elementos. Essas regras, comumente chamadas de operagdes

(bem) definidas em A, sdo denominadas de /eis de composicdo internas definidas em A.



16

1.1.4.1. Defini¢do: Seja A um conjunto ndo vazio. Dizemos que uma operagdo * esta

(bem) definidaem A se, e somente se, V x,y € A, vale que x * y € A.

Exemplo 4: A adicdo é bem definida no conjunto dos nimeros naturais e a multiplicacao,
no conjunto dos nimeros inteiros. No conjunto dos niimeros impares, porém, a adicao

ndo esta bem definida, ja que a soma de dois nimeros impares é um nimero par.

1.1.4.2 Definig¢des: Seja * uma operacao definida em um conjunto A # @. Dizemos que:

a) essa operacdo tem a propriedade associativa se, e somente se, V x,y,z € A, valer que
x*x(y*z) =(x*y)*z

b) essa operacdo tem a propriedade comutativa se, e somente se, V x,y € A, valer que
X*xy=Yyx*X.

c) e € A é elemento neutro para a operacao * se, e somente se, V x € A4, valer que
X*xe=ex*Xx=x.

d) um elemento a é inversivel (ou possui inverso) em A, com respeito a operacado * se, e

1 1

somente se, 3a”! € A, de modo que a *a™! = a ! *a = e (se um elemento a em um
conjunto A possui inverso, com relacdo a uma operagdo #*, entdo o conjunto A

necessariamente possui elemento neutro para operagao *).

A adicao + em N, possui as propriedades listadas em a), b) e ¢). Mesmo nao
existindo inversos para os elementos desse conjunto, o nimero 0 € o elemento neutro
para essa operacao.

A multiplicagdo - em Z, goza das propriedades em a), b) e c); porém apenas os
numeros —1 e 1 sdo inversiveis. Claro, 1 é o elemento neutro para essa operagao.

Em 2Z, que é um subconjunto préprio de Z, a multiplicacdo estd bem definida.
Claro que 0 € 2Z, mas 1 € 2Z. Mais tarde diremos que 2Z herda o elemento neutro da

adicdo, mas nao herda o elemento neutro da multiplicagdo.

. m ’ . . ~
No conjunto Q = {; |m,n e Z} dos niimeros racionais, lembremos, as operacgoes

sdo definidas da seguinte forma: v%,s € Q, definimos:
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Em @Q, a operacdo de multiplicagio admite existéncia de inverso multiplicativo

para todo elemento nao nulo. Enquanto que em Z, somente —1 e 1 sdo inversiveis.

1.1.5. Defini¢do (poténcias inteiras): Seja A um conjunto ndo vazio, * uma operagao bem
definida em A e e o elemento neutro para essa operacdo. Entao, definimos as poténcias

inteiras para um elemento a, em A, da seguinte maneira:

a’®=e
al =a
a’=ax*a

a>= a*xax..*xa;V1<nezZ
 —
nvezes

a"=(@Y=atlxal+xa?!..xal;VI<nez

nvezes

Calculando algumas poténcias do nimero 5, em relacdo a operacao de adicdo em
Z, obtemos: 5°=0, 51 =5, 52=5+5=10 e para todo 1<n€7Z temos 5" =
5454+ .. +5=5n.

nvezes

Agora, se 1 <n €Z, temos que 5" =(-5)+ -+ (—5) =(—-5)né a n-ésima
potencia do inverso aditivo de 5 em Z.

O “valor” da expressdo a" esta diretamente ligado a operacdo * e, no caso de seu
expoente ser n = 0, por definicio, temos a® = e; onde e é o elemento neutro para essa

operacdo (caso ele exista).

1.1.6. Proposi¢do (unicidade do elemento neutro): Dado um conjunto A4, ndo vazio, no
qual esta definida uma operagdo *. Entdo, se existir elemento neutro com respeito a essa
operacgao, ele é unico.

Uma maneira de justificar essa propriedade é a seguinte: sendo e seja o elemento

neutro para a operacao * definida em A, vale que, paratodoa € A, a x e = e *x a =

!

a.E,separae’ € A tambémvalequea x e’ = e’ * a = a,vemosquee =e' xe =

!

ex e’ = e', oqueprovaa unicidade de e em A.
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Pode ser que um subconjunto préprio desse conjunto A, a depender da auséncia
de propriedades, possua um elemento neutro, ali localizado, que nao coincida com o

elemento neutro (geral) para essa operacao.

1.1.7. Defini¢do (As Leis do Cancelamento): Seja A um conjunto ndo vazio e * uma
operacao definida em A. Se para a, b, ¢ € A, temos que
ax*b =a*c= b= c(cancelamento a esquerda) e
b *a = c*a= b= c (cancelamento a direita),
dizemos que valem as /eis do cancelamento para a operacdo * definida em A. Se a

operacgao é comutativa, esses cancelamentos coincidem.
Exemplo 5:V a,x,y € Ztais que vale aigualdade a + x = a + y, entdo x = y.

Exemplo 6: Considerando o conjunto Q e a operacdo - (multiplicacdo), a igualdade
a-x =a-y,implicaem x = y, quaisquer que sejam 0 # a,x,y € Q.
No caso em que a =0, que é um numero racional ndo inversivel, temos

0-2=0-3, mesmo que seja 2 # 3.

O proximo assunto pode motivar também o interesse por temas relacionados
com as estruturas algébricas. As “particdes” casos particulares de “coberturas” sdo mais
comuns. Aparecem também como conjuntos quocientes, determinados por uma relacao

de equivaléncia como a “congruéncia médulo n”.

1.1.8. Defini¢bes: Seja A um conjunto ndo vazio e ~uma relacdo entre pares de
elementos de A. Dizemos que ~ é uma relacdo de equivaléncia em A se, e somente se,
valem as seguintes propriedades: V x,y,z € A
E1:x ~ x (reflexiva);
E,:Sex ~yey~x, entdo x = y (antissimétrica);
E;:Sex ~yey~zentdo x ~ z. (transitiva).

O conjunto a ={x € A|x~a} é denominado de classe de equivaléncia do

elementoae 4/~ = {a | a € A} é o conjunto quociente de A pela relagio ~.
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Para entendermos que A/ significa uma particao do conjunto 4, incluimos a

seguinte

1.1.9. Proposi¢do: Se ~ é uma relacdo de equivaléncia em A. Sdo equivalentes as
seguintes condi¢bes: V x,y,z € 4,

a)x~y;

b)x € y;

0y E X

d)xny=+0;

e)x =y.

Note que, se s E XNy # @; entdo s € X e s € y. Portanto, se a € X, vale que, por
transitividade a~s~y e a € y. Portanto, vemos que X C y. A inclusdo contraria também

é clara e x = y. O passo de d) para e) garante que se X Ny = @; entdo, vale que X # y.

Consequentemente, A/ ¢ uma particdo de A.

1.1.10. Proposigdo: A relagdo: x,y EZ < x —y = kn;com k € Z < x = y(mod n); onde
1 < n € Z, é de equivaléncia.

Além disso, vale que x ={z €Z |z = x(mod n)} é a classe de equivaléncia do
elemento x, e Z/E (mod n)’ o conjunto quociente de Z pela relagio = (mod n), é dado
porZ, ={0,1,2,--,n — 1}.

Usando o Algoritmo da Divisdo de Euclides podemos mostrar que Z, possui

exatamente n elementos (ver [3]).

1.1.11. Proposi¢do: Em Z, ={0,1,2,---,n — 1} estdo (bem) definidas as seguintes

operacoes:

FVEJEL, X+y=xFy
VEYEL,X V=X

Essa soma e esse produto obtidos independem dos representantes das classes
(ver [3]; proposicdo 2.15) e decorrem do fato de que:

Se a = b(modn) e ¢ = d(modn), entdo, somando e multiplicando, temos que

a+c=b+d(modn) eac = bd(mod n) (ver [3]; proposicdo 2.14; pagina 30).
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Debaixo da barra, agora é facil entender, as propriedades da adicdo em Z valem

todas em Z,, e da multiplicacdo, valem quase todas, a depender do inteiro n fixado.

Exemplo 7: Fixando n = 4, temos Z, = {0, 1, 2, 3} e podemos calcular

+

ol
(=
(]
wl
ol
[
]
wl

l
l
NI
[O8]]
l
l
l
l
l

(=
[EEN

N
wl
ol
(=
ol
(=
[N
wl

Nl
Nl
wl
ol
I
N
ol
N
ol
Y]

wl
(08 ]]
l
=1
(O8]
(O8]
NI
=

Essas tabelas revelam que, apesar das operagdes (debaixo da barra) serem feitas
como na adicdo e multiplicagdo em Z, a multiplicagdo em Z, tem propriedades

diferentes. Essa discussao sera feita no Capitulo 2 deste TCC.

1.1.12. Defini¢do: Suponhamos que A e B sejam conjuntos ndo vazios e * uma opera¢ao
segundo a qual os elementos desses conjuntos podem ser operados. Entdo, podemos
construir o conjunto:
AxB={a*bla€Aeb € B}.
Pode ocorrer que esse conjunto caia dentro de A, dentro de B ou, contrario a isso,

possua novos elementos.

Exemplo 8: O plano analitico de Euclides pode ser reescrito como sendo o espago
vetorial R? = RR? = {ru/r € Reu € R?}.
Nesse caso, é usual definir ru = r(a,b) = (ra,rb), para todo nimero r e todo

pontou = (a, b) de R?.
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1.1.13. Operagdes entre conjuntos

E possivel construirmos um “novo” conjunto a partir de dois conjuntos dados.
Quando relacionamos grupos de objetos ou executamos a¢des que podem ser modeladas
por essa teoria.

Entendemos como essencial para as nossas discussdes mais adiante, os

conjuntos definidos a seguir, partindo de dois dados conjuntos A4 e B.

1.1.13.1. Interse¢ao (N): o conjunto ANB = {x|x € Aex € B}, formados pelos

elementos comuns aos conjuntos A e B é denominado /intersecdode A com B.

Os elementos da intersecdo de conjuntos acumulam muitas caracteristicas. Nao é
dificil perceber que, quanto maior for a quantidade de conjuntos intersectados, maior é a
chance de isso terminar no conjunto vazio.

Vale e é de facil averiguacdo a seguinte

1.1.13.2. Proposi¢do: Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Entdo, valem:
a)ANn(BNC)= (AN B)nNC (Associatividade).

b) AN B =B N A (Comutatividade).

c) Se A c B,valeaigualdade A N B = A.

dANY =0.

1.1.13.3. Unido (U): o conjunto AUB = {x|x € Aoux € B}, formados por todos os

elementos que pertencem a A ou que pertence a B é denominado unidode A com B.

Quase sempre, nesse conjunto, que retine elementos com caracteristicas distintas,
propriedades podem ndo ser mantidas. Notadamente, quase sempre, o fechamento de

uma operacao.

Exemplo 9: O conjunto 2Z, dos nimeros inteiros multiplos de 2, pode ser unido ao
conjunto 7Z, dos multiplos de 7. No entanto, embora nesses conjuntos operacdo de
adicao esteja bem definida, em 27 U 7Z isso ndo esta preservado. Temos, por exemplo,

que 2,7 € 2ZVU 7Z,porém,2+7 =9 & 2Ze9 & 7Z;ouseja, 2 + 7 & 2Z U 7.
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1.1.13.4. Proposi¢do: Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Entdo, valem:
a) AU(BUC) =(AUB)U C (Associatividade).

b) AU B = B U A (Comutatividade).

c) Se A c B entdo vale aigualdade AU B = B.

d)Avp=A

As propriedades mostradas na proposicdao seguinte lembram a distributividade
da multiplicacao em relacao a adicao, verificada no conjunto R: se a,x,y € R, vale que

a(x+y)=ax+ay.

1.1.13.5. Proposigdo: Vale que AN (BUC) = (AN B)U (ANC), para A, B e C conjuntos
quaisquer.

Se An(BUC) =0, significa que A ndo tem nada em comum com B ou C e
também temos (ANB)U(ANC) = 0.

Supondo que x e AN(BUC), vale que x€EAe x EBUC. Se x € B entio
x €EANB.Ou, se x €C, entdo x € AN C. Portanto, concluimos x e (ANB)U(ANC) e
An(BUC)c (ANB)U(ANC).

Ndo mostraremos a inclusdao (ANB)U (ANC)c An (BUC).

1.1.13.6. Proposigdo: Vale que AU (BNC) = (AUB)N (AUC), para 4, B e C conjuntos
quaisquer.

Podemos supor (AUB)N(AUC) # @. Seja x um elemento desse conjunto.
Assim,x EAUBex € AUC(C;ouseja,x EAoux EBex € Aoux € C.Entao,x €Ae
x EAoux ECoux EBex €EAoux €C. Segue que x EAoux €Bex €C que
significaquex € AU (B N C).

Ndo mostraremos a inclusio AU (BN C) c (AUB)N (AU C).

1.1.13.7. Diferencga (\): o conjunto A\B = {x | x € Aex & B}, formado pelos elementos
que estdo em A e ndo estdo em B, é denominado conjunto diferenca entre A e B, nesta

ordem. Em geral, temos A\B # B\A.

Exemplo 10: Sejam a,bec €R. Vale que a—(b—c)= (a—b) +c. E, se Cc B CA,
vale arelagao A\(B\C) = (A\B) UC.
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1.1.13.8. Conjunto complementar: Seja U o conjunto (universo) que contém todo e
qualquer conjunto. Entdo, se A é um conjunto, A° = Cy(A) ={x|x €eUex €A} é o
complementar do conjunto A.

Se A e B sdo conjuntos e A C B, entdo temos a coincidéncia Cz(A) = A\B,que é o
complementar do conjunto 4 em relagdo ao conjunto B.

As leis de Morgan (ou leis de dualidade) estdo relacionadas nos itens c) e d) da

seguinte

1.1.13.9. Proposigao: Sejam A e B subconjuntos de U. Entdo, vale que:
AU =0e@d°=U

b) (A)°=A

QAN A= peAUA =U

d)(ANB)¢ =A4A°UB¢ e (AUB)¢ = A°NB°

1.1.13.10. Produto cartesiano: O conjunto A X B = {(a,b) | a € Ae b € B} é denominado

de produto cartesiano entre os conjuntos A e B (nessa ordem).

O produto cartesiano R?, ja citado em nosso Exemplo 8, aparece com muita
frequéncia e pode ser relacionado com muitas discussoes.

Claro que precisamos ter A e B nao vazios para formar o conjunto A X B. Se esses
conjuntos sdo finitos, embora tenhamos A X B # B X A, esses produtos coincidem no
numero de elementos.

E possivel “impor” uma algebra ao produto A X B, a partir das eventuais
propriedades que esses conjuntos A e B oferecem. Talvez algum tipo de heranga que

pode ser considerada mais adiante.

O conjunto de todos os subconjuntos de um dado conjunto A, preferencialmente
ndo vazio, sera usado para a constru¢do de exemplos que vamos relacionar em nosso

préximo capitulo.

1.1.13.11. Conjunto das partes: Dado um conjunto A, preferencialmente ndo vazio,

definimos P(A) = {X | X € A} como sendo o conjunto das partes de A.
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Esse conjunto é fechado para as operacdes de unido e interse¢do que possuem @ e
A, respectivamente, como elemento neutro. Isso nos permite que P(A) possa ser
relacionado em nossas discussdes sobre as propriedades que podem ou nao se
transferirem de um conjunto para seus subconjuntos proprios.

Se o numero de elementos de A é igual a #4 = n < oo; entdo uma simples indugao

mostra que #P(A4) = 2™

Exemplo 11: Se A é um conjunto ndo vazio, a unido U esta bem definida em P(4) =
{X | X c A}. Além disso, podemos ter A,B,C € P(A), de modo que AUB = AU C sem
que tenhamos a igualdade B = C.

Da mesma forma, a intersecdo N estd bem definida em P(4) = {X/X c A}.
Podemos ter A,B,C € P(A), de modo que A N B = AN C, sem que tenhamos a igualdade
B=_C.

E facil verificar esse fato de que, em geral, ndo valem as leis do cancelamento.

Pense no conjunto 4 = {a, B,y }.

1.1.14. Proposi¢do: Sejam A,B e (C conjuntos. Entdo, temos que AUB=AUC e
ANB=ANC se, esomentese, B =C.

Isso pode ser justificado da seguinte maneira: primeiramente, seja x € B. Entao,
x € AUB = AUC, por hipotese. Dai, x EAUC e, assim, x EA ou x €EC. Se x €,
concluimos que Bc C.Sex € A, x € ANB = ANC, por hipétese. E, temosx e ANC, e
x€lCeBcCC.

De maneira analoga mostra-se que todo elemento de C é também um elemento

de B e, por isso, temos B = C.

Noutro sentido, se B = C, é imediato concluir as igualdades AUB =AUC e

AnNnB=ANnC.

1.1.15. Familias de (subconjuntos de) um conjunto: Parti¢oes, Coberturas e Cadeias
Consideremos @ # A um conjunto e P(A) ={X|X c A}, o conjunto de todos os
subconjuntos de A. Os subconjuntos formados por elementos de P(A) sdo “familias” de

subconjuntos de A. Por exemplo, se A=N, é o conjunto dos ndmeros naturais,

F ={X c N/ #X < oo} c P(N) é a familia dos subconjuntos finitos de N.
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As cadeias e coberturas de A também sdo particulares subconjuntos de P(A),

conforme as

1.1.15.1. Definiges: Seja A um conjunto ndo vazio.

a) Dizemos que P = {X;,X,,-:,X,}, com 1 < n € N, é uma particio de A, se, e somente
se, valer que: Az 0x=x 081,
i) X; c A, paratodoi=1,2,---,n;

Xy X

ii) X; N X; = @, parai,j € {1,2,--,n}ei # j;

n
iuUX;,= X;uX,u-—-uX,=4
i=1

[}
b) Dizemos que C = {¥;,Y,,::+,¥,;,},com 1 < m € N, é uma cobertura de A se, e somente
se, valer que:

i) Y; € A, para todoj=1,2,---,m;

m

i=1

De imediata averiguacdo é o resultado mencionado na seguinte

1.1.15.2. Proposig¢do: Seja C = {Y;,Y;, -+, ¥}, com 1 < m € N uma cobertura finita de um
conjunto A nao vazio. Entao:
a) A é finito se, e somente se, Y; € finito paratodoj = 1,2,---,m;

b) Se A é infinito, vale que Y} é infinito para algum j € {V}, Y5, -, ¥, }.

Uma cobertura pode ser formada por elementos finitos e o conjunto por ela
coberto ser infinito. Exemplificando, € ={{0},{1},--,{n},-} é uma cobertura

(infinita) do conjunto dos nimeros naturais. Temos N = U {n}.
neN

1.1.15.3. Definigdes: Seja A um conjunto nao vazio.

a) Todo subconjunto F do conjunto P(A) é denominado de uma familia de
(subconjuntos de) A.

b) Uma familia F de subconjuntos de A é denominada de cadeia se, e somente se, valer
que:

) F # 0;

ii)VX,Y € F,temosqueX cYouY c X.
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Exemplo 12: a) Se A ={1,3,5,7}, temos que F = {{1},{1,3},{1,3,5},{1,3,5,7}} é uma
familia de 4, que ndo é uma parti¢do, mas é uma cobertura. Além disso, F é uma cadeia.
b) F ={X|X € N e #X < oo} é a familia dos subconjuntos finitos de N.

c) Se E é um conjunto no qual estd definida uma operacdao *, podemos considerar
F={X|XcEeVabe€Xvalequeaxb=bx*a}, a familia dos subconjuntos

comutativos de E.

Na familia F = {X | X € N e #X < oo} dos subconjuntos finitos de N, podemos
encontrar a cadeia C = {{0},{0, 1},---,{0, 1,---,n},---}, formada por infinitos
subconjuntos finitos de N. E facil ver que a unifio dos termos dessa cadeia

é exatamente o conunto N = U L; e essa unido ndo é um suconjunto finito de N.
LEC
Se C é uma cadeia na familia F em c),entdoVx,y € D = U Y ,na pior das
Yee

hipéteses , temos que x E X ey €Y, para X eY elementos de C. Mas, como X C Y ou
Y c X, temos que x,y €Y ou x,y € X. Assim, vale que x *x y = y * x e iSso mostra que

D € F (independentemente da cadeia que escolhemos).

Essa propriedade da unido dos termos de uma cadeia estar ou ndo na familia que

a contém da destaque a seguinte definicao:

1.1.15.4. Defini¢do: Uma familia F de subconjuntos de um dado conjunto A ndo vazio é
indutivamente ordenada se, e somente se, para toda cadeia C dessa familia,

valeque U W €eF.
wec

Garantir a existéncia de elementos maximais para certas familias de
subconjuntos, muitas vezes, pode ser uma ou a Unica saida visivel, no caso de termos que

argumentar em um conjunto infinito.
1.1.15.5. Lema de Zorn: toda familia indutivamente ordenada possui um maior elemento.

Nesse contexto, “maior” significa o seguinte: se M é um maior elemento de uma

familia F de subconjuntos de A; entdo V X € F, vale que X c M. Novamente, olhando
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para o item c), do Exemplo 12, vemos, agora, que naquele conjunto E existe um conjunto
comutativo maximal.

Outro bom exemplo de uma aplicacdo do lema de Zorn é a garantia de que todo
espaco vetorial tem uma base, para isso basta mostrar que todo espaco vetorial V
contém um conjunto de vetores linearmente independentes e que todo conjunto
linearmente independente, pelo lema, faz parte de uma base de V (Veja os conceitos

basicos da Algebra Linear em: [4]).

1.2. Fungdes

Quando definimos uma “funcao”, podemos relacionar quase tudo que sabemos a
respeito das operacdes definidas em um conjunto ndo vazio, suas propriedades e
caracteristicas de seus elementos.

Vamos admitir que os conjuntos aqui relacionados ou usados como exemplos sdo
conhecidos e, assim, ndo vamos dar as suas descricdes com respeito a operacdes ou

propriedades de seus elementos.

1.2.1. Defini¢do: Dados os conjuntos A e B ndo vazios, dizemos que, uma lei (ou regra)
f que associa cada elemento x € A a um Unico elemento f(x) € B, é uma funcio (que
age) de A em (para) B.

Comumente, representamos uma fun¢do de A em B por:

fiA—->B
x ~ f(x)
O conjunto A = D(f) é chamado de dominio, B = CD(f), de contra dominio e
Im(f) = {f(x) | x € A} c B, de conjunto imagem da funcio f.
Duas fung¢des coincidem se e somente se possuem os mesmos dominios , os
mesmos contradominios e as mesmas regras.
Exemplo 13: a) A funcao

iA:A _)A
x vig(x) =x

é chamada de funcao identidade de A. Vale que Im(f) = A = CD(f).
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b) Um caso particular de funcdo afim é a fungao

fr R—>R
x v f(x)=x+5
Aproveitando de um dos axiomas de medi¢cdo (da Geometria Plana) podemos
representar essa funcdo graficamente. Surgem, portanto, agradaveis encontros com

ideias geométricas.
c) O conceito de operagao (bem definida) binaria pode ser visto como a fun¢ao

+HZXZ — T
(,y) »+((xy) =x+y
Mudando para essa notacao, as propriedades da adicao em Z podem ser descritas
da seguinte forma:
a) +((x,y)) = +((v,x)))
b) +(x, +((1.2))) = +(+(((x,3))),2)
¢)30€ Z talque +((x,0)) = +((0,x)) = x
d)3 —x €Z talque +((x,—x)) = +((—x,x)) 0

De maneira analoga podemos em termos de uma funcdo, que age em Z X Z,

descrever as propriedades da multiplicacao.

1.2.2. Defini¢do: Definimos por F4 = {f: A — B | f é uma func¢io} o conjunto de todas as
funcdes que agem de A em (para) B. Se A = B, escrevemos simplesmente F(A) para
denotar o conjunto das fun¢bdes que agem de A em si mesmo. Claro que, a funcdo do

Exemplo 13,i4 € F(A4) # 0.

Exemplo 14: Se A = B, podemos definir que V f, g € F(A), f o g como sendo a fung¢do

fog:A—)A
a~ (feg)(a) = f(g(a).

Esse caso particular da operagdo denominada composicdo de fungoes,

conhecidamente, pode ser definida de forma mais geral como a seguir.
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1.2.3. Definicdo (Composicio de func¢des): Dadas f €Fy e g € FZ, desde que

Im(g) € X e Im(f) c Z, podemos definir as fun¢des

gef:X—WwW e fog:Z—>Y
x~(gef)x) =g(f(x)) z ~ (fog)(@ = f(9(2),
respectivamente, a composta da fun¢cdo g com a fungdo f ( nessa ordem) e a composta

da fungdo f com a funcdo g ( nessa ordem).

Observemos que, como a multiplicagdo de matrizes, excetuado o caso
mencionado no Exemplo 14, ndo podemos pensar na composicao de fungdes como uma
operacao definida em um conjunto nao vazio.

Em geral temos que (g ° f)(x) # (f o g)(x), para algum x; ou seja, essa operacao
ndo é comutativa. Mesmo em F(4), ndo podemos esperar comutatividade.

Apesar desses objetos (fungdes), em geral pertencerem a mundos diferentes,
algumas propriedades ainda podem ser verificadas, como por exemplo, a
associatividade.

Um bom exercicio pode ser listar as propriedades da operacgdo “o” em [F(A). Claro
que iy, a fungdo do item a), do Exemplo 13, é o elemento neutro para essa operagao

definida em [F(A).

1.2.4. Tipos especiais de fungoes

Apresentaremos alguns conceitos que comumente aparecem nos textos basicos
de Matematica, admitindo que a maior parte dos assuntos seja claro.

Por exemplo, o conceito de paridade para fun¢des, apresentado a seguir, ha muito
tempo foi generalizado (ver [1]). Entdo, em nossas discussdes particulares sobre
paridade de fungdes, usamos o termo “funcbes reais” e chamamos a aten¢ao para a

generalizacdo que ja foi estabelecida.

1.2.4.1. Defini¢oes:
1. Funcio real par e funcdo real impar. uma funcio real f é par sempre que f(x) =
f(—x), para qualquer x em R. E, uma funcéo real f é imparsempre que f(x) = —f(—x),

para qualquer x em R.
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Devemos observar que é o fato de os nimeros serem inversiveis com respeito a
operacao de adicdo que permite estabelecer as defini¢cdes acima.
Exemplo 15: a) A composicdo de duas func¢des reais impares, ¢ uma funciao impar.
Vejamos: sejam f e g fungbes impares quaisquer. Entdo, vale que (f o g)(—x) =
flg(=x) = f(=g(x)) = — f(g(x)) = —(f o g)(x); para todo x em R. Isso mostra que
f o g éimpar.
b) Se f e g sdo pares, temos (f o g)(—x) = f(g(—x)) = f(g(x)) = (f ° g)(x), para todo
x em R. Isso mostra que f o g é par.
c) Se f é uma funcdo real par e g é uma funcao real impar, para todo x em R, vale
que (f o g)(=x) = f(g(—x)) = f(=g(x)) = f(g(x)); entdo, f o g é par.

Além disso, se f impar e g é par, para todo x em R, vale que (f o g)(—x) =

f(g(—x)) = f(g(x)) = (f o g)(x).E, por tanto, (f o g)(x) também ¢é par.

2. Funcdo injetiva: uma funcdo f: A — B é injetiva quando elementos distintos de seu
dominio possuem imagens distintas: V x,y € A, com x # y, temos f(x) # f(¥).

Equivalentemente, V x,y € A, com f(x) = f(y), temos x = y.

A funcao
s: N—N
n ~sn)=n+1,

que associa a cada namero natural n seu sucessor n + 1, é injetiva.

3. Funcdo Sobrejetiva: uma fungdo f: A — B é sobrejetiva se, e somente se, acontece a
coincidéncia Im(f) = CD(f). Isso significa que: para qualquer b € B, existe a0 menos

um elemento a € A tal que f(a) = b.

4. Fungdo bijetiva: se f: A — B é, ao mesmo tempo, injetiva e sobrejetiva, dizemos que
essa funcao € bijetiva.

A funcdo s: N — N, relacionada no item b), ndo é sobrejetiva. Portanto, ndo é
uma funcgdo bijetiva.

Funcdes bijetivas sdo funcbes que, se especializadas um pouco mais, podem
identificar conjuntos sobre os quais elas estao definidas. Conhecidamente, todo ponto do

plano pode ser identificado como um nimero complexo e, vice versa.
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5. Homomorfismo: uma fung¢do

@: (A*) - (B,0)
x ~@(x) = x,

definida de um conjunto A, onde esta definida uma operagao *, para um conjunto B,
onde esta definida uma operagdo 0O, é um homomortismo, se V x,y € A, vale que

p(x *y) = p(x)0p(y).

Exemplo 16: a) as fungdes reais, exponencial e logaritmo, sdo exemplos de
homomorfismos.

b) todo nimero complexo z = a + bi € C pode ser identificado ou como um vetor

u = (a,b) € R? ou como uma matriz L = [ ab Z] € M,(R). Os homomorfismos
- 2x2

bijetivos sdo, respectivamente, definidos por &(a+ bi) = (a,b) e ¢@(a+ bi) =
[, o
—b a

A depender da estrutura do conjunto B, podemos definir uma operagdo em

2X2

F4 = {f: A — B/f é uma funcio}, induzida por uma operacio (possivelmente) definida

em B.

1.2.5. Operagdes induzidas para um conjunto de fungdes

Consideremos F4 = {f:A — B | f é uma funcio}, o conjunto de todas as fun¢des
definidas de A para B.

Suponhamos que em B a operacao * esteja definida. Entdo; essa operacdo induz

uma operacio % em [F4, da seguinte maneira: V f, g € F4, a fun¢do f % g, definida por

f*g:A—B
a~ (f %xg)(a) = f(a)* g(a).

é um elemento de F3.
Em F(R) = {f: R — R/ fé uma fungdo}, ja sabemos, as operagdes de adicdo e
multiplicagdo induzem uma operac¢do de adicdo @ e uma operacao de multiplicacdo ©

de modo que: V f, g € F(R), as fungdes, “soma” e “produto” f@ g e f© g, definidas por

fOg:R—R e fOg:R—R
x> (fOg)x)=f(x)+gx) x ~ (fO g)x) = f(x)g(x),
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podem ser operacionalizadas como se fossem ndmeros reais. Isso faz com que quase
todas as propriedades da adicdo e multiplicagdo dos numeros se verifiquem em

(F(R), ®, ®©).
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Capitulo 2 - Heranga de propriedades

O reconhecimento de uma subestrutura algébrica pode ser realizado se
soubermos decidir que propriedades se transferem para esses subconjuntos. Na
caracterizacdo dos subespacos vetoriais, subanéis, ideais e subgrupos, por exemplo, ndo
levamos em conta a associatividade da operacdo que define as estruturas algébricas,
pois essa propriedade sempre é herdada por esses subconjuntos.

O principal objetivo de nosso trabalho, e que consta neste capitulo, é mostrar que
muitas propriedades de operac¢des definidas em um conjunto, podem ser herdadas por
seus subconjuntos e, em outros casos, mostrar que essas operagdes induzem operagoes,
no conjunto das fun¢bes que agem sobre eles, que podem ser ricas em propriedades e

que, assim, podem definir uma “nova” estrutura algébrica.

2.1. Classes de conjuntos.

Dizemos que X é uma (Classe de conjuntos se, e somente se, podemos decidir se
para um dado conjunto A4, temos que A € X ou A € X. Equivalentemente, decidir se A
possui ou ndo a propriedade X.

O exemplo a seguir traz uma lista de classes de conjuntos que relacionamos com

as nossas discussaoes.

Exemplo 1: a) Sendo & a classe dos conjuntos finitos, vale que N &€ §, enquanto que o
conjuntoD ={neN /n! <7} €.

Podemos denotar por §° como sendo a classe dos conjuntos infinitos e, assim,
reescrever N ¢ F como sendo N € €.

b) Seja C a classe dos conjuntos comutativos. Entdo, aditivamente ou
multiplicativamente, vale que D,(R) € C, enquanto que, multiplicativamente,
M,(R) ¢ C.

Podemos denotar por €° como sendo a classe dos conjuntos ndo comutativos e,
assim, dizer que M,(R) € C¢, se a operagdo considerada for a multiplicagdo de matrizes,
é claro.

Vamos incluir somente mais uma classe, para passarmos a olhar para as
propriedades decorrentes das operagdes que podem ser definidas em um conjunto nao

vazio.
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Mais uma vez se destaca a importancia das fung¢des e as diversas maneiras que

suas a¢des podem ser definidas.

2.1.1. Definicdo: dizemos que um conjunto X é enumerdvel se, e somente se, vale uma das
condigdes:
X eg

ii) existe uma bijecao entre X e N.

Exemplo 2: Sdo enumeraveis os conjuntos N e Z.

A funcao
iN: N - N
n ~ iy(n) = n é uma bijecdo de N em si mesmo.
Também a funcéo
j:N - Z
n—1 77
— ,sen éimpar

2

n

) € uma bijecéo.
—5,senépar

n ~ j(n) =

2.1.2. Proposigdo: Seja E a classe dos conjuntos Enumerdveis. Entdo, vale que:

a)§ c E.
b) se XcY eY € E, entdo X € E (subconjunto de um conjunto enumeravel é (um

conjunto) enumeravel).
c)seX,YEEentioX XY €E.

d) se X,Y € E, entdo XUY € E (unido de conjuntos enumeraveis é (um conjunto)
enumeravel).

Que & c E, é claro.

E conhecido que, se uma funcio f: A — B é injetiva e B é enumeravel, entdo 4 é
enumeravel (ver [6]; corolario 1). Sendo Y € E, podemos considerar a func¢do injetora

g:YoX -Y
x ~ g(x) = x. Isso prova o item b).

A funcao

g:NXN->N
m,n) ~» g(m,n) = é injetiva. Portanto, N x N & enumeravel.
(m,n) (m,n) = 2™3" éinjetiva. Portanto, N x N I
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Além disso, sabendo que existem sobreje¢cdes f: N — X e g: N — Y, podemos
definir a fungao

hNXN->XXY
(m,n) ~» h((m,n)) = (f(m),g(n)) que é sobrejetiva. Entdo,

(ver [6]; corolario 2), concluimos que o produto cartesiano de dois conjuntos enumeraveis e
enumeravel.

Por fim, a validade do item d) pode ser verificada em [6]; Corolario 4.

Exemplo 3: O conjunto Q é enumeravel (ver corolario 2, citado anteriormente).
A fungao
fiZxX 7" - Q
a

(a,b) ~ f((a, b)) = > & uma funcdo sobrejetiva e ZxZ' ¢

enumeravel. Entdo, concluimos que Q é enumeravel.

Exemplo 4: O conjunto R ndo é enumeravel.
Isso é provado, (ver [6];teorema 5) , mostrando que nao existe nenhuma fungao

sobrejetiva, f:N - R.

Podemos denotar por E¢ a classe dos conjuntos ndo enumerdveis e, assim,

reescrever R € E como sendo R € EC.

2.2. Propriedades de operagées definidas em conjuntos.

Isso ja foi mencionado em 1.1.4.2. Se A # @ é um conjunto e * uma operagao
definida em A, sabemos que sdo propriedades: a associatividade, a comutatividade, a
existéncia de elemento neutro e a existéncia de inversos.

Que propriedades ainda podem ser notadas, dependendo do conjunto A escolhido
e da operacdo definida nesse conjunto?

Vamos incluir uma lista de mais algumas propriedades para dar sentido as nossas
discussdes, consequentemente, dar mais sentido a essa abordagem que fizemos neste

trabalho.
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2.2.1. Definicdo: Existéncia de elementos idempotentes. Essa propriedade vale se existir
um elemento a € 4, no qual esta definida uma operacdo *,e a? = a+*a = a.
O conjunto 73 (A) ={a€A/a”2 =axa=a} é o conjunto dos elementos

idempotentes de A.

Em R, considerando “+4”, a operacdo de adicdo, temos que o conjunto
Jq,(R) = {x € R| x> =x+x =2x}é ndo vazio, Jq,(R) = {0}. Entdo, a adigdo em R

admite a existéncia de elementos idempotentes. O que é 7; (R)?

Exemplo 5: As leis do cancelamento, citadas em 1.1.7, podem valer com relagdo a uma

operacao * definida em um conjunto S, ou pela existéncia de inversos:
axb=axc=>b=coal*x(a*b)=al*(axc)eb=c

que é um caso mais geral, ou por ndo existirem divisores de zero, quando temos

operagoes de adi¢do e multiplicacdo definidas em S.

2.2.2. Defini¢do: Existéncia de divisores de zero poderia ser até entendida como uma
“fragilidade”. Entdo, poderiamos estar definindo como propriedade: ndo existéncia de
divisores de zero. Claro, isso ndo traz confusao alguma.

Dizemos que um conjunto ndo vazio S, no qual estdo definidas operacdes de
adicao, com elemento neutro 0, e multiplicacdo, com elemento neutro 1, ambas
satisfazendo as propriedades citadas em 1.1.4.2, possui divisores de zero se, e somente
se, existem elementos 0 # x,0 # y € S tais que xy = 0.

Em nosso Capitulo 1, no Exemplo 7, temos 2 = 0,com2-2 = 4 = 0.

Em nosso exemplo anterior, usamos o termo “mais geral” porque existéncia de
inversos pode significar ndo existéncia de divisores de zero. Vemos isso na pequena
2.2.3. Proposigdo: Seja S um conjunto como na defini¢do em 2.2.2. Entdo, se existe s™1
para todo elemento 0 # s € S, esse conjunto nao contém divisores de zero.

De fato: dados elementos x e y em S, satisfazendo xy = 0; se x # 0, como existe
x71, obtemos xy=0=x(xy)=x10e= (xx)y=0< 1y=y=0. Caso seja

y # 0, argumentamos da mesma maneira e obtemos x = 0.
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Notemos, nesses argumentos, o uso da associatividade da multiplicagao e do fato
de que 0 anula todo elemento em S.

0 exemplo a seguir mostra duas estratégias para resolver uma simples equacao.

Exemplo 6: O Uinico nimero que satisfaz a equagdo (*): 2x = 6 é o nimero 3.
. oA _ 1
De fato, além de podermos usar a existéncia de 271 = 9 reescrevendo (*) como

sendo 2x = 6 & 2(x — 3) = 0, argumentamos que, nessa equagdo, x —3 =0 & x = 3.

2.2.4. Definigdo: Existéncia de elementos nilpotentes. Essa propriedade vale se existir
elemento 0 # s € S, sendo S um conjunto nao vazio, no qual estao definidas operacdes
de adi¢do, com elemento neutro 0, e multiplica¢io, e tivermos s¥ = 0, para0 < k € Z.

O conjunto N(S)={s€S|s"k =0; para0<keZ} é o conjunto dos
elementos nilpotentes de S.

Claro que, se S é um conjunto como na definicio em 2.2.2, os conjuntos J; (S) e

N (S) sdo disjuntos; ou seja, temos J; (S)NN(S) = 0.

Exemplo 7: Os itens abaixo indicam alguns elementos idempotentes e nilpotentes e os
respectivos conjuntos nos quais eles estao contidos.

a) 4 € 3, (Z,,); enquanto que 2 € N (Zg).

b) 7, (Z) = {0,1}; enquanto que N (Z) = 9.

o 00 1 2
30
c) [6 iLXZE761_(M2(Z6));enquantoque8 8 8 g € V(M4 (R)).
0 0 0 0 Jyxs

2.3. Heranga de classes ou propriedades de conjuntos.

Este paragrafo fecha a discussdo de nosso trabalho que tem como objetivo
principal, também mostrar ou fazer perceber como que, em muitos casos, se entrelagam
as estruturas dos conjuntos, as caracteristicas de funcdes e as operacgoes definidas em

conjunto.
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2.3.1. Heranga de classes de conjuntos.
Consideremos a classe X de conjuntos e um subconjunto L de um conjunto 4 € X.
Diremos que L é um herdeiro ou ndo dessa classe se, e somente se, L € X ou L & X,

respectivamente.

Exemplo 8: a) Toda vez que A € &, todo subconjunto L € A é tal que L € §. Porém,
se A € §°, podemos ter L € A, com L € F; ou seja, em geral, L ndo herda a infinitude do
conjunto A.

b) Toda vez que A € E, todo subconjunto L € A é tal que L € E. Porém, se A € §°,
podemos ter L € A, com L € E; ou seja, em geral, L ndo herda a ndo enumerabilidade de

A. Lembremos que N é enumeravel e é subconjunto de R, que ndo é enumeravel.

¢) Toda vez que A € €, todo subconjunto L c A ¢é tal que L € €. Porém, se A € €€,
podemos ter L € A, com L € G; ou seja, em geral, L ndo herda a ndo comutatividade de A.

Por exemplo, M,(R) € €¢ e D,(R) € M,(R) é tal que D,(R) € C.

Classes de conjuntos ou propriedades de conjuntos podem, muitas vezes,
significar a mesma coisa. Certamente, isso foi percebido em relacdo a classe € dos
conjuntos comutativos.

Dizemos que A € € para significar que em A esta definida uma operacao * tal que
Vx,y€Avalequex xy =y *x.

No entanto, se A é simplesmente um conjunto, sem mais nada, em geral,
propriedades de uma operac¢do definida em A ndo sdo suficientes para garantir que
A€

A seguir, em 2.3.2, a discussao é feita olhando para os subconjuntos de um
conjunto ndo vazio, onde operacdes podem ser definidas. Ndo existira, portanto

confusdo entre classe de conjuntos e propriedades de operagdes definidas em conjuntos.

2.3.2. Heranga de propriedades de operagdes definidas em conjuntos.
0 que é comum nessa investigacao, toda vez que consideramos um subconjunto E
de um conjunto S # @, no qual estd definida uma operagdo *, é saber se essa operagao

esta definidaem E.
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Dado essa problematica, podemos considerar dois tipos de propriedades, uma

vez que, em geral, o fechamento da operagdo * nao se verificaem E.

2.3.2.1. Definigdo: Diremos que p é uma propriedade geral (ou global) de uma operacgao *
definida em um conjunto S se, e somente se, p se verifica para todo subconjunto E c §,

onde * esta definida. Dizemos, nesse caso, que E herdaa propriedade p.

Exemplo 9: E facil ver que a associatividade e a comutatividade da adicdo e da
multiplicacao sao herdadas por todo subconjunto E de R; ou seja, elas sdo propriedades
gerais da adicdo e da multiplicacdo definidas em R.

Isso pode ser justificado pelo menos uma vez: seja E € R e suponhamos que
a,b,c € E. Sabemos que Vx,y,z€ R, vale que x+ (y+2z)=(x+y)+z e x(yz) =
(xy)z e, mais ainda, x+y=y+x e xy=yx. Como a,b,c €EE C R, para esses
“particulares” elementos em E, temos a + (b + ¢) = (a + b) + c e a(bc) = (ab)c e, mais

ainda,a+b=b+aeab = ba.

2.3.2.2. Definigdo: Diremos que [ é uma propriedade local de uma operacao * definida em
um conjunto S se, e somente se, [ se verifica para um dado E & S, onde * esta definida,

sem que essa operacdo se verifique em S.

Exemplo 10: Temos D,(R) ¢ M,(R) e V D;,D, € D,(R), vale que D;D, = D,D,. Porém,
em M, (R) a multiplicagdo ndo é comutativa. Entdo, podemos dizer que a comutatividade

da multiplicacdo, em M,(R), é uma propriedade local.

2.3.3 Elemento neutro local, elemento neutro global e as leis do cancelamento
Apresentaremos algumas discussdes sobre o elemento neutro de uma operacgao
definida em um conjunto. Em 1.1.6, é mostrada a unicidade do elemento neutro para
uma operacdo *, definida em um conjunto A # @. Mas, localmente, se B for um
subconjunto proprio de A, pode ocorrer que B ndo herde essa propriedade, ou B possua
um elemento neutro local (diferente do elemento neutro para essa operac¢ao definida em

A). Vamos mostrar que as leis do cancelamento podem decidir essa questao.
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2.3.3.1. Proposi¢do: Suponha que valem as leis do cancelamento para uma operagdo *
definida em um conjunto A # @ e que ela admite existéncia de elemento neutro e. Entdo,
se essa operacgdo esta definida e admite existéncia de elemento neutro e’em B c A, vale
quee’ =e.

Essa igualdade é de facil verificacdo: V a € 4, vale que axe =e *a = a. Além
disso, Vb € B, vale que bxe' =e'*b =b. Particularmente, Vb € B, vale que
bxe=exb =b.Dai,temose’ *b =b = e = b. Cancelando b, obtemos e’ = e.

A reciproca ndo é verdadeira. Ver Exemplo 17, capitulo 2.

Observemos que os argumentos aqui sdo outros, comparados a prova da

unicidade do elemento neutro, como fizemos em 1.1.6.

Exemplo 11: Um subespago W de um espaco vetorial V(K) sobre um corpo K, sempre
contém o vetor nulo. Entdo, toda subestrutura de V(K) contém o elemento neutro da
operacdo de adicao que define esse espago vetorial. Para essa operacao valem as leis do
cancelamento e, imitando os argumentos em 2.3.3.1, trocando A por V(K), B por W e *
por +, obtemos que 0y, = Oy (x); ou seja, todo subespacgo de V(K) contém o vetor nulo.
Ele é o elemento neutro global com relagcdo a operacdo de adicdo (veja os conceitos

basicos da Algebra Linear em: [4]).

Exemplo 12: No conjunto M,,(R) das matrizes quadradas de ordem n, com respeito a
operacao de multiplicagdo -, ndo valem as leis do cancelamento. A matriz I,,, identidade
de ordem n X n, é o elemento neutro global do conjunto M,,(R): V A € M,,(R), vale que

Al, = I,A = A.

a 0 0
Agora, seja A= o 0 - 0 lae Ry & M,(R). Temos que
0 O 0 Lsn
1 0 - 0
E = 0 0 " 0 é o elemento neutro (local) para a operacdao de multiplicacao
0 0 - 0lyn

definida no conjunto A.
Se valessem as leis do cancelamento isso nao ocorreria, teriamos E = I,;, o que

claramente nio é verdade.
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Exemplo 13: Seja P(A) o conjunto das partes de um conjunto A # @. Podemos supor,
nesse caso, que A possua pelo menos 3 elementos. Em P(A), ndo valem as leis do
cancelamento em relacao as operagdes de unido e intersecao.

a) Com relagdo a operacao U, definida em P(A), @ é o elemento neutro. E, se B € 4,
temos P(B) & P(A), a operagdo U estd bem definida e @ é o elemento neutro para essa
operacao definida em P(B).

Nesse caso, @ é elemento neutro global com relacdo a unido definida em P(A).

b) Com relacdo a operagdo N, definida em P(A), A é o elemento neutro. E, se B € 4,
temos P(B) & P(A), a operagao N esta bem definida e B é o elemento neutro para essa
operacao definida em P(B).

Nesse caso, a operagdo intersecdo esta definida em P(B) e B é o elemento neutro
para cada B & A. Entdo, podemos pensar em uma cadeia F ={Y,Y,, -, Y} de
subconjuntos de 4, como definida em 1.1.15.3. E facil imaginar que dai decorre uma

cadeia
P(Yy) c P(Y;) € - c P(Yp) c P(4),

onde N esta definida em cada termo P(Y;); parai = 1,2,---,m, que tem como elemento
neutro os respectivos membros de F. Isso mostra que toda cadeia em A é, de certa

forma, uma cadeia de elementos neutros.

2.3.4. Propriedades herdadas por um conjunto de fungées

Em 1.2.5, temos uma boa estratégia de construirmos uma estrutura em um
conjunto de fun¢des. Provavelmente, ja é conhecido, dos cursos intermediarios, o caso
particular quando o dominio e contradominio das fung¢des é o conjunto dos nimeros.

Que propriedades se transferem para as operacoes de adicdo e multiplicacao
definidas em F(R) = {f: R —» R | fé uma fun¢do}, dadas as propriedades que valem

para a adicao e a multiplicacao em R?
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Como, por defini¢cdo, os dominios e contradominios das funcdes soma e produto
sdo iguais a R, basta olharmos para as leis de formac¢do das fun¢des que queremos

verificar se sdo iguais; conforme sugerimos na

2.3.4.1. Proposicgdo: A operagoes de adigdo e multiplicacdo induzidas do conjunto R para
o conjunto F(R) = {f:R - R | fé uma fungdo} herdam as seguintes propriedades:
Vf.9h€FR);

a)f+(g+h)=(f+g)+hef(gh)=(fgh

b)ftg=g+fefg=gf

c) as fungbes a seguir sdo, respectivamente, o elemento neutro da adicdo e da
multiplicagdo em F(R);

o:R— R e 1T:R—R
x~o(x)=0 x »1(x)=1.

d)I-feFR)talque—f+f=f+(—f)=0.
e)flg+h) =fg+fh

Por exemplo, no dltimo item, uma justificativa para essa igualdade pode ser feita
da seguinte maneira: Vx € R, temos (f(g + h))(x) = f(x)(g + ) (x) = f(x)(g(x) + h(x)) =
fG)gx) + f)h(x) = (fg)(x) + (fR)(x) = (fg + fR)(x). Dai, temos a igualdade f(g + h) =
fg+fh

Exemplo 14: A propriedade de existéncia de inverso multiplicativo para cada elemento
ndo nulo e de nio existir divisores de zero, ndo sdo herdadas de R.

Além disso, as leis do cancelamento que valem (quase sempre) para a
multiplicagdo em R, ndo se verificam para a multiplicacdo em F(R).

A fungao

ffR—>R
x ~ f(x) = senx

ndo possui inverso multiplicativo
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As funcoes
ffR—R e g:R—R

_(0,sex <0
xvf(x)_{x,sexzo

x%,sex <0

x'v\g(x)={0 sex =0

sdo tais que f # o, g # o; porém, vale que fg = o. Temos que (fg)(x) = 0x? =0, se
x<0ou(fg)(x)=x0=0,sex =>0.

Vamos considerar um conjunto A # @. Em P(A) = {X | X c A}, (ver exemplo 11
do capitulo 1) estao definidas as operagdes U e N. Conforme definicao em 1.2.5, podemos
considerar o conjunto de fungdes, F(P(4)) = {f: P(4) — P(4)| f é uma fungao}.

Podemos definir, e isso é natural, vV f, g € F(P(4)),

fug:P(A) — P(A)
X ~(fugX) =X ugX)

Também, V f,g € F(P(4)),
fng:P(A) — P(A)
X ~(fng)X) =X ngl).

2.34.2. Proposicdo: A unido e a intersecio induzidas de P(A) para o conjunto
F(P(A)) = {f: P(A) — P(A) | f é uma fungdo} herdam as seguintes propriedades:
VY f,g9,h € F(P(A)); valem que

a)fu@uh)=(fuguhefn(gnh)=(ng)nh.
b)fug=guUfefng=gnf.

c) as funcoes a seguir sdo, respectivamente, o elemento neutro da unido e da intersecao

em F(P(4));

0: P(A) — P(4) e LPA) —PA
X ~0X)=0 X ~ I(X) =4,

dfn(@uh)=(Fng)u(fnh).
e)fu(gnh)=(fug)n(fUh).

No item b), uma justificativa para essa igualdade pode ser feita da seguinte

maneira:  vale que (fUQ@X)=fXUgX)=gXUfX)=QGUHKX) e
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FngX)=fX)ngX)=gX)NnfX)=(@gn[f)X), VX €P(A). Claro, usamos as
propriedades da comutatividade listadas em 1.1.13.2 e 1.1.13.4.
Os itens d) e e), decorrem diretamente de 1.1.13.5 e 1.1.13.6: se X € P(A), temos,

FN@Uh)X) =fX)N(@URX =fX)n(gX)Uh(X)). Usando a prposicio
1.1.13.5, temos que (f N (g U h))(X) = (f(X) N g(X)) U (f(X) N h(X)) =(fngXu

(Fnh)(X)=((fng)U(f nh))(X).Isso mostra a igualdade fN(gUh)=(fNng)u
(f N h). Argumentos analogos dio a validadede f U (gnh) = (f U g) N (f Uh).

O resultado que vimos em 1.1.14, com relagdo as operagdes de unido e intersecao,
definidas em P(A), também valem com relagdo as operagdes de unido e intersegio

induzidas em F(P(A)). Vejamos a

2.3.4.3. Proposigdo: Se f,g,h € F(P(A)); entdo fUg=fUh e fNg=fNh se e
somente se, vale a igualdade g = h.

Em um sentido, o resultado é claro: se vale a igualdade g = h é facil concluir que
fug=fUhefng=fnh.

Agora, V X € P(A), vamos mostrar que g(X) = h(X) e terminamos!

De fato, VX € P(A), por hipétese vale que (fUg)(X)=(fUh)(X) e (fn
9)X) = (f nh)(X). Por definicio de unido e intersecdo de fungdes vale que
fA)UgX) =fX)UhX) e f(X)NgX) = f(X)Nh(X), como f(X),g(X) e h(X), sdo
conjuntos, pela proposicdo 1.1.14, temos que g(X) = h(X).

Dentro do conjunto F(A) = {f:A — A| f é uma funcdo}, podemos, como em
2.3.2, verificar a possivel heranga de propriedades de uma operagao. Isso pode ser feito

sem levar em conta que essa operac¢ao seja induzida por uma operacao definida em A.

Exemplo 15: Consideremos as operagdes de adicdo e multiplicacdo definidas em
F(R) = {f: R - R | f é uma fungio}; reveja 1.2.5.

O conjunto g(R) = {f € F(R) | fé uma fungdo par} é um subconjunto préprio de
F(R) onde as operacdes de adicao e multiplicacao citadas acima estdo definidas: se
f9 € p(R), temos que (fBg)(x)=f(xX)Bg(x) =f(—0)@g(—x) = (fBg)(—x) e
(fOP ) = fF()Og(x) = f(=x)Og(—x) = (fOg)(—x); x € R.
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O conjunto J(R) = {f € F(R) | fé uma fun¢do impar} é um subconjunto préprio
de F(R) onde a operacdo de adicdo citada acima esta definida (pense nisso!). Que o
produto de fungdes impares, em geral, ndo € uma fungao impar, € claro.

Agora, é facil relacionar que propriedades da adi¢do @ e da multiplicagdo © sado
herdadas por £(R) e que propriedades da adicao @ sdo herdadas por J(R).

A validade do item d), da proposicao 2.3.4.1, garante que valem as leis do
cancelamento para a adigdo @ em F(R). Isso se transfere para a adicdo em (R)? E para
a adicao em J(R)? As respostas sdo sim, caso o inverso aditivo de uma fungao par seja
uma funcdo par e o inverso aditivo de uma fung¢do impar, seja uma funcao impar. Isso
também é verdade!

Como a fungao

0:R—R
x ~ o(x) = 0 pertence ao conjunto £(R) N J(R), diremos que

#(R) e 3(R) herdam o elemento neutro da adicao definida em [F(R).

Exemplo 16: Consideremos o conjunto P(R) = {f € F(R) | f(x) = 0,se x > 0}. E facil
ver que ele é fechado para a operacao de multiplicacdo ©.
Claramente, a fungdo
1T:R—R
x »1(x)=1
nio é um elemento de P(R); ja que 1 (7) =1 # 0. Entdo, P(R) ndo herda o elemento
neutro da multiplicacdo definida em F(R). Mas, P(R) contém a fungao

I:R— R
1; sex<O0

x ~ 1) = {0; sex=0

f)OIx) =f(x)O1=f(x); sex<0

e mais, para f € P(R), vale que (fOI)(x) = {0_ cex>0

e (loH)x) = {ll(x)@f(x) =10f(x) = f(x); sex < 0 Isso mostra que fOI=10f =fe
0; sex=>0
I é um elemento neutro local para a multiplicacdao em P(R).
No conjunto P(R) = {f € F(R) | f(x) = 0,se x > 0}, é facil verificarmos, que nio

valem as leis do cancelamento com respeito a operagdo ©.
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Exemplo 17: (Reveja as defini¢cdes em 1.2.3, 1.2.4.1 e os exemplos 14 e 15 também do

“o_n

capitulo 1) A composicido de fungdes “o” esta bem definida em F(R) e, como vimos,
i]R: R—R
x ~ ip(x) =x
€ o elemento neutro global, com respeita a essa operacao.
Note, ainda, que as leis do cancelamento nao se verificam. Para quaisquer fungoes

f, g € F(R), escolhendo a funcdo

h:R— R
x ~ h(x) =c;comc € R,
vale que (feog)(x)=(foh)(x);Vx €R, mesmo que tenhamos g(x) # h(x). Isso
mostra que ndo vale o cancelamento a esquerda. Argumentos parecidos mostram que

também nio vale o cancelamento a direita.

Encerramos as discussdes deste capitulo com o exemplo 17 acima. Acreditamos
que a ideia de heranca de propriedades, de uma operacao definida em um conjunto
A # @, tenha sido passada de maneira que o leitor possa estar mais seguro ao
argumentar com temas relacionados com as estruturas minimas de um conjunto. Que
também, as funcdes que agem sobre essas estruturas recebem uma influéncia direta
dessa algebra, ao passo que, também, determina alguns resultados que podem ser

observaveis no nivel do estudo que desenvolvemos.
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Consideragoes finais

Acreditamos que este trabalho trouxe exemplos, definicbes e proposicdes
interessantes de como certas propriedades de um conjunto A # @ podem ser
observadas como herangas para seus subconjuntos proprios.

E claro que as ideias descritas aqui deixam dicas para que o leitor entenda que
outras “herancas” podem ser observadas e para ele registre comparacdes entre
determinadas estruturas de conjuntos, muitas vezes um construido a partir do(s)
outro(s).

A ndo existéncia de divisores de zero em 7, ndo pode ser observada em Z,,, desde
que 2 < n seja um nimero par. Entdo, o conjunto quociente de Z pela relacdo = (mod n),
pode ser visto como um conjunto que “perdeu” uma importante propriedade (veja o
exemplo 7, no capitulo 1).

Supondo que um conjunto @ # A € X e que um conjunto B # @ € 9, o conjunto
A X B, produto cartesiano de A por B, nessa ordem, além de conter uma cépia de A e de
B, “herda”, em cada uma dessas componentes, as propriedades de A e de B,

respectivamente, podendo transferir para A X B uma determinada propriedade. Por

exemplo, o conjunto M,(R) X Z, tem como elemento neutro da “adicido”, definida pela

0 0

,6), isso porque M,(R) e Z,
0 0 2x2

soma coordenada a coordenada, a dupla ([

possuem, com relagdo as respectivas operacgdes de adicao, elemento neutro.
Existéncia de cadeias em um conjunto A # @, induz existéncia de cadeias
em P(A), cadeias que podemos dizer, especiais (veja o Item b), no exemplo 13, no

capitulo 2).

Perguntamos: E possivel, a partir de P(A), portanto, a partir de A # @, induzir cadeias
em [F(P(A))?
Certamente, depois de definir f U g e f N g, conforme a definigdo em 1.2.5, vocé

pode tentar responder essa pergunta definindo algum tipo de inclusao f c g.

Perguntamos: Sendo @ # A € X, é possivel estabelecer para subconjunto A < F(P(4))
que A € X?
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Por exemplo, se A é enumeravel, entdo podemos definir para f € F(P(A)) que f é

uma funcdo enumeravel? Se f, g € F(P(A)) sdo enumeraveis, entdo f U g é enumeravel?

Que questdes mais podem ser levantadas sobre esse assunto? Certamente a
experiéncia do leitor fara com que ele avance nessas questdes e suas respostas dardo

mais sentido a possivel aceitacdo de nosso trabalho e valorizagdo de nosso estudo.
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