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Resumo

Foi por meio do desenvolvimento histérico da astronomia que se surgiu a Teoria dos Siste-
mas Dinamicos, cuja area de estudo é aberta e recente. Nesse trabalho, entenderemos esse
surgimento, tomando conhecimento sobre conceitos importantes inerentes a essa area. Con-
sideramos sistemas dinamicos definidos por aplicacoes sucessivas de uma funcao que aplica
um intervalo de nimeros reais nele mesmo e estudamos a dinamica de alguns modelos ma-
tematicos. Dentre os quais podemos destacar exemplos simples de matematica financeira,
que é um ramo muito préximo da nossa realidade, e o estudo da fungao tenda. Introduzimos
a nogao de equivaléncia entre sistemas dinamicos definidos por iteragao de fungoes e, por
meio dessa nocgao, passamos a conhecer a dinamica de novos sistemas. Estudamos ainda
estabilidade assintotica de um ponto fixo e de um ponto periddico de um sistema dinamico.
Apresentamos a definicao topologica de caos e discutimos algumas caracteristicas essenciais
desse importante conceito. Analisamos novamente a funcao tenda e apresentamos, por meio
da expansao binéria de nimeros reais no intervalo [0, 1], uma prova que o sistema dinamico
definido por essa funcao e, consequentemente, qualquer outro equivalente a ele, é cadtico.
Por fim, examinamos o “modelo de populagao logistica” discutido por May( [6]), destacando
algumas de suas caracteristicas.

Palavras-chave Sistemas dinamicos; iteracao de funcoes; estabilidade; conjugacao; funcao
tenda; caos
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Abstract

It was through the historical development of astronomy that the Theory of Dynamical Sys-
tems, whose field of study is open and recent, emerged. In this work, we will understand this
emergence, learning about important concepts concerning the area. We consider dynamical
systems defined by successive applications of a function that maps an interval of real num-
bers to itself and we study the dynamics of some mathematical models. Among which we
can highlight simple examples of financial mathematics, which is a branch very close to our
reality, and the study of the tent function. We introduce the notion of equivalence between
dynamical systems defined by iteration of functions and, through this notion, we get to know
the dynamics of new systems. We also study asymptotic stability of a fixed point or periodic
point of a dynamical system. We present the topological definition of chaos and discuss
some essential features of this important concept. We analyze again the tent function and
present, through the binary expansion of real numbers in the interval [0, 1], a proof that
the dynamical system defined by this function and, consequently, any other equivalent to
it, is chaotic. Finally, we examine the “logistic population model”discussed by May( [6]),
highlighting some of its features.

keywords Dynamical systems; iterating functions; stability; conjugation; tent function;

chaos
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Introducao

Este trabalho nasceu da necessidade de se difundir a Teoria dos Sistemas Dinamicos, que
apesar de ter seus primeiros registros datados de mais de 100 anos, ainda é um campo de

estudo muito aberto e pouco conhecido, principalmente no ambito da Educacao Basica.

Reconhecemos que nao é tao viavel propor disciplinas no ensino médio com tal aborda-
gem, pois possui uma abrangéncia matematica que muitos alunos do ensino fundamental e
médio nao possuem, mas seria ideal, haja visto ser um campo de estudo tao amplo, o que
poderia num primeiro contato motivar os jovens a seguirem nessa area de pesquisa. Dessa
forma, objetivamos aqui fazer uma abordagem mais suave do ponto de vista teérico, mas

sem renunciar ao rigor matematico que o tema exige.

No primeiro capitulo, fazemos uma abordagem histérica do surgimento da area de Siste-
mas Dinamicos e mostramos que ao longo da linha do tempo surgiram cientistas que langaram

teorias extremamente importantes para a evolucao da Astronomia.

Alguns cientistas elaboraram modelos e teorias com o intuito de explicar o formato e o
movimento de astros, como a Terra, o Sol e a Lua. E evidente que nem todas as teorias
foram confirmadas, mas mesmo aquelas que foram refutadas e comprovadas que estavam
erradas, tiveram seu papel fundamental na evolucao, pois serviram de base para grandes
avancos. Nas figuras (1| e [2| apresentamos um infografico que mostra essa linha do tempo e
os principais acontecimentos astronomicos, até chegar no primeiro contato com os sistemas

dinamicos.

Por diversas vezes foi necessario fazer estudo de situagoes reais para solucionar problemas
ligados principalmente a natureza, como situacoes astronomicas, fendomenos meteorolégicos,

mercado financeiro e evolu¢ao populacional dos mais diversos tipos (bacteriana, virais etc.),
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Figura 2: Era depois de Cristo

assim foi se desenvolvendo uma teoria para simular sistemas complexos, nao-lineares, e que

contenham orbitas.

Dessa forma, a histéria conta que ja no século XVI, com os trabalhos sobre a mecanica
celeste dos contemporaneos Kepler e Galileu, de-se origem aos sistemas dinamicos, e este
foi pensado originalmente naquele momento para tratar de sérios problemas como os movi-
mentos planetarios, mas atualmente ¢ utilizado principalmente na modelagem matematica
em diversas areas, como por exemplo as pandemias, como a da covid 19, e varios outros

problemas naturais.



Newton admitia nao compreender a natureza da gravidade; entretanto, foi capaz de dedu-
zir a lei que rege o comportamento dos corpos sob sua acao. Foi ele que trouxe luz a muitos
questionamentos a época, com isso, sua contribuicao na histéria cientifica é inestimavel,

contribuindo indiretamente ao longo do tempo com a evolugao dos sistemas dinamicos.

Define-se entao que um sistema dinamico é um conjunto de estados possiveis, e o seu
estudo nasceu da necessidade em se construir de forma geral uma modelagem matematica
para estudar o comportamento de situagoes fisicas reais cujos sistemas evoluem no tempo,
segundo uma estruturacao algébrica (regra) que liga o momento atual com o passado, isto é,
estado presente aos estados passados, onde a saida da regra é usada como valor de entrada

para o préximo momento (tempo).

Dessa forma, objetiva-se definir um modelo matematico de previsibilidade que seja possivel
capturar por meio de sua dinamica alguma caracteristica do processo fisico, onde a sua

evolugao se da por iteragoes de uma funcao.

Existem muitos tipos de sistemas dinamicos, no entanto, neste trabalho, considerare-
mos somente sistemas dinamicos discretos em dimensao um, mais especificamente, sistemas
dinamicos definidos por aplicagoes sucessivas de uma dada funcao f sobre um intervalo I de

numeros reais nele mesmo.

A funcao real f(z) = 2x por exemplo, é uma regra que associa a cada nimero real x o seu
dobro. Suponha que = denota uma populagao de bactérias e que f(z) denota a populacao
uma hora depois. Se a cultura de bactérias tem uma populagao inicial de 10000 bactérias,
entdao depois de uma hora havera f(10000) = 20000 bactérias, depois de duas horas, havera
f(f(10000)) = 40000 bactérias, e assim por diante. O sistema dinamico definido por f
consiste de um conjunto de possiveis estados, junto com uma regra que determina o presente
estado em termos dos estados passados. No nosso exemplo, os estados representam uma
populagao de bactérias por hora, que muda segundo a regra x, = f(z,-1) = 22,-1, onde n

representa o tempo, em horas, e z,, representa a populacao no tempo n.

Para motivar ainda sistemas dinamicos definidos por aplicac¢oes sucessivas de uma fungao
f e algumas das principais defini¢oes que apresentaremos no texto, listamos a seguir mais

alguns exemplos.

v . x . . .
Escolha um ntumero real qualquer x, calcule e®, a seguir € , e assim por diante, ou seja,



forme a sequéncia de iteradas da func¢ao exponencial f(z) = e”:

T

{z, e® e e ..}

Observe que depois de um numero suficiente de iteracoes, os nimeros da sequéncia acima
tornam-se cada vez maiores, ou seja, a sequéncia tende a infinito. Na verdade, essa é uma das
perguntas que gostariamos de responder adiante sobre aplicacoes sucessivas de uma mesma

funcao: dada uma funcao f e um valor inicial x, qual o comportamento da sequéncia

{, f(), f(f (), F(f(f(2))), . }7

Considere agora a sequéncia de iteradas de f(z) = sen(z):

{z,sen(x),sen(sen(x)), sen(sen(sen(x))), ...},

onde x é um numero real qualquer. Observe que essa sequéncia tende a zero, qualquer que

seja o valor inicial x.

Para a sequéncia de iteradas de f(z) = cos(z):
x, cos(z), cos(cos(z)), cos(cos(cos(x))), ...

por sua vez, nao sera dificil verificar que para qualquer valor inicial x a sequéncia dada

rapidamente convergira para 0, 73908... radianos.

Finalmente, consideramos a fungao quadratica f(z) = 4z(1 — x) sobre o intervalo [0, 1],
aparentemente bem mais simples que as funcgoes citadas anteriormente. Escolhendo um
nimero x entre 0 e 1 e observando o comportamento da sequéncia de iteradas, diferentemente
das funcgoes anteriores, observamos comportamentos completamente diferentes a depender
do valor inicial z. Algumas vezes os valores se repetem, outras vezes nao se repetem e na
maioria das vezes nao apresentam nenhum padrao. O sistema dinamico definido por essa
funcao quadratica é um exemplo de um fenémeno, que definiremos formalmente no texto,

chamado de caos.

Percebemos a partir dos exemplos acima que sistemas dinamicos definidos por iteragoes



sucessivas de funcoes reais mudam completamente a depender da funcao e das condicoes

iniciais, conforme veremos no texto.

No capitulo 2, examinamos defini¢oes e propriedades basicas de sistemas dinamicos.
Apresentamos, dentre outros exemplos, a dinamica de um modelo de matematica finan-
ceira, a definicao de uma funcao que desempenha um papel central em todo o texto, a saber,
a funcao tenda, e, por fim, a definicao de conjugacao topoldgica, que representa a nocao de

equivaléncia para sistemas dinamicos definidos por iteracao de funcoes.

Em muitos modelos matematicos é possivel observar comportamentos de convergéncia
em direcao a um estado fixo ou peridédico. No capitulo 3, estudamos esses comportamentos
através do conceito conhecido como estabilidade assintética de um ponto fixo ou periddico

de um sistema dinamico.

No capitulo 4, apresentamos a definicao topolégica de caos e discutimos algumas ca-
racteristicas essenciais desse importante conceito. Analisamos novamente a funcao tenda
e apresentamos, por meio da expansao bindria de numeros reais no intervalo [0, 1], uma
prova que o sistema dinamico definido por essa funcao e, consequentemente, qualquer outro

equivalente a ele, é cadtico.

Por fim, no capitulo 5, examinamos o “modelo de populagao logistica” discutido por
Robert May, um fisico e bidlogo matematico que publicou na revista Nature em 1976, o artigo
intitulado “Simple mathematical models with very complicated dynamics”( [6]), um marco
na revolucao do caos. Ele apresentou resultados matematicos interessantes com possiveis
consequéncias aplicadas, onde percebeu-se que equagoes nao lineares simples podem possuir

um amplo espectro de comportamentos de ponto fixo a periddico a cadtico.

Ao longo de todo o texto usamos |1], [2] e [3] como principais referéncias.



Capitulo 1

Dos Preludios da Astronomia ao

Surgimento dos Sistemas Dinamicos

Nesse primeiro momento, nosso principal personagem nessa historia é o filosofo grego
Aristételes (384-322 a.C.), o principal representante da terceira fase da histéria da filosofia

grega, “a fase sistemadtica’.

Muitos filésofos gregos elaboraram modelos com o intuito de explicar o formato da Terra,
as estacoes do ano, bem como os movimentos do Sol, da Lua e dos outros planetas visiveis

a olho nu.

Um desses fil6sofos foi Tales de Mileto (624-546 a.C.), que considerava a Terra um disco
plano preenchido por dgua. Pitdgoras de Samos (572-479 a.C.), por sua vez, acreditava que a
Terra apresentava formato esférico. Ja Aristételes explicou que as fases da Lua dependiam da
iluminacao solar, ao observar a formacao de sombras durante os eclipses, e também defendia a
hipétese de que o Universo fosse finito e esférico e que, juntamente aos astros, fosse imutavel:

sempre existira e existiria.

Discipulo de Platao (427-347 a.C.), Aristételes escreveu uma série de obras que falavam
sobre politica, ética, moral e outros campos de conhecimento. Além disso, foi professor de
Alexandre, o Grande (356-323 a.C.).

Pode-se ver como uma das diferencas entre Platao e Aristételes o fato de que o segundo

promove uma desmatematizacao da filosofia e da natureza em detrimento do valor que seu



mestre Platao dava a matematica. Segundo nos lembra Zingano, Aristételes diria que:

A matemdtica € o instrumento cientifico utilizado para examinar o mundo do ponto de

vista de sua quantidade, mas ela nao € capaz de nos dar por si so a natureza do mundo.

(2005, p.65)

Aristoteles teve mais mérito na fisica e na astronomia. Suas teorias no campo da Fisica
envolviam o que ele descreveu como os quatro elementos, onde Aristételes descreve de-
talhadamente uma relagao entre esses elementos, sua dinamica, como eles uniam a Terra e

como eram, em muitos casos, atraidos um pelo outro por forgas nao especificadas.

Ele tinha um vigor mais “qualitativo” do que “quantitativo”, como vigora na moder-
nidade. Assim, a visao de Aristételes sobre o sistema solar nao se utilizava de aparatos
matematicos para justificar seu modelo. Sua interpretacao tornou-se aceita, acolhida e di-
fundida por séculos, contribuindo para a propagacao de conceitos fisicos e astronomicos
equivocados. Entre esses equivocos, podemos ressaltar o éter: a substancia proposta por
Aristoteles que comporia os corpos celestes, cuja existéncia foi investigada até meados do
século XIX.

A visao aristotélica sobre mecanica celeste é bastante incompleta pela sua natureza quali-
tativa, dessa forma, Aristoteles obteve mais destaque por tentar responder algumas questoes
sobre o funcionamento do Universo do que por suas respostas propriamente ditas. Sem com-
provacoes matematica, defendia que as leis que governam o movimento do firmamento sao
diferentes das leis que governam o movimento da Terra. Seu modelo astronomico pode ser

assim resumido:

Aristoteles acreditava que cada um dos quatro elementos sub-lunares possuia seu “lugar
natural”. Quando tirado desse lugar, o elemento tende a voltar a ele, deslocando-se em
linha reta. Assim, a terra e dgua movem-se naturalmente para o centro da Terra; ar e
fogo caminham naturalmente no sentido oposto. O movimento dos corpos depende da sua
composi¢ao, ou seja, € funcao da proporcao dos naturais. Tal movimento é classificado
como misto. O éter e os corpos celestes movem-se naturalmente em circunferéncias, a figura

geométrica perfeita.

Essa natureza qualitativa, de certo modo falho, nada dizia sobre quando e onde achar os

corpos celestes, mas serviram de base para C. Ptolomeu (85 — 165 d.C.) propor seu modelo
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Figura 1.1: Modelo astronomico de Aristételes

geocentrico.

Para Ptolomeu, a Terra ocupa o centro do Universo, e os demais astros estao dispostos
na seguinte ordem: Lua, Mercirio, Vénus, Sol, Marte, Japiter, Saturno e estrelas fixas.
Urano, Netuno e Plutao nao haviam sido descobertos ainda. Esse modelo segue a ideia de
que um pequeno circulo formado por um astro em torno de um ponto imaginario descreve,
a partir de seu novo ponto, um outro circulo. Assim, para Ptolomeu cada planeta percorre
uma érbita circular — chamada de epiciclo — em torno da Terra. As previsoes quantitativas

a época atendiam aos dados observados, e tal modelo foi aceito durante 14 séculos.

O modelo dos epiciclos passou a ser reelaborado de modo mais preciso com o avanco do
tempo. Assim, para preservar essa ideia, conjecturou-se que um planeta girava em torno de
um ponto, que girava em torno de um ponto, que girava em torno de um ponto ... que girava
em torno da Terra. Assim, notou-se que determinar a posicao de cada planeta era bastante

trabalhoso, pois cada planeta possuia um nimero muito grande de epiciclos.

Aproximadamente 14 séculos depois, o astronomo e matematico Nicolau Copérnico (1473
— 1543) desenvolveu a teoria heliocéntrica do Sistema Solar, onde tinha como base os estu-
dos dos precedentes Aristételes e Ptolomeu. Assim, em um manuscrito de 1530, chamado
Revolutionibus Orbium Coelestium (“A Revolugao dos Esferas Celestes”), Copérnico afirma
que a Terra nao estd fixa no centro do universo, e sim girando em uma 6rbita circular ao

redor do Sol, assim como os demais planetas.

(WA palavra revolucdo que aparece no titulo da obra de Nicolau Copérnico se refere a variacio ciclica.



Mesmo conceitualmente mais simples, o sistema de Copérnico nao era melhor que o
de Ptolomeu, e apesar do erro com relacao a oOrbita circular dos planetas, a sua teoria
heliocéntrica abalou o mundo académico e abriu caminho para a busca de uma maior com-

preensao do Universo.

Copérnico deduziu, apds sucessivos calculos matematicos, que é a Terra o corpo celeste
que executa um movimento completo em torno do préprio eixo, explicando o porqué do dia
e da noite. Copérnico também ordenou os planetas por suas distancias em relagao ao Sol e

concluiu que quanto menor a érbita, maior a velocidade orbital.

Pouco tempo depois o astronomo dinamarqués Tyge Brahe (1546 — 1601) conseguiu fazer
observacoes astronomicas abrangentes e precisas sem precedentes, corrigindo os registros
existentes. Ficou conhecido durante sua vida como astronomo, astrélogo e alquimista. Ele
foi o iltimo grande astronomo antes da invencao do telescépio, cujas observacoes a olho nu

eram muito precisas e ajudaram a consolidar o modelo planetério proposto por Copérnico.

Em 1572, Brahe notou uma estrela completamente nova (uma supernova) que era mais
brilhante do que qualquer estrela ou planeta, o que contrariava a concepcao de um céu
imutavel. Espantado com a existéncia de uma estrela que nao deveria estar ali, dedicou-
se a criacao de instrumentos de medicao cada vez mais precisos nos quinze anos seguintes

(1576-91).

Cinco anos depois, ele faz uma observacao que violava a perfeicao do mundo aristotélico.
Brahe especulou que o cometa que ele havia visualizado em 1577 podia percorrer um caminho

nao-circular.

No final de sua carreira, Brahe ganha um discipulo que viria a ser um dos mais importan-
tes astronomos da historia. Aqui surge o importantissimo astronomo, astrologo e matematico

alemao Johanes Kepler (1571 — 1630).

A relacao entre os dois nao foi facil, mas esse contato foi importante para a evolucao dos
conhecimentos astronomicos e astrolégicos de Kepler. Dois dias apds a morte de Brahe, Ke-
pler tomou posse dos importantes dados astrondémicos do seu mestre e iniciou uma revolugao
na forma de pensar astronomia, respeitando os dados observacionais anteriores, trabalhou
duramente até obter um modelo cujas previsoes iam de acordo com as observacoes de Brahe.

A ideia de um caminho nao-circular proposto por Brahe foi reforcada por Kepler em 1604



quando observou outra supernova.

Partindo do modelo de Copérnico, cujas ideias aristotélicas ainda estavam imbuidas,
Kepler percebeu que a 6rbita de Marte, até entao considerada circular, desvia-se cerca de 8
minutos de arco, comparando-se com as medidas de Brahe, discrepancia nao observada por
Copérnico, que possuia baixa precisao de dados. Diante disso, Kepler teve que abandonar

esses conceitos pré-conhecidos.

Assim, em relagao a astronomia, Kepler provou que além de Marte, todos os demais
planetas percorrem orbitas elipticas e em 1609, no livro Astronomia Nowva, Aitiologetos seu
Physica Coelestis (“Uma Nova Astronomia, Causalmente Explicada, ou Fisica Celeste”), ele

propos que:

i) Os planetas descrevem Orbitas elipticas, com o Sol num foco;

it) Uma reta imagindria ligando um planeta ao Sol percorre areas iguais durante intervalos

iguais de tempo.

Essas duas descricoes ficaram conhecidas até hoje como a primeira e segunda lei de
Kepler, e com elas ele concluiu que as ideias de movimentos celestes circulares defendidas
por Copérnico eram erradas e que os movimentos celestes nao sao uniformes, ja que ela

implica que um planeta altera sua velocidade de acordo com sua distancia em relagao ao sol.

Apés o surgimento das fracoes decimais em 1585 e a divulgacao da primeira tabela de
logaritmos desenvolvida por J. Nepier (1550 — 1617) em 1614, a astronomia deu passos impor-
tantes, pois em 1619, no livro Harmonices Mundi (“Harmonias do Mundo), apés exaustivos
calculos, Kepler divulgou sua terceira lei, chamada de “Lei dos Periodos”, onde ele aponta

a existéncia da relacao entre a distancia de cada planeta e seu periodo de Translacgao.

As leis de Kepler podem ser consideradas como as tltimas contribui¢oes para a Mecanica
Celeste de carater puramente cinematico, isto é, sem levar em consideracao as forcas que

governam os movimentos.

Contemporaneo de Kepler, o considerado revolucionario italiano Galileu Galilei (1564 —
1642) fez importantes contribuicoes para areas como a Fisica, a Matematica e a Astronomia,

sendo assim referenciado como o “pai da ciéncia moderna”.
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Galileu interessou-se pela teoria do movimento ao ficar desconfiado das conclusoes fei-
tas por Aristoteles, uma vez que para ele nao havia uma Terra fixa no centro do Universo
(Geocentrismo). Adotou uma abordagem inédita que consistia em criar procedimentos ex-
perimentais para medir determinadas grandezas dos corpos em movimento, com a finalidade
de verificar a validade das proposicoes tedricas. Essa técnica atualmente lhe rende o titulo

¢

de o “pai do método cientifico”.

Em meados de 1609 tomou conhecimento sobre instrumentos que permitia observar ob-
jetos a longas distancias, e de forma genial criou o seu préprio equipamento para explorar
o Universo. Com uma versao bem mais potente, tornou-se pioneiro no uso do telescopio.
Dentro de um ano, com seu aparelho em maos, fez estudos cientificos de objetos celesti-
ais conduzindo-lhe a observar as fases de vénus, os quatro maiores satélites de Jupiter, os
anéis de Saturno, uma infinidade de estrelas visiveis a olho nu, e fez importantes analises da

rotacao das manchas solares e as irregularidades na superficie lunar.

Tais constatacoes viria a fazer comprovagoes como:

i) As manchas solares mostravam que o sol ndo era uma esfera homogénea, e em de-
corréncia do movimento dessas manchas, concluia-se que a Terra girava em torno de

Sli.

it) Vénus possuia fases como a Lua., contrariando o modelo de epiciclos defendido por

Ptolomeu.

iii) Os satélites de Jupiter mostravam a existéncia de outros centros de movimento celestes,

o que levava a concluir que pequenos corpos podiam orbitar em torno de um maior.

A constatacao 1 foi publicada em 1632 no Didlogo sobre os dois principais sistemas
mundiais, que comprovava o modelo heliocéntrico defendido por Copérnico. Contudo, Galileu
sofreu demérito, pois suas observagoes iam de encontro com o modelo geocéntrico ao qual a
igreja Catdlica acreditava ser a verdade sobre o sistema solar, levando-o a ser considerado
um herege pelo Tribunal da Santa Inquisicao, fazendo-o passar por um cansativo processo

de perseguicao, o levou a negar suas teorias, afirmando serem somente hipdéteses.

Galileu foi um grande inventor. Suas andlises quantitativas realizadas com invencgoes
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que teve sua total ou parcial participacao (telescpio astronomico, o relégio de péndulo, o

binéculo, a balanga hidrostética etc.) refutaram as leis da fisica de Aristételes.

Seus conceitos introdutoérios foram fundamentais para a formulagao das leis de Isaac
Newton (1642 — 1727), pois foi Galileu que introduziu conceitos de Dinamica, teoria que
trata das causas dos movimentos, analisando-os e descrevendo-os de acordo com as forcgas
responsaveis por produzi-lo. Dentre tantas andlises, foi o primeiro a perceber que a acao
de uma forca é necessaria para mudar o movimento de um corpo, mas nao para manteé-lo

deslocando-se em linha reta e com velocidade constante (lei da inércia).

Conforme Galilei, todos os corpos caem segundo uma mesma aceleragao gravitacional,
na auséncia da resisténcia do ar (comprovado, em 1971, diretamente da lua pelo astronauta
David Scott na missdo Apolo-XV), isto é, corpos em queda livre, mesmo os de massas
diferentes, chegariam ao chao ao mesmo tempo, pois estariam sujeitos a mesma aceleracao

(queda livre).

E nesse momento chegamos ao ponto chave do nosso estudo, pois acredita-se que Galileu
Galilei para mostrar a validade de suas conclusoes soltou corpos de massas diferentes do alta
da Torre de Pisa, onde certamente seus resultados constituem o ponto de partida da Teoria

de Sistemas Dinamicos (mais conhecido atualmente como Caos).

Galileu disse: “Meu objetivo é expor uma ciéncia muito nova que trata de um tema muito

antigo. Talvez nada na natureza seja mais antigo que o movimento...”

Newton, uma figura multifacetada, entusiasmado por conceitos ja concebidos, interessou-
se em estudar os movimentos, e durante 18 meses confinado em sua casa, numa fazenda em
Lincolnshire (interior da Inglaterra), devido a peste bubonica de 1665, deu luz a diversas
descobertas como o célculo diferencial, a lei da gravitagao universal concebida a partir das
leis de Kepler do movimento planetario, e para o nosso contexto, o mais importante, propos
as trés leis a respeito dos efeitos de uma forca sobre o movimento de um corpo, conhecida

simplesmente por Leis do Movimento e fundamentam a base da Mecanica Classica, que sao:
i) Lei da Inércia;
i3) Lei do Principio Fundamental da Dinamica;
111) Lei da Agdo e Reacao.
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Essas formulacoes abriram espaco para uma sofisticacao crescente do aparato matematico
que modela fenomenos mecanicos, culminando nos trabalhos de Joseph Lagrange (1736 —
1813) e Willian Hamilton (1805 — 1865), que definiram a teoria da mecanica cldssica num

contexto matematico, que essencialmente é o mesmo estudado até hoje.

Tais leis tornou possivel responder diversos questionamentos em aberto, como “se a Terra
realmente atrai a Lua, e vice-versa, entao porque as duas nao estao em rota de colisao?”,

que é muito bem respondida pela segunda lei.

Newton encontrou que a forca que a Lua em érbita em torno da Terra, ou os planetas
em orbita em torno do Sol, diminui com o quadrado da distancia entre os centros de massa
dos corpos, tal constatacao levou a concluir a férmula da chamada Lei da Gravitacao

Universal, onde Newton escreveu:

“[...] toda matéria atrai outra matéria com uma for¢a proporcional ao produto de suas

massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre elas”

Matematicamente denotada por:

F1:F2:G-M

r2

F4 F, @

r

Figura 1.2: Tlustracao grafica da Lei da Gravitagao Universal

Isto é, dois corpos puntiformes m; e mo atraem-se exercendo entre si forcas de mesma
intensidade Fi e F,, proporcionais ao produto das duas massas e inversamente proporcionais

ao quadrado da distancia (r) entre elas, onde G é a constante gravitacional.

Essa lei é considerada universal porque explica o movimento da Terra em torno do Sol, da
Lua em torno da Terra ou a queda de uma maca. Tal lei trata da interagao entre dois corpos,
mas pode ser utilizada para se calcular as interagoes gravitacionais entre varios corpos, o

que deu origem ao problema dos n-corpos.
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Esse problema trata da predigao da movimentacao de um grupo de corpos celestiais
que interagem entre si gravitacionalmente. A resolucao deste problema foi motivada pela
necessidade de se compreender o movimento do sol, planetas e estrelas. A sua primeira
formulagao matematica foi dada por Newton, na obra Principia, de 1687, que também trazia

provas das leis de Kepler.

Desde que a gravidade é responsavel pelo movimento das estrelas e planetas, Newton
tentou expressar as interacoes gravitacionais em termo de equagoes diferenciais. Neste livro,
Newton provou que corpos com simetria esférica podem ser modelados como se sua massa

se concentrasse em um ponto.

O problema dos n-corpos, mais especificamente para n = 2, é interessante para a astro-
nomia pois pares de corpos celestes se movem rapidamente em dire¢oes arbitrarias e ampla-
mente separados um do outro, e mais distante ainda de outros objetos, se assemelhando as
condicoes do problema de Kepler, o que é possivel ser resolvido desmembrando-o como dois

problemas de um corpo.

Ja para n = 3 nao era tao “simples” aquela época. Resolver o chamado “problema dos
trés corpos” exige uma quantidade impensavel de calculos, pois é necessario prever como
trés corpos celestes orbitam um ao outro. As interacOes gravitacionais entre os trés objetos
resultam em um sistema cadtico e complexo, contudo, muito sensivel as posi¢oes iniciais de

cada corpo, pois dependem das massas, das suas posicoes e suas velocidades iniciais.

Newton resolvera o problema dos dois corpos interagentes. As geracoes seguintes de fisicos
e matematicos tentaram aplicar o método de Newton para o problema dos trés corpos. Foi
a partir de trabalho de 1887 de Heinrich Bruns (1848 — 1919) e do matemético francés Henri
Poincaré (1854 — 1912) em 1890, que se chegou a conclusao de que o problema nao pode
ser resolvido em termos de expressoes algébricas e integrais, pois é extremamente sensivel as
condigoes iniciais. Portanto, nao se pode obter formulas analiticas exatas que descrevam a

trajetéria de cada um dos trés corpos interagentes.

Assim ocorre uma revolugao cientifica apds um episédio histérico envolvendo os ma-
tematicos Poincaré, o sueco Mittag-LefHler, além do monarca da Suécia e Noruega, rei Oscar
II. Na origem de tudo: o aniversario de um monarca; um erro de proporgoes historicas; e

muitos, muitos problemas.
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Primo do presidente que governou a Franca durante a Primeira Guerra Mundial, Poincaré
ficou famoso ao conquistar o prémio oferecido pelo rei Oscar II na festa de seu aniversario de
60 anos. O prémio, lancado em 1886, seria entregue para quem desse uma prova matematica
rigorosa a respeito da estabilidade (ou n@o) do Sistema Solar. Ao estudar esse problema,
Poincaré elaborou um texto de quase 300 paginas, no qual desenvolve varios teoremas. Ele

acabou ganhando o prémio em 1889, embora sua solucao fosse apenas parcial.

Poincaré percebeu que as propriedades qualitativas das solugoes podiam ser investigas,
sem que tais solucoes precisassem ser determinadas explicitamente. Assim, em vez de procu-
rar por férmulas, ele partiu para uma abordagem qualitativa, utilizado técnicas geométricas

e topoldgicas.

Em 1890, Henri Poincaré publicou na revista sueca acta mathematica um artigo de
270 paginas intitulado “sur le probléme des trois corps et les équations de la dy-
namzique”. Seu trabalho teve um papel fundador, pois é o primeiro sobre teoria qualitativa
de sistemas dinamicos e provavelmente, ele também foi o primeiro a vislumbrar a existéncia

de “caos” no problema dos trés corpos.

Na década seguinte, Poincaré iria expandir esse artigo num livro em trés volumes (mais
de 1300 paginas) que revolucionou esta area da ciéncia: les méthodes nouvelles de la

mécanique céleste.

Combinando Mecanica Quantica com a Teoria do Caos, Heisenberg (1901 — 1976) afirma
que medidas de posicao e momento, em qualquer instante, sao sempre incertas; Poincaré
observa que hé sistemas dinamicos em que mintusculas incertezas na condicao inicial afetam
drasticamente a previsao para uma escala de tempo longa, pois por mais que os erros inici-
ais sejam infinitesimalmente pequenos, ele crescem rapidamente (exponencialmente) com o

tempo.

Costuma-se dizer que um sistema deterministico, que exibe comportamento cadtico, é
imprevisivel num sentido pratico, ja que nao se pode conhecer sua condicao inicial com erro

nulo.

Considera-se que o primeiro livro publicado na area de sistemas dinamicos é a obra
Dynamical Systems, escrita pelo matematico estado-unidense George Birkhoff (1884 — 1944),
e publicada em 1927.
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Hoje, gragas as suas contribuicoes, Poincaré é considerado um dos criadores da teoria mo-
derna dos sistemas dinamicos, tendo introduzido muitos dos aspectos do estudo qualitativo
das equagoes diferenciais que permitiram estudar propriedades assintéticas das solugoes (ou
da maior parte das solugoes) de uma equagao diferencial, como estabilidade e periodicidade,

sem ser necessario resolver explicitamente a equagao diferencial.
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Capitulo 2

Iteracao de Funcoes

A area de matematica conhecida como sistemas dinamicos tem sido de grande interesse
nos ultimos quarenta anos. Um sistema dinamico é um tipo particular de funcao usada
para modelar processos que variam com o tempo. Exemplos de tais processos aparecem em
mecanica dos fluidos, crescimento populacional, mecanica celeste, cardiologia, dinamica de

particulas e em muitas outras situagoes.

Existem muitos tipos de sistemas dinamicos, no entanto, conforme mencionado na in-
trodugao, neste trabalho, consideraremos somente sistemas dinamicos definidos por iteragoes

de uma dada funcao f sobre um intervalo I de niimeros reais nele mesmo.

Um intervalo é um subconjunto conexo de R da forma [a,b] = {z € Rla < x < b}, ou
(a,b) = {z € Rla < < b} ou [a,b) ou (a,b] (definidos de forma andloga), para quaisquer
a,b € RU{—o00,+00} e a < b. Quando nos referirmos a nogoes topolégicas em um intervalo,
iremos sempre nos referir a topologia induzida no intervalo ambiente. Por exemplo, [0, %) é

um intervalo aberto no intervalo [0, 1].

Seja I um intervalo de nimeros reais e f : I — I uma funcao. Para todo n € Z,

definimos

fr@)= (oL of om0 f)a)

n—uvezes

a composicao de n-cépias da fungao f.
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Definigao 2.1. O sistema dinamico definido por f: I — I é a familia de fungdes { f"},ez. ,

com f": I — 1.
Exemplo 2.1. Seja f : R — R definida por f(z) = % O sistema dinamico definido por f

T

¢ a familia de fungdes dada por f"(z) = 3

Definicao 2.2. Seja f: [ — I, e assuma que x € [.

i) A 6rbita de um ponto = € I sobre f, denotada por O(x), é a sequéncia
O(z) = {z, f(x), f*(z), - ["(x),- -}

ii) Dizemos que x € I é um ponto fixo de f se f(z) = z. Em partciular, a érbita de um

ponto fixo é a sequéncia constante O(z) = {z,x,z, ..., z, ...}

iii) Dizemos que x € I é um ponto fixo eventual de f se x nao é ponto fixo de f, mas

f™(z) é um ponto fixo de f, para algum n € Z,.

iv) Assuma que m € Z,. Dizemos que z € [ é um ponto periédico ou um ponto m-
periédico de f se f™(z) =z e f/(x) # x para j = 1,...,m — 1. Nesse caso, a érbita de
x é dita ser uma érbita periddica ou uma orbita m-periddica. Dizemos ainda que m é

o periodo do ponto peridédico ou da orbita periddica.

v) Dizemos que x € I é um ponto periédico eventual de f se z nao é ponto periddico de

f, mas f"(z) é um ponto periddico de f, para algum n € Z, ..

Observe que se x é um ponto m—periédico de f, entao os pontos z, f(x), ..., fr_1(x) s@o

todos m—periodicos e todos distintos.

Exemplo 2.2. Considere as quatro seguintes fungoes definidas sobre R:
(i) f: R — R, definida por f(z) = —2=,

.. . 1

(ii) ¢ : R — R, definida por g(x) = 3%

(iii) h : R — R, definida por h(z) = —=,
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(iv) £ : R — R, definida por k(z) = 0.

Observe que f(0) = ¢g(0) = h(0) = k(0) = 0. Portanto, 0 é um ponto fixo das quatro

funcoes definidas acima.

Consideremos agora a fun¢ao f. Tomando xy € R, temos f"(z) = (—2)"x¢ # x9, para
todo xg # 0. Assim, f nao possui pontos periddicos. A orbita de xg # 0 consiste de valores
que se afastam cada vez mais do ponto fixo 0, através de valores positivos e negativos. A
dinamica de f é ilustrada na figura [2.1] a qual chamamos de diagrama de fase do sistema

dinamico {f"},ez, -

Figura 2.1: Diagrama de fase de f

x
Consideremos agora a fungao g. Tomando xy € R, temos ¢"(xy) = 2—2 #+ 19, para todo
xo # 0. Assim, g também nao possui pontos peridédicos. A érbita de xg # 0 consiste de

valores que se aproximam cada vez mais do ponto fixo 0. A dinadmica de ¢ é ilustrada na

figura
TN PN

4

Figura 2.2: Diagrama de fase de ¢

Analisemos agora a dinamica da fungao h. Observe que a orbita de qualquer ponto zy # 0
é dada por O(xg) = {xo, —T0, To, —T0, ...}, isto é, h%(xg) = wg e h(xg) # xy. Portanto, cada

zo # 0 é um ponto fixo 2—periddico de h. A dindmica de h é ilustrada na figura [2.3]

Por fim, analisamos a dinamica de k. Observe que cada xy # 0 é um ponto fixo eventual
de k, visto que xy ndo é ponto fixo de k, isto é, k(xg) # xo, porém, k(xy) = 0 é ponto fixo
de k. A dinamica de k é ilustrada na figura [2.4]
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I

Figura 2.3: Diagrama de fase de h

NN

Figura 2.4: Diagrama de fase de k

Exemplo 2.3. Considere a funcao real [(x) = 2* — 1. Resolvendo a equagao 2% — 1 = =,

obtemos dois pontos fixos de [:

Note que O(0) ={0,-1,0,—1,0,—1,...} e O(1) ={1,0,-1,0,—1,0,...}. Como [(0) = —1,
I2(0) =0, I(—=1) = 0 e I>(—=1) = —1, concluimos que 0 e —1 sdo pontos 2—periédicos de .
Além disso, como [(1) = 0, e 1 ndo é ponto peridédico de [, temos que 1 é ponto periédico

eventual de [.

Figura 2.5: Tlustragao dos pontos fixos de [ juntamente com os graficos de y = l(z) e y =z
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Consideramos agora dois exemplos de matematica financeira.

Exemplo 2.4. Suponha que depositamos dinheiro em uma conta poupancga que rende juros
de 5%, capitalizados anualmente. Depois do depdsito inicial, nao fazemos nenhum depdsito
adicional a conta e nem sacamos nenhum dinheiro. Noés simplesmente deixamos a quantia
na conta acumulando juros. A fungao f : [0,00) — [0,00) dada por f(x) = 1,05z define um
sistema dinamico que fornece a quantia na conta poupanca a cada ano. A dinamica de f
é bastante simples: existe apenas um ponto fixo, x = 0, e qualquer outro zy # 0 tem uma

6rbita que se afasta de 0 apos iteragoes sucessivas de f. A dinamica de f é ilustrada na

figura

Figura 2.6: Diagrama de fase de f

e

Exemplo 2.5. Assumimos agora que depois dos juros aplicados a cada ano, nés ou sacamos
1000, 00 reais (se houver pelo menos esse valor na conta) ou todo o saldo da conta (se for

menos de 1000, 00 reais). Neste caso, a fungao g : [0,00) — [0, 00)

1,052z — 1000,se 1,05z > 1000,

_ 9.1
9(z) 0,se 1,052 < 1000, (2.1)

define um sistema dinamico que modela como a quantia muda na conta poupanca. Aqui
também, x = 0 é um ponto fixo de g. Além desse, resolvendo a equagao g(x) = x, também
encontramos x = 20000 como ponto fixo de g. Para valores de x maiores que 20000, os
juros sobre x garantem uma quantia suficiente para a retirada anual de 1000, 00 reais. Dessa
forma, aplicacoes sucessivas de g irao crescer indefinidamente. Se, no entanto, x < 20000,
entdao a quantia na conta eventualmente sera o ponto fixo 0. Dessa forma, valores z # 0

que sao menores que 20000 sao pontos fixos eventuais de g. A dinamica de g é ilustrada na

figura
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Figura 2.7: Diagrama de fase de g

Definimos agora uma fungao sobre o intervalo [0, 1] que terd um papel relevante neste

trabalho: a Fungao Tenda. Esta terminologia se deve ao formato do seu grafico (veja figura

23).

Exemplo 2.6. A Fungao Tenda 7T : [0,1] — [0, 1] é definida por

1
2z, x €0, 5],
2—-2zx, x€ [5,1].

Na figura [2.8] apresentamos o grafico da funcao tenda 7'.

A
y

(0,0) (1,0)

Figura 2.8: Grafico da Func¢ao Tenda

Para encontramos os pontos fixos de T resolvemos a equagao T'(x) = x, onde obtemos

2 ) .
r=0ouzx = 3 Geometricamente, estes valores correspondem as abscissas dos pontos de

22



intersecao do grafico de T com o reta identidade y = = (veja figura

A
y

(0.5,1)

(213,213)

(0,0) (1,0)

X

Figura 2.9: Pontos fixos de T’

. 1 . . .
E facil verificar que x =1 e xz = 5 sao pontos fixos eventuais de T, mas existem muitos

outros, conforme veremos mais adiante.

Exemplo 2.7. Consideramos agora a funcao 72 : [0,1] — [0, 1], definida por

([ 4x,s5e x €0, i],
2—4x,se x € [i,%],
20N _ _
T =TT =Y 4y e (23)
2 — 4z, se x € [3,1].

\

Os pontos fixos de T2, ou seja, as solucoes da equacao T?(z) = x, sdo pontos periédicos
)

de T (veja figura [2.10). Sao eles: z =0,x = 3 (que também sao pontos fixos de T, ou seja,

4
pontos 1—periédicos), z = R e r = —. Como estes ultimos nao sao pontos fixos de T', eles

5
sao pontos 2—periddicos de T'.
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(4/5,4/5)
(2/3,213)

(2/5,215)

(0,0)

Y

Figura 2.10: A funcao T2

Definicao 2.3. Dados I, J intervalos de nimeros reais, uma bijecao continua f : I — J,

cuja inversa f~!:.J — I também é continua, chama-se um homeomorfismo entre I e J.
A definicao a seguir estabelece a nocao de equivaléncia para sistemas dinamicos definidos
por iteragao de fungoes.

Definicao 2.4. Sejam [ e J intervalos de ntimeros reais. As funcoes f: I —ITeqg:J — J
(e os sistemas dinamicos definidos por elas), sao ditas topologicamente conjugadas se existe

um homeomorfismo h : I — J tal que

goh=nhof.

I

—
(—: ~

<
lm
<

A funcao h é chamada de conjugacao topolégica entre f e g.
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Exemplo 2.8. As fungées f : R —+ R e g : R — R definidas por

f(z) =2z e g(z) =3z

sdo topologicamente conjugadas, pois h : R — R, definida por h(z) = 2'°%2() é um homeo-
morfismo que satisfaz
goh=hof

visto que
(237)10@(3) _ 3331052(3)’

para todo x € R. Do ponto de vista da teoria de sistemas dinamicos, isso quer dizer que f e
g sao equivalentes, ou seja, possuem dinamicas “iguais”. De fato, em ambos os casos existe
um unico ponto fixo x = 0, todas as dérbitas ficam ou a direita de 0 ou a esquerda de 0 e se

afastam de 0 a medida que aumentamos o nimero de iteragoes.

Apresentamos agora duas fun¢oées com dinamicas menos ébvias, como veremos no préoximo

capitulo, que sao topologicamente conjugadas.

Exemplo 2.9. A funcdo quadrética @ : [0,1] — [0,1] definida por Q(z) = 4z(1l — x) é
topologicamente conjugada a fungao tenda [2.6| De fato, o homeomorfismo A : [0, 1] — [0, 1]
definido por h(z) = sen? <gx> é uma conjugacao topoldgica entre f e g. Primeiro observe

que

Q(h(z)) = 4sen? <gx> (1 - 56722(%1,’))
<f
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para todo x € [0, 1]. Por outro lado,

h(T(x)) = sen? (gT(:c))

(

1
sen®(rx), se x € [O, ﬂ

1
sen®(m — wz), se x € [5,1}

1
sen(mx), se x € [0,5]

1
sen?(mwx), se x € [5,1]

\

= sen’(mx),

para todo x € [0, 1]. Portanto, Qoh =hoT.
Na figura temos o grafico da funcao ). Observe a semelhanca, a menos da forma,
com o grafico da funcao tenda 7.

A
y

Figura 2.11: Gréafico da Funcao Q(x) = 4z(1 — z)
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Um fato bastante importante e esperado sobre uma conjugacao topoldgica h entre duas
funcoes f e g é que h transforma érbitas de f em drbitas de g, conforme mostra o teorema

a seguir.

Teorema 2.1. Seja h uma conjugacao topoldgica entre f: [ — [ e g: J — J. Para cada

relené&eZ,, temos
h(f"(z)) = g"(h(z)),

assim h leva a orbita de = sobre f na drbita de h(x) sobre g.

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre n. Para n = 1, o resultado segue por
definicao de conjugacao topoldgica. Suponhamos agora que o resultado vale para n — 1, ou
seja,

h(f" @) = g (h(=)), Vn =2 (2.4)

Entao

h(f*(x) = h(f"H(f(2)))

Logo, h(f"(z)) = g"(h(x)) sempre que h(f"'(z)) = g" ' (h(z)). Portanto, segue por
inducao sobre n que

h(f*(x)) = g"(h(z))

para todon € Z, . ]

O corolario a seguir mostra que propriedades importantes da dinamica de uma fungao f
sao naturalmente transferidas para a dinamica de uma funcao g por meio de uma conjugacao
topoldgica. Ratificando a afirmacgao de que fungoes topologicamente conjugadas sao “iguais”

do ponto de vista de sistemas dinamicos.
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Corolario 2.1. Seja h uma conjugagao topoldgica entre f: [ — [ e g:J — J, e assuma

que x € I. Entao as seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

i) Se x é um ponto fixo de f, entdao h(z) é um ponto fixo de g.
ii) Se x é um ponto m-periédico de f, entdao h(x) é um ponto m- periddico de g.
iii) Se x é um ponto fixo eventual de f, entdo h(x) é um ponto fixo eventual de g.

iv) Se z é um ponto periddico eventual de f, entdo h(z) é um ponto peridédico eventual

de g.

Demonstracao. (i) Seja x € I um ponto fixo de f. Como h é uma conjugagao topologica

entre f e g, temos

o que mostra que h(x) é ponto fixo de g.

(ii) Seja x € I um ponto m-periddico de f, entao

M) =z e fi(zx) #u,

para j =1,---,m — 1. Pelo teorema [2.1

g"(h(x)) = h(f"(x))

para todo n € Z,. Assim,

g™ (h(x)) = h(f™(x)) = h(x)

g (h(z)) = h(f(x)) # h(=),

para j =1,---,m — 1. Portanto, h(x) é um ponto m-periédico de g.
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(iii) Seja  um ponto fixo eventual de f, temos que f(z) # x, porém,

F (@) = f*(x)

para algum n € Z,. Temos entao, pelo e pela definicao de conjugacao topoldgica que

g"(hx)) = h(f"(x)
(fO(
= g(h(f"(x)))
(9" (h(x))),

(
(
=y

para algum n € Z,. Portanto, h(z) é ponto fixo eventual de g.

(iv) Seja x um ponto periddico eventual de f, entdo x nao é ponto periddico de f, porém,

f™(z) é ponto periédico de f, para algum n € Z,, ou seja, existe m € Z, tal que

F(fr (@) # (),
para j =1,---,m — 1. Assim, pelo teorema [2.1
F(h@) = ()
= h(f"(f"(2)))
= g"(h(f"(x)))
= ¢"(g"(h(2))),
9 (" (h(x))) # g"(h(x)),
para j = 1,---,m — 1. Portanto, h(x) é um ponto peridédico eventual de g. ]
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Capitulo 3

Estabilidade

Os modelos matematicos de um sistema dinamico sao obtidos a partir da aplicacao de
Leis da Natureza e suas equagoes essenciais, cujos elementos sao parametros de fungoes que

se remetem, normalmente, a equagoes diferenciais e/ou algébricas.

Fazer o estudo da dinamica desses tipos de fungoes nem sempre é tao simples, haja
visto que chegar a uma solucao em longo prazo se torna algo humanamente inviavel se feito
de forma “bragal”. Dessa forma, o uso de tecnologias como o computador é imprescindivel.
Contudo, subjetivamente nao nos interessa tais solugoes, pois mesmo com recursos avangados
muitas vezes nao chegaremos a uma conclusao evidente sobre as solucoes desses tipos de
funcoes. Assim, é mais crucial fazer o estudo qualitativo do comportamento das fungoes por

meio da sua estabilidade a partir de n interagoes.

Assim, o estudo da estabilidade de fungoes é melhor interpretado por meios geométricos,
onde ¢ mais evidente a visualizagao dos comportamentos das modelagens matemaéticas, que
por vezes convergem para estados fixos ou periédicos. Como exemplo podemos citar a 6rbita
dos planetas, que seguem uma trajetoria periodica e, de modo mais didatico, imaginemos um
bolo retirado de um forno, onde sua temperatura esfria em dire¢ao a temperatura ambiente

fixa, isto é, estavel.

1
Algebricamente, vemos, por exemplo, que para f(z) = §£L’ cada ponto tem uma O6rbita

que converge para o ponto fixo em 0, e para g(z) = — 23 todo ponto, exceto 0, tem uma

érbita que converge para a érbita periddica {—1,1}.
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Nessa secao, capturamos esses comportamentos por meio do conceito que é conhecido
como a estabilidade assint6tica de um ponto fixo ou ponto periédico de um sistema

dinamico.

Comecamos com as defini¢oes associadas a estabilidade. Analisamos a seguir, alguns

resultados e defini¢oes sobre estabilidade dos pontos fixos de uma funcao.

Definigao 3.1. Sejam f : I — [ uma func¢ao e z* um ponto fixo de f.

i) Dizemos que x* é estavel se para todo conjunto aberto U contendo z* existe um con-

junto aberto V' contendo x* tal que para todo x € V, a érbita de x estd contida em
U.

ii) Dizemos que z* é assintoticamente estavel se z* é estavel e se existe um conjunto aberto
U contendo x* tal que
lim f"(z) =2%, Ve e U
n—oo
iii) Dizemos que z* é um ponto neutralmente estével se z* é estavel, mas nao é assintoti-

camente estavel.

iv) Dizemos que z* é instdvel se 2* nao ¢ estavel.

Definicao 3.2. Sejam f : [ — [ uma func¢ao e * um ponto m- periddico de f. Dizemos que
x* é um ponto periddico estavel, ou tem érbita periddica estavel, se x* é estavel como um
ponto fixo de f™. Analogamente, podemos definir ponto periddico assintoticamente estavel,

ponto periddico neutralmente estavel e ponto periédico instavel.

Exemplo 3.1. Consideramos novamente as quatro fung¢oes do exemplo 2.2

(i) f: R — R, definida por f(x) = —2x,
(ii) g : R — R, definida por g(z) = 3z,
(iii) ~» : R — R, definida por h(z) = —z,
(iv) k: R — R, definida por k(x) = 0.
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Conforme visto anteriormente, x = 0 é um ponto fixo de cada uma dessas fungoes.

(i) No caso de f observe que se tomarmos U = (—1,1) contendo 0, entdo, com exce¢ao
da orbita de 0, toda érbita que comeca em U eventualmente deixa U, portanto x = 0 é um

ponto fixo instavel de f.

(ii) No caso da fungao g, dado um conjunto aberto qualquer U contendo 0, seja V' = (—¢, €)

x

on €V C U para

todon € Z, e lim f"(x) = 0. Portanto, = 0 é um ponto fixo assintoticamente estavel de g.
n—oo

um intervalo aberto contido em U. Observe que se z € V, entao f"(z) =

(iii) Analisamos agora x = 0 como fixo de h. Como no item anterior, tomando um aberto
qualquer U que contém 0 e V = (—¢, €) um aberto contido em U, se z € V| entao também
temos f"(z) = (—1)"x € V C U para todo n € Z,, porém, nh—>nolo f™(x) nao existe. Assim,
x = 0 é estavel, mas nao é assintoticamente estavel, ou seja, x = 0 é um ponto fixo neutral-

mente estavel de h.

(iv) O ponto z = 0 é claramente um ponto assintoticamente estével de k.

Exemplo 3.2. Consideremos novamente o exemplo [2.4] onde o sistema dinamico é definido
por f(x) =1,05z, onde x € [0,+00). Nesse caso, = 0 é um ponto fixo instavel de f, pois

por menor que seja a quantia inicial z, o saldo na conta iré se afastar de 0.
Ja no caso da fungao g : [0,00) — [0, 00) do exemplo [2.5| definida por

1,052 — 1000, se 1,05z > 1000,

— 31
9(z) 0,s¢ 1,052 < 1000, (3.1)

temos que z = 0 é um ponto fixo assintoticamente estavel, dado que se comegarmos com
o saldo da conta com um valor z proximo de 0, entao teremos saldo 0 imediatamente. No
entanto, x = 20.000 é um ponto fixo instavel de g, visto que se comecarmos com um valor
inicial x maior que 20.000, como vimos anteriormente, aplicacoes sucessivas de g irao crescer

indefinidamente e, assim, se afastar do ponto fixo x = 0.
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Apresentamos a seguir um teorema que sera bastante 1util para o estudo da estabilidade

de um ponto fixo.
Teorema 3.1. Seja f : [ — [ uma funcgao definida sobre um subconjunto I de R. Assuma
que xp ¢ um um ponto fixo de f e que f é diferencidvel em x.

i) Se |f'(zo)| < 1, entdo x( é assintoticamente estavel.

ii) Se |f'(x0)| > 1, entdo x ¢é instével.

Demonstragao. (i) Seja a um ntimero qualquer entre |f'(zo)| e 1. Como

o @) = o)l

zozo T — o

= 1f'(zo)],

existe um aberto V = (z¢ — €,z + €), para algum € > 0, de z,, tal que

|f(x) — f(o)|

<a<l1
|z — ¢

para x € V, com x # xy. Assim, f(z) estd mais préximo de xy do que z. Dessa forma,
se z € V, entao f(x) € V. Repetindo o mesmo argumento, concluimos que f?(x), f3(x), ...

estao todos em V. Temos ainda
|f"(x) — x| < a"|x — w0l
para todo n > 1. Como 0 < a < 1, concluimos que

i, ) = 2o,

para todo x € V. Logo, xg ¢é assintoticamente estavel.

(ii) Consideramos agora a um numero qualquer entre 1 e |f'(xo)|. Novamente, como

o @) = o)l

N P

= |/ (o),
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agora encontramos um aberto V = (2o — €, 2o + €), para algum € > 0, de z, tal que

|f(x) = f(zo)]

>a>1
|z — 2]

para x € V, com = # xy. Se encontrarmos algum k € Z, para o qual se tenha f*(z) ¢ V,
entao concluimos que xy nao é assintoticamente estavel. Se para n suficientemente grande

ainda tivermos f"(z) € V, obtemos
|[f" () = wo| > a™fx — o).

Como a > 1, concluimos que

g, () = oo

Logo, a érbita de x € V nao esta contida em nenhum aberto U de xy. Portanto, xy é um

ponto instavel de f. n

Exemplo 3.3. Seja f : [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = 2z(1 — z). Observe que z =0 e
1
z=3 sdo os pontos fixos de f. Como f(0) =2 > 1e f/(ﬁ) =0< 1, o ponto fixo z = 0

1
é instavel e o ponto fixo x = 3 ¢é assintoticamente estavel. Portanto, pontos proximos de 0
se afastam de 0 apds aplicagoes sucessivas de f, enquanto que pontos = € (0, 1) sdo levados

pelo sistema a pontos proximos de 5 ou fixados em 3

Um método bastante conveniente para visualizar o comportamento de um sistema dinamico
definido em um dominio em R é conhecido como diagrama web. Ilustramos este método

com a fungao f : [0,1] — [0,1] do exemplo [3.3]

Para comegar, desenhamos os graficos da funcao f(z) = 2x(1 — z) e da reta identidade
y = x. Entao pegamos um valor inicial a € [0, 1], digamos a = 0, 1. Comegamos com o ponto
A(0,1;0,1) na reta y = x. Movemos verticalmente até o ponto B(0,1; f(0,1)) no grafico de
y = f(x) e ent@o horizontalmente até o ponto C'(f(0,1); f(0,1)) na reta y = x.

Repetindo os mesmos passos marcamos os pontos D(f(0.1); f2(0,1)) no grafico de

y = f(x), E(f?(0,1), f2(0,1)) na reta y = =, F(f%(0,1), f3(0,1)) no gréifico de y = f(z) e
G(f%(0,1), f3(0,1)) na reta y = .
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Repetindo indefinidamente o processo descrito acima obtemos a érbita de x = 0, 1 sobre a
reta identidade y = x. Observe que por meio deste diagrama visualizamos geometricamente
a convergéncia da érbita O(0,1) de 0,1 sobre f para o ponto fixo assintoticamente estével

1
To = 5. Ver figura

Figura 3.1: Diagrama web para f(z) = 2z(1 — x)

Exemplo 3.4. Consideremos novamente a fungao tenda 7. Vimos que x = 0 e z = 2/3 sao
os pontos fixos de T. Como 7"(0) = 2 e T'(2/3) = —2, segue do teorema que ambos
sdo pontos fixos instdveis de 7. Vimos ainda que os pontos fixos = 2/5 e x = 4/5 de
T? sao pontos 2—periédicos de T. Como |(T?)'(2/5)| = [(T?)'(4/5)| = 4 > 1, segue que
ambos sao pontos periédicos instdveis. Prosseguindo com 7°,T* e as demais iteracdes de
T, percebemos que a funcao tenda nao se estabiliza em direcao a um ponto fixo ou ponto
periédico. Na verdade, veremos no proximo capitulo que o conjunto de pontos peridédicos de
T é denso sobre o intervalo [0, 1] e que eles sdo todos instaveis. Dessa forma, o sistema nao

apresenta um comportamento simples.
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Capitulo 4

Caos

Imagine que seja 09h e voce esteja se deslocando pela estrada no 6nibus da escola indo
fazer a prova do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). De repente, atravessa um
cachorro e o onibus o atinge. O motorista para, desce e percebe que o impacto foi forte,
causando inclusive a morte do animal. Ao voltar para o 6nibus nao consegue liga-lo, pois o

veiculo apresentou um problema mecanico, logo é necessario verificar o que houve.

O tempo vai passando e a hora da prova chegando. Vocé comega a ficar cada vez mais

nervoso, com medo de nao chegar no horario e perder esse tao esperado momento.

O motorista percebe que nao conseguira resolver o problema ali, logo decide entrar em
contato com seus superiores para mandar um outro veiculo, mas a rede de telefonia estd sem

sinal no local em que estao.

Ja sdo 11h00 e o panico entre os presentes s6 aumenta. Alguém decide se deslocar para
uma outra regiao para conseguir sinal e fazer a ligacao. Consegue. O secretario de transporte

manda outro veiculo, que chegou ao local as 12h.

O portao do local de prova fecha as 13h e de onde estao até 14 gasta-se em média 1h10.

O motorista precisara correr muito para chegar em tempo habil.

O onibus para em frente a escola, mas ja sao 13h01. Os portoes ja estao fechados. Todos
os alunos no onibus perderam a prova e com isso sonhos sao completamente interrompidos.

Vocé, que sonha em ser médico, precisard estudar mais um ano pois nao tem condigoes de
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pagar uma faculdade privada. Seu colega de mesma turma, que sonhava em fazer faculdade
em outro estado, ja nao podera ir mais. Tantos e tantos outros jovens se frustram por
perderam essa oportunidade tao esperada. O secretario de transporte, depois de muita

pressao foi demitido, pois nao procedeu rapidamente.
Percebeu o caos que vocé se envolveu causado pelo atravessar de rodovia do cachorro?

Esse detalhe, muitas vezes inesperado e aparentemente insignificante, de perceber um
animal numa estrada, justamente naquele momento e naquele local, ocasionou uma série de

eventos muito diferentes do esperado por diversas pessoas.

Tais acontecimentos que dizemos ser “obra do acaso”, sao na verdades explicados pela
teoria do caos e sensibilidade de condigoes iniciais. Esses dois conceitos estao inerentes
no nosso cotidiano e nos ajudam a compreender como o universo funciona, levando-nos a

desenvolver novas tecnologias. E justamente sobre “caos” que iremos abordar nesse capitulo.

Iniciamos o capitulo enfatizando a importancia do contexto historico acerca do surgimento
da teoria do caos e elucidando o real sentido da palavra caos, para que dessa forma possamos

compreender as caracteristicas mais importantes dos sistemas cadticos.

O primeiro ponto importante é a complexidade no uso da palavra caos. Esse termo nos
remete a ideia de desorganizacao e irregularidade, o que de modo popular chamamos de
bagunca. Contudo, na ciéncia assume um papel totalmente diferente do senso comum. O
estudo da teoria do caos nem sempre vai nos remeter ao fato de se ter ou nao um paradigma,

isto é, uma oposicao entre ordem e desordem.

Pelas leis newtonianas da fisica, se conhecidas as condicoes iniciais de um objeto, é
previsivel o seu comportamento em estados futuros, ou seja, conseguimos determinar o que
acontecera. E o que ocorre por exemplo com os corpos celestes, onde é possivel prever as

suas trajetorias.

Desse modo, se temos os dados perfeitos, a previsibilidade se torna possivel. Mas nao é

isso que ocorre na pratica, o que torna tais previsoes inviaveis.

Assim, o ponto chave da teoria do caos é entender que essa ciéncia, coberta de incertezas,
possui profundas estruturas de ordem. Dessa forma, tem tido aplicabilidades em diversas

areas como: modificagoes economicas, epidemiologia, dinamica nao-linear e meteorologia.
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Segundo James Gleick (1989), o lado incerto, irregular da natureza sempre foi
um enigma para a ciéncia e, por este motivo, relegado ao desconhecimento. A de-
sordem na atmosfera, a turbuléncia no mar, as variagoes de populagoes animais,
comecaram a despertar o interesse de matematicos, fisicos, bidlogos e quimicos
que tentavam entender e reconhecer elos entre diferentes tipos de irregularidade.
Surgiam nesse momento expressoes como: sistemas dinamicos, sistemas com-
plexos, formas emaranhadas, estilhagadas, enroscadas, fragmentadas e atratores

estranhos.

E considerado que o “insight” de toda evolucao foi a area da meteorologia, tendo em vista
que os fragmentos da histéria, no inicio dos anos 1960, nos mostram que Edward Lorenz (1917
—2008) por meio de seus trabalhos no Massachusetts Institute of Technology (MIT) elucidou,
ao tentar explicar a complexidade em se obter boas previsoes do tempo, que o clima exibe
um fenémeno nao linear conhecido como dependéncia sensivel das condigoes iniciais, o que
acabou desencadeando uma revolugao cientifica ao reconhecer o comportamento caético na

modelagem matematica de sistemas climaticos.

Para o cientista, o caos demanda nao-linearidade, mas a nao-linearidade nao garante o
caos. Um fenomeno linear seria aquele que, em qualquer variavel, pode ser verificado sempre

o mesmo padrao de mudanga. Nas palavras do pesquisador (ver [5]):

Um processo linear é aquele no qual uma mudanca em qualquer variavel em
algum instante inicial produz uma mudanca nela mesma ou em outra varidvel
em algum instante posterior, uma mudanca duas vezes maior, no mesmo instante
inicial, ird produzir uma mudanca duas vezes maior no mesmo instante posterior.
Vocé pode substituir “duas vezes” por “metade” ou por “cinco vezes” ou “cem
vezes” e a definicao continuara valida. Segue-se que se os valores posteriores
de qualquer variavel forem postos em funcao de valores iniciais respectivos de
qualquer variavel em um grafico, os pontos ficarao sobre uma linha reta, dai o

nome. Um processo nao-linear é simplesmente aquele que nao é totalmente linear.

Ao tentar simular padroes climaticos em um computador usando um modelo derivado

de doze equagoes relativamente complicadas, Lorenz, em vez de repetir a totalidade de um
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computador executado no dia anterior, ele decidiu comegar o calculo novamente usando a
saida de dados da me