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Resumo

Por muito tempo a busca para solucionar equacgdes instigou brilhantes mentes da histéria humana.
Mecanismos aritméticos, geométricos e algébricos foram desenvolvidos trazendo avancos ao
conhecimento matematico. Muitos desses recursos foram “simplificados” e hoje sdao abordados

nas salas de aula, prevalecendo, dentre eles, a manipulacdo algébrica.

Este trabalho apresenta o estudo para uma abordagem geométrica das equagdes cubicas no
ensino médio, fazendo um estudo do discriminante e sua relacgdo com as raizes reais,

acompanhada da construcdo de seu grafico.

Palavras-chave:  Algebra; Equacdes Cubicas; Raizes; Discriminantes; Curva Gréfico.



Abstract

For a long time the search to solve equations pushed the brilliant minds in the human History.
Arithmetical, geometric and algebraic mechanisms ere developed bringing advance to the
mathematics knowledge. A lot of these resources were "simplified" and nowadays they're handled

in the classroom overruling among them the algebraic manipulation.

This work shows the study to a geometric approach of the cubic equations in the High School doing
a decriminalizing studies and its relationship with the real roots accompanied its graphic

construction.

Key words: Algebra, Cubic Equations, Roots, Decriminalizing, Graphic Curve.
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Introducao

Motivacao.

A interpretacdo grafica das fungdes polinomiais é um recurso que ajuda bastante na compreensao
do seu comportamento uma vez que é a maneira mais natural de se visualizar, se houver, seus
intervalos de crescimento e/ou decrescimento, intersec¢do com o eixo OY, pontos de inflexdo e

suas raizes reais.

Essa interpretacao grafica ja é abordada a partir do ensino fundamental quando sdo apresentadas
em sala de aula as pardbolas para as equacbes do 2° grau. Nesse momento percebe-se o
significado de, conforme o valor obtido para o discriminante, que a equacdo do 2° grau pode ter

duas raizes reais e distintas, duas raizes reais e iguais ou ndo ter raizes reais.
A questdo é:

E para as equagdes de grau maior que dois? E apropriada uma abordagem geométrica? Ha

discriminante para que, sem calcular as raizes, possa se dizer quantas sdo e qual a natureza delas?

As equacgdes polinomiais de grau trés (ou maior), s6 abordadas no terceiro ano do ensino médio,
ndo vém acompanhadas dessa interpretacdo geométrica e se limitam a utilizacdo de teoremas e

dispositivos para a determinacdo das raizes da equacdo.

Essa limitacdo na abordagem para as equagdes polinomiais no ensino médio é a motivagdo para a
realizacdo desse trabalho. Contudo, ndo é ambicdo deste fazer um aprofundamento das equacdes
com grau superior a trés. Portanto, o propdsito deste trabalho se limita a uma abordagem feita as

equacdes polinomiais do terceiro grau.



Estrutura do Trabalho

No capitulo 1 deste trabalho é feito um breve relato histérico a respeito das descobertas de
métodos aplicados na resolucdo das equacgdes algébricas de 22 e 32 graus. Desde os babilonios,
passando pelas engenhosas maneiras geométricas de determinar as raizes positivas das equacdes

quadraticas e cubicas até a polémica descoberta na Itdlia da solugdo algébrica para as cubicas.

No capitulo 2 é introduzida a definicdo para as fungbes polinomiais e raizes. Nele sdo feitas
algumas consideragdes sobre as raizes reais e complexas ndo reais. Também ¢é tratado neste
capitulo da decomposicdo de um polinbmio em fatores do 12 grau com o de se fazer uma

interpretagdo geométrica dos polindbmios e suas raizes.

No capitulo 3 é apresentada a definicdo de discriminante para polinbmio de grau n culminando

com a determinacdo do discriminante da equacgdo do 32 grau.

No capitulo 4 é feito um estudo das equacgdes cubicas. Iniciamos encontrando a equagdo reduzida
na forma x3 + px + g = 0. Em seguida determinamos o discriminante desta equagdo em funco
de seus coeficientes p e q. Prosseguimos com a construgao do grafico e uma analise da equagao
neste grafico. Finalizamos este capitulo fazendo uma relagdo entre o discriminante e as raizes da

equacao.
No capitulo 5 sdo apresentados alguns exercicios.

Complementando o trabalho sdo acrescentados trés apéndices. No apéndice A apresentamos os
procedimentos para determinarmos a formula resolvente de Cardano. No apéndice B, fazemos
uma abordagem, semelhantemente ao que foi feito com as equag¢des cubicas, sobre as equagdes
quadraticas. Por fim, no apéndice C, apresentamos as resolucdes das questdes propostas no

capitulo 5.



Capitulo 1

A solucao das quadraticas e cubicas na Historia

Varias civilizacdes, de diferentes lugares e diferentes épocas, colaboraram com o desenvolvimento
da algebra. Esse desenvolvimento passou por trés estdgios quanto a linguagem adotada na

resolucdo de problemas. Nesselmann, em 1842, as diferenciou da seguinte forma:

e Algebra retérica;
e Algebra sincopada;

e Algebra simbdlica.

A primeira delas trata-se de linguagem que se utiliza apenas de palavras sem abreviacdes ou
simbolos especificos. J& usada pelos babil6nios, permaneceu em vigor até o século XV na Europa
Ocidental. Apesar desse longo periodo de utilizacdo da algebra retdrica, a linguagem sincopada foi
introduzida por Diofanto aos 250 anos da era cristd e considerada uma importante contribuicdo a
matematica. Essa linguagem consiste na utilizacdo de abreviacGes para algumas quantidades e
operaces que se repetem com frequéncia. Por exemplo, para se denotar “uma incégnita ao cubo”
usam-se as duas primeiras letras da palavra grega kubos (KYBOZ) da seguinte forma: K". Para “o
quadrado de uma incégnita” sdo usadas as duas primeiras letras da palavra dunamis (AYNAMIZ)

que significa “poténcia”: A". Assim, x3 + 13x? + 5x, por exemplo, se escreveria da seguinte maneira:
K" an’ LYGe

gue literalmente significa “incdgnita ao cubo 1, incégnita ao quadrado 13, incognita 5”.
J4 a algebra simbdlica surgiu na Europa no século XVI, mas so veio se estabelecer em meados do
século XVII. Ela consiste na ado¢do de simbolos. O maior impulso a evolugdo dessa linguagem

moderna é creditado aos franceses René Descartes e Pierre de Fermat.



1.1. Resolugao das Equagdes quadraticas no decorrer do tempo.

Registros mais antigos mostram que problemas envolvendo equacgdes ja eram objetos de estudos
em tempos bastante remotos. Desde os babildnios, civilizacdo fundada cerca de 2.300 a.C., que ja

se expressam problemas algébricos utilizando terminologia geométrica.
Exemplos:

1) “Uma determinada drea A, que é a soma de dois quadrados, tem o valor 1000. O lado de um dos
quadrados é igual a 2/3 do lado do outro menos 10. Quanto mede os lados dos quadrados?”

(STRUIK, 1992, p. 58)

2) “Qual o lado de um quadrado se a diferenca entre drea desse quadrado e seu lado é o numero

(sexagesimal) 14,30?” (HOWARD EVES, 2004, P.78)

Evidentemente, que as solugbes para problemas desse tipo ndo usavam a linguagem adotada em

nossos dias. A solucdo, por exemplo, para o segundo problema dado logo acima é:

Tome a metade da unidade. Multiplique essa metade por ela mesma. Some o
resultado a diferengca entre a drea e o lado (14,30). O numero obtido é o
quadrado de 29,30 (base sexagesimal) que somado com a metade da unidade

torna-se igual a medida do lado procurado do quadrado.

Trazendo para a linguagem moderna da matematica e utilizando o sistema decimal de numeracao,

esse problema consiste em resolver a equacgdo quadratica
x?-px =gq

pela formula

x = /(P/2)2+q+P/2.

Nesse caso, a solugdo é encontrada comp = 1 e g = 870.

Detalhando um pouco mais, observe que 870 = 14 x 60 + 30 x 60°. Entdo, convertendo 870
para a base sexagesimal obtemos 14,30, onde a virgula é utilizada para separar as posi¢coes

sexagesimais. Agora, vamos fazer passo-a-passo a resolu¢do dada acima.



12 passo —
Tome a metade de 1:
Representamos a metade de um na base decimal por 0,5 e na base sexagesimal por 0;30 onde o

ponto e virgula é usado para separar a parte inteira da parte decimal.

22 passo —
Multiplique esse numero (a metade de 1) por ele mesmo:
Ao multiplicarmos a metade de 1 por ele mesmo, encontramos a quarta parte da unidade. Na base

decimal representamos por 0,25 e na base sexagesimal por 0;15.

32 passo —

Some o resultado obtido a diferenca entre a drea e o lado (870 na base decimal e 14,30 na base
sexagesimal):

A soma na base decimal é: 870 + 0,25 = 870,25.

Na base sexagesimal é: 14,30 + 0;15 = 14,30;15.

42 passo —
O numero obtido é o quadrado de 29;30:
De fato. Na base decimal 870,25 é o quadrado de 29,5 (29,52 = 870,25) que na base sexagesimal

é o mesmo que 29;30.

52 passo —
Some o ultimo resultado a metade da unidade:
Somando esse ultimo resultado com metade da unidade, obtemos o lado do quadrado. Na base

decimal temos 29,5 + 0,5 = 30. Na base sexagesimal obtemos 29;30 + 0;30 = 30.

Na verdade, os babilonios tratavam com certa eficiéncia problemas de equag¢des quadraticas que

eram reduzidos a trés casos gerais:

e x4+ px =g
e x*-px=gq

e x?+4+ q = px

N3do obstante a importancia das grandes contribuicdes dos babilonios a Matematica, o vigor da

atividade intelectual dessa civilizacdo (e de outras que compunham a civilizagdo potamica) foi



perdendo forga. Com esse declinio a efervescéncia cultural foi sendo paulatinamente transferida

para outros centros.

Mas essa mudanca ndo se deu de forma abrupta, como relatado em Histdria da Matemdtica por

Carl B. Boyer (1996, p. 30).

“Para indicar essa mudanga nos centros de civilizagdo, o intervalo entre
aproximadamente 800 a.C. e 800 d.C. é as vezes chamado Idade Taldssica (isto
é, “idade do mar”). Ndo houve, é claro, uma quebra brusca marcando a
transicdo da liderancga intelectual dos vales dos rios Nilo, Tigre e Eufrates para
a beira do Mediterrdneo, pois o tempo e a histdria fluem continuamente, e as

causas em varia¢do séo associadas a causas antecedentes.”
Ainda neste mesmo paragrafo, relata:

“Os estudiosos egipcios e babilénios continuaram a produzir textos em papiro e
cuneiforme durante muitos séculos apds 800 a.C.; mas, enquanto isso, uma
nova civilizagdo se preparava rapidamente para assumir a hegemonia cultural,
ndo s6 na regiGo mediterrdnea mas, finalmente, também nos principais vales

fluviais.”
Entdo, nesse primeiro momento da transi¢do, os gregos assumiram o papel de maior importancia.

Dos babildnios os pitagdricos herdaram a “dlgebra aritmética”. Mas ela foi, em algum momento da
histdria grega, substituida pela “dlgebra geométrica”. Os métodos das proporgdes e o da aplicacao
das areas, provavelmente origindrio dos pitagdéricos, eram os métodos utilizados na dlgebra

geomeétrica para a resolucdo de equacdes lineares e quadraticas.

Do método das proporg¢des vem:

a:x=x:b = x?=a.b, onde a e b sdo as medidas de segmentos. Essa resolu¢do é feita a

partir da seguinte construgao:

Tomamos os segmentos de medidas a e b.

Figura 1.1



Tracamos os segmentos de medias a e b numa mesma reta de forma que tenham um Unico ponto
comum. Em seguida encontramos o ponto médio do segmento formado entre os extremos nao
comuns dos segmentos de medidas a e b e tracamos uma circunferéncia por essas extremidades e
centro no ponto médio determinado. Construimos uma perpendicular pelo ponto comum dos

segmentos até atingir a circunferéncia. Esse segmento tem medida x.

C
X
LD
A =+ B
Y Y
b a

Figura 1.2

A demonstragdo é simples. Basta observar que o triangulo ABC, inscrito na semicircunferéncia, é

um triangulo retangulo e utilizar a seguinte relagdo métrica:

Dado um triéngulo retdngulo, o quadrado da altura relativa a hipotenusa é igual ao produto das

projecdes dos catetos sobre a hipotenusa.
Ou seja, x2 = a x b.

J4 0o método da aplicacdo das areas resolve equagdes quadraticas da forma x2 + ax + b% = 0 ou

x*>— ax+ b*>=0.

Esse método é encontrado no livro VI dos Elementos de Euclides, mais particularmente nas
proposicoes 28 e 29. Para exemplificar, tomemos um caso particular das resoluces obtidas das

construcGes mais gerais dos Elementos. Para tanto, facamos algumas consideragdes:

Seja um paralelogramo ABCD e um ponto E entre A e B. Por E tragamos uma paralela aos lados
AD e BC de forma que intercepte CD em F. Dizemos que o paralelogramo AEFD esta aplicado ao

segmento AB ficando aquém pelo paralelogramo EBCF.

Figura 1.3
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Tomemos, entdo, o caso particular de construir um retdngulo aplicado a um segmento AB = a

Cuja area é igual a drea de um quadrado de lado b com a > 2b.

A a B
r—Ge
c b p

Figura 1.4

12 passo:

Determinamos o ponto médio C do segmento AB. Em seguida tracamos uma perpendicular a AB

por C, e nela marcamos o ponto D de forma que CD = b.

|

Figura 1.5 *

oo e

22 Passo:

.. a . A . .
Com centro em D e raio - tragamos um arco de circunferéncia que intercepte o segmento AB no

ponto E. Com isso determinamos o segmento EB = x, a medida procurada.

D

\

\
\
\
\
\ ’
N ’
\ /,
® A

C

" E B

Figura 1.6 A

32 Passo:

Sobre AB construimos o retangulo AEGH e o quadrado EBFG. Dizemos que o retangulo AEGH

estd aplicado ao segmento AB aquém pelo quadrado EBFG.

11



Observe que EB = EG = x e AE = a — x, portanto o retangulo AEGH tem &rea (a — x)x. Veja
que essa area é igual a drea do quadrado de lado b, ou seja, ax — x? = b?. De fato, do triangulo

CDE, retangulo em C, temos:

(DE)? = (DC)? + (CE)? = (3)2 = b2 + (g - x)2

= 0=0h%—ax+x? = |ax —x?%= b?

A contribuicdo grega para a matematica também influenciou outras culturas. O d4rabe al-
Khowarizmi, por exemplo, influenciado pela algebra geométrica dos gregos, resolveu,
metodicamente, equagdes do segundo grau. Alguns, inclusive, acham-no merecedor do titulo de
“pai da algebra” ao invés do grego Diofante. Em sua obra Al-Jabr, em clara organizagdo
sistematica, apresenta resolucdo de equagdes, especialmente do segundo grau com a

complementacdo de quadrados. Veja como exemplo, a solucdo da equacdo x? + 10x = 39:

12 Passo:

Para resolver a equacdo x? + 10x = 39, adota-se um quadrado de lado x cercado por quatro

. , 10x . . , .
retangulos de drea e conforme a figura abaixo. A soma dessas areas corresponde a seguinte

representacdo algébrica: x? + 4¥x =x2 + 10x.

X
10 ' 10
4 4
fm==ho-- 1
x-!
- : ——
10 10
Figura 1.8 4 3 4

22 Passo:
, . 10 .
Em seguida, adicionam-se quatro quadrados de lado " completando o quadrado maior de lado

x + 5.

12



———————

e m e ——— -

10
—l=x+27=x+5

Figura 1.9

O que temos entdo é:

x2 + 10x = 39 = x% + 10x +4(17°)2 = 39 +4(17°)2
= x%+10x +25 =39 +25
= (x +5)? = 64
= x =64 -5 = x =3

As solugOes aceitas eram as positivas.

Mais tarde, solu¢des para equagdes do segundo grau puderam ser obtidas a partir da
generalizacdo da ideia adotada acima. Ou seja, dada um a equacdo da forma x? + px + q =0,

com p e q reais quaisquer, ela pode ser escrita como (x + p/2)? = q + p?/4, ou ainda,

x = —=p/2 £./q + p?/4.

1.2. Resolugao das Equagoes cubicas no decorrer do tempo.

Da mesma forma que as quadraticas, os babilonios também esbogaram interesse pelas cubicas.
Eles usavam uma tabua com os valores de n3 + n? para n variando de 1 a 30. Ela era aplicada para

resolver equacdes da forma x3 + px? = q. Por exemplo:

1) Resolver a equagdo x3 + 2x%2 — 3136 = 0.

13



Consultando a sequéncia de numeros n3 +n?, observamos que para n = 14 temos
n3 +n? = 2744 + 196 = 2940. Fazendo uma pequena variacio na expressio n3 + n?

obtemos n3 + 2n? = 2744 + 392 = 3136.

Talvez os babil6nios n3o fizessem qualquer variagdo em n3 + n? e possivelmente adotassem outro

procedimento, como segue:
Tomando x = 2n, temos:

x3 + 2x% = 3136 = 8n®+8n?=3136 = n3 + n? = 392. Consultando a

tabela com os valores de n3 + n? obtemos n = 7. Dai que x = 14.

De qualquer maneira a tdbua contendo a expressdo n3 + n? era util para resolver alguns tipos

especiais de equacdes cubicas.

Dos gregos vem o problema da duplicacdo do cubo, ou seja, determinar a aresta de um cubo cujo
volume é o dobro do volume de um cubo dado. Quem deu o primeiro passo na resolugao desse
problema foi Hipdcrates (400 a.C.) reduzindo-o a construcdo de duas médias proporcionais entre

segmentos de medidas s e 2s:
Six=x1y=y:28

Eliminando y, obtém-se:

Mas quem deu uma das solugGes mais interessantes foi Arquitas, gedmetra do séc. IV a.C,
encontrando a interseccdo entre uma cone circular reto, um toro de diametro interior zero e um

cilindro reto.

Apesar dessas contribui¢Ges, foi Omar Khayyam (1050 - 1122), um darabe tido como cientista por
uns e poeta por outros, o primeiro a trabalhar com todas as equagdes cubicas que tivessem
apenas raizes positivas. Ele acreditava que nao era possivel encontrar solugcdes aritméticas para as
equacles cubicas gerais. Seu método de resolugdo das equagdes de terceiro grau consistia em
construir conicas que se intersectassem. Esses pontos comuns eram as raizes positivas das

equacgdes. Em Histéria da Matemdtica de Carl B. Boyer (1996, p. 164) encontramos:

“Como seus predecessores drabes, Omar Khayyam dava para as equagées do
29 grau tanto solugées aritméticas quanto solucbes geométricas: para as

equagles cubicas gerais, ele acreditava (erradamente, como se demonstrou

14



mais tarde no século dezesseis) que solugbes aritméticas eram impossiveis; por
isso deu apenas solucbes geométricas. A ideia de usar cénicas que se cortam
para resolver cubicas tinha sido usada antes por Menaecmus, Arquimedes e
Alhazen, mas Omar Khayyam deu o passo importante de generalizar o método
para cobrir todas as equacgbes de terceiro grau (que tinham raizes positivas).
Quando numa obra anterior encontrou uma equacgéo cubica ele observou
especificamente: ‘Isso ndo pode ser resolvido por geometria plana — isto é,
usando apenas régua e compasso — pois contém um cubo. Para a solugcdo

precisamos de secgées cbnicas’”.

Para exemplificar vejamos o problema encontrado em Introducdo a Historia da Matemdtica de
Howard Eves (2007, p. 278) que, em suma, generaliza através de métodos geométricos a solucdo

das cubicas na forma x3 + b2%x + a3 = cx?.
Problema:

Dados a, b e c como comprimentos de segmentos de reta, determine o comprimento x de um

segmento para o qual a seguinte relagdo x3 + b%x + a3 = cx? esteja satisfeita.

a b C
f_H — — —— —~
*—e *r—G9 [ L ]
Figura 1.10
12 Passo:

3
.. . . . , a .
Inicialmente vamos construir um segmento AB cujo comprimento e b_2 Para tanto precisamos

2
. . R T ) . a
determinar um segmento z de modo que a seja a média geométricade b e z, ou seja, z = e

e Constréi-se o triangulo retangulo de catetos MN = b e NP = q;

e Traca-se a mediatriz da hipotenusa de forma que intercepte um dos catetos em Q;

e Do triangulo isésceles MQP (MQ = QP) traga-se uma semicircunferéncia interceptando
em R o prolongamento do cateto contendo Q. O segmento NR é igual a z como se vé logo

abaixo:

Observe que o triangulo retangulo MPR estd inscrito na
semicircunferéncia de raio MQ. Entdo, NP? = MN x NR. Dai

que:

2 _ _ a
ac=bxXxz = z=—.
Figura 1.11 (A)
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Agora podemos determinar o segmento AB = mtalqueb Xm =a X z.
e Numa mesma semirreta tragamos os segmentos consecutivos MN = b e NP = q;
e Numa outra semirreta com origem em M, tracamos o segmento MS = z;
e Por P passamos uma paralela ao segmento NS interceptando a semirreta MS em T. O

segmento ST é igual a m.

MN _ NP
Observe que — = —.
MS ~ ST

Pelo Teorema de Tales:

a
= = bxm=aXz = m=—

Figura 1.11 (B)

22 Passo:

Construir uma semicircunferéncia de diametro m + ¢ e tragcar um segmento perpendicular ao
didametro pelo ponto comum de m e ¢ que intercepte a semicircunferéncia em D. Em BD marque
BE = b e trace uma paralela a reta AC interceptando o ponto E. Denominemos de F um ponto

qualquer dessa paralela, desde que diferente do ponto E, e chamemos a paralela de EF.

Figura 1.12

32 pPasso:

Determinar em BC o ponto G tal que (BG)(ED) = (BE)(AB)
e Inicialmente construimos o segmento BA = m;
e Nasemirreta BA marcamos o ponto K de forma que BK = ED;
e Porum ponto E, fora de BK, construimos a semirreta BE = b;

e Pelo ponto A tragamos uma paralela a EK encontrando BE em G.

Y
L’ Observe que
4
E X BG _ BE N BG _ BE
G N BA  BK AB ~ ED
= - - - Dai que:
B A K

Figura 1.13 (A) (BG)(ED) = (BE)(AB)
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Entao, com um compasso marcamos o segmento BG em BC.

Figura 1.13 (B)

42 Passo:

Construimos o retangulo BGHD e determinamos o ponto N da interseccdo entre os segmentos
GH e EF. Pelo ponto H tracamos uma hipérbole equilatera com assintotas BD e EF interceptando

a semicircunferéncia em J.

J =77 ..
Dy
SEl N \F
A B G C
Figura 1.14
52 Passo:

Pelo ponto J tragamos uma paralela ao segmento BD interceptando as paralelas EF no ponto K e

AC no ponto L. O segmento BL = x.

b o777 .
DT
/Il E \ N \\ I':
1] N \
! ‘*K ‘\
, A B'G C
Figura 1.15 Yy
L
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Vamos demonstrar que, de fato, BL = x.
Demonstragéo:

Primeiro determinamos os retangulos ENHD e EKJQ. Como os pontos | e H pertencem a
hipérbole equildtera, o produto de suas distancias as assintotas € uma constante. Isso quer dizer
que (EK) X (K]) = (EN) x (NH). Ocorre que EN = BG e NH = ED, ent3o temos a seguinte
igualdade: (EK) X (KJ) = (BG) X (ED). Como, por construcdo, (BG) X (ED) = (BE) X (AB),

podemos concluir dessas duas ultimas igualdades que:

[(EK) x (K]) = (BE) X (AB)| (1)

ao J.--7 BN
D /;.H
/, / \\
/ / AY
M/ E/. N N e
;% 2K \F
% .
Figura 1.16 A B LG C

Observe ainda que o retangulo BLKE é uma area comum aos retangulos ALKM e BLJQ. Mas, pela

igualdade (1), ABEM e EK]Q sdo retangulos de mesma area. Entdo determinamos que:

_ ; BE) _ (L))
(AL) x (BE) = (BL) x (L]), ou ainda, D = @y (m)

Do triangulo retangulo AJC (inscrito numa semicircunferéncia) temos:

[(LD? = AL) x (LO)| (1)

Elevando a igualdade ( Il ) ao quadrado e nela substituindo a igualdade ( Il ), obtemos:

(BE)*  (LD? _(AL)x (LC) _ (LC)
(BL)?  (AL)>  (AL)*  (AL)

Ou seja,

|(BE)? x (AL) = (BL)? x (LC)| (IV)
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Mas,

e PBE =b;
e PBL=x
3
. AL=AB+BL=m+x=Z—2+x;

e LC=BC—-—BL=c—x

Entdo, substituindo em ( IV ):

3
bz-(Z—2+x)=x2-(c—x) = a3 +b*x=cx?—x3 = [x3+b*x+a = cx?

Apesar do brilhantismo necessario para desenvolver uma solucdo tao bela, apenas séculos depois,
em 1545, é que, através da publicacdo de Ars magna de Girolamo Cardano (1501 - 1576), a
resolucdo das cubicas torna-se um conhecimento comum. Porém, ndo foi este autor o descobridor
da solucdo algébrica das cubicas. Scipione del Ferro (1465 - 1526) foi o primeiro a obter uma
solugdo ndo-geométrica para as equacdes da forma x3 + px = gq. N3o chegou a publicar sua
descoberta, mas antes de falecer revelou sua brilhante descoberta a um de seus discipulos,
Antonio Maria Fior. Este, ciente da importancia do que tinha em maos, tentou tirar proveito para
se autopromover em uma competicdao travada com um dos maiores matematicos italianos da
época, Niccolo Fontana (1500 - 1557), conhecido como Tartaglia, que conseguiu obter uma
solugdo mais geral sem que seu oponente tivesse conhecimento. O resultado desse embate foi o
triunfo de Tartaglia ao resolver todas as questdes propostas por Fior enquanto este ndo resolveu
nenhuma das questdes propostas pelo vencedor. A questdo é que Cardano sob juramento de ndo
publicar a solucdo algébrica encontrada por Tartaglia conseguiu convencé-lo a revelar sua
descoberta e, pouco tempo depois, quebrar o juramento e publica-la em Ars magna. E assim, a

solucdo algébrica que Tartaglia ficou conhecida como férmula de Cardano.
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Capitulo 2

Fung¢Oes polinomiais e suas raizes.

Neste capitulo trataremos das funcdes polinomiais reais. Comecamos recordando a definicdo dos
polinbmios P com coeficientes complexos e suas raizes. Em seguida fazemos algumas
consideragbes sobre as raizes reais e as raizes complexas. Para finalizar, tratamos da
decomposicdo do polindmio em fatores irredutiveis e apresentamos um roteiro para a construcao

do gréfico de uma fungao polinomial real.

2.1. Dos polindmios e fung¢oes polinomiais

Tomemos um conjunto {ay,ay,a,, ...,a,} € C, n € N, e um simbolo x chamado indeterminada
para o qual x/, com j €N, representa o produto x-x-x----x com j fatores. Também
convencionamos que x° = 1 e x! = x.

Dado o conjunto {ay,a,,a,, ...,a,} € C, n € N, chamamos de polindmio P, a expressdo como

segue abaixo:
n .

P= z ajx) = apx™ + ap_1 X"+ ay_x" 2 4+ agxt + a9, com a, #0.
j=0

As parcelas ajxj sdo os termos do polinbmio e dizemos que tem grau j. O termo de maior grau
com a; # 0 determina o grau de P e a; como seu coeficiente lider. Vamos denotar o grau de P por
gr(P). Dizemos que o polinémio é nulo se todo a; de P é igual a zero e, nesse caso, ndo se define
o grau do polindmio. Além disso, denotamos por C[x] o conjunto dos polinémios com coeficientes
em C.

Definiremos operac¢des de adi¢do e multiplicagdo entre os polinémios em C[x].

n m
Para P = Z a;x’ e T= Z bjx) ambosem C[x], comm < ntemos:
j=0 j=0

n .
Adigdo: P+ T = ijocjxf, comc¢i=a;+bjed<j<n.

20



n
Multiplicagdo: P-T= Z cjx’, com¢; = Z aq"bgsendoa,p ENel<j<n.
j=0 a+pB=j

Para essas operacgdes, valem as seguintes propriedades:

gr(P +T) < max{gr(P), gr(D};

gr(P xT) = gr(P) + gr(T).

Consideremos também todos os polindmios em R[x]. Como R[x] c C[x], todas as referéncias

feitas acima para P € C[x] s3o vélidas para P € R[x].

Tomemos ent3o o polindmio P € C[x] tal que
n .
P= Z ajx) = apx™ + ap 1 x™ M+ ay x4+ agxt 4 ag.
j=0

A este polinbmio iremos associar, como é costume, a funcdo polinomial definida em C, com
valoresem C,
P:C-C
zw- P(2)

onde

n
P(z) = Z gzl = apzt +ap_ 2"+ ay 2"+ a2t +ag.
j=0

Iremos sempre distinguir o polinbmio P da funcdo polinomial P associada a ele. As vezes, por

conveniéncia, escreveremos P(x) ressaltando a indeterminada x.

2.2. Raizes

Seja um polinémio P € C[x] tal que
P=ax"+a,_x" ' +a, ,x" %+ +ax'+a,
esejar € C. Dizemos que r é raiz do polindmio P se o nimero complexo
P(r) =apr™+ap " P+ ap_,r" %+ art +ag
é igual a zero.
Se tomarmos r € R, temos que r é uma raiz real de P. Caso contrario, r € uma raiz complexa nao
real de P e escrevemos r € C\ R.

Suponhamos que todos os coeficientes a; sejam reais, isto €, suponhamos P € R[x].
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Consideremos, entdo, dois nimeros complexos ndo reais r e  conjugados entre si. Vamos mostrar
que se r é raiz de um polindmio P, seu conjugado 7 também é.
Partimos inicialmente da hipétese:

P(r) =ap,r™+ap 7" T4 ay "2+t art +ap =0

Tomemos r=a+ i com a e B reais, § # 0. Teremos, portanto, ¥ = @ — fi. Como o0s

coeficientes de P sdo reais,

Pr)=0 & Pla+pi)=Pla-pfi)=Pla—-PY)=0 o Pla@a-p)=0

Ou seja,
P(a — Bi) = 0.
Portanto,

P(r) = 0.

Dessa forma podemos concluir que se um polindmio P € R[x] tem raizes complexas ndo reais,
estas serdo sempre em numero par.

Do Teorema Fundamental da Algebra vem que todo polinémio em C[x] de grau n possui pelo
menos uma raiz complexa, e consequentemente terd exatamente n raizes complexas, nao
necessariamente distintas.

Vemos também que em fungdo das raizes complexas ndo reais de um polindmio P € R[x]
surgirem sempre em dupla, necessariamente pelo menos uma delas é real quando o grau n do
polindémio é impar. Uma demonstracdo desse fato segue do Teorema do Valor Intermediario que
afirma:

Dados a < b, seja f : [a, b] > R uma fungéo continua e seja d um nimero real com f(a) < d < f(b).
Entdo existe um numero ¢ € (a, b) tal que f(c) = d.

Deveras. Consideremos uma func¢do polinomial : R - R, com q; € R, tal que

P(x) = apx™ + ap_1x" T + ap_,x™ % + - + a;x* + ag, com n impar.

Para x # 0 podemos escrever

X2 +"'+xn—1 +x_n

Ap_1  Qp_ a a
P(x)=xn(an+—n1+ n-2 ! 0)

Dai resulta que:
e Sea, > 0temos as seguintes igualdades:

lim P(x) =—oc0 e lim P(x) = +o0
xX——00 X—+00

e Sea, < 0temos as seguintes igualdades:
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lim P(x) = 4o e lim P(x) = —o

X——00 X—+00

Como, para a, >0, lim P(x)=—o implica que existe x; ER tal que f(x;)<0 e
X——00

lim P(x) = 4+ implica que existe x, € R tal que f(x;) >0, com x, > x4, é certo que

x—+00

f(x1) " f(x3) < 0. Da mesma maneira essa conclusdo é obtida para a,, < 0.

Entdo, pelo Teorema do Valor Intermediario, haverd pelos menos uma raiz real no intervalo
Ty, %[

Assim, podemos garantir que, para polindmios com coeficientes reais, temos:

e Se o polinGmio tem grau 1, sua Unica raiz é real;

e Se 0 polindbmio tem grau 2, entdo suas raizes podem ser duas raizes reais (distintas ou ndo), ou
duas raizes complexas nao reais conjugadas;

e Se o0 polinGmio é de grau 3, entdo suas raizes podem ser trés raizes reais (simples ou multiplas)
ou podem ser duas raizes complexas ndo reais conjugadas e uma raiz real.

e Se o polinbmio é de grau 2n 4+ 1, n € N, entdo dentre suas raizes, pelo menos uma raiz sera

real.

2.3. Decomposi¢ao de um polindmio P € C[x] em fatores de grau 1

Seja um polindmio P € C[x] de graun = 1 e r € C. Da divisdo euclidiana de P por x — r, existem

polindmios Q(x) e R(x), com coeficientes em C, tais que

P(x) =Q(x)(x —7r) + R(x) .

Note que o grau de R(x) € menor que o grau de x — r que tem grau 1. Dessa forma R(x) tem grau

zero e escreveremos R(x) = R. Dai anotaremos P(x) da seguinte maneira:

P(x) =Q(x)(x —r) +R.

Ja sabemos do item 2.2 que se r é uma raiz do polindmio P(x), P(r) = 0. Ento, substituindo r em

P(x), encontramos
Pr)=Q(r)(r—r)+R = 0=Q(r)-0+R = R=0.

Disso, resulta que se e r é uma raiz do polindmio P(x), ele é divisivel por x — r.
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Por outro lado, se P(x) é divisivel por x — r, temos

P(x) = Q(x)(x —1).

Substituindo v em P(x), temos:

P(r)=Q(r)(r —1) = P(r) = Q(r).0 = P(r) = 0.

Disso resulta que 7 € raiz do polindmio P(x).
Na verdade o que acabamos de fazer foi a demonstracdo do Teorema do Resto que nos ajudara
com o discorrer desse item. Para tanto, vamos ainda estabelecer que serd denominado polinémio
irredutivel aquele que nao é divisivel por nenhum outro de grau positivo inferior ao dele.
Pois bem, consideremos, entdo, o polinémio P(x) de grau n. Se n =1, o polinémio P(x) é
irredutivel. Entretanto, se n > 1, podemos expressar P(x) como o seguinte produto:

P() = (x=7) Qi (),
onde r; € uma raiz de P(x).
Mas Q;(x) é um polindmio de grau n — 1. Entdo, se n > 2, o polindmio Q,(x) pode ser escrito
como o seguinte produto:

Q(x) = (x —12) - Qz(x),

onder, é umaraizde Q;(x) e
P(x) = (x — 1) - (x —12) - Qa2 ().

Dando prosseguimento a esse processo até a n-ésima raiz de P, encontramos

Px)= (x-7r).(x-1r).(x=-13) .. (x - 13).Q,, (%)

onde o polinémio Q,, tem grau zero. Observe que durante as sucessivas divisdes de P(x) por

x-1;, com 1 <i<n, o coeficiente dominante de P(x), o a,, se preserva como coeficiente

dominante dos Q;’s. Logo, como Q,, tem grau zero, Q,, = a,.

Assim,

Px)=a, - (x-1).(x-1r).(x-13)...(x - 1.

Lembre que os coeficientes a; e as raizes r; sdo niUmeros complexos.
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24. Graficos das fungdes polinomiais

Seja dado o polindmio P com coeficientes reais.

Consideremos P: R — R a fung¢do polinomial definida pelo polinémio
P=a,x"+a, X" 1+ a, ,x" %+ +ax’ +a, €R[x]

Quer dizer,

Px) = apx™ + ap1x" T+ ap_x" 2+ +axt+a,, Vx€eR

Aquitemosa; € R, a, # 0.

Como P é uma fungdo continua, (alids, de classe C®), seu grafico é uma linha “sem interrupg¢des”.
Vamos aqui neste topico apresentar uma ideia de como se comporta o grafico de uma funcdo
polinomial real de grau n. Para tanto, vamos considerar o que acabamos de ver na se¢do anterior.

Tomemos, portanto, P (x) como produto de fatores do 12 grau:

Px) = ap(x-1).(x-1).(x-13) . (x - 7).

Consideremos inicialmente o caso particular no qual todas as raizes rq,1y,713,::+,7;, da fungdo

polinomial P sdo reais.

Ja vimos que as raizes sdo os valores do dominio que anulam a funcdo. Isso significa que as
coordenadas de um ponto que tem como abscissa uma raiz de P, estd localizada no eixo OX.
O grafico a seguir exemplifica esse fato.

y

31 Px)=4(x—-2)+1/2

Figura 2.1 3
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Seja P(x) um polindmio com coeficientes complexos e seja v uma de suas raizes. Dizemos que
k € N é a multiplicidade da raiz r se P(x) é divisivel por (x —r)*¥ mas n3o é divisivel por
(x —r)**1, Entdo, se para as n raizes da funcdo polinomial P tivermosr; = 1, = 13 = - =1,
comk <n,e 1; # 1y para k <j <mn, araiz 1, tem multiplicidade k. Isso quer dizer que o mesmo
valor r se repete k vezes como raiz de P. Para que isso ocorra, € necessario e suficiente que a

funcdo polinomial P e suas sucessivas derivadas até a k-ésima ordem se anulem em r. Ou seja:
PO =P =P'@)=..=P®@)=0
A partir disso vamos observar dois casos.
Se k = n, isto é, r;, tem multiplicidade n, a fungdo tem raiz Unica e se reduz a forma
Px) = anlx-n)"
Por outro lado, se k < n, a funcdo polinomial tera a forma
Px)=a, (x-r)kt-(x-r)k- .- (x - 1,)fm

com ky+ky,+-+k, =n Nesta Ultima representacio ki, k,,...,k,, sdo as respectivas

multiplicidades das raizes 1y, 15,13, ***, .

Para exemplificar, considerando a,, > 0, vamos analisar alguns casos em que todas as raizes sdo

reais.
. ~ 7 ’ . n
12 caso: A raiz da fungdo é Unicae P(x) = an(x-1,) .

Se o grau da funcdo é impar, entdo podemos generalizar que:

a) lim P(x) = — e lim P(x) =+
n——oo n—+oo
b) Se x <1, entdo P(x) < 0. Por outro lado, se x > n, temos P(x) > 0.
-1
c) Para P'(x) = 0 observamos que nan(x— rn)n = 0. Daique x = 7.

P (x) tem ponto critico com coordenadas (r;,, 0).

d) Como o graude P’, n — 1, é par, entdo P'(x) > 0 e a funcio é estritamente crescente.
-2
e) Se P"(x) =0, entdo n(n — l)an(x— rn)n = (. Neste caso, o sinal de P''depende

n-2
apenas de (x - rn) , poisn(n — 1)a,, > 0. Entdo, como n — 2 é impar, temos:

o x<1, = P"(x) < 0 e afungdo tem concavidade para baixo;
e xX>1, = P"(x) > 0 e afungdo tem concavidade para cima;
f) Esbogo do grafico de algumas fun¢des na forma P(x) = an(x - rn)n e n impar:
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Py(x) = x5 Py(x) = x7 |

Figura 2.2

Semelhantemente, se o grau da fungdo é par, podemos fazer as seguintes generalizacdes:

a) nl_i)n_qooIP(x) =+ e nl_i)rzrleP(x) =+
b) P(x) > 0 para todo x.
c) P’'(x) = 0implica em nan(x - rn)n_ = 0. Entdox = n,.
P (x) tem ponto critico com coordenadas (r;,, 0).
d) Como o grau de P’, n — 1, é impar, ent3o
P'(x) <0 se x <1, eafuncdo é decrescente neste intervalo.
P'(x) >0 se x>, eafuncdo é crescente neste intervalo.
e) P"(x) =0 implica em n(n — 1)an(x - rn)n_z = 0. Neste caso, o sinal de P''é sempre
positivo, pois n — 2 é par. Assim, a concavidade é sempre pra cima.
f) Esbogo do grafico de algumas fungdes na forma P(x) = an(x - rn)n e n impar:
Pi(x) = x? Py(x) = x* Py(x) = x6
Figura 2.3

22 caso: A fungdo é da forma

PO = @y (e 1) Gr 1)k - (= 1)
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Neste caso ndo vamos generalizar, pois a depender do grau, da quantidade de pontos criticos e da
multiplicidade de cada raiz a diversidade de formas do grafico é demasiadamente ampla. Por

exemplo, tomemos algumas funcdes de grau 5 cujas raizes sao todas reais.

Observe que sé nesse caso, pode a funcdo ter inUmeras combinacdes quanto as raizes e

multiplicidades. Tomemos alguns exemplos.

a) P(x)=(x—l)z-(x—Z)-(x+1)-(x+2)

LI A R B R B I 1+
-9 8 -7 -6 -5 4 3 2 -] 1’\/23456789

Figura 2.4

b PG = (x-1)-(x-2) x+1)-(x+2)

-9 8 -7 -6 -5 —4

Figura 2.5
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Px)= (x-1)-(x-2) - (x+1?* (x+2)

c)

1 ¥ T
-3 2 -1

T
9 8 -7 -6 -5 —4

-1+

Figura 2.6

Px)= (x-1)-(x-2) - (x+ 1) (x+2)?

d)

I
—_—
e
e
e
e
N

—_—
——
—

/
i

V4

!
N

9 8 -7 -6 -5 -4 -3 -2

|
[

Figura 2.7
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e) ?(x)=(x—1)3-(x—2)-(x+1)

y

-2 =+

Figura 2.8
f) PO = (x-1)-(x-2) - (x+1)

12y
11+

10

Figura 2.9
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g) Px)= (x-1)-(x-2) (x+1)3

4By

-2+

Figura 2.10

h) P(x) = (x - 1)4 . (x - 2)

Figura 2.11
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Figura 2.12

y
3 —
2__
1__
3 2 3 4
_1 —
_2 —
-3 1
74 —
. 3 2
i) P(x) = (x—l) -(x—Z)
y
2 —+
l —+
X
-2 -1 3 4
-1+
-2 4
_3 -

Figura 2.13
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N PO = (x-1) (x-2)°

A

Figura 2.14 3T

Em todos esses casos devemos lembrar que ao multiplicarmos P por um inteiro m < 0, obtemos
um polindbmio com coeficiente lider negativo e o seu grafico é obtido por uma reflexdo em torno

do eixo 0X.

Vejamos, ainda, algumas fungbes de grau 5 em que algumas raizes sdo complexas ndo reais.

) P = 2+ 1) (x-2)

b

-2 +

Figura 2.15
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m) Px) = (x*+ 1)?-(x- 2)

Ny ox

Figura 2.16

n
Apesar da ndo generalizagdo, tal qual fizemos com as fungdes da forma P(x) = an(x— rn) ,
esclarecemos que todos os graficos acima podem ser obtidos pelo procedimento padrdo segundo

0S passos seguintes:

a) Calculo dos limites infinitos;

b) Analise do sinal da fungdo polinomial P(x);

c) Determinagdo dos pontos criticos de P (x);

d) Andlise do sinal de P'(x) para determinacdo dos intervalos de crescimento e decrescimento
da fungao;

e) Andlise do sinal de P"'(x) para determinacdo dos intervalos em que a concavidade do grafico

da funcdo é para cima ou para baixo.

Quanto ao desenho dos graficos desta seccdo, usamos o software Winplot inserindo as equacgGes

fornecidas.
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Capitulo 3

Discriminante para polindomios do grau n.

Seguindo a ordem dos contelddos de matematica apresentados em nossas escolas, é ao final do
ensino fundamental que os alunos tém a oportunidade de seu primeiro contato com o
discriminante que, para muitos, trata-se apenas de um numero (o del/ta) que sera aplicado na
formula de Bhaskarapara a resolucdo de uma equacdo de grau 2.

Nesta parte do trabalho vamos apresentar a definicido formal para os discriminantes das
equagdes polinomiais de grau n e apresentar, especificamente, o descriminante para um
polindmio de grau trés. Finalizamos o capitulo com a relagdo entre a natureza das raizes e o

sinal do discriminante.

3.1. Definigao

; A AM — n n—1 n-2 n-3 2
Seja P € R[x] um polindmio P(x) = a,x" +a, ,x +a, ,x" ta, x"T7 e+ apx” +
a,x + ay de graun > 2. Sejam X; as suas n raizes complexas. Chamamos de discriminante do

polinémio P(x), e representamos pela letra maidscula grega A (delta), a expressdo

A= (_1)11 H(xl- - Xj)z
1,j=1

j<i

Portanto, para n = 3, temos

3
8= D [ =5)" = 0% (s = 1) (a5 = 12 (3 — 1)?
i{j=1
j<i

E, daqui por diante vamos nos ater aos polindomios de grau 3.
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3.2. Relagao entre a natureza das raizes e o sinal do discriminante

Abordagem algébrica

Como vimos anteriormente, todo polindmio P € R[x] de grau n = 3 tem trés raizes. Estas raizes
podem ser:

1. Uma raiz real tripla x; (de multiplicidade 3).

2. Uma raiz real dupla x; (de multiplicidade 2) e uma raiz real simples x, , sendo x; # x.

3. Duas raizes complexas ndo reais conjugadas (distintas, portanto) e uma raiz real.

4. Trés raizes reais distintas x4, x,, x3.

Neste item vamos fazer uma analise do que ocorre com o sinal do discriminante A em fungdo da
natureza das raizes do polindmio P. Mais precisamente, iremos verificar que se ha raizes multiplas,
entdo A = 0. Se ha raizes complexas ndo reais, A > 0. E, se hd trés raizes reais distintas, entdo
A<DO.

Vejamos, entdo, cada caso.

12 caso — O polindmio tem pelo menos duas raizes reais iguais:

Vé-se que nesse caso x; = Xj para algumpar i,j,i #j, e, portanto,
3

2
_ 3 _
A= (-1) | | (x; —x;)" =0.
ij=1
j<i
22 caso — O polinGmio tem duas raizes complexas nao reais:

Para este casovamostomar x; =a—fiex, =a+fi e x3=ycoma,f ey €ER, # 0. Dai

que:
(rz = x1)? = [(a + Bi) — (a = BD]? = [2Bi]* = —4p*
(3 —x1)? = [y — (@ = BDI* = [(y — @) + Bi]?

(i3 —x)? =y — (@ + BD* = [(y — ) = Bil*.
Logo:

A=(-1)-[-4B%]- [(y — @) — Bil* - [(y — @) + Bi]*.
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Isso resulta em:

A=4p%-{ [y —a) = Bil - [y —a) + Bi] }* = 4B*-{(r —a)?* + B*} >0.

32 caso — O polinGmio tem raizes reais distintas:

Vé-se que nesse caso

3

A= (—1)3 1_[ (xi - xj)z = (—1).(x3 — xz)z- (x5 — xl)z-(xz - xl)z <0
ij=1
j<i

Dessa forma, podemos expressar esses resultados pelo seguinte teorema:
Teorema 1
Seja P € R[x] um polinémio de grau 3, tal que
P= as;x3+a,x*+a;x+ay,, coma; ER, e az # 0.
Seja A o seu discriminante. Podemos afirmar que:

e Se P tem raizes multiplas, entdo A = Q.
e Se P tem trés raizes reais distintas, entéio A < 0.

e Se P tem duas raizes complexas néo reais conjugadas e uma raiz real , entdo A > 0.

Observacao:

E imediato, da prdpria andlise realizada, que sdo verdadeiras as seguintes afirmacdes, reciprocas

das anteriores:

e Se A= 0, entdo Ptem raizes multiplas.
e Se A<O0,entdo Ptem trés raizes reais distintas.

e Se A> 0, entdo P tem duas raizes complexas ndo reais conjugadas e uma raiz real.
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Capitulo 4

Das equagoes cubicas

Assim como no tépico anterior, estaremos fazendo um estudo das equacgdes cubicas. Para tanto,
seguiremos um roteiro de estudo que culmina com uma analise da relagdo entre o discriminante
da equacdo cubica e suas raizes. Portanto, iniciamos com a apresentacdo da forma reduzida da
equacdo cubica. Em seguida expressamos o discriminante em termo dos coeficientes e damos
continuidade com a construcdo do grafico. E oportuno esclarecer que o grafico da funcdo cubica

na forma reduzida é uma transladacao do grafico da funcdo cubica na forma

ax® 4+ bx?+cx+d = 0.
4.1. Forma reduzida da equagao cubica

A partir de uma equacdo clbica, escrita na forma ax3 + bx? + cx + d = 0, com a # 0, podemos

obter a forma dita reduzida das equagbes polinomiais de grau 3.
Vejamos passo-a-passo:
12) Inicialmente dividimos a equagdo ax3 + bx? + cx + d = 0 por a. Isso é possivel, pois a # 0.

. b d
Entdo obtemos x3 +2x2 + <x + £ =0;
a a a

29)Tomemos§=A, =Be%=Cetemos:x3+Ax2+Bx+C=0.

<
a
Esta equagdo tem as mesmas raizes que a equacdo cubica inicial ax3 + bx? + cx + d = 0.
39) Fagamos x = y 4+ m e anulemos o termos de grau 2 da equagdo em y.
+m)P+Ay+m)?+Bly+m)+C=0

y3+3y?m+3ym? + m3 + Ay? + 2Aym + Am* + By + Bm +C =0

y3+(Bm+A)y?*+ (B3m? +2Am+B)y+ (m3*+ Am?> +Bm+C) =0
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~ A
Entdo, comm = — o anulamos o termo de grau 2 em y:

34+(B 4 + 24° AB+C =0
Y 37"\ 27 "3 -

A? 24>  AB ~ .
42) Tomando B — S =pe——+ C = q obtemos a equagdo reduzida:

y>+py+q=0

Na qual o coeficiente do termo y? é zero.
Observe que, como fizemos x = y + m, as raizes x; da equacgdo original B+ AxX*+Bx+C=0

sdo obtidas das raizes y; da equacdo reduzida.

4.2, Expressao do discriminante em termo dos coeficientes

Seja o polinémio P(x) = x3 + px + q. Considerando x;, x, e x5 suas raizes complexas, temos a
seguinte igualdade:

(x—x)(x —x)(x —x3) =x3+px +q.
Derivando os dois lados da igualdade, segue:
(x —2x)(x — x2) + (x — 1) (x — x3) + (x — %) (x — x3) = 3x* + p.
Substituimos as raizes de P(x) na ultima igualdade. Assim, obtemos:

P'(x1):  (xp —x2)(xg — x3) = 3(x1)* +p.

Isso implica que para P’(x;) temos: |(—1)2 (x, —x1)(x3 —x1) = 3(x1)? + p|

P'(x3):  (xp —x1)(x; —x3) =3(x)* +p

Isso implica que para P’(x,) temos: |(—1) (3 — x1) (x5 — x3) = 3(x)% + p|

Ja para P'(x3) temos: | (x3 —x1)(x3 — x) = 3(x3)% + p|
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Dai que o produto P'(x;) X P'(x,) X P'(x3) é igual a:

(=1)3(xp — x1)% (23 — x1)%(x3 — %)% = [3(x1)? + p] x [3(x2)? + p] x [3(x3)? + p]

Mas recordando o que vimos em 3.1, o discriminante para as equag¢des de grau 3 é:

A= (—1)3(x; — x1)2(x3 — x1)% (x5 — x)?

Entdo, trocando o primeiro membro do que foi obtido no produto P'(x;) X P'(x;) X P'(x3)

encontramos:

A= [3(x1)? + pl X [3(x2)* + p] X [3(x3)* + p]

A= 27(x12x%3)% + 9p(x12x5% + x12x3% + x,%x32) + 3p? (%1% + x% + x32) + p°3

Temos as Relagdes de Girard para o polindmio P(x) = x3 +px +q :

X1+xZ+X3=O (I)
X1Xy + X1X3 + XX3 =P (1D
X1XpX3 = —( 1m

Elevando (I), (I) e (1II) ao quadrado encontramos as relagdes seguintes:

{xlz + sz + X32 + Z(xle + X1X3 + xe3) =0 (IV)
X122,% + x12x3% 4 x32x3% + 2(x1%xx5 + X1 X523 %3 + X1 X,x32) = p? W

kx12x22x32 = q2

Substituindo (II) em (IV):

x12+x2 +x32+2p=0 = X2+ 2,2 +x32==2p| (V)
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Agora, substituindo (I) e (III) em (V):

X122 + x12%3% + x32x32 4 2(x12x5x5 + X1%2%%3 + X1 X3%32) = p? =
X122 + x1%%3% + x32x3% + 2x02x,%3(x1 + X5 + x3) = p? =
x12x,% 4 x1%x3% + x,%%3% + 2(—q) (0) = p? =

|x12x22 + x1%x3% + x%x3% = p2| (VID)

Entdo, substituimos (l11), (VI) e (VII) em A.

A= 27(x12x%3)% + 9p(x12x5% + x12x3% + x,%%32) + 3p? (%1% + x,2 + x32) + p3

A= 27q* + 9p(p*) + 3p*(—2p) + p?

A= 27q% + 9p3 — 6p3 + p3

Finalmente,

A=27q%+ 4p3
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4.3. Grafico das fung¢des polinomiais cubicas

Consideremos

U

=x3+px+gq

Facamos um estudo elementar do grafico de F, seguindo o roteiro usual j4 mencionado.

4.3.1. Crescimento

Primeiro temos que F'(x) = 3x* + p.

Observe que sep = 0, F'(x) > 0 para todo x # 0 real. Resulta que a fun¢do F(x) é estritamente

crescente em todo seu dominio R.

Por outro lado, se p < 0, —p = |p|. Assim, os pontos criticos de F sdo solugbes da equagdo

quadrética F'(x) = 3x2 +p = 0:

p| Ipl
X1 =— |— e Xy = —
1 3 2 =13
Teremos, entao, que:
e F'(x)>0, para x < — % ou x> %

e F'(x) <0, no intervalo — /%< x < /%

Segue entdo que:

e F(x) é crescente nos intervalos abertos ]—00, - f%[ e ]+ lﬂ, +00[ .

3
e F(x) é decrescente no intervalo aberto ]— ’l%l, f%[ .
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4.3.2. Pontos de maximo e minimo

Observe que para p = 0 nado haverd ponto maximo nem ponto minimo, pois a fungdo é

estritamente crescente em todo seu dominio.

Parap < 0, tomemos a segunda derivada de F(x), que é dada por F''(x) = 6x.

Avaliando F""(x) em x; = — /%, obtemos:

F”( 1)—_6 ’lg;l<0

e, portanto, x; é um ponto de maximo local da fungdo F.

Observe que no ponto de maximo o valor atingido é

() () ()
B ><%>—p%+q
(-B)--5 E o e
(5)-%

Avaliando, agora, F''(x) em x, = + /%, obtemos:

y Ip|

logo, x, é um ponto de minimo local da fungdo F. Dai que o valor atingido no ponto de minimo é:

() -(8) e
() -(8) e
(B =2 B

2|P|
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Ipl) _ _2lpl [Ipl
F( ?>_ 3 3 T4

, 2 , / 2 f
Destaquemos que os pontos (— %, % “31'+ q) e < %, —% “31'+ q) do grafico de F

sdo importantes para o tracado a seguir.

4.3.3. Ponto de inflexao e concavidade

Os possiveis pontos de inflexdo da fungdo F s3o obtidos da equagdo F''(x) = 6x = 0. Entdo ha
um unico ponto de inflexdo, que é o ponto x = 0. Neste ponto o valorde F ¢ F(0) = q.

Facamos um estudo de sinal da fungdo F''(x) = 6x.

Percebemos que quando x < 0 a segunda derivada de F(x) é negativa (F''(x) < 0). Portanto, no
intervalo ]—oo, 0[ a curva gréfico de F(x) tem concavidade voltada para baixo.

No entanto, temos F''(x) > 0 quando x > 0 e segue que no intervalo ]0, +oo[ a curva gréfico de
F(x) tem concavidade voltada para cima.

Temos F(0) =q. O ponto (0,q) do gréfico de F é essencial para realizar o tragado do gréfico

(veja item 4.3.5).
4.3.4. Comportamento no infinito

Facamos o limite de F(x) quando x tende ao infinito. Lembramos que estamos fazendo um estudo
da fungdio y = x3 + px + q para a construgio de seu grafico. Nesse caso o coeficiente do termo
de maior grau é positivo. Vamos, entretanto, também analisar o caso em que o coeficiente do

termo de maior grau é negativo:

12 situacgdo: coeficiente do termo de maior grau sendo positivo.

o limx—>+oo(x3 +px +q) = lim,_,, o x3 (1 + % + x—CS) = +o00.

o lim,,_o,(x®+px+q) =lim,,_,x3 (1 + % + x—cs) = —o0,
22 situacdo: coeficiente do termo de maior grau sendo negativo.
. 3 L 3 B, C\ _
o limy  o(—x"+px+q)=lim nx (—1 t5+ F) = —o0.
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b limx—>—oo(_x3 + px + C[) = limx_,_oo x3 (—1 + % + x—C3) = +o00,

Observe que se tratando de uma fung¢do polinomial ndo ha nenhum x,,y, € R para os quais

temos:

° limxﬁ(xo)— F(x) =—00 ou limx_)(x0)+ F(x) = —oo.
o limy,(y)-F(x) =+ ou limy )+ F(x) = Foo.
o lim,,_F(x) =y, ou lim,_, .o F(x) = y,.

Logo ndo ha assintotas verticais nem horizontais no tracado do gréfico.
Como limy_ ;o F'(x) = +00, lim,,_, F'(x) =+, o grafico de F ndo apresenta assintotas

obliquas.

4.3.5. Tragado do grafico

Vamos agora dar inicio ao tragcado do grafico da fungdo polinomial clbica a partir das informacgéGes

ja obtidas. Entdo, retomemos a fungao F definida abaixo.

Para executar o tracado da curva grafico de F iniciamos com o desenho do eixo OY e marcando
nele o ponto onde ocorre inflexdo, (0, q). Dai por diante precisamos distinguir os casos p > 0,

p < 0ep =0, pois a forma da curva a esbogar varia em conformidade com estes casos.
12 caso: p > 0.

Conforme visto nos itens anteriores, essa funcdo é estritamente crescente, ndo tem maximos ou
minimos, e tem x = 0 como Unico ponto de inflexdo. Observe, ainda, que neste ponto de inflexdo
a derivada F'(0) = p. Logo a tangente ao grafico de F neste ponto de inflexdo tem declividade
positiva, pois p > 0. Portanto, o grafico da fungdo polinomial F é uma curva como a representada

na figura abaixo. y
0, q)

Figura 4.1
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22caso: p < 0.
Se p < 0, como visto no item 4.3.2, ha pontos de maximo e minimo locais, que sdo as abscissas

dos pontos do grafico de F cujas coordenadas sao, respectivamente, <— ’% @ ’“31'+ q) e

< /“3'4', — % /“3'4' + q). Pelo item 4.3.3, o ponto de inflexdo tem (0, g) como suas coordenadas no

grafico. Além disso, o gréfico da funcao polinomial F tem concavidade voltada para baixo quando
x < 0 e concavidade voltada para cima quando x > 0. Para iniciar o tracado do grafico de F,
desenhamos o eixo vertical dos y. Reunindo as informacgGes ja obtidas, e sem tragar o eixo

horizontal, temos a figura logo abaixo.

Logo: 0,q)

Figura 4.2

E importante observar que a forma da curva, e as coordenadas dos pontos assinalados s3o como
se apresentam neste desenho, independentemente dos valores que possam ter os nimeros reais
q e p,desde seja p < 0. A esta altura passamos a compreender que a mudanga de variavel que
produziu a forma reduzida da equagdo polinomial inicial de grau 3 transladou o eixo vertical OY
para que ele passasse pelo ponto onde a curva muda de concavidade (o ponto cuja abscissa é o

ponto de inflexdo da fungao F).

32 caso: p =0.

Assim como ocorre para p > 0, quando p =0 a funcdo é estritamente crescente, ndo tem
maximos ou minimos, e tem x = 0 como Unico ponto de inflexdo. Também temos que em seu
ponto de inflexdo a derivada F'(0) = p. Logo a tangente ao grafico de F neste ponto de inflexdo
tem declividade nula, pois p = 0. Portanto, o grafico da fun¢do polinomial F é uma curva como a

representada na figura abaixo.
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0,9)

Figura 4.3

Observe que nos casos em que p =0 para a equagdo x>+ px + g =0, independente da

multiplicidade, havera uma Unica raiz real. Vamos demonstrar essa unicidade logo a seguir:

Ja vimos no item 2.3 que toda func¢do de grau impar tem pelo menos uma raiz real. Para mostrar a
unicidade desta raiz quando p > 0 para a equagdo x* + px + g = 0, vamos usar o Teorema de

Rolle que diz:

Se f:[a, b] > R é uma fungdo continua em [a, b] e derivdvel no intervalo aberto |a, b[ e f(a) = f(b)

entdo existe pelo menos um nimero ¢ € la, b[ tal que f’(c) = 0.

Suponhamos que essa raiz ndo seja Unica. Tomamos x; < X, como as raizes da fungdo f(x) =
x>+ px + g na qual p > 0. Entdo f(x;) = f(x,) = 0. Pelo teorema de Rolle, existe ¢ € ]x;, x,[
tal que f'(c) = 0. Mas ocorre que f'(x) = 3x2 + pep > 0. Logo f'(x) > 0 para todo R. Dai que
é um absurdo considerar a existéncia de duas raizes reais distintas, pois contradiz a afirmacdo do

teorema anunciado.

4.4. A equagio x* + px + q = 0 observada no grafico da fungdo polinomial F

Voltemos ao estudo das raizes da equagdo x* + px +q = 0.

Como foi mencionado no item 2.4, os pontos do eixo OX que pertencem ao grafico da fungao F

sdo solucdes da equacdo F(x) = 0, ou seja, suas raizes.

Na seccdo anterior, detectamos alguns fatos sobre a geometria da curva grafico da funcdo

polinomial F onde,

F:R->R, com F(x)= x*+px+q e p,gER.
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e Vimos como o eixo QY se posiciona em relacdo a curva grafico da funcdo F, passando pelo
ponto (0, q) do plano.
e Vimos que a forma da curva gréfico da funcdo F depende essencialmente de termos

p>0 p<0 ou p=0.

Podemos entdo intuir, observando estes gréficos, que o nimero e a multiplicidade das raizes reais

da equacdo x> + px + g = 0 serdo determinados pela combinag¢do dos seguintes fatores:

e Pela forma da curva do grafico de F a qual depende deserp >0, p <0 ou p=0.

e De como o eixo OX, tracado perpendicularmente ao eixo QY, intercepta a curva grafico da
fungdo F.

Em suma:

A. Quando p > 0, vemos que qualquer que seja a distancia do eixo OX em relagdo a g, s6 ha um
ponto de intersec¢do. Disso concluimos que, neste caso, a equacdo terd uma Unica solucdo

real.

Exemplos:

1A)  F(x)=x*+3x+4

AANe

Figura 4.4
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2A)

F(x) = x*+3x

Figura 4.5

3A)

F(x)= x*+3x—4

Figura 4.6
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No caso p < 0, poderemos ter uma, duas ou trés solugdes reais distintas, como observado nos

desenhos abaixo.

Exemplos:

1B) F(x)=x*-3x+4

Uma raiz real simples

Figura 4.7

2B) F(x)= x*—3x+2

Uma raiz real simples \

AN

Uma raiz real dupla

Figura 4.8

50



3B) F(x)= x>—3x

Uma raiz real simples 3+ Uma raiz real simples
~~ 2T
\
]__
X
1 1 1 1 1 |
T T T T T T ¥
—4 -3 -2 -1 2 3 4
71 -
_2 —+
_3 —+
Uma raiz real simples

Figura 4.9

4B)F(x) = x*—3x—2

Uma raiz real dupla

-2 3

—4 +

Figura 4.10 67T
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By o=

Uma raiz real simples




Ealh 2

o~ 2T Uma raiz real simples

Figura 4.11

Por fim, quando p = 0 ha sempre uma Unica solu¢do. No entanto, ha uma situagdo (g = 0) em

gue a solugao é uma raiz de multiplicidade 3.

Exemplos:
1) Fx)=x>+4

Uma raiz real simples AT

Figura 4.12
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2C0) F(x)=x*

Figura 4.13

3C) F(x)=x

Uma raiz real simples

R e
Uma raiz real tripla
-3
4
-4
1_
/x
-5 -4 -3 -2 -1 2 3 4 5

Figura 4.14
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4.5, Relagao entre a natureza das raizes e o sinal do discriminante

Abordagem geométrica

O que vimos no item anterior sugere que a geometria da cubica y = x3 + px + q (seu formato, sua
posicdo relativamente aos eixos coordenados) deve ser conectada ao seu discriminante ja que
ambos nos falam do nimero e da natureza das raizes da equacdo cubica. E esta conexdo é o

principal objetivo dessa dissertacao.

1. Suponhamos inicialmente que p < 0 naequagdo x> +px+q=0.
J4 observamos no item 4.3.2 que quando p < 0 a fungdo f(x) = x> + px + q terd seus minimo e

maximo locais nas abscissas dos pontos

Tomemos, entdo
2lpl |(lpl 2lpl |(lpl
= —-— |— e - | .
1 3 A3 T4 Y2=—7 |3 T4
Consideremos as retas horizontais l; e l, definidas respectivamente pelas equagdes cartesianas

y=y1¢€y=Y:.

Y/
2lpl |Ipl
o y=y2= = |3t
- A g X
. 2lpl |lp]
Figura 4.15 .- y=wn=-= |7

Dai que a equagdio x> + px + g = 0 tera trés raizes reais e distintas se, e somente se, o eixo OX

estiver entre as retas [; e [, , ouseja, se y; < 0 < y,. Entdo,

2lpl |Ipl 2lpl |Ipl
BRI R
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Adicionando-se (—q) a desigualdade acima, obtemos:

2|pl |lpl 2|pl |Ipl
3,’3 1<~737 |73

Mas a desigualdade obtida é equivalente a

2lpl |Ipl

—qg| <
|—ql 3 |3

Elevando ao quadrado

4lpl* Ipl
— 2<—><
|—q| 3 3

Dai que obtemos

4|p|?

2
<—
lql 57

Ou seja,

27|q|* < 4|p]?

Como —p = |p|, entdio —p® = |p|3. Entio, da Gltima desigualdade, obtemos:

27q% < —4p3
Ou ainda,
4p3 +27¢% <0

2
Por outro lado, vemos que se 4p3 + 27q < 0, necessariamente teremos p < 0. Assim,

2 .
como 4p3 +27q¢" = A , encontramos o seguinte resultado:

Se a equagdo x°>+ px +q =0 tem trés raizes reais distintas, entio A < 0.
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Ainda supondo p < 0, se o eixo OX coincidir com uma das retas horizontais [; ou [, , ou seja, se
y1 =0 ou y, =0, a equagdo x> + px + q = 0 tera trés raizes reais, sendo uma simples e uma

dupla. Vejamos:

Sey, =0
Y,
. J A
[ T7rT 33
. _ 2l il
T3 /3
Figura 4.16
Sey; =0
Y,
o 3’2-% |Z|+q
= - X = 1:—% %
Figura 4.17

Elevando a ultima igualdade ao quadrado, vamos obter:

4|p|? 4|p|®
q? = pl” Il — 2 _ 4lpl
9 3 27

Como —p = |p|, entdio —p3 = |p|3. Logo:
27q% = —4p?3 = 4p3+27¢% =0

2
Por outro lado, vemos que se 4p3 +27q" = 0, necessariamente teremos p < 0 . Assim, como

2
4p3 + 27q" = A, encontramos o seguinte resultado:
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Se a equagdo x* + px + ¢ = 0 tem uma raiz real simples e uma outra raiz real dupla, entdo A = 0.

Por fim, se o eixo OX estiver acima do valor de maximo local ou abaixo do valor de minimo local, a
fungdo f(x) = x> + px + q terd uma Unica raiz real (e resulta que as duas raizes restantes sdo

complexas conjugadas).

Y,
Y1 <y2<0 . x
o A _ 2Ipl |Ipl
V2= 737 T3
. S 2l il
Figura 4.18 - ! 3 {3
ou
Y.
0<y1<y 2o [Ip]
* 2= |3
_2lpl |Ipl
. 1= "3 3T
g X
Figura 4.19
Vejamos esses dois casos.
Y1 <yz<0:
2lpl |l _ 2zl Ipl
3 A3 TA4< 0 o q<-—.5 (1)
0<y1 <y2:
_2ipl [l 2l (1ol
s A3 T4~ 0 & q>— 3 (2)

Das duas ultimas desigualdades, (1) e (2), podemos concluir que:
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2|pl |[Ipl

lql > 3 A 3
Elevando ao quadrado
2 4pl® _ Inl 2 4pP?
lq1® > ——%3 = lql® >
Como —p = |p|, entdo —p* = |p|?
27q% > —4p? = 4p3 4+ 2792 >0

2
Por outro lado, vemos que se 4p3 + 27¢q” > 0, poderemos ter p < 0. Assim sendo, encontramos

o seguinte resultado quando 4p> + 27q2 = A

Se p<0 e se a equagdo x>+ px +q =0 tem uma tUnica raiz real, entdo A> 0

2. Suponhamos agora o caso em que p > 0 na equacdo x> + px + q = 0.
Do item 4.4 vemos que para p > 0 a equagdo terd apenas uma raiz real. Também temos que se

p > 0, teremos A = 4p3 + 27g? > 0. Agora consideremos a reta definida pela equagdo y = q.

YA IA Y

®

y=q>0 y=q=0 y=q<0

Figura 4.20

A equagdo x>+ px +q =0 tem uma Unica raiz real quando p > 0. Neste caso A > 0

3. O ultimo caso a examinar é o caso p = 0 para a equagdo x>+ px +q = 0. Do item 4.3.5,
percebemos que a curva grafico de F = x3 + q sera interceptado pelo eixo OX uma Unica vez.
Porém, a depender do valor de g, a equagdo tem como solugdo uma raiz real simples ou uma raiz

real tripla.
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Observe que parap =0 e g # 0, temos A = 4p3 + 27q% = 27q? > 0. Como o ponto de inflexdo

ocorre em x = 0, entdo o eixo OX nao intercepta o grafico neste ponto e a equagdo tem uma raiz

real simples.
Y, Y,
g>0
J X
X
g<o
Figura 4.21

Sep =0, g # 0eaequacio x>+ px + ¢ = 0 tem uma Unica raiz real, entdo A > 0.

Por outro lado, parap =0 e g =0, temos A= 4p3+27g? = 0. Como o ponto de inflexdo
ocorre em x = 0, entdo o eixo OX intercepta o grafico neste ponto e a equagdo tem uma raiz real

tripla.

Figura 4.22

Se p=0, q=0 e a equagdo x>+ px +q =0 tem uma raiz real tripla, entdo, A= 0.
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Finalizando, podemos enunciar o seguinte teorema obtido da geometria da curva grafico da
fungdo P:
Teorema 2

Seja P € R[x] um polinémio de grau 3, (p e q reais), tal que

P=x*+px+q

Seja A = 4p3 + 27q? o discriminante do polinémio P.

e Seopolinbmio P = x3+ px + q tem trés raizes reais distintas, entdo A < 0.

e Seopolinbmio P tem raizes multiplas, ento A= 0.
Se hd uma raiz real de multiplicidade dois e outra raiz real simples, entdo

A=0, p<0eq+0

Se hd uma raiz real tripla, entdo

A=0, p=0eq=0

e Se o polinémio P=x*+px+q tem uma raiz real e duas complexas ndo reais

conjugadas, entdo A > 0.

Como no caso do Teorema 1, sdo vdlidas as reciprocas dessas afirmagdes e sugerimos a prova
dessas reciprocas como exercicio.

Note que o Teorema 2 contém mais informagdes que o Teorema 1 porque, além da natureza das
raizes, a possivel multiplicidade fica também determinada pelos coeficientes da equagdo cubica

em forma reduzida.
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Capitulo 5

Exercicios

Neste capitulo trazemos alguns exercicios para fixagdo do que vimos em nossos estudos sobre as

equacdes cubicas. Sugerimos a sua resolucdo apds estudar também os apéndices A e B. No

apéndice C, apresentamos todas as resolucées.

1)

4)

As equacBdes apresentadas nesta questdo sdo exemplos retirados do livro de Algebra de
Leonard Euler, escrito em 1770, o qual serviu de modelo para os compéndios utilizados por
sucessivas geragoes de estudantes. Determine quantas solugdes reais tem cada uma delas.

a) x3—-6x—-9=0

b) x3—6x—4=0

c) x3+3x+2=0

d x3-3x—-2=0

e) x3—6x—40=0

Suponha que o polindmio P = 2x3 + 3x2 — x — 1, pode ser fatorado da seguinte maneira:
2x3+3x%2 —x —1 = (ax + b)(x? + cx + d). Determine se o discriminante de x2 + cx + d é

A< 0, A= OouA>0.

Se um polindmio ménico P tem grau 3, ele se fatora P = (x + a)(x?> + bx +¢), a,b,c € R,
uma vez que ele necessariamente tem uma raiz real. Relacione o discriminante A'= b? — 4c
do polindmio Q = x2 + bx + ¢ com o discriminante A do polinémio

P=x3+(@+b)x*+(b+c)x+ac

Fibonacci, em seu livro de algebra intitulado Flos, conta que um tal de Magister Johannes |Ihe
desafiou a encontrar a solugdo para o seguinte problema:

“Encontre um cubo que, com dois quadrados e dez coisas, valha 20”.
Ou seja, Ihe desafiou a resolver a cubica, que chamaremos de cubica de Fibonacci:

x3 4+ 2x%+10x = 20
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A partir desse enunciado, responda as questdes:

a) Prove que a equagdo acima tem uma raiz real positiva e ela esta no intervalo [1, 2].

5) Em “Mémoire sur la résolution des équations numériques”, Sturm, exemplificando seu
Teorema, encontra as seguintes condicdes necessdrias pra que a equacgao cubica
x3+px+q=0
tenha todas as suas raizes em R:
p<0
4p* +27¢* <0

Refacga este resultado.

6) Este exemplo também figura no “Mémoires”. Determine a natureza das raizes da equacgao

x3 4+ 11x% — 102x + 181 = 0.
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Apéndice A

Formula resolvente de Cardano.

Seja a equagdo cubica reduzida y3 + py + g = 0. Considere u e v ndo nulos de forma que

y = u + v. Entdo,

u+v)2+plu+v)+q=0
wW+3uwu+v)+vi+pu+v)+qg=0
W +v3)+3uwwu+v)=—q—-—pu+v)

Para esta ultima igualdade encontramos uma solucdo quando resolvemos o sistema:

34 .3 = _
{u3+v3=—q s u’+v —3q
3uv = —p udp3 =_;’_7

Das relagdes de Girard temos que a soma e o produto de u3 e v3 sdo solucdes da equagdo,

conhecida como férmula resolvente de Cardano,

22— WP +vHz+udvdi=0

Ou seja

3

2 p
——=0

z°+qy 27

Aplicando a resolvente a férmula conhecida como férmula de Bhaskara, determinamos:




Dai que

y=u+v <

Ou ainda,

3 3
+

Vi

i/—q+\/z
y= +

E
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Apéndice B

Das equag¢oes quadraticas

Neste tépico iremos apresentar um estudo das equagbes quadraticas. Comegamos com a
apresentacdo da forma canonica da equacgdo polinomial do segundo grau. Posteriormente fazemos
a determinacdo de seu discriminante, em termos de seus coeficientes, a partir da definicdo dada
em 3.1. Em seguida partimos para a construcao do grafico. Para isso verificamos a variacdo da
funcdo, ponto de maximo ou de minimo, concavidade e comportamento no infinito. Concluimos
com uma analise na qual associamos o sinal do discriminante com a quantidade e a natureza das

raizes da equacao.

B.1 Forma canonica

Podemos escrever a equa¢do ax®> + bx + ¢ = 0 na forma conhecida como forma candnica da
equacgdo polinomial do segundo grau. Essa forma conduz imediatamente a férmula que nos
permite determinar, se houver, as suas raizes reais.

Vejamos, entdo, passo a passo, a constru¢do da forma candnica a partir da equacdo geral.
s A .. C A b c
12) Tomemos o trinbmio com o coeficiente a em evidéncia: a (x2 + - X + E) = 0.

29) Em seguida, completemos o quadrado da expressdo entre parénteses adicionando o termo

bZ 2

b .
nulo — — —. Assim temos:
4a 4a

a( + et it =e|(2+) - (R =al(e+2) - (5] =0

Como a # 0, a igualdade acima implica que:

2 2 2 2
b b“—4ac b b“—4ac
2 2
+—) — = (= + — =—
(x Za) ( 4q2 ) 0 (x Za) 4q2

Caso o segundo membro seja maior ou igual a zero teremos:

> . b\%  b2-sac b b2-4ac —-b+VbZ—4ac
2+-) = = x=-——1 o  |x=2E
2a 4q2 2a 4q2 2a

Essa ultima formula é conhecida como formula de Bhaskara.
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B.2 Expressar o discriminante em termos dos coeficientes.

Tomemos a equacdo quadratica ax? + bx + ¢ = 0,coma # 0.

Pelo que vimos no item 3.2, seu discriminante é:

2
2
(D A= (—1)? n(xi —x)" = (g —x1)? = 1% + %2 — 2x1%,.

ij=1
Das relacdes de Girard, temos:

X1+x2:__
a

c
X1 XXy =—
1 2 a

Elevando-se a soma das Raizes ao quadrado:

2 2 2
x2+x2+2x XX :b— x2+x2+2_C:b_ x2+x2:b_2ac
1 2 (l_CZ) a2:> 1 2 _ac a2:> 1 2 _Caz (H)
xlxxz—z xlxxz—z xlxxz—z
Substituindo (1) em (1):
b? —2ac 2c b? — 4ac
A= — A=
a? a a?
B.3 Grafico das fung¢Oes quadraticas.
Considerar
F: R -» R

x - y=ax’+bx+c

Fagcamos um estudo do comportamento do grafico de F(x) = ax? + bx + c.

B.3.1 Variagdo (crescimento/decrescimento) —

Primeiro temos que F'(x) = 2ax + b. Fazendo F'(x) = 0, encontramos x = ;—z.

Analisemos dois casos:
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1°caso: a > 0.

Conforme o estudo de sinal de F'(x), observamos que:

. -b
F(x) é decrescente parax < v

. -b
F(x) é crescente para x > Py

2°caso: a < 0.

Conforme o estudo de sinal de F'(x), observamos que:

. -b
F(x) é decrescente para x > S

. -b
F(x) é crescente para x < Py

B.3.2 Ponto minimo ou ponto maximo

Fazendo a segunda derivada de F(x), temos F''(x) = 2a. Coma > 0, F"' (%) > 0 e o ponto de

-b

. -b (.
2a)<0 e o ponto de abscissa 5, € maximo.

. -b .
abscissa -5 & minimo. Com a <0, F”(

Independentemente de ser maximo ou minimo generalizamos esse ponto como vértice do grafico

de F(x) e determinamos esse ponto por (x,,¥,,). Suas coordenadas sdo:

= r() =02+ 4o

ab?  b?
v =z T2t €
b? b2
Ww=,"2a7¢
—b2%+4ac
Y = 4a
—b —b? + 4ac
2a’ 4a
B.3.3 Concavidade —

Vamos usar a segunda derivada de F(x) para analisar o comportamento da concavidade do
grafico. Temos que F"(x) =2a >0 para todo x ER se a > 0. Logo o grafico terd sua

concavidade voltada para cima em todo seu dominio. Entretanto, para a <0, F''(x) =2a <0
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para todo x € R. Dai que, nesse caso, a concavidade do grafico é para baixo em todo o seu

dominio.

B.3.4 Comportamento no infinito —

Para podermos concluir a construcdo do grafico vamos fazer a andlise a respeito do
comportamento da funcdo quando os valores de x crescem indefinidamente e quando decrescem
indefinidamente.

Vamos considerar dois casos:

a>0

o limy 0¥ + Bx 4 €) = lim,_, 4 x? (1 + g n xﬁ) — too,

o limy,_o(x*+Bx+C) = lim,_,_q x? 1+24+45) = 40
X X x xz

a<o0
o limy (=% 4+ Bx + C) = lim,_, ;o X2 (—1 + g + é) — —oo.
b limx—>—oo(_x2 + Bx + C) = limx_,_oo x2 (—1 + g + %) = —00

B.3.5 Construgao do grafico —

. =b, ..
Adotando a > 0, temos que o ponto de abscissa >, € minimo e que para valores de x menores

-b . . -b .
que - a funcdo é decrescente enquanto que para valores de x maiores que > @ fungdo é

crescente. Ja sabemos também que o grafico sempre terd concavidade para cima. Entretanto, se

a < 0, o grafico da fungdo sempre tera concavidade para baixo.

b —b*+ 4ac
“2a’ 4a

b —b* + 4ac
2a’  4a

Figura B.1 Figura B.2
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B.4 Relagao entre discriminantes e raizes

H4 de se observar que o vértice do grafico de F(x) = ax? + bx + ¢ poderd ocupar uma dentre
trés posicdes em relagdo ao eixo OX. Poderd estar acima se y,, > 0, estar no eixo OX se y,, = 0 ou
abaixo se y, < 0. Analisando essas possibilidades vemos que elas estdo diretamente ligadas ao

sinal do discriminante.

b%—
A=22% =  b%—4ac =Ad? 0
a
. —b?%+4ac .
Mas determinamos em B.3.2 que y,, = e Fazendo um pequeno ajuste no numerador

desta igualdade e substituindo (I) encontramos:

_ —b%+4ac N _ —(b%*-4ac) N _ —Aa? N _ Aa
Y =" Yo = 10 =7 Yw=—7
Aa . ~ .o ~ ~ .
Dado que y,, = ——, fagamos uma localiza¢do do ponto minimo da fungdo em relagdo ao eixo OX.
4

Entdo, para a > 0, vemos que:

e SeA<O0,teremosy, > 0e o ponto minimo estara acima do eixo OX.

Figura B.3 X

e SeA=0,entdoy, = 0 e oponto minimo estard exatamente no eixo OX.

Figura B.4 .
<;_:'—b 4—;4ac>

e SeA>0,entdoy, < 0 e oponto minimo estard abaixo do eixo OX.

Figura B.5

|
v —b* + 4ac
————————————————————— Vy =
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Ou seja,

Se o ponto minimo estiver acima do eixo das abscissas, ou seja, se y,, > 0, o grafico ndo
intercepta o eixo OX e a fungdo F(x) = ax? + bx + ¢ n3o tem raizes reais. Para que isso

ocorra temos:
A
w>0 e >0 o

Se o ponto minimo estiver no eixo das abscissas, ou seja, se y,, = 0, o grafico intercepta o
eixo OX em um Unico ponto e a fungdo F(x) = ax? + bx + c tem duas raizes reais e

iguais. Mas para isso, temos:

W= e 2_0 o

4

Se o ponto minimo estiver abaixo do eixo das abscissas, ou seja, se y,, < 0, entdo o grafico
intercepta o eixo OX em dois pontos distintos e a fun¢do F(x) = ax? + bx + ¢ tem duas

raizes reais e diferentes. Isto quer dizer que:

w<o e -T<0 e

Analogamente, as mesmas conclusdes sdo obtidas considerando a < 0.
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Apéndice C

Resoluc¢ao dos Exercicios.

1) As equacBes apresentadas nesta questdo sdo exemplos retirados do livro de Algebra de

Leonard Euler, escrito em 1770, o qual serviu de modelo para os compéndios utilizados por

sucessivas geragoes de estudantes. Determine quantas solugdes reais tem cada uma delas.

a)

b)

d)

x3—6x—9=0

Vemos que p = —6 e q = —9. Entdo, A= 4(—6)% + 27(=9)? < 0 e a equacdo acima tem trés

raizes reais e distintas.

x3—6x—4=0

Vemos que p = —6 e q = —4. Entdo A= 4(—6)3 + 27(=4)> = 0. ComoA=0,p<0eq #0, a
equagdo acima tem uma raiz real simples e duas raizes reais de multiplicidade dois.
x3+3x+2=0

Vemos que p =3 e q = 2. Entdo, A= 433 + 27 - 2% > 0. Dai que a equacdo acima tem uma
raiz real e duas raizes complexas conjugadas.

x3-3x-2=0

Vemos que p = —3 eq = —2. Entdo A= 4(=3)%3 +27(=2)? = 0. ComoA=0,p<0eq#0, a
equagdo acima tem uma raiz real simples e duas raizes reais de multiplicidade dois.
x3—6x—40=0

Vemos que p = —6 e q = —40. Entdo A = 4(—6)% + 27(—40)? > 0. Logo, a equacdo acima tem

uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.

Suponha que o polindmio P = 2x3 + 3x%2 — x — 1, pode ser fatorado da seguinte maneira:

2x3+3x%2 —x —1 = (ax + b)(x? + cx + d). Determine se o discriminante de x2 + cx + d é

A<0, A=00ulA>0.

Observe que

P=2x3+3x2—x—1=2(x3+5x2—1x—1)=2P’com Pr=ax3+3x2-1x-1
2 2 2 2 2 2
Comparando P' = x3 +§x2 —%x—% com T = x3 + Ax? 4+ Bx + C encontramos A =§, B = —% e
C=--
2

Assim, podemos determinaryp eq tais que:
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, ) o 5
Dafi que a forma reduzida do polinémio é P = x3 — "

= 0 tem uma iinica raiz real.

INIRY

Comoq # 0 e p =0, entdo aequacdox® —
Mas P = (ax + b)(x? + cx + d), entdo a unica raiz real de P vem de ax + b = 0. Logo a equacio

x% + cx + d = 0 tem raizes complexas conjugadas. Entdo, A < 0.

Se um polindmio monico P tem grau 3, ele se fatora P = (x + a)(x?> + bx +¢), a,b,c €R,
uma vez que ele necessariamente tem uma raiz real. Relacione o discriminante A'= b? — 4c¢
do polindmio Q = x2 + bx + ¢ com o discriminante A do polindmio

P=x3+(@+b)x*+(b+c)x+ac

12 caso:

Se duas das trés raizes de P sdo complexas conjugadas, ou seja, A' < 0, entdo P tem uma iinica raiz

reale A > 0.

29 caso:

Se as duas raizes de x* + cx + d forem reais e iguais, ou seja, N'= 0, entdo P tem uma iinica raiz

realeA < 0.

32 caso:

Se duas das trés raizes de P sdo complexas conjugadas, ou seja, A' < 0, entdo P pode ter uma raiz
real simples e uma raiz real dupla. Nesse caso, A = 0. Por outro lado, P pode ter uma raiz real

tripla. Nesse caso A < 0.

Fibonacci, em seu livro de algebra intitulado Flos, conta que um tal de Magister Johannes |Ihe
desafiou a encontrar a solugdo para o seguinte problema:
“Encontre um cubo que, com dois quadrados e dez coisas, valha 20”.
Ou seja, lhe desafiou a resolver a cubica, que chamaremos de cubica de Fibonacci:
x3 + 2x% + 10x = 20
A partir desse enunciado, responda:
Prove que a equacdo acima tem uma raiz real positiva e ela esta no intervalo [1, 2].

Para mostrar que a equagcdo ctibica de Fibonacci tem apenas uma raiz real, usaremos o teorema
obtido da geometria da curva grdfico da cubica e apresentado no capitulo 5 deste trabalho. Para

isso, analisemos o seu discriminante.

2 23 .
p=10->=2 e g=22_20_20=2_2_p0=-2%



Logo, o discriminante é:

p=4(2) 27 (-2 50
- \3 27 '

Como o discriminante A> 0, a ciibica de Fibonacci tem apenas uma raiz real e duas raizes
complexas conjugadas.

Temos ainda que substituindo 1 em x, encontramos

13+2-124+10-1-20=1+2+10—-20<0 e

substituindo 2 em x, encontramos

2342-22410-2—-20=8+8+20—20> 0.

Dai que, pelo Teorema do valor intermedidrio, existe um numero real ¢, com c €1, 2], para o qual a

equagdo se anula.

Em “Mémoire sur la résolution des équations numériques”, Sturm, exemplificando seu
Teorema, encontra as seguintes condigdes necessarias pra que a equagdo cubica
x3+px+q=0
tenha todas as suas raizes em R:
<0
4p* +27¢* <0

Refaga este resultado.

Ver item 4.5 na pagina 54.

Este exemplo também figura no “Mémoires”. Determine a natureza das raizes da equacao

x3+11x%2-102x+ 181 =0

Para determinar a natureza das raizes da equacdo ciibica de x3 + 11x? —102x + 181 =0,

analisemos seu discriminante.

p= ~102 _g — _ﬂ e q= 2113 _ 11-(—102) +181 = 2662 + 1122 +181 = 1764-7.
3 3 27 27 3 27

Logo, o discriminante é:

A= 4( 427)3 + 27(17647)2 —_49<0
- 3 27 B :

Como o discriminante A< 0, a cibica x3 4+ 11x?> —102x + 181 = 0 tem trés raizes reais

distintas.
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