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RESUMO

BRANDEBURGQO, E.S. A funcio exponencial e sua importiancia na compreensao de mode-
los com fenémenos de variacao acentuada. 2023. 98 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias —
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacao, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

Quando pensamos em conceitos elementares da matemadtica que se relacionam com fatos do dia a
dia, a fun¢do exponencial tem uma importancia bastante clara. Diversos fendmenos relacionados
com a variacdo acentuada podem ser modelados utilizando uma funcao exponencial. Neste
trabalho destacamos uma situa¢ao que, devido ao nosso progresso linear cotidiano, faz com
que um evento com desenvolvimento acentuado seja mal-interpretado, com isso subestimando
seus efeitos. Dessa forma, com a intenc@o de apresentar um trabalho para um publico mais
amplo, esclarecer melhor os conceitos envolvidos, contextualizamos a ideia de crescimento
linear e acentuado utilizando um modelo financeiro em duas situa¢des distintas, mostramos seus
desenvolvimentos em tabelas e grificos, como sdo representadas por funcdes e a consequéncia
dos efeitos de cada uma delas. Para isso, pretendemos caracterizar de modo adequado as funcdes
lineares e exponenciais, bem como suas taxas de variagdes. Comparamos as fungdes exponenciais
com outros tipos de funcdes e demonstramos como elas sdo dificeis de se superar em termos de
seu crescimento ou decrescimento. Veremos que, de uma situacao financeira peculiar pode surgir
0 nimero e, muito comum em funcdes que representam fendmenos de ordem natural, presentes
em diversas situacdes de nossas vidas. Fazemos uma andlise simplificada entre a pandemia de
Covid-19 e as fungdes exponenciais, sugerimos alguns questionamentos para reflexdo do tema,
além de trazer duas atividades praticas voltadas a alunos do ensino médio, tudo com a intencao

do leitor entender melhor o fendmeno de variagdo acentuada.

Palavras-chave: Fun¢do Exponencial, Fendmenos Naturais, Modelagem, Matematica.






ABSTRACT

BRANDEBURGQO, E.S. The exponential function and its importance in understanding
models with highly variable phenomena. 2023. 98 p. Dissertacao (Mestrado em Ciéncias —
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e
de Computacao, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos — SP, 2023.

When we think of elementary mathematical concepts that relate to everyday facts, the exponential
function has a very clear importance. Several phenomena related to sharp variation can be
modeled using an exponential function. In this work we highlight a situation that, due to
our daily linear progress, causes an event with accentuated development to be misinterpreted,
thereby underestimating its effects. In this way, with the intention of presenting a work to a
wider audience, better clarifying the concepts involved, we contextualize the idea of linear and
accentuated growth using a financial model in two different situations, we show its developments
in tables and graphs, as they are represented by functions and the consequence of the effects
of each one of them. For this, we intend to properly characterize the linear and exponential
functions, as well as their rates of change. We compare exponential functions with other types
of functions and demonstrate how difficult they are to overcome in terms of their growth or
decrease. We will see that, from a peculiar financial situation, the number e can arise, very
common in functions that represent phenomena of a natural order, present in different situations
of our lives. We make a simplified analysis between the Covid-19 pandemic and exponential
functions, we suggest some questions to reflect on the theme, in addition to bringing two practical
activities aimed at high school students, all with the intention of the reader to better understand

the phenomenon of accentuated variation .

Keywords: Exponential Function, Natural Phenomena, Modeling, Mathematic.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Atualmente os fendmenos naturais tém recebido atencdo especial, seja pelo surgimento
de novas doencgas ou desastres de proporcdes historicas, que causam tragicamente a perda de
vidas e recursos, pela mudanga de tendéncias que geram aumentos e diminui¢des no consumo
de bens e servicos ou nas atividades financeiras, entre outros. Em muitos casos a dindmica de
um dado fendmeno pode ser representada graficamente por uma curva (trajetoria do fendmeno),
logo este tipo de percurso nunca foi tdo aplicado ou exaustivamente debatido como agora, assim
fixando atentamente nossos olhares a eventos com variagdo acentuada, nos deparamos com as
funcdes exponenciais, pois sdo a representagdo matematica de eventos, fatos ou acontecimentos

dessa natureza, por sua vez, a base para inimeros estudos e pesquisas.

Através da observacdo e coleta de informagdes, pesquisadores ao redor do mundo, for-
mam bases de dados relacionadas a mais variada gama de grandezas fisicas. Quando analisamos
a relacdo de interdependéncia entre duas ou mais delas, sendo que em muitos casos a grandeza
tempo esta envolvida, apds a aplicacdo de uma modelagem nos dados obtidos surge o que na
Matematica chamamos de fun¢do. Dessa forma, grandezas fisicas relacionadas a fendmenos,
seja de ordem natural ou ndo, onde sua principal caracteristica € uma variacdo acentuada, sao

representadas por fungdes exponenciais.

As fungdes sao definidas posteriormente, porém t€m o importante papel de nos ajudar
a prever como determinados fendmenos irdo se comportar ao longo de um percurso ou de sua
ocorréncia. Desde a antiguidade poder controlar e prevenir os efeitos das acoes de fendmenos
era imprescindivel, porque o prejuizo causado trazia sofrimento e dor. Nos dias atuais ndo é
diferente, por exemplo, saber previamente o possivel nimero de infectados em uma epidemia,
salvaria vidas, pois poderiamos acelerar a producao de remédios e equipamentos necessirios ao

combate ou erradicacdo do maleficio.

Quando tratamos com as funcdes exponenciais, ou seja, lidamos com eventos cuja princi-

pal caracteristica € evoluir rapidamente, vemos que hd uma grande dificuldade na interpretacao
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do problema e, consequentemente, sobre as agdes adotadas em conclusao das andlises feitas a

partir desse tipo de caso.

Existe um antigo conto sobre o jogo de xadrez (TAHAN; LINHARES, 2010) que retrata
bem o que dissemos, ele nos diz que um imperador estava triste e entediado, ficou tdo agradecido
por receber o jogo que ofereceu a recompensa que desejasse o sdbio inventor. Ciente de que se
recusasse o presente seria uma grave ofensa, pede humildemente ao soberano que fosse pago
em graos de trigo relativos a cada uma das 64 casas do tabuleiro de seu jogo. Porém, que a cada
quadricula do tabuleiro o nimero de graos fosse dobrado, de forma que teria 1 grdo na primeira
casa, 2 graos na segunda, 4 graos na terceira, 8 graos na quarta e, assim por diante, até a tltima

quadricula. (c.f. 1)

Figura 1 — Tabuleiro de Xadrez

1 2 4 8

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em meios a gargalhadas, o imperador zombando do humilde desejo do inventor, deter-
mina que fossem separados e entregues os tais graos de trigo. Algum tempo depois os calculistas
do monarca retornam pélidos e espantados, pois a conclusao que chegaram era de que mesmo se
plantassem em todo seu reino, ainda ndo seria possivel atender a demanda do sabio. Para sorte
do inventor, o embaragoso equivoco na interpretacio do rei, lhe garantiu o cargo de conselheiro

real.

Na série de numeros dos graos de trigo: 1, 2, 4, 8,..., cujas quantidades serdo dobradas a
cada posi¢ao do tabuleiro de xadrez, assim como o rei, um leitor desavisado poderia cometer o
engano de pensar que a quantidade de trigo ndo passariam de alguns milhares de graos, sendo

que na realidade haveriam, apenas na tltima casa, milhdes de trilhdes de graos.

Entender de forma equivocada o tratamento dado a um evento como o do conto acima é
mais comum do que parece, pois lidamos rotineiramente com problemas cujo desenvolvimento
tem caracteristicas lineares como: fazer compras, tomar remédios, transitar, entre outros, logo

somos tendenciosos com este tipo de modelo matematico. Ao deparar-se com a situagido onde
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uma série numérica parece seguir um padrdo linear pode confundir até os mais astutos, pois
como no caso do jogo de xadrez ndo estamos apenas somando quantidades, estamos na realidade

multiplicando quantidades, ou seja, adicionando somas.

Logo, a diferenca entre os dois modelos matemdticos, durante a andlise do desenvolvi-
mento de um fendmeno, estd na chamada taxa de variacdo, pois na fungdo linear é constante

enquanto que na fun¢do exponencial é variada ou acentuada.

A medida em que nos aprofundamos neste assunto, percebe-se que ao tratar de eventos
com taxa de variagdo acentuada, como aqueles modelados a partir de uma fun¢do exponencial
qualquer, natural ou ndo, normalmente existird um fator limitante, ou seja, haverd momentos
durante seu desenvolvimento em que o fendmeno ficard impedido de crescer ou decrescer
indefinidamente devido a fatores externos a ele, a quem em varios casos somos muito gratos. No
conto do xadrez o fator limitante € a superficie terrestre que forma o reino, porém ao analisarmos
uma infec¢@o bacteriana, em termos do seu nimero de individuos, este fator seria o numero de

células do corpo humano ou mesmo o tratamento com medicamento.

Dessa maneira, este trabalho apresenta situagdes em que se pode observar fendmenos com
taxas de variagdes distintas, buscando e apresentando ferramentas com o intuito de simplificar
formas de diferencid-las. Assim, contextualizamos e adaptamos o conto do jogo de xadrez para
uma versdo voltada a Matemadtica Financeira utilizando como comparacao tabelas e graficos das
situagdes propostas. Definimos as fungdes matematicas, bem como conceitos necessarios para
caracterizar tanto as funcdes lineares, quanto as funcdes exponenciais. Apresentamos o possivel
modo de definir o nlimero e, como caso especial de funcio exponencial, além de um breve relato
histdrico sobre ele. Destacamos alguns fendmenos com variagdo significativa representados por
func¢des exponenciais e finalizamos com duas atividades préticas, voltadas a alunos do ensino
médio, que mostra de uma maneira simples e lddica a diferenga entre crescimento exponencial e

linear.
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CAPITULO

CONTEXTUALIZANDO UMA SITUACAO

Existem muitas situacdes de nosso cotidiano que poderiam ser remediadas ou melhoradas
se soubéssemos prever como elas se desdobrardo, entretanto esta em vérias ocasioes, ndo € uma
tarefa trivial. Saber determinar como um evento ou fendmeno se comportard ao longo de sua
ocorréncia, Opode ser o fator mais importante na vida de uma pessoa, pois, com iss0, SOmos

capazes de nos preparar para o futuro.

Temos visto como a falta de previsdo afeta a vida de muitos, seja pelo esgotamento de
sua reserva financeira, pela falta de medicamentos, materiais de consumo, equipamentos, entre
outros, assim fica claro que isso gera uma grande instabilidade econdmica, politica e social.
Talvez, se a sociedade estivesse mais familiarizada com o desenvolvimento de fendmenos com

variagdo acentuada, muito sofrimento poderia ter sido evitado com planejamento adequado.

Dessa forma, com base no conto do xadrez, analisemos a situacdo do pagamento feito
com trigo pelo imperador, apresentada no Capitulo 1 de duas maneiras, porém considerando
que, tal monarca fosse um agente financeiro desatento, o inventor do jogo um investidor e o

investimento feito em reais:

1* - O retorno do investimento seja sempre o dobro do valor inicial investido;

2* - O retorno do investimento seja sempre o dobro do retorno do periodo anterior.

Nas situacdes acima, quando falamos em retorno de investimento, nos referimos ao valor
recebido ou ganho no final do prazo estipulado, assim na primeira situacao considere que, o
agente financeiro entendeu que a solicitacdo do inventor seria de investir 1 real (1 grao) por
um periodo de tempo fixo e o valor final que obteria sdo 3 reais (3 graos), no periodo seguinte
investiria 3 reais e obteria 5 reais (5 graos), dessa forma, mantendo o processo para intervalos de

tempo iguais, ou seja, dobrando o valor inicial investido no mesmo periodo de tempo, temos:
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Tabela 1 — Evolugdo da primeira situagdo de investimento

periodos de investimento | valor final de cada periodo
inicio 1
fim do 1° periodo 1+2-1=3
fim do 2° periodo 3+2-1=5
fim do 3° periodo 5+2-1=7
fim do periodo x 2-x—1)42-1=2-x+1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando tratamos com uma base de dados numérica, ou seja, uma sequéncia composta
por muitos valores, € comum o uso de uma representacao visual, pois com ela podemos observar
informagdes e propriedades que, normalmente, nao ficam evidentes, além de simplificar a
compreensao das informagdes apresentadas. Na Matemadtica utilizamos graficos baseados no
sistema de coordenadas cartesianas, pois esta ferramenta representa a melhor expressao de dois

importantes ramos desta drea de conhecimento, sendo eles a Algebra e a Geometria.

Este método, como veremos no proximo capitulo, foi elaborado para mapear o espaco a
partir de um ponto referencial adotado, seja em duas, trés ou mais dimensoes, o sistema, como
o proprio nome j4 diz, consiste em localizar determinados objetos, no caso pontos, a partir de
suas coordenadas. As coordenadas, por sua vez, podem ser obtidas de modelagens matematicas
que representam os fend6menos, eventos ou acontecimentos e sdo organizadas como na Tabela 1,
na qual os periodos de investimento sao posicionados no eixo horizontal e o retorno no final de

cada periodo, no eixo vertical, ambos apresentados na Figura 2.

Figura 2 — Gréfico da primeira situacdo de investimento

0 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborada pelo autor.
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De modo andlogo, na segunda situagcdo considerada, o investidor intervém junto ao

agente financeiro informando que seu desejo € que a aplicacdo pretendida seja de 1 real (1 grao),

investido a uma taxa de juros de 100% (retorno em dobro) e que o periodo de tempo varie

linearmente. Portanto, o valor final do periodo de investimento seria de 2 reais (2 graos), assim

no segundo periodo de aplicacdo investiria os 2 reais do valor final da vez anterior e obteria 4

reais (4 graos), dessa forma continuassem com o mesmo tipo de capitalizacdo, ou seja, investindo

o valor final de cada periodo a uma taxa de juros de 2, logo temos:

Tabela 2 — Evolugdo da segunda situagdo de investimento

periodos de investimento valor final de cada periodo

inicio 1
fim do 1° periodo I-(1+1)=2
fim do 2° periodo 1-(1+1)-(1+1)=4
fim do 3° periodo 1-(1+1)-(14+1)-(1+1)=8
fim do periodo x 1-(1+1)r=2*

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, representa-se graficamente a Tabela 2, onde os periodos de investimento sao

posicionados no eixo horizontal e seus respectivos valores finais de cada periodo, no eixo

vertical, como apresentados na Figura 3.

Figura 3 — Gréfico da segunda situa¢do de investimento

|
|
|
|
|
|
1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao analisar as situacOes apresentadas pode-se notar que existe uma similaridade nos

instantes iniciais das aplicag¢des, porém a partir deste momento as quantias comecam a divergir
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consideravelmente, visto que na primeira estamos somando 2 reais (2 graos) ao valor final da
aplicacdo anterior, enquanto que na segunda multiplicamos por 2 o valor final obtido anterior-
mente. Outra semelhanca esta no fato de que ambos investimentos sdo crescentes, entretanto o
crescimento do retorno no final de cada periodo de investimento da primeira situacdo é constante
(c.f. 5a), mas o da segunda € variado (c.f. 5b), sendo esta ultima o que pretendemos caracterizar

ao longo deste trabalho.

Como em ambas situacdes os periodos de investimento crescem linear e unitaria-

mente, pode-se comparar graficamente as situagdes propostas dada pela Figura 4 abaixo:

Figura 4 — Gréfico comparativo das situacdes

Tabela 3 — Evolugdo das taxas de crescimento

periodos de valores finais
investimento 1% situagdo | 2° situacdo

inicio 1 1

Jfim do 1° periodo 3 2

fim do 2° periodo 5 4

fim do 3° periodo 7 8
fim do periodo x 2-x+1 1-2¥=2*

Fonte: Elaborada pelo autor.

0 1 2 3 4 5

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 4 vé-se claramente como os valores relativos ao retorno no final de cada
periodo de investimento de cada situacdo, ambos posicionados no eixo vertical do grafico, vao

divergindo ou se afastando, isto se dé pelo fato de que suas taxas de variagdo sdo distintas.

Para entender tais variacdes, cuja notacdo matemadtica € A (1&-se delta), tomemos as
sequéncias formadas a partir do cdlculo das diferencas entre o sucessor e antecessor, ou seja, dois
valores consecutivos, do eixo vertical ou, como é conhecido na Matematica, eixo das ordenadas

em cada situagdo proposta.

* Para a primeira situagdo denotanos a sequéncia de retornos de investimento, dos valores
da Tabela I, pory; =1,y =3, y3=5,y4a =7, ...,yi=2-i+ 1 e por Ay;, Ay;, Ays, ...
, Ayj, respectivamente, a variacao entre o retorno do investimento do 2° periodo para o
periodo inicial, do 3° periodo para o 2° periodo, ..., do periodo i + 1 para o periodo i. Mais

precisamente,

Ay =yir1—Yi

Nessas condi¢des temos que, comoy; =1,y =3, y3=5,y4=7,...,yi=2-i+ 1, entdo

Ay; = Ay, = Ayz = ... = Ay; = 2, como podemos observar graficamente na Figura Sa.
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* Para a segunda situacdo, de forma similar ao item anterior, denotanos a sequéncia de
retornos de investimento, dos valores da Tabela 2, pory; =1,y =2, y3 =4,y4 =38, ...,
yi=2Lentdio Ay =1, Ayp =2, Ay3 =4, ..., Ay; =201

Contudo, uma taxa de variagdo é definida matematicamente pela razdo expressa por:

Ayi
Ax;

mas, como no exemplo, a variacdo Ax; € padronizada em uma unidade a diferenca obtida

de Ay; € mantida.

Figura 5 — Diferencas entre as taxas de variacio

0 1 2 3 3 5 0 1 2 3 4 5

(a) taxa de variagéo constante (b) taxa de variag@o acentuada

Fonte: Elaborada pelo autor.

Perceba que, mesmo sem uma representacdo grafica, na primeira situagdo proposta
todas taxas de variagcdo sdo iguais, isso acontece devido ao crescimento constante dos dados,
conferindo-lhe um aspecto retilineo ou linear (c.f. 2). Porém, na segunda situagao as taxas de
variacdo mudam em consequéncia ao crescimento acentuado, caracteristica esta vista na Figura 3,

que resultard em um aspecto curvelineo acentuado.

Como a sequéncia resultante da segunda situacao pode ser convertida em poténcias de
base 2 e o elemento da fun¢do que sofre variagdo € o expoente, esta recebe a designacdo de curva
exponencial. Motivados por este fato, na Secdo 3.4 do Capitulo 3 comecaremos estudar com

mais detalhes o que seria uma evolugdo linear e exponencial.

No conto a solicitacao feita pelo inventor era com relacdo as 64 quadriculas do tabuleiro

do jogo e considerando que tais quadriculas fossem os periodos de investimento (¢), temos:
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Tabela 4 — Evolugdo dos retornos de investimentos

periodos O/1](2(3|4|.. 64 t
retorno na 1°situagdgo | 1 |3 |5 |7 9 | .. 129 e [ 2-141
retorno na 2%situagdo | 1 | 2 |4 | 8 | 16 | ... | 18.446.744.073.709.551.616 | ... 2!

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Tabela 4 nota-se a real consequéncia da evolucio em cada situag¢do considerada. No
conto o inventor do jogo de xadrez (investidor) ainda receberia a quantia acumulada dos ganhos

de cada quadricula, logo ele teria o direito a somatdria desses valores, ou seja,

* na 1*situacdo: 1 +3+5+74+9+... 4129,

* na 2° situagdo: 1 +24+4+8+16+ ...+ 18.446.744.073.709.551.616.

Podemos observar que o valor acumulado na primeira situacio atingiria milhares de reais
(grdos), enquanto que na segunda situacdo qguintilhoes de reais (graos) e tal quantia de dinheiro
ndo existe mesmo reunissemos a riqueza de toda humanidade, sendo estimada, até o ano de
2021, em aproximadamente 2,65 quatrilhdes de reais (ver link no Apéndice C). Assim, era de se
esperar que tanto o imperador, quanto seus calculistas se espantassem com a incontdvel quantia
que deveriam desembolsar, pois dada a variagdo significativa deste fendmeno, em um curto
espaco de tempo, consumiria todo recurso do reino e muito mais, visto que seu desenvolvimento

ndo foi previsto desde o inicio.

Dessa forma, este trabalho apresenta ao leitor, nos proximos capitulos, recursos que os
fardo capazes de identificar propriedades e caracteristicas de fendmenos dessa natureza, para que
no futuro estejam munidos de informagdes suficientes para lidar com este tipo de eventualidade

de forma segura, com o minimo de sofrimento e imprevistos.
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CAPITULO

POR TRAS DO FENOMENO

Na Matemdtica chama-se grandeza fisica todo fendmeno, fato, evento ou acontecimento
que pode ser medido ou contado. Como vimos no Capitulo 1, quando duas ou mais grandezas
fisicas se relacionam e, dessa relagdo, surge uma expressao que a descreve, dizemos entao que
uma grandeza estd em funcdo da outra, ou seja, existe uma relacdo de interdependéncia entre

elas.

O conceito de func¢do surgiu na Matemadtica de forma intuitiva desde a antiguidade e, sua
defini¢do, vem se adequando desde entdo. Podemos dizer que é uma das ideias mais importantes
da Matematica, pois tornou-se muito conveniente para expressar fendomenos fisicos, sociais,
bioldgicos, entre outros. Porém, devemos ser capazes de identificar se uma série de valores,
obtidos das observacdes desses fendmenos, podem ou ndo ser modelados a partir de funcoes,

além disso, quais as consequéncias do seu desenvolvimento em nosso cotidiano.

Imagine que temos séries de dados como as apresentadas nas tabelas abaixo, onde a
primeira linha representa, por exemplo, o instante da medi¢do e a segunda linha a resposta a

medi¢do, responda:

Tabela 5 — Exemplo 1 Tabela 6 — Exemplo 2
0/1(2[3|14|5 |6 .. 1 1123|415 5
012(4]6 81012 .. 31 1321333429 |28 27..

Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 7 — Exemplo 3

p—
[\

314 5 6 7
4110 | 28 | 82 | 244 | 730 | 2188

Fonte: Elaborada pelo autor.
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I- Quais dentre as séries de dados podem ser consideradas como funcdes?

2- Qual apresenta um crescimento acentuado?

As questdes colocadas acima exigem a necessidade de formalizar o conceito de func¢do, definir
adequadamente o entendimento de crescimento acentuado, assim veremos isso nas secoes

seguintes.

3.1 Definindo uma funcao

No século XIX o matemaético alemdo Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) escre-

veu a primeira defini¢do de funcdo da seguinte forma: (DANTE, 2016)

“Uma varidvel y se diz fun¢cdo de uma varidvel x se, para todo valor atribuido a x,
corresponde, por uma lei ou regra, um tnico valor de y. Nesse caso, x denomina-se varidvel

independente e y, varidvel dependente.’

Tomando a Tabela 5 como exemplo, imagine que uma crianga quer guardar moedas de
um real num cofrinho, inicialmente nao had moedas no cofre. Ela decide que deverd colocar
sempre duas moedas a mais do que a quantidade guardada no dia anterior, assim no primeiro dia
optou por guardar duas moedas, no segundo dia quatro moedas, no terceiro dia seis moedas e,
assim sucessivamente. Denotamos por x o nimero do dia de armazenamento e por y o ndmero
de moedas que ela deverd guardar, assim como o nimero de moedas a serem armazenadas
depende do nimero do dia em que elas serdo guardadas e, mais importante, dias diferentes t€m
quantidades unicas de moedas guardadas. Como podemos estabelecer uma lei de formacao,

concluimos que este exemplo € representado por uma fungao.

Contextualizando os valores da Tabela 6 poderiamos ter a seguinte situagdo, uma pessoa
dentro de um Onibus observa um painel de temperatura presente na plataforma de embarque,
ele registra naquele momento 31°C (31 graus Celsius), pouco tempo depois a pessoa, ainda
sozinha no interior do Onibus, nota que o termdmetro registra 32°C. Ao entrar naquele veiculo
uma segunda pessoa, o primeiro individuo percebe que a temperatura marcada na plataforma
mudou para 33°C, pouco tempo depois ao entrar uma terceira pessoa vé€ que a temperatura é
de 34°C, entretanto quando a quarta pessoa entra no transporte a temperatura no painel sofre
outra mudanga, cujo registro era de 29°C, com a entrada do quinto passageiro a temperatura
externa cai para 28°C e, em outro breve momento, muda para 27°C. Neste exemplo, chegasse
a conclusao de que tal série de dados, que associa o nimero de individuos com a temperatura
marcada no painel, ndo pode ser caracterizada como funcao, pois denotando por x o nimero de
pessoas dentro do Onibus e por y a temperatura externa marcada no painel, podemos ver que a
situacao ndo respeita a defini¢do de func¢do, pois para um mesmo nimero de pessoas dentro do

veiculo (x) as relaciona com temperaturas (y) diferentes.
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Para os valores apresentados na Tabela 7 imagine a seguinte situacdo, um sitiante possui
um lago em sua propriedade, em uma manha qualquer nota que nele hé flutuando na superficie
quatro vitdrias-régias, no dia seguinte no mesmo lago agora hd dez dessas plantas, no terceiro dia
observa que a quantidade das vitérias-régias aumentou para vinte e oito individuos e que, com o
passar dos dias, a quantidade s6 aumenta. Denotando por x o nimero de dias de observagdo e
por y o numero de individuos dessa vegetacao aquatica, podemos notar que dias diferentes sdo
relacionados a quantidades Unicas de plantas, como podemos determinar uma lei de formacao

para o caso, entdo o exemplo tem a caracteristica de func¢ao.

Atualmente, utilizamos a linguagem dos conjuntos para definir formalmente o conceito
de funcdo. De forma simplificada dizemos que um conjunto € a reunido de elementos, no nosso
caso numeros, que possuem caracteristicas ou propriedades semelhantes, assim uma funcao é

definida como:

“Dados dois conjuntos ndo vazios, A € B, uma func¢do de A em B € uma regra que indica

como associar cada elemento x € A a um Unico elemento y € B.” (c.f. 6)
Usamos neste trabalho a notagdo:
f:A—B

Onde, 1é-se: f € uma fun¢do de A em B, sendo que f “transforma” x de A em y de B. Os elementos
de A sdo chamados de dominio da fun¢do enquanto que os elementos de B sdo chamados de

contradominio da funcgdo.
Figura 6 — Diagrama da relagdo entre os conjuntos A e B

A B
f

[N

Fonte: Elaborada pelo autor.

Atribuimos a representacdo, dada pelo matematico suico Leonhard Euler (1707-1783),

de uma funcdo com a seguinte notacao:
y=f(x)
Leé-se: y € igual a f de x, onde x denomina-se varidvel independente e y, varidvel
dependente.

Devemos observar que, fungdes sao leis de associacao entre elementos de dois dados

conjuntos que satisfazem a fundamental propriedade de associar cada elemento do primeiro
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conjunto, com um unico elemento do segundo conjunto. Essa associacdo ndo tem que ser
necessariamente dada por uma expressao algébrica, quando ela é dada, naturalmente o potencial

de uma analise matematica fica evidente.

Dizemos que uma fung¢do f € injetiva, ou injetora, quando transforma os diferentes
elementos do seu dominio (conjunto A) em distintos elementos do contradominio (conjunto
B). Contudo, uma funcdo € dita sobrejetiva, ou sobrejetora, quando todos os elementos do seu
contradominio estao relacionados a, pelo menos, um elemento do seu dominio. Além disso, se f

€ injetiva e sobrejetiva, simultaneamente, dizemos que f € uma fung¢ao bijetiva ou bijetora.

Como vimos no Capitulo 2, ao analisar fendmenos, aqui chamados de grandezas fisicas e
as funcdes que os definem, seria mais vantajoso com o auxilio de uma representagdo grafica (c.f.

4), entretanto este assunto estd intimamente relacionado ao que chamamos de produto cartesiano.

3.2 Produto cartesiano e graficos de funcao

Nesta se¢do faremos uma breve abordagem sobre este tema com o intuito de proporcionar
ao leitor o embasamento para prossegirmos, porém este assunto que embora seja de outro ramo

da Matematica, a Geometria Analitica, é essencial para o desenvolvimento deste trabalho.

Seja um par ordenado, a = (x,y), composto por um elemento x, denominado primeira
coordenada de a e um elemento y, denominado segunda coordenada de a, assim como o proprio
nome ja diz, par por ter duas coordenadas e ordenado por suas coordenadas serem apresentadas
sempre na mesma ordem. (LAGES, 2017)

Podemos definir dois pares ordenados, a = (x,y) e b = (r,s), como iguais quando x = r
ey =s, além disso, podemos considerar o par ordenado (x,x), no qual as duas coordenadas sdo
coincidentes. O par ordenado a = (x,y) néo é o mesmo que conjunto {x,y}, pois {x,y} = {y,x}

sempre ocorrerd, enquanto que (x,y) = (y,x) apenas quando x = y.

O produto cartesiano, A x B, de dois conjuntos A e B é o conjunto formado por todos
os pares ordenados (x,y) cuja primeira coordenada x pertence a A e cuja segunda coordenada y

pertence a B, representado da seguinte maneira:
AxB={(x,y);x €A,y € B}
Se A= {x,....xm} € B={y1,...,yn} 830 conjuntos finitos com m e n elementos respec-
tivamente, logo o produto cartesiano A x B € finito com m - n elementos, em outras palavras,

o ndmero de elementos de A x B € igual ao nimero de elementos de A vezes o ndmero de

elementos de B. Mais precisamente,
AXB= {(Xl,y1)7 (x17y2)7 (x17y3)7 ) (xlvyn)7 (-x27y1)7 (XZ,yZ); X3 (xm7yn)}

O grdfico de uma fungdo f: A — B é o subconjunto que podemos denotar por G(f) do
produto cartesiano A x B composto por todos os pares ordenados (x,y), onde x é um elemento
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de Aey= f(x). Assim, tem-se:
G(f) ={(xy) €eAx By = f(x)} ={(x,f(x)); x €A}

Dessa forma, para que um subconjunto G C A X B seja grafico de alguma fungio f:A — B

€ necessdrio e suficiente que G atenda as seguintes condicdes:

G.1 - Paratodo x € A existe um par ordenado (x,y) € G cuja primeira coordenada é x;

G.2- Se p=(x,y) e ¢ = (x,w) sdo pares pertencentes a G com a mesma primeira coordenada x,
entdo y = w, ou seja, p =q.
De modo geral, podemos resumir as condi¢des acima da seguinte maneira:
Para cada x € A existe um, e somente um, y € B tal que (x,y) € G.

Logo, s@o graficos de uma funcio os seguintes exemplos:
G={(x,x*);x R}
G=1{(1,2),(2,4),(3,8),...,(x,27),...}

O produto cartesiano A X B estd profundamente ligado ao conceito de relacdo, ou melhor
dizendo, relacdo bindria. Dizemos que R € uma relacdo de A em B se R € um subconjunto de
A x B. Mais ainda, dados x € A ey € B, se (x,y) € R entdo dizemos que x estd em relagdo com y

via a relagdo (ou segundo) R e escrevemos xRYy.

O grifico de uma relagdo R entre os conjuntos A e B € o subconjunto G(R) do produto

cartesiano A x B formado pelos pares (x,y) tais que xRy. Dessa forma,
G(R) = {(x,y) € A X B; xRy}

e, nesta nocao, inclui-se o caso particular do grafico de uma funcao.

Para concluir, nota-se que se um subconjunto qualquer de A x B € o grafico de uma
relacdo de A para B e, se esse conjunto cumpre as condicdes G.1 e G.2 apresentadas, entdo é o

gréafico de uma fungdo.

3.3 Plano numérico R?

O produto cartesiano R?> = R x R é o mais importante, pois trata-se do caso particular
que fundamentou a ideia geral. Os elementos (x,y) de R? sdo os pares ordenados de nimeros
reais, eles aparecem como as coordenadas cartesianas de um ponto P do plano, digamos 3,
quando se fixa nesse plano um par de eixos ortogonais OX e OY que se intersectam num ponto,

digamos O, chamado origem ou referencial do sistema de coordenadas. (LAGES, 2017)
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Figura 7 — Plano cartesiano
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Dado o ponto P € 8, a chamada abcissa de P é o nimero x, coordenada do pé da
perpendicular baixada de P sobre o eixo OX, enquanto a chamada ordenada de P € a coordenada
y do pé da perpendicular baixada de P sobre o eixo OY. Diz-se entdo que (x,y) é o par de
coordenadas do ponto P relativo ao sistema de eixos OXY (c.f. 7). Os eixos OX e OY dividem o
plano em quatro regides, denominadas quadrantes, caracterizadas pelos sinais das coordenadas

de seus pontos.

A relag@o que associa a cada ponto P do plano 3 seu par de coordenadas relativas ao
sistema de eixos OXY, € uma correspondéncia biunivoca (Secdo 3.1). Ela transcreve conceitos e
propriedades geométricas para uma linguagem algébrica e, reciprocamente, interpreta geometri-
camente relacdes entre nimeros reais. Dessa forma, pode-se dizer que R? é o modelo aritmético

do plano B, enquanto 3 é o modelo geométrico de R?.

Nas proximas secdes apresentamos as diferentes caracteristicas das funcdes afim e
exponencial, bem como o desenvolvimento de seus crescimentos de modo a entender melhor em

que, os exemplos propostos nas situagdes apresentadas no Capitulo 2, se diferem.

3.4 Funcao afim e linear

Uma funcdo f: R — R chama-se afim quando existem constantes a,b € R tais que
f(x) =a-x+b paratodo x € R, porém quando b = 0 é conhecida como fungéo linear. (LAGES,
2017)

Nas fung¢des afim podemos dizer que b € o valor da fun¢do quando x = 0, ou seja,
b = f(0), ele também é conhecido como termo independente ou valor inicial de f. Nota-se que,
para este tipo especial de fung¢do, o coeficiente a pode ser determinado conhecendo-se os valores
de f(x1) e f(x2) que a fungdo f assume em dois pontos distintos e arbitrarios x; e x,. Veja, se

sdo conhecidos f(x1) =a-x;+be f(x2) = a-xy+ b, entdo temos:

b= f(x1)—a-x 3.1)
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b= f(x2)—a-x (3.2)
Comparando o termo b de 3.1 e 3.2, temos que f(x;) —a-x; = f(xp) —a- xy, portanto

a= M (3.3)

X2 — X1

Dados digamos x e x+ &, com h # 0, o coeficiente a = w chama-se taxa de
variagdo da funcdo f no intervalo cujos extermos sdo x e x 4 h. Dessa forma, pode-se notar que
se tomdssemos um outro ponto arbitrario x3, cujo valor de sua ordenada é f(x3) =a-x3+be
determinar a taxa de variacdo entre ele e quaiquer dos dois pontos x; ou x,, obteriamos a mesma

variagdo a ou proporcional a ela. (LAGES, 2017)

Portanto, em resumo podemos dizer:
“Nas fung¢des afim a taxa de variag@o € constante.”
Uma func¢do f entre dois conjuntos ordenados é chamada de mondtona quando ela

preserva ou inverte a relacdo de ordem. Se f presevar a relacdo de ordem € chamada de fungdo

crescente, porém se inverter tal relacdo é chamada de funcdo decrescente.

Devemos lembrar que uma funcio f: X — R, com X C R e/ C X, chama-se:

* crescente em I, quando x1,x; € I com x| < xp, entdo f(x;) < f(x2);

decrescente em I, quando x1,x; € I com x| < x, entdo f(x;) > f(x2);
* mondtona nao-decrescente em I, quando x1,x; € I com x; < xp, entdo f(x;) < f(x2);

* mondtona ndo-crescente em I, quando x;,x; € I com x| < xp, entdo f(x;) > f(xz).

Tomemos, por exemplo, uma situa¢do como o inicio de uma epidemia, conforme o tempo
aumenta (ou passa), o numero de infectados também aumenta sendo esta uma caracteristica de
funcio crescente durante um dado intervalo de tempo. Porém, quando sdao tomadas medidas para
a erradicagdo do agente infeccioso, conforme o tempo aumenta, o nimero de infectados diminui

caracterizando uma funcdo decrescente naquele periodo.

3.5 Caracterizacdao de uma funcao afim

Podemos pensar que taxa de variacdo € uma medida de quanto a funcdo mudou por
unidade nesse intervalo. Ao estudarmos as funcdes chamadas afim, f : R — R, ou seja, aquelas

cuja taxa de variagdo € constante, podemos perceber que o acréscimo f(x+h) — f(x) que ocorre
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com f quando se passa de x para x + &, depende apenas do acréscimo & e ndo do préprio x. De

fato, uma vez que f(x) = a-x-+ b implica que f(x+h) — f(x) = a- h, para todo x.

A importancia, tendo em vista suas aplicacdes, é que quando f é mondtona, vale a
reciprocidade: se f(x+ h) — f(x) ndo depende de x, entdo f € funcdo afim. Nota-se que esta
afirmacao permite caracterizar quando uma dada funcao € afim, isto € mostrado nos seguintes

teorema.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade). Seja f : R — R uma funcio crescente

(ou decrescente). As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(1) f(n-x)=n-f(x), paratodo n € Z e todo x € R.

(2) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = a-x para todo x € R. (Logo, f(c-x) = c- f(x), para

quaisquer ¢, x € R.)
(3) f(x+y) = f(x)+ f(). para quaisquer x,y € R.

Demonstragcao. (LAGES, 2017) Provaremos que cada uma das implica¢des resulta na outra, ou
seja, (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1). Faremos a prova para f crescente, sendo que para f
decrescente € similar.

Dessa forma, para demonstrar que (1) = (2), provemos inicialmente que, para todo
nimero racional r = g, onde p € Z e g€ Z*, ahipotese (1) determina que f(r-x) =r- f(x),

para todo x € R. De fato, como p = r- ¢, temos:

q-f(r-x)=flg-r-x)=f(p-x)=p-fx),

logo,

paratodor € Qex € R.

Sejaa = f(1). Como f(0) = f(0-0) =0- £(0) = 0, a monotonicidade de f implica que
a= f(1) > f(0) = 0. Portanto, a é positivo, além do mais temos que f(r) = f(1-r)=r-f(1) =
r-a=a-r,paratodo r € Q.

Mostraremos agora que se tem f(x) = a-x, para todo x € R.

Suponhemos, por absurdo, existir algum nimero real x (obrigatoriamente irracional) tal
que f(x) # a-x. Por conveniéncia, podemos admitir que f(x) < a-x. (Para f(x) > a-x pode-se
utilizar a mesma abordagem.) Temos,

£)

a

<X,

pois, provamos que a > 0.



3.5. Caracterizagdo de uma fungdo afim 39

AC))

Admitamos um ndimero racional r dentro do intervalo de extremos =~ e x (Sabe-se que

em qualquer intervalo aberto eles existem). Dessa forma,

X
M <r<x.
a
Portanto, f(x) < a-r < a-x (pois, sabemos que a > 0), ou seja, f(x) < f(r) < a-x.
Porém, isto é um absurdo, pois f é crescente, logo como r < x, deveriamos ter f(r) < f(x). Esta
contradigdo implica que, necessariamente, f(x) = a-x e completa a prova de que (1) = (2). As

implicacdes (2) = (3) e (3) = (1) sdo evidentes. O

O teorema 1 auxilia na demonstracio para se caracterizar as fungdes afim, utilizando-se

para isso o seguinte teorema:

Teorema 2 (Caracterizacdo de uma funcdo afim). Seja f : R — R uma fun¢do mondtona injetiva,
ou seja, crescente ou decrescente. O acréscimo f(x+h) — f(x) = ¢(h) depende apenas de A,

mas niao de x se, e somente se f € uma fungdo afim.

Demonstracdo. (LAGES, 2017) A prova da ida deste teorema € uma consequéncia do teorema
1. Vejamos isto supondo que a fungdo f seja crescente (caso f seja decrescente a demonstracao
¢ andloga). Entdo, ¢ : R — R também é crescente, com ¢(0) = 0, além disso, para quaisquer
h,k € R, temos:

Q(h+k)=fx+h+k)—f(x) =f((x+k)+h) = fx+k)+ flx+k) - f(x) = @(h) + p(k)

Logo, pelo teorema 1, colocando-se a = @(1), tem-se ¢(h) = a- h, para todo h € R. Isto significa
que f(x+h)— f(x) = a-h. Chamando f(0) de b, conclui-se que f(h) =a-h+b, ou seja,
f(x) =a-x+b, paratodo x € R.

Agora veremos que a volta do teorema 2 é verdadeira, pois se f(x) = a-x+ b, entdo
f(x+h)— f(x) =a-hndo depende de x. A condi¢do de que f(x+h) — f(x) ndo depende de x,
vez ou outra, se explica dizendo que “acréscimos iguais de x equivalem a acréscimos iguais para
f(x)”. Outra forma de falar esta suposi¢éo consiste em dizer que os acréscimos sofridos por f(x)

sdo proporcionais aos acréscimos dados a x. 0

O exemplo seguinte, encontrado no livro Niimeros e fungées reais, pagina 87 (LAGES,

2017), ilustra como o teorema pode ser empregado.

Suponhamos que fazendo o investimento financeiro padrao tipo renda fixa, num prazo
fixo, de um valor x reais, depois de um ano obtemos um capital que denotamos por f(x).
Claramente, f € uma fun¢do crescente de x, pois quanto mais se aplica, mais se recebe ao final.
Além disso, ndo ¢é dificil verificar que o capital que se obterd satisfaz f(n-x) =n- f(x), para
todo n € N e todo x. Com efeito, esta igualdade quer dizer que ndo importa investir um capital

inicial X' = n - x ou fazer n investimentos com capital inicial x reais, a resultante serd a mesma.
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Logo, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade (teorema 1), podemos concluir que
f(x) é proporcional a x, isto é, o capital final é proporcional ao capital inicial investido. Assim,
se um investimento financeiro de 1,00 real resultar em um retorno de a reais no final de um ano,

entdo o capital inicial x reais se transformard em f(x) = a-x no final de um ano.

No exemplo anterior, se a quantia x € investida durante um prazo determinado, gerando
ao final deste perfodo de aplicagdo o valor f(x), constatou-se que f(x) é uma fung¢do afim. Logo,
para a primeira situag¢@o apresentada no Capitulo 2, cuja expressdo resultante € f(x) =2-x+1

tem que o capital final do investimento terd caracteristica de uma fungao afim.

A secdo seguinte explicard a evolugdo da segunda situacio apresentada no conto do jogo

de xadrez.

3.6 Funcao exponencial

Para entender as funcoes exponenciais considere uma quantia Cy, aplicada a juros fixos,
capitalizados continuamente. Chamando c¢(¢) de capital, gerado a partir desta quantia apds

decorrido o tempo ¢, certamente c(¢) é uma fungdo crescente. (LAGES, 2017)

Nota-se ainda que se ¢t </, entdo o acréscimo ¢(t' + h) — c(t') sentido pelo capital apos
decorrido o tempo £, a partir do instante 7/, ¢ maior do que o rendimento ¢(z + ) — ¢(r) apds
decorrido 0 mesmo tempo &, porém a partir do instante 7, pois o capital acumulado c(t'), visto
que é maior de que ¢(t), produzird mais renda. Assim, c¢(¢) ndo é fungdo afim de t, sendo que
c(t+h) — c(t) nao depende unicamente de 4, mas também de ¢, logo esta conclusao indica que

precisamos de uma outra fun¢do matemadtica que descreva esta situagao.

Mantendo a andlise deste problema, nota-se que a diferenga c(¢ + h) — c(t) pode ser
considerada como o lucro ganho quando foi investida a quantia ¢(z) durante o prazo h. Assim,
como visto, ¢(t + h) — ¢(t) deve ser diretamente proporcional a quantia ¢(t), ou seja, ¢(t +h) —
c(t) = @-c(t), onde a constante de proporcionalidade ¢ = ¢(h), depende do prazo h. Dessa

forma, temos:
c(t+h)—c(t) = @(h)-c(),
ou, de outro modo,

3.4)

A alegacdo de que, na Equac@o 3.4, ¢(h) depende apenas de 4 e ndo de ¢ vem do fato de
clt+h)—c(t) _ c(t+h) c(t+h)

que a taxa de juros € fixa. Como, 0 O 1, pode-se afirmar que a razao Y0R nao
depende de 7.
Portanto, quando a taxa de juro é fixa, se C(Ct%:)h) = 2, por exemplo, logo C(Ct%;r)h) = 2 para

todo 7, e mesmo A. Em resumo, quer dizer que o tempo 4 necessario para um capital dobrar é o

mesmo em todos 0s momentos e a qualquer quantia de investimento.
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Podemos concluir que a modelagem matemética que melhor descreve um capital aplicado

a juros continuos fixos, em fun¢io do tempo, devera ser uma fung@o crescente c(t) cujo acréscimo

c(t+h . . . , . ~
(C(t) ) dependa exclusivamente de 4. Como veremos mais adiante, as tnicas fungdes que possuem

estas propriedades sdo as do tipo:
c(t)=Co-d, (3.5)

onde, Cy e a sdo constantes, com a positiva distinta de um.

3.7 As caracteristicas da funcao exponencial

Seja a um nimero real positivo, com a # 1. A fungdo exponencial de base a, f: R — RT,
indicada pela nota¢do f(x) = a*, deve ser definida de modo a ter as seguintes propriedades, para
quaisquer x,y € R: (LAGES, 2017)

1) a* @ =a"";
2) a = a;

) x<y=a"<a quandoa>lex<y=a’<a*quando0<a<1;

Podemos observar que, se uma fungdo f tem a propriedade 1), ou seja, f(x+y) =
f(x)- f(y), entdo f ndo pode assumir o valor 0, a menos que seja identicamente nula. De fato,

pois se existir algum xo € R tal que f(xp) = 0, entdo para todo x € R, temos:

f(x) = flxo+(x—x0)) = f(x0) - f(x—x0) =0- f(x—x0) =0

logo, f serd identicamente nula.

Além disso, se f tem a propriedade 1) e ndo é identicamente nula, entdo f(x) > 0, para

9-1(+5) 1) ()= (] >

Assim, frente as propriedades 1) e 2), tanto faz dizer que o contradominio de f é R, como dizer

todo x € R, pois

que é R™. E mais vantajoso tomar R como contradominio, pois se terd f sobrejetiva, como

vVeremeos.

Se uma fungdo f: R — R™ tem as propriedades 1) € 2), entdo para todo n € N, tem-se
fm)=fA+1+...+1)=f1)-f(1)-...-f(1)=a-a-a-....a=ad".

Usando a propriedade 1), resulta das poténcias de expoente racional que, para todo
nimero racional r = %, com n € N, deve-se ter f(r) = a” = V/a™. Portanto, f(r) = a" é a inica
fungdo f: Q — R tal que f(r+s) = f(r)- f(s), para quaisquer ,s € Qe f(1) = a.
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A propriedade 3) fala que a fung¢@o exponencial deve ser crescente quando a > 1 e
decrescente quando 0 < a < 1. Disso resultard, como veremos, que existe uma unica forma de
definir o valor f(x) = a*, quando x é irracional. Dessa forma, supondo a > 1, entdo a* tem a
seguinte propriedade:

r<x<s,comrscQ=ad <d <d

Nao podem existir dois nimeros reais diferentes, digamos A < B, para assumir o valor

de a*, com a propriedade anterior. Se existirem tais A e B, terfamos
r<x<s,comrscQ=d <A<B<d'

e, entdo o intervalo [A, B] ndo conteria nenhuma poténcia de a com expoente racional, contrari-

ando o Lema que diz:

Lema 1. Fixado o nimero real positivo a # 1, em todo intervalo de R existe alguma poténcia
a’,comr € Q. (LAGES, 2017)

Portanto, quando x € irracional, a* é o tinico nimero real cujas aproximagdes por falta
sdo poténcias a’, com r racional menor do que x e cujas aproximagdes por excesso sao poténcias

a®, com s racional maior do que x.

Ou seja, se uma fungdo f possui as propriedades 1), 2) e 3), acima estipuladas para ser
uma fun¢do exponencial, entdo o valor f(x) com x irracional é dado por f(x) = lim f(r,), onde

(rn) é uma sequéncia (crescente ou decrescente) de ndimeros racionais tais que limr, = x.

Na pritica, escrevendo f(x) = a* (onde a = f(1)), tomamos a expressdo decimal x =

ap,a|as...day... € temos a* = lima’, onde r, = ag,a1a;y ... a,.
Definindo a* para todo x € R, ndo hd maiores dificuldades para verificar que, de fato, as
propriedades 1), 2) e 3) sdo vilidas e é possivel verificar também que:
4) A fungdo exponencial é ilimitada superiormente;
5) A fungdo exponencial € continua;
6) A fungdo exponencial é sobrejetiva.
As caracteristicas anteriores sdao apresentadas no Apéndice A, pois estas ndo sdo relevan-
tes a este trabalho. Retomando o exemplo, se a sequéncia formada pelos elementos do conjunto

C, representado por
Cc=11,2,4,8,16,32,...},

obtida na segunda situacdo apresentada no Capitulo 2, podem ser consideradas como conjunto

imagem de uma fung¢@o exponencial. De fato, o conjunto pode ser escrito da seguinte maneira:

Cc={2'2222%2% .1
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Podemos notar imediatamente que os elementos do conjunto C seguem uma sequéncia

de progressao geométrica de razdo igual a dois.

3.8 Caracterizacao da Funcao Exponencial

Ao estudar fendmenos que impactam diretamente nossas vidas como, por exemplo, o
nimero de individuos contaminados por uma doencga, o crescimento populacional mundial,
o retorno de um investimento financeiro, entre outros, faz-se necessario o planejamento ou
mesmo um controle adequado. Dessa maneira, € esséncial conhecer as caracteristicas inerentes

as sequéncias de valores obtidos das pesquisas de tais eventos.

Para decidir se 0 modelo matemaético a ser adotado € adequado para determinada situagdo,
como no caso da segunda situacdo apresentada no Capitulo 2, devemos verificar se a fung¢ao
obtida tem caracteristicas de uma funcdo exponencial, ou seja, para que a escolha seja feita de
modo apropriado, € preciso saber quais sdo as propriedades caracteristicas de cada tipo de fung¢do

que, no NOsso caso, serdo expressas pelos teoremas que se seguem:

Teorema 3 (Caracterizacio da fun¢iio exponencial). Seja f : R — R™ uma fun¢do monétona

injetiva (i.e., crescente ou decrescente). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(1) f(n-x)= f(x)", paratodon € Z e todo x € R;
(2) f(x) =a*, paratodox € R, onde a = f(1);

(3) f(x+y) = f(x)-f(v), para quaisquer x,y € R.

Demonstragdo. (LAGES, 2017) Provaremos as implicagdes (1) = (2) = (3) = (1). Para mos-
trar que (1) = (2) observamos inicialmente que a hipdtese (1) acarreta que, para todo nimero
racional r =", comm € Zen € N, tem-se f(r-x) = f(x)". Com efeito, como m = n- x, podemos

escrever

flr-x)" = f(n-r-x) = f(m-x) = f(x)"
logo, f(r-x) = f(x)n = f(x)".

Dessa forma, se pusermos f(1) = a, teremos f(r) = f(1-r) = f(1)" = a” para todo
r € Q. Completando a prova de que (1) = (2) suponhamos, para fixar as ideias, que f seja
crescente (para f decrescente € similar), logo 1 = f(0) < f(1) = a. Admitindo, por absurdo, que
exista um x € R tal que f(x) # a*. Digamos, por exemplo, que seja f(x) < a*, sendo que o caso
de f(x) > a”* seria tratado de maneira similar. Entéo, pelo Lema 1, exista um ndmero racional r tal
que f(x) < a” < a*, ouseja, f(x) < f(r) <a*. Como f & crescente, tendo f(x) < f(r) podemos
concluir que x < r. Por outro lado, temos também a” < a*, logo r < x. Esta contradi¢do finaliza

a prova de que (1) = (2). As outras implicagdes (2) = (3) e (3) = (1) sdo evidentes. O
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Nota-se que no teorema 3 a hipdtese de monotonicidade pode ser substituida pela
condic¢ao de f ser continua. De fato, como sempre podemos aproximar um nimero real por
ndmeros racionais, entdo se x = lim,_, r,, com r;, € QQ, logo pela continuidade de f, deve ser

i ) L
f0) = i flrn) = Jigg et = a

Dizemos que uma fungdo g : R — R é do tipo exponencial quando se tem g(x) = b-a”,

para todo x € R, onde a e b sdo constantes positivas.
Sea > 1, gécrescente e se 0 < a < 1, g € decrescente.

Nota-se também que se a fun¢do g € do tipo exponencial, entdo para quaisquer x,/ € R,
0s quocientes
h)— h
ot —gl) 4 sbeth)
g(x) g(x)

dependem apenas de /1, mas ndo de x. A reciproca é demonstrada a seguir.

Teorema 4 (Primeira caracteriza¢do das fungdes de tipo exponencial). Seja g : R — R* uma

funcdo mondtona e injetiva (i.e., crescente ou decrescente) tal que, para x,h € R quaisquer, o

[g(x+h)—g(x)]

e depende apenas de i, mas ndo de x. Entdo, se b= g(0) e a = g(1)

acréscimo relativo ,
g(0)

tem-se g(x) = b-a* para todo x € R.

Demonstracdo. (LAGES, 2017) Como vimos, a hipdtese feita equivale a supor que ¢ (h) =
g(x+h) _ 8

ey independe de x. Substituindo, se necessdrio, g(x) por f(x) = &5+, onde b = g(0), obtemos
f:R — R monétona e injetiva, com % independente de x e, agora, com f(0) = 1. Entdo,

pondo x = 0 na relacdo ¢ (h) = ! (fx(J;)h ), obtemos @(h) = f(h) para todo h € R. Vemos assim que

a fun¢do mondtona e injetiva f cumpre f(x+h) = f(x)- f(h), ou seja, f(x+y) = f(x)- f(y)
para quaisquer x,y € R.

Segue-se entdo do Teorema 3 que f(x) = a*, logo
gx)=b-f(x)=b-a".

]

Verifiquemos se o Teorema 4 € confirmado baseado no modelo da segunda situagao
apresentada e representada pela fungdo

c(t)y =2,

para isso, fazemos c(t 4 h) = 2/*" e subtraindo c(¢) de ambos os lados da expressio anterior

obtemos c¢(t +h) — c(t) = 2'*" — ¢(t), aplicando novamente a propriedade 1) da Secio 3.7
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temos c(t +h) —c(t) = 21 -2 — ¢(t), assim c(t +h) — c(t) = c(t) - 2" — ¢(t), entdo temos que
c(t+h)—c(t) =c(t)- (2" 1), logo

Como vimos ¢(h) = W, assim conclui-se que @(h) = 2" — 1 depende exclusi-

vamente de s. Dessa forma, a primeira caracteriza¢do dada no Teorema 4 se confirma para a

funcdo obtida da segunda situacdo do Capitulo 2.

Assim, podemos concluir que a fun¢do, obtida na segunda situagdo apresentada no
Capitulo 2, € caracterizada por uma fungao exponencial, onde Cy = 1 é o capital inicial de 1 real

(1 grao de trigo). Logo, temos:

c(t)=Cp-2t=1-2

ou, simplesmente:

c(t) =2 (3.6)

3.9 Comparando a Exponencial com Outras Funcoes

Quando tratamos com fendmenos cuja evolugdo € acentuada poucas fungdes conseguem
superar as exponenciais. Como o préprio nome da funcao ja diz “exponencial” € sinbnimo de
enorme, imenso, descomunal, gigantesco, entre outros. Assim, esta se¢do tem como objetivo
mostrar que o crescimento exponencial € mais acentuado, é maior, que cresce mais rapido de

que em outras fungdes. Observe as tabelas, elaboradas pelo autor, a seguir:

Tabela 8 — Caso 1 Tabela 9 — Caso 2 Tabela 10 — Caso 3 Tabela 11 — Caso 4
x[2x% x[2-x x| (1,17 x| 2F
1] 2 1] 2 1] 1.1 112
2| o4 2] 16 21 1,21 214
3] 486 3] 54 3] 1,331 3] 8
412048 4] 128 41,4641 4116

As tabelas 8 e 9 representam func¢des chamadas polinomiais, enquanto que as tabelas 10 e
11 representam as fung¢des exponenciais. Quando comparamos as fungdes polinomiais e também
as exponenciais entre si, chegamos a conclusdo de que o crescimento serd mais acentuado nas
funcdes polinomiais quanto maior for o expoente da poténcia e nas fungdes exponenciais, quanto
maior a base da poténcia. Contudo, comparando visualmente as tabelas de maiores crescimentos,

nos casos 1 e 4, temos:
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Figura 8 — Evolucdo dos casos 1 e 4

Caso 1 Caso 4
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=8 =8 =5 =5 =5 =8 = =8 =5 =8 =5 =8 =5 =5 =5 =8
= =8 =8 =8 =5 =5 =8 =8+ =5 =5 =5 =8 =5 =5 =5 =5
e =il =il =il)e =i =i =8 =8 =il =i =i =i)e =i =i =i =
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e = = =l = = = =) =8 =5 =8 = =8

=8 =8 =8 =8 =8 =5+ =5 =8 =8 =5 =5 =8

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando que na Figura 8 tivéssemos as evolucdes de dois tipos distintos de epide-

mias, qual tem o crescimento mais acentuado?

Se o caro leitor pensou que é evidente ser o caso I, vocé ndo estd sozinho, muitos
subestimam o desenvolvimento de fun¢des como a do caso 4. Este tipo comum de erro é
conhecido como “viés de crescimento exponencial”, tal comportamento descreve a dificuldade
de se raciocinar em termos de juros compostos, o que pode nos levar a menosprezar seus efeitos
a longo prazo. Dessa forma, na proxima se¢do mostraremos matematicamente que o crescimento

¢ sempre mais acentuado em fun¢des exponenciais.

3.10 Comparativo de Crescimento Entre os Casos 1 e 4

Para realizar a comparagao entre os casos 1 e 4, apresentados na Secao 3.9, precisamos
utilizar conceitos da Matemdtica como: infinito, limites e derivadas, assim para simplificar
deixamos ao leitor o aprofundamento nesses assuntos, nesta se¢dao faremos uma apresentacao

mais intuitiva.

Se considerarmos a divisdo de 1 pelo nimero x, isto €, considerarmos o nimero

x
€ intuitivamente claro que,

. % sera um ndmero cada vez menor se x toma valores cada vez maiores;
o 1

+ serd um nimero cada vez maior se x toma valores cada vez menores € positivos.
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Este fato intuitivo € perfeitamente explicado com o conceito matemético de limite, esse

conceito nos permite afirmar que,

)—IC pode ficar tdo proximo de zero quanto desejarmos, desde que tomemos x suficientemente

grande;

1 ~ . .
* - pode ficar tdo grande quanto desejarmos, desde que tomemos x suficientemente pequeno.
Ou, em simbolos:

. % — 0, quando x — o0

. % — +o0, quando x — 0, para valores positivos.
Com a notacdo padrao de limites, seria:

o limy 4ol =0.

e lim, g+ 2 = oo,

Mas, geralmente o conceito de limite permite estudar o comportamento de um dado
fendmeno modelado por uma fungdo, digamos f(x), quando os valores de x se aproximam de
algum valor de interesse, digamos xg (xo € R), ou quando os valores de x sdo cada vez maiores

(Xp = H-o0).
Neste caso, escrevemos: (NETO, 2015)

* lim,_,y, f(x) = oo, para dizer que os valores de f(x) ficam tdo grandes quanto dese-
jados, desde que tomemos valores de x suficientemente préximos de xo. Em simbolos

matematicos, isto € traduzido por:

Para todo nimero M > 0, existe um nimero 6 > 0 tal que f(x) > M, desde que 0 <
|x —xo| < 6.

* limy_,+o f(x) = L, onde L € R, para dizer que os valores de f(x) ficam préximos do
nimero L tanto quanto desejado, desde que os valores de x sejam suficientemente grandes.

Em simbolos matematicos:

Para todo nimero € > 0, existe um nimero k > 0 tal que | f(x) — L| < €, desde que x > k.

Naturalmente, como queremos ‘“comparar’ o maior crescimento entre duas fungdes,

digamos f(x) e g(x), quando os valores de x sdo cada vez maiores (x — +o0), podemos analisar

a funcao % e estudar seu comportamento quando x for muito grande, isto &, estudar se

lim @
x—+e g(x)
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existe ou ndo. Se existir e o limite for igual a zero, podemos entender que os valores de g(x)
“dominam” os valores de f(x). Por outro lado, se o limite for infinito, entdo devemos entender
que os valores de f(x) “dominam” os valores de g(x), para valores de x suficientemente grandes,

isto é, a partir de um certo valor de x € isso que acontecera.

Figura 9 — Gréficos genéricos de f(x) e g(x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Naturalmente, analisar a existéncia do limite L, sendo L um nimero ou L = +oo, muitas

vezes nao € imediato. Por exemplo:

Se f(x) = x> —1e g(x) = x— 1 ndo é dificil verificar que ambas fungdes tem limite igual
a zero, quando x se aproxima de 1. Sendo assim, aparentemente teriamos:
. =1 0
lim ==
—1x—1 0

Mas, g ndo é um nimero, é uma indeterminagdo, assim como =, 0Y, 0, entre outras. O

leitor mais atento pode ter reparado que,

=1 (x=1)-(x+1)

= = 1.
x—1 x—1 X
Logo, ndo € dificil de acreditar que,
2 _
lim =limx+1=2,
x—1 X — x—1

o 2_ . . ‘-
isto é, os valores de );Tll se aproximam do numero 2, quando tomarmos valores de x préximos

de 1. Mas, o artificio algébrico utilizado acima nem sempre serd possivel. Por exemplo,
2
im——
x—0 sen(x)’
existe? E infinito? Note que como lim,_,q x2 =0elim,_ sen(x) = 0, entdo temos a indetermi-

nacao g e ndo podemos utilizar algum artificio algébrico como no caso anterior. Para entender
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melhor como proceder nestes casos, observemos que ambas funcdes, f(x) = x> e g(x) = sen(x),
possuem reta tangente a seus respectivos graficos no ponto (0, f(0)) = (0,g(0)) (lembre que

xo = 0 é 0 nosso ponto de interesse no comparativo de f(x) com g(x) quando x estd préximo de

xo).

Figura 10 — Graéfico de f(x) Figura 11 — Gréfico de g(x)
fz) =a? y=a
‘ g(x) = sen(x)
U - O 2 1 1 2 3 4
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.
y = 0 € a reta tangente ao grafico de f y = x € areta tangente ao grafico de g
em (0, £(0)) em (0,£(0))

E possivel provar que num intervalo suficientemente pequeno contendo xq = 0, a fungio
f(x) = x? pode ser aproximada pela reta y = O (reta tangente a f) e a funcdo g(x) = sen(x),
pela reta y = x (reta tangente a g). Isto, graficamente nos diz que, para valores suficientemente
préximos de xop = 0, a curva determinada pelo gréfico de f(x) (respectivamente, g(x)) e a reta

y = 0 (respectivamente, y = x), sdo proximos (vide figuras 10 e 11). Em simbolos:

y=sen(x) ~y=x
para todo x suficientemente proximo de xp = 0.

Fungdes com essa caracteristica especial sdo chamadas de fungdes que possuem derivada
em xo = 0 e usamos o simbolo f’(0) para representar a inclina¢do da reta tangente ao gréfico de
£ no ponto (0, £(0)). No exemplo em questio para a fungio f(x) = x> temos f'(0) = 0 e para
a fungdo g(x) = sen(x) temos g’'(0) = 1. Note que podemos analisar o caso genérico e querer
saber se a funcdo possui derivada em qualquer ponto x, logo reta tangente ao grafico da funcao
no ponto (x, f(x)) e,

y=fx)~y=m-x+b

numa vizinhanga de x. Neste caso a derivada de f no ponto x, mais precisamente, f'(x) é a

inclinacdo da reta tangente (c.f. 12).
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Figura 12 — Representacdo grafica de f(x) e f'(x)

y
y = f(x)

y=m-x+b

onde, m = f'(x)

(o, f(0))

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nio é dificil provar que, se f(x) = x> e g(x) = sen(x), entdo f'(x) =2-xe g'(x) = cos(x).
Note que, para garantir a existéncia da reta tangente no ponto (xp, f(xg)), bastard garantir que a
inclinagdo das retas secantes ao gréifico de y = f(x) (c.f. 13) convirjam para um nimero quando

nos aproximamos do ponto de interesse x = xp. Assim, a defini¢dao formal diz:

Figura 13 — Retas, secante r e tangente s, em (xo, f(xp))

F(x0) = lim L =f0). K

X—X0 X — _xO

desde que o limite exista. (20, F(x0))

I
I

I

I

I

I

I

I

I

I I
I I
I I
I I
! I
I I
! I
! I
! I
o T

Fonte: Elaborada pelo autor.

Retornando a nosso assunto inicial, € possivel provar que (NETO, 2015) se lim,_, £x)

8(x)
provoca uma indeterminacdo do tipo (9), = 9 ou o e as fungdes f(x) e g(x) possuem derivada

N
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em xg, entdo (regra de L’Hospital)

- fx) ()
) Al )

e, naturalmente, se o ultimo limite provoca ainda indetermina¢@o como as apontadas acima e as

novas fungoes, f’ e g/, possuem derivadas em xj, entdo

LGOI A C))

o g(x) v (%)

e 0 processo, sob as condicdes necessdrias, continua até a indeterminacao ndo existir mais. No

exemplo anterior, f(x) = x? e g(x) = sen(x), aplicando a regra de L’Hospital, temos:

) x? . 2-x 0
lim = lim =—-=0
x—0sen(x) x—0cos(x) 1

Lembremos que queremos comparar a “velocidade” de crescimento das fungdes
f) =22 e glx)=2%

quando x toma valores cada vez maiores.

Ainda para este caso (x — +oo) a regra de L’Hospital continua valida e € possivel provar

que,

@) =252 f'x)=2-5-4-2,..., fO)=2.54.3.21

d(x)=2"1n(2), &"(x)=2"122),.., gOx)=2"1n’(2).

Como, limy o [ (x) = +ooparan=1,2,3, 4 e limy , oo fO) (x) =2-5-4-3-2-1,

assim como lim,_, 4 g (x) = lim,_, oo = 2%+ In("(2) = 400 para n = 1, 2, 3,..., entdo:

limf(x):limzx—l' 254321:254321:

= lim 0
x—rtoo g(x)  x—ote 2X X400 2x-ln5(2) oo

mostrando assim que g(x) = 2* cresce mais rdpido que f(x) =2 .x° a partir de um valor de x.

Podemos observar tal comparativo de crescimento na Tabela 12 abaixo:



52 Capitulo 3. Por trds do fenémeno

Tabela 12 — Crescimento dos casos 1 € 4

X 2% 2%
1 2 2
2 64 4
3 486 8
4 2.048 16

23 | 12.872.686 | 8.388.608
24 | 15.925.248 | 16.777.216
25 | 19.531.250 | 33.554.432
26 | 23.762.752 | 67.108.864

Fonte: Elaborada pelo autor.

Mas, ainda é possivel de provar, seguindo 0 mesmo argumento que, se g(x) é uma fungédo

do tipo exponencial, entao

lim —= =
Alegt)

para todo polindmio P(x) de qualquer grau, isto garante que as fungdes do tipo exponencial

crescem mais rapidamente que qualquer polindmio.

Uma pergunta natural é, serd que existe alguma fungdo que cres¢a mais rapidamente
que uma do tipo exponencial? A resposta € sim, fungdes do tipo fatorial (muito comuns em
problemas de combinatdria), mais precisamente € possivel provar que

e}’l

lim — =0.
n—+oo !

Daremos uma ideia desta afirmac¢do. Note que nao € dificil de verificar que, a partir de

um valor de n (neste caso, ndo muito grande), ¢ < n!. De fato, por exemplo para n = 10, temos:
e9<39<3.3.3.3.8.7.6-5-4-3=(3-3)-(3-3)-8-7-6-5-4-3

(3-3)-(3-3)-8:7-6-5-4.3<10-9-8:7-6-5:-4.3<10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 = 10!

assim, e'? < 10!. Desta tltima desigualdade e por argumentos de indugdo em n, é facil provar
que
e"<n!, Vn>10.

Mas isso ndo prova que n! cresce mais rapidamente que e”. Para demonstrar isto, bastard

. n . . A .
provar que lim,,_, ;o 77 = 0. Vejamos isto, note que para cada valor de n € N temos uma sequéncia

el 2 &3 e’
ﬂ,a’a, ...7%, cee

com as seguintes caracteristicas:
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(1) Z—r,l > 0, para todo n > 0;

(i1) A partir de um valor de n, a sequéncia é decrescente.

Figura 14 — Gréfico da sequéncia de pontos da razdo entre exponencial e fatorial em n

4 Sequéncia

w
°
SRR

Fonte: Elaborada pelo autor.

A primeira caracteristica é imediata, para verificar a segunda basta comparar dois termos

consecutivos e genéricos, X, | com x,, da referida sequéncia. Isto é, se

e en+l
Xp=— € Xpp|= —
"l T 1)
entao,
Xpp1  €lon e

Xo  (nE1D)!-er (n+1)

Como claramente esta expressao, , € menor que um para todo n > 2, podemos

(n+1)
concluir que
Xn+1

Xn

<l, Vn>2.

. . n.oo, L. .
Provando assim que, a sequéncia (x,, = %), é decrescente. Um resultado classico da teoria
das sequéncias numéricas garante que toda sequéncia, satisfazendo os itens (i) e (ii) descritos
acima, € convergente (NETO, 2015, capitulo 2), sendo assim podemos afirmar que o limite,
digamos L, existe. Em simbolos:
n
lim x, = lim — =1L
n—r+o0 n—+oeo !

Para provar que L = 0 usamos o seguinte artificio, como

e

n+1 P

Xnt+1 =

aplicando o limite, quando n — +o0, em ambos membros obtemos que L = 0- L, de onde L = 0.
Conclusao,
n

lim — =0.
n——+oo !
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Provando assim que n! tem um crescimento mais acentuado que €”. Em simbolos:

e << n!

Um argumento similar permite provar que

e << n! << n.

Jd pensou num virus com crescimento de contagio fatorial (n!) ou do tipo poténcia n"?
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CAPITULO

SITUACAO FINANCEIRA INUSITADA

A Matemdtica Financeira € um ramo da matemadtica incumbida de estudar os fendmenos
relacionados as financas. Além disso, seus conceitos se fazem muito importantes no nosso
cotidiano visto que estdo cada vez mais presentes, seja no momento de comprar algo ou realizar
um investimento, entre outros. Quando ingressamos no mundo das institui¢des financeiras, sem
conhecer a fundo como as coisas funcionam, podemos nos deparar com problemas que levarao
grandes periodos de tempo para se resolver e também podem fazer aparecer restricdes que podem

nos acompanhar por uma vida inteira.

Assim, vejamos a seguir alguns conceitos desta drea de conhecimento que sio essenciais
para o desenvolvimento e compreensao deste trabalho como, por exemplo, capital, acrésci-
mos, descontos, juros simples e juros compostos, porém boa parte dos conceitos que veremos

dependem das chamadas porcentagens, contudo ficard a cargo do leitor interar-se sobre o tema.

4.1 Alguns Conceitos da Matematica Financeira

A ideia de capital ou capital financeiro, na drea da Economia, sdo quaisquer depdsitos
bancadrios, titulos e acdes capazes de gerar um fluxo de rendimentos ao longo do tempo por meio
de sua aplicacdo, também conhecida por capitalizagdo. Esse conceito inclui ndo s6 o dinheiro
propriamente dito, mas também os investimentos financeiros, os estoques € os bens que podem

ser aplicados para produzir riqueza, dentre outros.

A concepcao de acréscimos estd associada a acrescentar ou adicionar parte do valor ao
valor original, ou seja, adicionamos uma determinada porcentagem do valor em si proprio. Dessa
forma, podemos estabelecer matematicamente que a formula para os acréscimos, considerando

um valor qualquer x e uma porcentagem p% ou lpm, é:

=+ 555+ =+ (1+ 1)
x = £y =x- 1+
xX+p%-x=x+ 100 X=X +100
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O conceito de desconto é semelhante ao acréscimo, a diferenca € que ao invés de
adicionar, deve-se subtrair ou retirar parte do valor ao valor original, ou seja, retiramos uma
determinada porcentagem do valor nele mesmo. Assim, considerando os mesmos elementos x €
p%, matematicamente tem-se:

oo = (1= 10)
X—p%-x=x———x=x-(1——
100 100

A esséncia do juros simples (J) também € similar a ideia do acréscimo, sua diferenca
¢ dada pelo periodo (tempo) em que sdo calculados. Enquanto a taxa (tributo) de acréscimo é
aplicada uma vez, a do juros simples é determinada em um intervalo de tempo. Podemos calcular
o juros simples de determinado capital C, aplicado a taxa de juros simples i, considerando um

periodo de tempo ¢, pela férmula:
J=C-i-t

O valor resgatado ou pago ao final dessa aplica¢do deve ser dado pelo dinheiro aplicado
(capital) mais o valor do juros, esse valor recebe o nome de montante M. Dessa forma, tal
montante € representado por:

M=C+J 4.1)

substituindo a expressao do juros simples na Equacao 4.1, obtemos:
M=C+C-i-t

ou, simplesmente:
M=C-(1+i-1) “4.2)

No juros simples, o valor da taxa de juros é sempre calculado em cima do capital
inicial, a diferenca entre os dois sistemas, juros simples e juros compostos, estd definitivamente
nesse ponto, ou seja, na forma como a taxa € calculada. No juros composto, a taxa de juros
€ sempre calculada em cima do capital do més anterior, isso faz com que o juros aumente de
maneira substancial (ou como veremos, exponencial) seu valor. Observe que se consideramos,

na Equacdo 4.2, t = 1 como o tempo decorrido de taxacdo em cada periodo de aplicagdo, temos:
* determina¢do do montante em um tnico periodo de capitalizacdo.
M =C-(14+i-1)=C-(1+41i)
* determina¢do do montante em dois periodos de capitalizacdo.
My=M,-(1+i)=C-(1+i)-(14i)=C-(1+i)’
* determina¢do do montante em trés periodos de capitalizacao.

My=My-(140)=C- (140 (1+i) =C-(1+i)’
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* determina¢do do montante em n periodos de capitalizagao.
My =M,y -(1+))=C-(1+i)""-(1+i) = C- (1+i)"

Logo, considerando n =t como o periodo de tempo apds a incidéncia da taxa de juros, a
féormula para se calcular o montante, no sistema de capitalizagdo em juros compostos, € dada
por:

M=C-(1+i) 4.3)

4.2 Uma situacao inusitada

Ap6s nos familiarizarmos com esses conceitos da Matematica Financeira, torna-se
instintivo e bastante atraente viver dela, visto que a dependéncia do dinheiro se faz presente
a todo momento, seja para pequenas ou grandes realiza¢des. E uma enorme proeza fazer com
que o dinheiro trabalhe sozinho e gere riqueza no mundo das finangas, entretanto requer muito

conhecimento, vigilancia e cautela.

Pensando nisso, propomos o cendrio a seguir, com base na funcio 3.6, obtida na segunda
situacdo e apresentada no final do Capitulo 3. Observando-a por mais um momento vemos que,
ao manipuld-la temos que,

c (t ) =Cp- 2t,

passaria a ser escrita da seguinte forma:

C(l‘) :C()~(1 + 1)t

Chamamos a aten¢do do leitor para que perceba a semelhanca com a férmula de juros
compostos (4.3) onde, c(¢) é o montante (M) da capitalizagdo, aplicando um capital inicial Cp,
por exemplo, a uma taxa de juros i de 100% ao ano, ou seja, i = 1, no final do periodo desse ano

da aplicagdo, t = 1, o capital claramente dobraria.
Se i = 1, na funcdo 4.3, temos ¢(1) = Cy- (1 + 1)1, logo ¢(1) = 2-Cy.

Porém, perceba que se a capitalizacio for semestral, ou seja, dividindo pela metade a
taxa de juros i de 100% ao ano, seria de 50% ao semestre, entdo em um ano, isto &, t = 2 periodos

de aplicagdo, o capital aumentaria mais do que seu dobro.

2
Para i = 50% ou i = 3, na fungo 4.3, temos ¢(2) = Cy- (1 + %) ,logo ¢(2) = 2,25 - Cy.

Se a capitalizacdo for mensal, entdo a taxa de juros efetiva da aplicacdo seria i = %

12 12
oui= ﬁ na fungdo 4.3, temos ¢(12) = Cy - (1 + %) , assim ¢(12) = Cp - (%) , logo
c(12) =~ 2,61 - Cp.

Fica claro, mesmo aqueles com pouca afinidade no ramo das financas, que independente

da taxa de juros, quanto mais periodos de tempo aplicarmos, sobre a mesma taxa de juros, maior
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serd o resgate da aplicacdo (montante). Isso nos leva a uma expressao genérica para o capital

acumulado ao final de um ano, em juros compostos capitalizados continuamente e ¢ periodos, a

1

uma taxa i = ; no seguinte formato:

) =Gy (141) (4.4)

A pergunta que talvez possamos fazer para este exemplo é:

Serd que poderiamos triplicar, quadruplicar ou aumentar indefinidamente esse mon-

tante?

A resposta, como veremos a seguir € ndo! Haverd, como dizemos hoje, um limite para o
aumento desse montante. No exemplo, quando a taxa (i) de juros € 100% ou 1 ao ano, aplicando
periodos de capitalizacdo (%) com ¢ cada vez maiores na funcdo 4.4, temos a tabela de montantes

que se segue:

Tabela 13 — Tabela de acréscimos de periodos

periodo de capitalizagdo t (1)
anual 1 2-Cy
semestral 2 2,25-Cy
trimestral 4 2,441...-Cy
bimestral 6 2,521...-Cy
mensal 12 2,6130...-Cy
semanal 52 2,6926...-Cy
didrio 365 2,714567...-Cy
hora 8.760 2,718127...-Cy
minuto 525.600 2,7182792...-Cy
segundo 31.536.000 | 2,71828178...-Cy

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nota-se na tabela que mesmo se fosse feito investimento com capitalizacdes a cada
segundo, o montante obtido aumentaria até um limite de aproximadamente 2,72 vezes o capital

inicial, sem nunca ultrapassé-lo.

4.3 Um namero constante representado por ¢

Parece peculiar que um valor constante tenha sido notado em situagdes que envolvam
a Matematica Financeira, para alguns (MAOR, 2006) os matematicos ja o conheciam 50 anos
antes do surgimento do célculo. Uma possivel explicagdo para este fato seria de que alguém
teria notado, em algum momento, que este nimero aparece espontaneamente no cdlculo de juros

compostos.
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De fato, com a férmula de juros compostos dada por:
N
c(t) = G- (1+;)

Onde, ¢(¢) é o montante da aplicagdo na data ¢, Cy o capital inicial investido na capitali-

zacdo, i a taxa de juros por periodo e ¢ € a frequéncia de capitalizagdo durante esse periodo.

Podemos observar, pela Tabela 13, que mesmo aumentando consideravelmente os perio-
dos ¢ de capitalizagdo, o valor do montante vai convergindo para um numero constante, onde o
capital inicial Cy poderd assumir quaisquer valores, porém c(t) estard cada vez mais préximo de

2,71828178 - Cp, mas sem nunca ultrapassa-lo.

Com o estudo do Cdlculo Diferencial e Integral, como veremos mais adiante, nos moldes
de Newton e Leibniz (1665-1727), o surgimento de novas ferramentas matematicas possibilitou a
andlise no desenvolvimento do conceito de limite (Secdo 3.10). Este fato permitiu compreender,
por exemplo, que para valores de ¢ cada vez maiores, a expressdo (1 + %)t se aproxima de um
nimero irracional que é, comumente, denotado por e. Mais precisamente, a expressao (1 + %)t
toma valores tdo proximos do nimero e quanto desejarmos, desde que tomemos valores de ¢

suficientemente grandes. Em simbolos escrevemos:

1\¢?
limtﬂoo(l + ;) —=e

AN .
Sabe-se que e ~ 2,71828182845904... e, podemos provar que /im; ;e (1 + f) =eé.

Logo, no cenério proposto na Secdo 4.2, o cdlculo do montante de uma capitalizagdo
continua de um valor inicial C, para uma taxa i de juros infinitamente computada no final de um
ano, ¢ dado por:

M=Cy- ¢

4.4 O namero ¢ e o logaritmo

Na transi¢do do século XVI para o XVII, a humanidade foi testemunha de uma grande
expansdo do conhecimento cientifico e da exploracdo maritima. Em 1569, Galileu Galilei com
os fundamentos da ci€ncia mecanica, Johannes Kepler com as leis dos movimentos planetarios
e grande parte da comunidade cientifica, precisavam de um modelo aritmético mais simples
para realizar cdlculos com grandes quantidades de dados (MAOR, 2006). Por volta de 1594,
Napier aceitou a tarefa que tomou 20 anos de sua vida, ele imaginou que, se todo nimero
positivo pudesse ser escrito na forma de poténcia, cuja base seja algum nimero constante dado
(Equacdo 4.5), todo trabalho com produtos e quocientes seriam reduzidos a, respectivamente,
somas e diferencas de expoentes. Esta propriedade exponencial foi percebida 50 anos antes por
Michael Stifel quando ele estudava a relacdo entre fatores de uma progressao geométrica, porém

seu foco eram expoentes inteiros.
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Napier foi mais longe, expandindo tais expoentes a um intervalo continuo de valores e,

ao completar a tarefa, batizou sua criacdo de "niimero proporcional” ou logaritmo:

1
107 (1 L
N=10"-(1 —107) 4.5)

Para Napier, L é o logaritmo de N e para L = 0 na Equacio 4.5, temos que N = 107,

Entretanto as defini¢cdes feitas por Napier ndo mantinham as propriedades desejadas
como, por exemplo, o logaritmo do produto. Assim, para ele, o problema consistia em encontrar
qual seria a base perfeita para expressar qualquer nimero positivo na forma de uma poténcia.
Apbs debater com seus pares sobre seu trabalho concluiram que a base 10 seria mais apropriada
sendo que, algum tempo depois, foi substituida pela definicao generalizada de Euler para qualquer

base positiva na forma:

N = bt (4.6)

Onde, L € o logaritmo de N na base b e para L = 0 na Equacdo 4.6, temos que N = 1.

Napier aproximou-se muito da base que imaginava ser a mais apropriada, contudo estima-
se que ele tenha chegado préximo a %, onde e € o nimero caracterizado na sec¢ao anterior, hoje
conhecido como inverso multiplicativo de e, ou seja, e~ !. Tempos depois a constante e ficou

reconhecida como a base universal ou a base natural dos logaritmos. (MAOR, 2006)

Podemos notar ao longo da histdria que existe muito misticismo em torno deste nimero,
nao podemos afirmar com certeza sua verdadeira origem, porém sua presenca ficou marcada
em vdarios ramos da Matematica. Sabemos que foi o simbolo adotado por Leonhard Euler desde
1727, porém também € conhecido como niimero de Napier, pois aparece como uma citagiao
na famosa tdbua de logaritmos de John Napier (c.f. 15), publicadas em 1614 em Edimburgo, a

Mirifici Logarithmorum Canonis descriptio (Descri¢ao candnica magnifica de logaritmos).

Figura 15 — Tébua de Logaritmos
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Fonte: Dorce (2014, p.39).
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Temos falado muito em logaritmos, pois, a fun¢do logaritmica € a inversa da fungdo
exponencial, ou seja, existe uma reciprocidade entre essas fun¢des, em outras palavras uma

desfaz o que a outra fez.

Como vimos a criacdo dos logaritmos foi motivada inicialmente pela necessidade de
uma ferramenta para simplificagdo de célculos, porém através do tempo o desenvolvimento e
bem estar da humanidade passou a ser o objetivo central de pesquisas em diversas dreas do
conhecimento, de forma que o estudo de fendmenos naturais, como: terremotos, reproducio de
microrganismos, nivel de acidez das substancias, a deterioracdo da matéria, entre muitos outros,
ganhassem o destaque que merecem e estabelecem a presenca marcante dos logaritmos naturais

e, consequentemente, da exponencial cuja base natural € a constante e. (MAOR, 2006)

4.5 Significado geométrico do nimero ¢

O numero e é um ente matematico, uma constante irracional provada por Leonhard Euler
e outros mateméticos. Como vimos no Capitulo 4 ele ndo surgiu de uma criacio, ja estava aqui,
apenas foi notado, caracteristica essa que lhe atribuiu o adjetivo - natural, assim nesta se¢ao

destacaremos sua presenca na Geometria.

O estudo da quadratura das formas geométricas tornou-se comum entre varios matemati-
cos da antiguidade, a aplicacao do método da exaustdao de Arquimedes para o calculo de areas
de formas como as curvas, demonstrou-se um verdadeiro desafio para essas mentes iluminadas,

principalmente quanto a conica conhecida como Hipérbole representada pela funcao abaixo:
fx)=- (4.7)

Podemos dizer que o Cdlculo € o estudo das fungdes, motivado por alteracdes nas
varidveis. Quando essas mudangas sdo muito pequenas (infinitesimais), elas formam o Cdlculo
Diferencial, contudo quando tais mudangas sdo muito pequenas e cumulativas, surge o Cdlculo
Integral. Em geral, podemos dizer que a integral de uma func¢do no célculo foi criada para

determinar a drea sob uma curva no plano cartesiano.

Figura 16 — Area sob a Hipérbole

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Dessa forma, com o cdlculo diferencial e integral, a dificuldade encontrada pelos antigos
gedmetras com relagdo ao estudo das quadraturas pode ser superado, pois com a Equacgdo 4.7 e
conhecendo o exato valor de e, baseado numa propriedade observada por Gregory de St. Vicent a
respeito das dreas sob o grafico da fungado, pode-se determinar a drea sob uma hipérbole. (MAOR,
2006)

E possivel provar que a integral (4rea na Figura 16) definida da fungdo 4.7 no 1° quadrante
do plano cartesiano € igual a 1, quando as retas perpendiculares ao eixo x que limitam tal fung@o,
passam pelos pontos (1,0) e (e,0), ou seja, a drea abaixo desta hipérbole serd igual a 1 entre as
retas x = 1 e x = e. Dessa forma, podemos dizer que o nimero e curiosamente aparece cComo um
dos limites que definem a drea unitdria abaixo da curva hipérbdlica modelada pela funcio, sendo

expressa matematicamente da seguinte forma:

A(f):/leldx:L

X
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CAPITULO

FENOMENO COM VARIACAO ACENTUADA

Neste capitulo tratamos com o exemplo de um fendmeno que devido sua variabilidade
acentuada pode ser estudado, na forma mais elementar, por funcdo exponencial, porém nao
limitado a ela. Em especial, propomos a comparagdo visual simples entre a pandemia de Covid-19

€ as curvas exponenciais.

5.1 A pandemia de coronavirus

Nos dias atuais a humanidade tem presenciado, sendo a maior, uma das maiores cala-
midades do século XXI, um surto que se transformou numa epidemia viral e que, rapidamente,
foi caracterizada como pandemia. Causada por um virus comum da familia coronavirus, cha-
mado cientificamente de SARS-COV-2, este tipo de microrganismo € responsavel por provocar a
chamada Sindrome Respiratoria Aguda Grave (em inglé€s, Severe Acute Respiratory Syndrome),

cujos efeitos sdo potencialmente perigosos aos seres humanos.

Foi identificado inicialmente em dezembro de 2019 em Wuhan, uma cidade da China,
onde alguns profissionais da saide do pais perceberam que pessoas estavam com uma gripe que

evoluia rapidamente para quadros graves, em certos casos fatais, de pneumonia.

Segundo a Organizacdo Mundial da Saiide - OMS essa enfermidade (c.f. 17), até o inicio
do ano de 2022 infectou mais de 300 milhdes de individuos ao redor do mundo, levando a morte

mais de 5 milhdes deles. (Apéndice C)

Para este trabalho obtivemos as informagdes, relativas ao niimero de casos confirmados e
mortes na pandemia, com base no Projeto SP Covid-19 Info Tracker, trata-se da concentragao
de esforc¢os de iniciativas e agdes provomidas pelas frentes de pesquisa cientifica, académica e

agéncias de fomento a pesquisa.

Este projeto, em particular, reune pesquisadores da UNESP - Universidade Estadual
Paulista, USP - Universidade de Sdo Paulo, CEPID-CeMEAI - Centro de Ciéncias Matemdticas
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Aplicadas a Industria, com suporte da FAPESP - Fundagdo de Amparo a Pesquisa do Estado de
Sdo Paulo e da FUNDACTE - Fundagdo de Ciéncias, Tecnologia e Ensino - FCT/UNESP.

Figura 17 — Dados acumulados de casos confirmados e mortes por Covid-19 no mundo

Cumulative COVID-19 tests, confirmed cases and deaths, World

The confirmed counts shown here are lower than the total counts. The main reason for this is limited testing and
challenges in the attribution of the cause of death
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Source: Official data collated by Our World in Data; Johns Hopkins University CSSE OurWorldInData.org/coronavirus « CC BY

Fonte — https://ourworldindata.org/coronavirus-data

Até dezembro de 2022 o projeto acompanhou 92 municipios no estado de Sao Paulo, o
que corresponde a aproximadamente 35 milhdes de pessoas. A coleta de dados teve inicio em 26
de marcgo de 2020, sendo que sua base de dados € atualizada diariamente pelos orgdos da satde

dos municipios no periodo noturno, apds as 20:00 horas.

Destacamos neste documento as informagdes relativas ao municipio de Ribeirdo Preto
(c.f. 18), visto que o caso estd mais proximo da nossa realidade. Embora a modelagem matematica
empregada pelo Projeto SP Covid-19 Info Tracker nao esta baseada em fun¢des exponenciais,
mas em ferramentas computacionais mais sofisticadas, no nosso trabalho temos a intencado de
estabelecer comparagdes com os graficos obtidos na plataforma em determinados periodos deste

fendmeno e analisd-los via fungdes exponenciais.

Figura 18 — Indicadores pelo Projeto SP Covid-19 Info Tracker de Ribeirdo Preto até dezembro 2022

SP Covid-19 Info Tracker
Anilise de Dados e Monitoramento em Tempo Real de Municipios do Estado de Sao Paulo

Selecione o Municipio Indicadores Gerais

- Casos Confirmados Obitos Recuperados
173574 3434 168 271

Vacinados (Dose Unica)

Testes Negativos. Testes Realizados
234519 408 093 21311

Vacinados (Dose ) Vacinados (Dose2)  Vacinados (Dose Extra)

616230 577618 414777

+ Populagac (Dose 1) Pop Vac (Do )
_ 86,57% 84,14%

Fonte — https://datastudio.google.com/u/0/reporting/5b72d54e-a0c2-4748-acf0-
9688f42278aa/page/spmIB
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Nas figuras, 19a e 19b abaixo, sdo apresentados os graficos dos niimeros de casos
confirmados e nimeros de 6bitos confirmados nesse municipio pela plataforma Info Tracker,

cujos dados foram coletados no intervalo compreendido entre os dias 26/03/2020 e 09/12/2022.

Figura 19 — Gréficos de indicadores de Ribeirdo Preto até dezembro 2022

Casos Confirmados Obitos Confirmados
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(a) Niimero de casos confirmados (b) Niimero de 6bitos confirmados

Fonte — https://datastudio.google.com/u/0/reporting/5b72d54e-a0c2-4748-acf0-
9688f42278aa/page/w39PB

As curvas de crescimentos relativas as figuras 19a e 19b sdo semelhantes as chamadas
curvas de crescimento logistico ou sigmoidais que relacionam-se a fendmenos de crescimentos
populacionais, pois as curvas de crescimentos exponenciais sao situacdes pouco sustentaveis por

um longo periodo, visto que dependem de quantias infinitas de recursos.

Considerando que o crescimento populacional pode ocorrer durante certo tempo se
houver poucos individuos e muitos recursos (c.f. 20), entretanto quando o ndmero de individuos
cresce demasiadamente os recursos comegam a se esgotar reduzindo a taxa de crescimento,
dessa forma, tal variacao se estabilizard ou diminuird (c.f. 21). Em suma, podemos dizer que o
crescimento exponencial ocorre quando a taxa de variacdo da populacdo permanece a mesma,
independente do tamanho da populacio, enquanto que o crescimento logistico acontece quando

a taxa de variacdo de determinada populagdo aproxima-se do seu maximo.

Figura 20 — Graficos dos indicadores de Ribeirdo Preto entre 26/03 e 29/06/2020
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200
150
100

50

0

— 0
25/03 10/04 26/04 12/05 28/05 13/06 29/06

25/03 10/04 26/04 12/05 28/05 13/06 29/06

(a) Casos confirmados no periodo (b) Obitos confirmados no periodo

Fonte — https://datastudio.google.com/u/0/reporting/5b72d54e-a0c2-4748-act0-
9688f42278aa/page/w39PB
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Podemos observar nos gréficos apresentados na plataforma Info Tracker (c.f. 21) que,
a taxa de crescimento dos nimeros de casos e Obitos sofrem diminui¢des a medida que os
protocolos sanitérios, sugeridos pela Organizagao Mundial da Satide (OMS), sao aplicados com
mais rigor e, novamente, quando come¢am a serem oferecidos tratamentos (vacinagdo) que
amenizam os sintomas agravantes da Covid-19 no inicio do ano de 2021. Um ponto que ainda
precisa ser investigado € seu grau de diminui¢do atribuido ao fator de imunizagdo natural, pois
conforme muitos individuos sdo contaminados, produzem anticorpos capazes de resistir aos

piores sintomas e, estes por sua vez, deixam de recorrer as institui¢des ligadas a saude.

Figura 21 — Gréficos dos indicadores de Ribeirdo Preto entre 20/10/2020 e 31/05/2021

Casos Confirmados Obitos Confirmados
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(a) Casos confirmados no periodo (b) Obitos confirmados no periodo

Fonte — https://datastudio.google.com/u/0/reporting/5b72d54e-a0c2-4748-acf0-
9688f42278aa/page/w39PB

Como mencionamos anteriormente, separando intervalos de tempo especificos da pande-
mia, podemos notar a grande semelhanca com os graficos de fun¢des exponenciais. Podemos
ver, nos trés primeiros meses da pandemia na Figura 20, que a taxa de crescimento representa
ser alta, esta caracteristica confere ao grafico um aspecto de curva acentuada, enquanto que na
Figura 21 aparentemente a taxa de crescimento desacelerou, conferindo a curva um aspecto

menos acentuado.

Destacando a série de dados da Figura 20a, apresentada no Apéndice A, podemos esta-
belecer uma aproximacao simplificada desta com as fun¢des exponenciais. Para isso, podemos
utilizar um programa do tipo planilha eletronica ou construgdo grafica, inserimos os dados,
por exemplo, relativos ao nimero de casos confirmados no periodo de 26/03 a 29/06/2020 em
Ribeirdo Preto, geramos seu grifico e aplicamos uma linha de tendéncia do tipo regressdo

ndo-linear exponencial' .

Na Figura 22 a seguir a curva tracejada em vermelho representa a linha de tendéncia, em
regressao exponencial sobre a série de dados do exemplo, oferecida pelo programa Microsoft

Office Excel, sendo que o mesmo resultado é obtido pelo Geogebra, dada pela seguinte expressao:

' Em estatistica regressdo ndo-linear é uma técnica em que dados observados podem ser modelados por
um tipo de funcdo cujo grafico ndo seja uma reta, no nosso caso, por uma funcio do tipo exponencial.
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y = 34,684 . 0529% (5.1)

Figura 22 — Gréfico tipo dispersdo de pontos de casos confirmados de Ribeirdo Preto
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Onde, no eixo horizontal x estdo dispostos os dias (tempo) e no eixo vertical y estdo os
numeros de casos confirmados. Vemos que a linha de tendéncia em regressdao exponencial do
grafico se encaixa muito bem entre os pontos da série de dados do intervalo, porém ¢é realmente
uma aproximacdo grosseira da realidade. Até dezembro de 2022 a populacio da cidade de
Ribeirdo Preto era de aproximadamente 711 mil habitantes, entdo se considerarmos a equacao
f(x) = 711000 na incégnita x, podemos determinar a partir de quantos dias apds o inicio da

pandemia todos os habitantes de Ribeirdo Preto seriam contaminados. Assim, temos:

1 711000
34,684

34,684 - %0529 — 711000 ta = 2%t
, e , entdao x 0.0529

logo x= 187,677
Resolvendo o valor de x na igualdade anterior conclui-se que em aproximadamente 188
dias ap6s o inicio da pandemia em 26/03/2020, segundo os dados da Info Tracker, a populagdo de
Ribeirdo Preto estaria toda contaminada, porém na Figura 18 podemos notar que até dezembro
de 2022 pouco mais de 173 mil casos confirmados foram registrados. Isso significa que caso
medidas nio fossem tomadas e a taxa de evoluc¢ao da pandemia ndo diminuisse, em pouco mais

de seis meses de pandemia o nimero de infectados atingiria a totalidade dos habitantes da cidade.

A seguir trataremos sobre a taxa de crescimento da pandemia de Covid-19, assim torna-se

necessario destacar que, para o intervalo de dados proposto, a taxa de contaminacgdo apresentada
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na Equacdo 5.1 tem o valor do nimero e, porém aplicando uma propriedade de poténcia pode-se

simplificar tal expressdo da seguinte forma:

y = 34,684 (20)°

0,0529

como, e ~ 1,054, segue que

y=34,684-1,054". (5.2)

Dessa forma, na Equacdo 5.2 que representa o intervalo de dados da pandemia na cidade
de Ribeirdo Preto da Figura 20a, porém com expoente inteiro, tem uma taxa de crescimento

proxima a 1,054.

5.2 A taxa de crescimento da pandemia

Ao lidarmos com problemas relacionados a satde, principalmente nos casos de epidemias,
conhecer a taxa de propagacdo de um virus em meio a uma populagao de individuos € essencial.
Para isso, € necessdrio utilizar um indicador conhecido como niimero efetivo de reproducdo da
infeccdo (R, ou R;), onde R, € o nimero médio de contagiados por cada infectado nas condic¢des

existentes em dado momento.

Conhecer este indicador permite o planejamento adequado quanto as medidas cautelares
ou demandas de recursos e equipamentos ao combate da epidemia. Um R, equivalente a 1
significa que cada infectado transmite a doenga para mais uma pessoa, porém um indicador
acima deste valor indica a necessidade de manutencdo das medidas de controle do maleficio.
Segundo epidemiologistas a flexibilizacdo das medidas de combate e controle da epidemia
podera ser relaxada quando o indicador R, estiver entre 0,7 ou 0,8 tendo em vista que com
a flexibilizagdo dos protocolos e a intensificacdo dos contatos sociais 0s virus encontram-se

novamente em condi¢des de se disseminar.

Segundo a epidemiologista Maria Amélia Veras, do Departamento de Saide Coletiva
da FCM-SCSP, integrante do Observatdrio Covid-19 BR, entrevistada pela revista Pesquisa
da Fapesp (Apéndice C), uma variagdo supostamente pequena no fator R., por exemplo da
cidade de Sdo Paulo, de 0,95 para 1,05 acarretaria no aumento de mais 100 mil casos em
um més. Este tipo de ocorréncia levaria ao esgotamento acelerado dos leitos de hospitais,
equipamentos de respiracdo mecanicos, medicamentos, entre outros, o que causaria terrivelmente
a morte de muitos individuos. Salienta ainda sobre a importante necessidade da coleta precisa
de informacdes, acerca do acompanhamento da evolugdo da epidemia para a determinagdo do
nimero de reproducao efetiva da doencga, de forma que o planejamento de contramedidas sejam

feitos de maneira mais realista possivel.

O Observatoério Covid-19 BR € um dos grupos responsaveis pelo valor do R, no Brasil,

segundo seus integrantes a realizacdo do cdlculo do nimero de reproducao efetiva da doenca
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nao € o ideal com a base de dados disponivel, porém pode ser feito. Tendo em vista que leva
em conta o acompanhamento hospitalar de pacientes com a sindrome, contudo estimam que de
80 a 90% dos casos ndo causam internagdes, além disso a falta de regularidade na insercao de

informacdes dificulta ainda mais os cédlculos.

De acordo com especialistas na drea, o cdlculo do R, leva em conta o niimero bdsico de
reproducdo da infeccdo, denotado por Ry, que determina a infectividade de um patégeno em um
ambiente ao qual nenhum individuo possui imunidade a ele. Para o célculo do Ry sdo utilizadas

trés informacoes:

* o ndmero de contatos que uma pessoa infectada tem com individuos suscetiveis;

¢ orisco de transmissdo em cada contato realizado;

* o tempo médio de transmissao da doenca pelo infectado.

Em resumo, estabelecem que o R, € o Ry dentro de condi¢des reais de evolugao da doenca.
Na mesma entrevista para a revista Pesquisa da Fapesp (Apéndice C), o professor Guilherme
Werneck do Instituto de Estudos em Satde da UFRJ apresenta a seguinte escala decrescente do

fator Ry de algumas enfermidades infectocontagiosas:

e Sarampo - Ry = 15,6 * Poliomielite - Ry = 4,9
» Catapora- Ry =11,3 e Covid-19-Ry=2,5 a 3,0
e Caxumba - Ry = 8,1 * Gripe espanhola-Ry=1,5 a 4,0

* Rubéola-Ry=7,0

HINI (2009) - Ry = 1,46

* Variola- Ry =135,2 * Gripe comum - Ryp = 1,2
Observando o item destacado acima podemos perceber que, em se tratando da Covid-19,
um individuo infectado por esta doenga em um ambiente sem imunidade contaminaria de dois
a trés novos individuos. Sendo otimistas considerando no intervalo de Ry o limite inferior de
contdgio, ou seja, dois novos infectados a cada contato, sem a ado¢@o dos protocolos sanitarios
chegamos muito proximos a situa¢@o apresentada no Capitulo 1 sobre a demanda do inventor do
jogo de xadrez ao imperador, porém caso fossemos pessimistas e adotdssemos o Ry no limite

superior de contdgio, a situacao se agravaria muito mais rapidamente.

Imagine que em uma pequena cidade do interior, com aproximadamente dois mil ha-
bitantes, exista apenas um unico hospital, tal instituicdo de satde possui vinte leitos de UTI
totalmente disponiveis durante o inicio da pandemia de Covid-19. Adotando o fator otimista de
Ry, citado anteriormente, apresentamos a seguir o diagrama de drvore que representaria o inicio

das contaminacdes da cidade em questao.
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Figura 23 — Evolucao do niimero de contaminados com Covid-19
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na Figura 23 cada linha tracejada corresponde a duracdo de um dia completo de conta-
minagdes por Covid-19, porém sem que sejam adotadas contramedidas no combate desta doenca
infectocontagiosa. Com base nas informacdes apresentadas até agora propomos, para reflexdo do

leitor, os seguintes questionamentos:

1-) Ap6s quantos dias de contagio, sem que sejam adotados protocolos sanitdrios, o nimero de

leitos da UTTI se esgotardo, se todos os casos desenvolverem quadros de sintomas graves?

2-) Ap6s sete dias de contagio, sem que sejam adotados protocolos sanitdrios, qual o niimero

de habitantes contaminados na cidade?

3-) Apos quantos dias de contagio, sem que sejam adotados protocolos sanitdrios, 0 nimero

de habitantes contaminados na cidade atingiria sua totalidade?

4-) Quais as consequéncias econdmicas e sociais recairiam sobre os cidaddos deste municipio,

no caso de negligenciarem os protocolos sanitarios?

5.3 Um fendomeno mal-interpretado

Como vimos na Se¢do 3.9 (Capitulo 3), o viés de crescimento exponencial pode prejudicar
a interpretacdo do desenvolvimento de um fendmeno. Devido a linearidade tdo presente em
nossas vidas somos, muitas vezes, compelidos a acreditar que toda evolucdo se da de forma

constante.

Alguns estudos mostraram que as pessoas suscetiveis ao viés estdo menos preocupadas

com a disseminacdo do Covid-19 e menos inclinadas a adotar medidas como distanciamento
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social, higiéne das maos ou uso de mdscaras (protocolos sanitdrios). Pesquisadores atribuem este
fato, em parte, a representacdo grafica em escala logaritmica de fendmenos como a evolucao do
numero de infectados na pandemia, ou seja, fendmenos com grande variacao na vertical. Nesta
escala os valores posicionados no eixo y seguem uma escala de poténcias de dez, assim comeca

em 1, depois 10, 100, 1000, ..., 10", esta ferramenta aproxima curvas exponenciais a retas.

Figura 24 — Gréfico de uma fun¢do exponencial

(a) em escala logaritmica (b) em escala normal

Fonte — vide link no Apéndice C

Segundo tais pesquisadores, as emissoras de televisdo inicialmente mostravam a evolugdo
da pandemia em escala logaritmica, devido ao fato de que as pessoas comuns entendem melhor a
imagem de uma reta ascendente, o que poderia ter potencializado o efeito do viés de crescimento
exponencial. Deixaram de mostrar um elemento muito importante deste tipo de fendmeno, seu

crescimento acentuado nao-linear.

Fazendo uma estimativa grosseira sobre a pandemia de coronavirus, adotando uma taxa
de contaminag@o média de 2,5 (otimista) em qualquer parte do mundo, sem que fossem adotados
os protocolos sanitdrios, em apenas 25 dias toda populagdo mundial ja teria sido infectada.
Considerando que, na pior das hipéteses, 1% das pessoas infectadas ndo sobrevivam, segundo
estimativa da O.M.S., haveriam entre 70 e 80 milhdes de mortes, fazendo com que a Covid-19

estivesse entre as cinco piores pandemias ja enfrentada pela humanidade.

Felizmente as ideias e opinides das pessoas sdo flexiveis, logo pela simples participacio
em experimentos praticos as pessoas podem melhorar muito sua percepcao de propagacao da

doenca ou fendmenos, assim apresentamos no capitulo a seguir duas praticas de sala de aula.
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CAPITULO

DISCUTINDO A FUNCAO EXPONENCIAL
EM SALA DE AULA

Durante as aulas do ensino médio as fun¢des sdo abordadas constantemente, contudo
nem sempre ficam explicitas as diferencas entre seus diversos tipos, principalmente quando
lidamos com as fungdes lineares e as fungdes exponenciais que, como vimos anteriormente,

somos linearmente tendendiosos.

Em quase todos os ciclos de ensino a aprendizagem da forma abstrata como tradicional-
mente € utilizada, dificulta ainda mais a compreensdo de conceitos essenciais da Matematica, em
parte pela propria falta de aplicagdes concretas sobre algum assunto ou mesmo sua complexidade.
Dessa forma, a unido da teoria com a prética torna-se um elo poderoso na educagio, favorecendo

um aprendizado dindmico e protagonizado pelo proprio aluno.

Neste capitulo propomos experimentos praticos que podem ajudar na compreensio de que
nas fungdes lineares a taxa de crescimento € constante, enquanto que nas fun¢des exponenciais a
taxa de crescimento € variada e acentuada, com base nas competéncias e habilidades definidas

pela Base Nacional Comum Curricular - BNCC.

6.1 Pratica 1 - Simulando um investimento financeiro

Em muitos paises desenvolvidos a educacdo doméstica e financeira fazem parte de seus
curriculos académicos, visto que desde pequenos somos atraidos pelos nossos objetos de desejo
e somos orientados que eles possuem um valor, seja financeiro, emocional, social, entre outros.
Caso tal desejo tenha um valor financeiro, somos imediatamente levados a cobiga pelo dinheiro,

pois sem ele nada pode ser resolvido, até que as vendas em credidrios foram criadas .

A duvida que, normalmente, paira sobre o consumidor € em qual tipo modalidade de

pagamento deve-se investir, fazer a compra a vista ou a prazo, qual serd a mais vantajosa? A
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resposta para esta questdo € depende, pois se os valores a serem pagos a vista ou a prazo forem
iguais, entdo a compra a prazo € mais vantajosa, tendo em vista que sabemos, o valor do dinheiro

muda com o tempo.

Contudo, se na venda a vista tivermos um desconto percentual, desde que acima dos
rendimentos comuns oferecidos por instituicdes financeiras, entdo a compra a vista torna-se
muito mais atraente. Além disso, sabemos que com o dinheiro em maos barganhas extras podem

ser feitas, todavia a grande dificuldade nesta modalidade € resistir ao tempo de aquisicao do bem.

A prética proposta nesta secao, além dos objetivos deste trabalho, incentiva e exercita
a economia de dinheiro para a modalidade de compra a vista, pois € comum a muitos pais de

familias estimular a autonomia financeira de seus filhos com uma renda mensal chamada mesada.

6.1.1 A poupanca familiar

Pedro é um empresério de sucesso que adora brincar com a Matematica, possui dois
filhos, Ana de onze anos e Jorge, com quatorze. Certo dia, num passeio pela cidade com a familia
¢ abordado pelas criangas, Ana pediu um celular novo e Jorge um computador para seus estudos,
embora Pedro ndo tivesse problemas financeiros e ambos objetos de desejo dos filhos custassem
R$ 2.000,00 cada, pensou ser a oportunidade certa de ensinar a eles como economizar e valorizar

seu dinheiro.

Pedro, muito astuto, apresenta a seguinte proposta aos filhos. Ele lhes daria os dois mil
reais de uma tnica vez com a restricao de que cada filho compre seu presente s6 depois que
guardasse em seu cofrinho todo o dinheiro ja recebido, porém depositando valores que seguiriam

dois padrdes distintos diariamente, sendo que

* Jorge deve guardar R$ 0,10 no primeiro dia e a cada dia seguinte devera guardar o dobro

da quantia guardada no dia anterior,

* Ana deve guardar R$ 2,00 no primeiro dia e a cada dia seguinte deverd guardar dois reais

a mais da quantia que guardou no dia anterior.

Para garantir que quando seus filhos atingissem o objetivo os presentes seriam comprados,
Pedro fixa na sala de sua casa uma tabela para o acompanhamento do progresso dos depdsitos
feitos por cada um deles. Sendo o filho que compraria primeiro seu presente, aquele que esgotasse

todo dinheiro recebido.

Tabela 14 — Acompanhamento dos depdsitos didrios de Ana e Jorge

Dias | 1° 2° 3° 4° 5° 6°
Jorge | 0,10 | 0,20 | 0,40 | 0,80 | 1,60 | 3,20
Ana 2 4 6 8 10 12

Fonte: Elaborada pelo autor.
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6.1.2 Recursos utilizados para a pratica 1 em sala de aula

Segue abaixo a lista de recursos necessarios na realizacdo do experimento:

70 moedas de 10 centavos confeccionadas em cartolina;

103 cédulas de 1 real confeccionadas em papel,

39 cédulas de 10 reais confeccionadas em papel;

35 cédulas de 100 reais confeccionadas em papel;

e 2 caixas ou sacolas simulando os cofres;

calculadora;

e crondmetro;

folha da atividade impressa.

As quantidades dos item descritos formam um kit para o grupo, logo deve-se multiplicar

tais quantidades pelo nimero de grupos formados para a atividade.

6.1.3 Definicao das etapas da pratica 1

* Organizar a turma em grupos, entre 3 e 5 alunos;

* Dentro de cada grupo definir os personagens sendo: O pai, Ana, Jorge e assistente para
cada filho;

* Distribuir o formuldrio da pratica (Apéndice B) entre os grupos;
* Realizar o experimento pratico;

* Responder os questionamentos propostos no formuldrio;

* Realizar apresentacdo dos resultados e conclusoes;

* Finalizar o experimento refletindo sobre o assunto.

6.1.4 Desenvolvimento da pratica 1

Este experimento pratico foi elaborado com duracdo de duas aulas de 45 minutos cada,
sendo que ele devera ser realizado na primeira aula e a segunda, destinada a esclarecimentos
e conclusdes sobre o tema. Apds organizar a turma e distribuir os materiais utilizados para o
personagem pai, que serd o responsavel em conferir o valor de cada depdsito feito no cofre, cada

grupo serd responsavel pelo progresso da sua atividade.
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Apo6s a realizagdo da leitura da pratica pelos integrantes do grupo, os mesmo devem
registrar em campo especifico do formulério (Apéndice B) suas primeiras impressdes sobre a
possivel conclusao. Defina, dentro do prazo de aula disponivel, o tempo para separagao do valor
do depésito e a realizacdo do mesmo, entre 2 e 3 minutos, esclareca que tais tempos simulam o

depdsito no cofre realizado a cada dia.

Os personagens de assistentes dos filhos ficam responsdveis em marcar na tabela do
formulério o valor de cada depdsito a ser realizado, bem como realizar os cdlculos do total
acumulado apds cada deposito. Os personagens filhos sdo encarregados de separar os valores
dos depdsitos a serem realizados e guarda-los no cofre apds a conferéncia do personagem
pai. Segue-se o procedimento durante 6 depdsitos, em seguida sdo questionados novamente se
reafirmam sua convic¢do sobre a conclusdo da pratica. O experimento pratico termina quando

um dos personagens filho depositar o tltimo valor disponivel em sua posse.

6.2 Pratica 2 - Simulando um contagio viral

Este experimento foi utilizado pelo professor Yedlin (Apéndice C) da Universidade
da Columbia Britdnica, no curso intitulado “Viver com Armas Nucleares? Controle de Ar-
mas e Tecnologias de Verificagdo”, o exercicio mostra a diferenca entre crescimento linear e

exponencial.

6.2.1 Recursos utilizados para a pratica 2 em sala de aula

Segue abaixo a lista de recursos necessdrios na realiza¢do do experimento:

sala de aula;
* alunos;
* lousa e giz;

e crondmetro.

6.2.2 Definicao das etapas da pratica 2

* Organizar a sala de aula, deixar apenas as cadeiras alinhadas em disposi¢do retangular;

Dividir a lousa em cinco espagos;
* No 1° espaco da lousa escrever os objetivos da aula;

* No 3° espaco da lousa desenhar trés tabelas;

No 4° e 5° espacos da lousa desenhar dois planos cartesianos;
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* Selecionar dois alunos como assistentes, o responsavel pelo crondmetro e outro pela

anotac¢do dos resultados na lousa;

* No 2° espaco anotar o niimero de participantes, o tempo de duracdo da primeira simulagio,

o tempo da segunda simulacdo e o tempo da terceira simulacao;

* Definir o marco inicial de contdgio, adotando preferencialmente as posi¢des localizadas

nos cantos da disposi¢ao das cadeiras.

6.2.3 Desenvolvimento da primeira simulacao

Inicialmente, anunciamos e marcamos as regras com a qual se dard a simulagdo na
lousa. Supomos que o toque realizado por cada aluno indicard uma contamicao e leva cerca de 1
segundo para ocorrer. O toque poderd acontecer apenas naqueles que se encontram no entorno
do aluno que j4 estd contaminado. Cada aluno que seja tocado deve se levantar, porém aqueles

que estdo em pé, nao podem ser tocados novamente.

Na primeira simulagdo, o aluno sentado na cadeira, adotada como marco de inicio da
contaminacdo, se levanta e deve tocar no ombro de apenas um aluno que esteja imediatamente a
sua direita, esquerda, atrds ou a frente, dependendo da posicao inicial da simulacdo, assim que o
processo se inicia, com o levantamento do primeiro aluno, o assistente com o cronometro deve

comecar a contar o tempo.

O segundo aluno contaminado deve levantar-se e tocar no ombro de outro, seguindo o
mesmo procedimento realizado pelo primeiro e, assim sucessivamente até que o ultimo aluno
seja atingido. Quando o ultimo aluno levantar-se o crondmetro serd pausado e, o assistente de

lousa, deve marcar na lousa a informagao quanto ao tempo de duragdo total obtido na simulagao.

Apds a marcagao dos dados observados, o professor pode apresentar de alguns questio-

namentos para a turma da seguinte forma:

I- Qual foi o tempo real médio de contdgio?
2- Quais devem ser os dois primeiros valores a serem postos na tabela da primeira simulacao?

3- O ndmero de pessoas contaminadas foi constante ou variou a cada intervalo de tempo?

Com o auxilio do professor, o assistente de lousa deve preencher a primeira tabela de

forma que obtenha:

Tabela 15 — Evolucdo da contaminacio na primeira simulagio

tempo, em segundos |0 |1 |23 14|56 |7|..|30
alunos contaminados | 1 |2 3|4 |56 |7 |8 ..|3l

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Utilizando a tabela o professor podera exercitar a identificacdo e obtencdo da lei de

formacdo da simulacdo.

6.2.4 Desenvolvimento da segunda simulacao

Adotamos 0 mesmo protocolo estabelecido na primeira simulagdo, porém desta vez, o
aluno sentado na cadeira, adotada como marco de inicio da contaminagdo, se levanta e deve
tocar no ombro de apenas dois alunos que estejam imediatamente atrds e a esquerda ou, a frente
e a direita, dependendo da posi¢do inicial da simulagdo, assim que o processo se inicia, com o

levantamento do primeiro aluno, o assistente com o crondmetro deve comegar a contar o tempo.

Os segundos alunos contaminados devem levantar-se e tocar nos ombros de outros dois
colegas, seguindo o mesmo procedimento realizado pelo primeiro aluno e, assim sucessivamente
até que os ultimos alunos sejam atingidos. Quando os dltimos alunos levantarem-se o cronometro
serd pausado e, o assistente de lousa, deve marcar na lousa a informacao quanto ao tempo de

duracdo total obtido na simulagdo.

Ap6s a marcacio dos dados observados, o professor deve repetir os questionamentos da

primeira simulagdo para a turma e acrescentar os seguintes:

4- Qual das simulacdes apresentou o crescimento mais rapido?

5- Mudando o marco inicial de contdgio, a contaminagdo acontecerd mais rapido ou mais

devagar?

Com o auxilio do professor, o assistente de lousa deve preencher a segunda tabela de

forma que obtenha:

Tabela 16 — Evolucdo da contaminacio na segunda simulagdo

tempo, em segundos |0 |12 |3 4 | 5
alunos contaminados | 1 |2 |4 | 8| 16 | 32

Fonte: Elaborada pelo autor.

Novamente, utilizando a tabela o professor pode exercitar a identifica¢do e obtencao da

fun¢do da simulagao.

6.3 Uso de experimentos praticos

Com a realizacdo de experimentos praticos, todas atividades voltadas ao protagonismo e
dinamismo dos estudantes, tém um efeito positivo muito significativo em seu aprendizado, a unido

da teoria com a prdtica traz consigo eficiéncia e eficacia. Aulas praticas marcam profundamente,
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como um aprendiz de artesdo criando a mao sua primeira peca, mostram quais as dificuldades
encontradas, trazem momentos de discussdo, propostas de solu¢des e, na maioria dos casos,

reformulacao de ideias e entendimentos.
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APENDICE

SERIE DE DADOS DO INFO TRACKER

As tabelas e figuras da série de dados foram coletadas no site Info Tracker, sdo relativos
a cidade de Ribeirdo Preto e foram utilizadas as informac¢des de nimero de casos confirmados e

6bitos confirmados nos graficos da Figura 20.

Tabela 17 — Série de dados do Info Tracker - 26/03 a 14/04/2020

Dia Data Casos Confirmados | Obitos Confirmados
1 | 26/03/2020 4 1
2 | 27/03/2020 4 1
3 | 28/03/2020 4 1
4 1 29/03/2020 14 1
5 | 30/03/2020 25 1
6 | 31/03/2020 25 1
7 | 01/04/2020 54 1
8 | 02/04/2020 69 1
9 | 03/04/2020 88 1
10 | 04/04/2020 88 1
11 | 05/04/2020 88 1
12 | 06/04/2020 110 2
13 | 07/04/2020 116 4
14 | 08/04/2020 122 4
15 | 09/04/2020 130 4
16 | 10/04/2020 146 4
17 | 11/04/2020 157 4
18 | 12/04/2020 161 4
19 | 13/04/2020 178 4
20 | 14/04/2020 184 5

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 18 — Série de dados Info Tracker - 15/04 a 24/05/2020

Dia Data Casos Confirmados | Obitos Confirmados
21 | 15/04/2020 189 5
22 | 16/04/2020 191 5
23 | 17/04/2020 197 5
24 | 18/04/2020 197 5
25 | 19/04/2020 197 5
26 | 20/04/2020 217 5
27 | 21/04/2020 217 5
28 | 22/04/2020 228 5
29 | 23/04/2020 230 5
30 | 24/04/2020 241 6
31 | 25/04/2020 252 6
32 | 26/04/2020 253 6
33 | 27/04/2020 253 6
34 | 28/04/2020 259 7
35 | 29/04/2020 270 7
36 | 30/04/2020 274 7
37 | 01/05/2020 274 7
38 | 02/05/2020 274 7
39 | 03/05/2020 295 7
40 | 04/05/2020 300 8
41 | 05/05/2020 300 8
42 | 06/05/2020 313 8
43 | 07/05/2020 330 8
44 | 08/05/2020 330 8
45 | 09/05/2020 349 8
46 | 10/05/2020 349 8
47 | 11/05/2020 351 8
48 | 12/05/2020 370 10
49 | 13/05/2020 409 10
50 | 14/05/2020 409 10
51 | 15/05/2020 464 11
52 | 16/05/2020 479 12
53 | 17/05/2020 507 13
54 | 18/05/2020 521 15
55 | 19/05/2020 586 15
56 | 20/05/2020 618 17
57 | 21/05/2020 648 17
58 | 22/05/2020 693 17
59 | 23/05/2020 740 17
60 | 24/05/2020 794 17

Fonte: Elaborada pelo autor.



Tabela 19 — Série de dados Info Tracker - 25/05 a 29/06/2020

Dia Data Casos Confirmados | Obitos Confirmados
61 | 25/05/2020 815 19
62 | 26/05/2020 860 20
63 | 27/05/2020 860 20
64 | 28/05/2020 860 20
65 | 29/05/2020 1082 24
66 | 30/05/2020 1128 24
67 | 31/05/2020 1160 25
68 | 01/06/2020 1217 27
69 | 02/06/2020 1261 28
70 | 03/06/2020 1325 29
71 | 04/06/2020 1480 30
72 | 05/06/2020 1563 36
73 | 06/06/2020 1633 38
74 | 07/06/2020 1690 38
75 | 08/06/2020 1791 44
76 | 09/06/2020 1865 48
77 | 10/06/2020 2028 53
78 | 11/06/2020 2139 53
79 | 12/06/2020 2227 53
80 | 13/06/2020 2321 59
81 | 14/06/2020 2406 60
82 | 15/06/2020 2517 68
83 | 16/06/2020 2715 79
84 | 17/06/2020 2941 85
85 | 18/06/2020 3101 89
86 | 19/06/2020 3308 91
87 | 20/06/2020 3412 94
88 | 21/06/2020 3514 95
89 | 22/06/2020 3600 101
90 | 23/06/2020 3771 115
91 | 24/06/2020 3981 121
92 | 25/06/2020 4113 125
93 | 26/06/2020 4385 134
94 | 27/06/2020 4483 141
95 | 28/06/2020 4520 143
96 | 29/06/2020 4746 144

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 25 — Dados do Info Tracker - Ribeirdo Preto - 26/03 a 29/05/2020
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APENDICE

FOMULARIO DA PRATICA EM SALA DE
AULA

Pedro é um empresério de sucesso que adora brincar com a Matemdtica, possui dois
filhos, Ana de onze anos e Jorge, com quatorze. Certo dia, num passeio pela cidade com a familia
¢ abordado pelas criangas, Ana pediu um celular novo e Jorge um computador para seus estudos,
embora Pedro ndo tivesse problemas financeiros e ambos objetos de desejo dos filhos custassem
R$ 2.000,00 cada, pensou ser a oportunidade certa de ensinar a eles como economizar e valorizar
seu dinheiro. Pedro, muito astuto, apresenta a seguinte proposta aos filhos. Ele lhes daria os dois
mil reais de uma Unica vez com a restri¢dao de que cada filho compre seu presente s6 depois que
guardasse em seu cofrinho todo o dinheiro ja recebido, porém depositando valores que seguiriam

dois padrdes distintos diariamente, sendo que

* Jorge deve guardar R$ 0,10 no primeiro dia e a cada dia seguinte devera guardar o dobro

da quantia guardada no dia anterior.

* Ana deve guardar R$ 2,00 no primeiro dia e a cada dia seguinte devera guardar dois reais

a mais da quantia que guardou no dia anterior.

Para garantir que quando seus filhos atingissem o objetivo os presentes seriam comprados,
Pedro fixa na sala de sua casa uma tabela para o acompanhamento do progresso dos depdsitos
feitos por cada um deles. Sendo o filho que compraria primeiro seu presente, aquele que esgotasse

todo dinheiro recebido.

Tabela 20 — Acompanhamento dos depdsitos didrios de Ana e Jorge - pritica

Dias 1° 2% 3°14°|5°]| 6°
Jorge | 0,10
Ana | 2,00

Fonte: Elaborada pelo autor.
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APENDICE B. Fomuldrio da Prdtica em Sala de Aula

B.1 Questionamentos

1-)

2-)

3-)

Analisando a condi¢do proposta pelo pai de Ana e Jorge para comprar cada presente,
discuta com seu grupo sobre qual dos filhos guardaria primeiro todo dinheiro ganho e

poderia comprar seu presente.

Com base nos padroes de depdsitos descritos por Pedro, preencha completamente a tabela
abaixo.
Figura 27 — Tabela de valores depositados do 1° ao 6° dia
Dias 12 dia 22 dia 32 dia 42 dia 52 dia 62 dia
Jorge
Total de Jorge
Ana
Total de Ana
Fonte: Elaborada pelo autor.
Com relagdo a tabela acima, discuta com seu grupo se a decisdo tomada no questionamento

1 se mantém ou muda. Em caso de mudanga, qual filho terminard de guardar todo o dinheiro

recebido do pai?

Seguindo os mesmos padroes de depdsitos da situacdo apresentada, preencha completa-
mente as tabelas abaixo, caso necessario faca outras tabelas para terminar. O preenchimento

termina quando a primeira crianca depositar todo dinheiro recebido.

Figura 28 — Tabela de valores depositados do 7° ao 12° dia

Dias 72 dia 82 dia 92 dia 109 dia | 11°dia | 129dia
Jorge
Total de Jorge
Ana
Total de Ana

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 29 — Tabela de valores depositados do 13° ao 18° dia

Dias 132dia | 142dia | 152dia | 162dia | 172dia | 182dia
Jorge
Total de Jorge
Ana
Total de Ana

Fonte: Elaborada pelo autor.



B.1. Questionamentos 91

5-) Utilizando as informacdes das tabelas anteriores, desenhe na imagem abaixo os graficos
que representam os investimentos de Jorge e Ana. Adote no eixo horizontal os dias dos
depdsitos e, no eixo vertical, os valores depositados diariamente por cada crianga, use

cores diferentes para cada gréfico.

Figura 30 — Gréficos dos investimentos de Jorge e Ana

10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: Elaborada pelo autor.

6-) Unindo os pontos (pares ordenados), obtidos das tabelas para cada tipo de investimento
proposto, tem-se o grafico construido na imagem acima, discuta com seu grupo e descrevam

duas diferengas observadas entre eles.

7-) Reflita com seu grupo e tentem descrever outras formas de descobrir quanto tempo levaria

para que a dltima crianga tenha o direito de comprar seu presente.
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APENDICE

C

SITES INFORMATIVOS

<https://www.bloomberglinea.com.br/2022/06/12/riqueza-global-tem-recorde-de-us-530-trilhoes-em

Riqueza global acumulada.

<https://www.who.int/eportuguese/countries/bra/pt/> Pigina em portugués da Organizacio
Mundial da Saude;

<https://ourworldindata.org/coronavirus-data> Site de informacdes baseadas em pesquisas
da Universidade de Oxford;

<https://www.spcovid.net.br/> Dados da pesquisas sobre casos confirmados e mortes por
COVID-19 pela Info Tracker para o estado de Sdo Paulo;

<https://www.viser.com.br/covid-19/sp-covid-info-tracker> Pdgina com informacdes do pro-
jeto SP Covid-19 Info Tracker;

<http://ecologia.ib.usp.br/bie430/lib/exe/fetch.php?media=apoio:gotelli_cap_2.pdf> Documento

utilizado como base de leitura sobre crescimento populacional logistico;

<https://revistapesquisa.fapesp.br/o-desafio-de-calcular-o-r/> Documento utilizado como

base de leitura sobre o desafio de se calcular a taxa de reproducao dos virus;

<https://www.acervolima.com.br/2020/05/escala-logaritmica-com-matplotlib.html> Site con-

tendo a imagem de uma funcio exponencial em escala logaritmica;

<https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/5921308/mod_resource/content/0/ajuste % 20parte % 204.p

Documento contendo a imagem de uma fun¢do exponencial em escala normal;

<https://www.youtube.com/watch?v=1_SwKG4Zt60> Experimento pratico 2 utilizado como

referéncia neste trabalho.


https://www.bloomberglinea.com.br/2022/06/12/riqueza-global-tem-recorde-de-us-530-trilhoes-em-2021-e-deve-continuar-crescendo/
https://www.who.int/eportuguese/countries/bra/pt/
https://ourworldindata.org/coronavirus-data
https://www.spcovid.net.br/
https://www.viser.com.br/covid-19/sp-covid-info-tracker
http://ecologia.ib.usp.br/bie430/lib/exe/fetch.php?media=apoio:gotelli_cap_2.pdf
https://revistapesquisa.fapesp.br/o-desafio-de-calcular-o-r/
https://www.acervolima.com.br/2020/05/escala-logaritmica-com-matplotlib.html
https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/5921308/mod_resource/content/0/ajuste%20parte%204.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=1_SwKG4Zt60
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ANEXO

COMPLEMENTO DA FUNCAO
EXPONENCIAL

Este anexo tem o intuito de complementar as demonstragdes e provas com relacio as
caracteristicas e caracteriza¢ao de fungdes exponenciais vistas no Capitulo 3, sendo que nossa
inten¢do € fornecer ferramentas para que o leitor possa identificar e classificar fendbmenos com

tais propriedades.

A.1 Complemento das caracteristicas da funcao exponen-
cial

Seja a um niimero real positivo, com a # 1. A fung¢do exponencial de base a, f: R — R™,
indicada pela nota¢do f(x) = a*, deve ser definida de modo a ter as seguintes propriedades, para
quaisquer x,y € R: (LAGES, 2017)

1) a* @ =a"";
2) a = a;
) x<y=a" <a quandoa>lex<y=a"<da*quando0<a < 1;

Tais propriedades foram provadas no capitulo mencionado anteriormente.
4) A funcdo exponencial € ilimitada superiormente;

Com efeito, todo intervalo em RT contém valores f(r) = a” segundo Lema 1 visto
anteriormente. Mais precisamente, se a > 1, entdo a* cresce sem limites quando x > 0 é muito
grande. E se 0 < a < 1, entdo a” torna-se arbitrariamente grande quando x < 0 tem valor absoluto

grande.
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5) A fung@o exponencial é continua;

(LAGES, 2017) Isto significa que, dado xo € R, é possivel tornar a diferenga |a* — a*|
tao pequena quanto se queira, desde que x seja tomado suficientemente proximo de xg. Dito de

outra forma: o limite de ¢* quando x tende a xg € igual a ¢*°. Em simbolos: lim,_,,, a* = a*°.
0 0

Esta é, novamente, uma consequéncia das propriedades bdsicas 1), 2) e 3) da fungfo
exponencial. Para prové-la, mostremos primeiro que é possivel tornar ¢’ tio préximo de 1 quanto

desejamos, desde que |h| seja escolhido suficientemente pequeno.

Assim, suponhamos a > 1 e & > 0. Dado arbitrariamente € > 0, queremos mostrar
que tomando /& pequeno, teremos a” < 14 €. Ora, pela desigualdade de Bernoulli, temos
(1+€&)" > 1+n-¢€. Portanto, se tomarmos n € N tal que n > %, teremos n-€ > a— 1, logo
a < 1-+n-¢ e dai (por Bernoulli) a < (1+€)" e, finalmente, ar < 1 + €. Mais precisamente,
1< a% < 1+ ¢€. Se tomarmos & tal que 0 < h < %, teremos 1 < a' < a% < 1+ €. Assim, faremos

a’ tdo préximo de 1 quanto desejemos.
Escrevemos lim,_,ga” = 1 (1 é o limite de " quando 4 tende a zero).

Agora, fixado xy € R, pomos & = x — xq e temos a* — a"0 = a0t — g0 = g% . (a" — 1).
Quando x se aproxima de xg, & tende a 0, a" tende a 1 e a" — 1 tende a zero. Como a* é fixo,
nao depende de A, temos lim,_,y, (a* —a™) = 0, ou seja, lim,_,y, a* = a™, o que caracteriza a

continuidade da funcdo exponencial.
6) A funcdo exponencial é sobrejetiva.

(LAGES, 2017) Esta afirma¢do quer dizer que para todo ndmero real b > 0 existe
algum x € R tal que @ = b. (Todo niimero real positivo € uma poténcia de a). Para prova-la,
usamos o Lema 1 e escolhemos, para cada n € N, uma poténcia a’™, com r, € Q, no intervalo
(b— %,b + %), de modo que |b—a'"| < %, portanto lim,_,y, a’ = b. Para fixar as ideias, supomos

a > 1. Escolhemos as poténcias a’”, sucessivamente, tais que
adl<a?<..<d"<..<b

Certamente, podemos fixar s € QQ tal que b < a’. Entdo, a monotonicidade da funcdo a* nos

asseguraque r; < rp < ... <rp <..<Ss.

Assim, (r,) é uma sequéncia crescente, limitada superiormente por s. A completeza
de R garante entdo que os r, sdo valores aproximados por falta de um nimero real x, ou seja,

lim,_,, r, = x. A fun¢lo exponencial sendo continua, temos entdo a* = lim,_, a’ = b.

A.2 Segunda caracterizacao da Funcao Exponencial

Como vimos, no capitulo que trata deste assunto, ao estudar um determinado fendmeno

deve-se verificar se o seu desenvolvimento se enquadra nas propriedades da fungdo a ser usada
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como modelo. Dessa forma, apresentamos a seguir o teorema da segunda caracterizacdo da

fun¢do exponencial, bem como sua prova.

Teorema 5 (Segunda caracterizagdo de b - a'). Para cada b e cada ¢ reais, suponhamos dado um

nimero f(b,t) > 0 com as seguintes propriedades:

1) f(b,t) depende linearmente de b e é mondtona injetiva em relagdo a t;

2) f(b,s+1t) = f(f(b,s),t). Entdo, pondo a = f(1,1), tem-se f(b,t) =b-d".

Demonstragdo. (LAGES, 2017) A fungdo ¢ : R — R™, dada por ¢(z) = f(1,¢) € monétona e
injetiva e cumpre

(p(S+t) :f(lvs+t) :f<f(1,S),t) :f(l,S) f(lvt) = (P(S) (p(t)
em consequéncia de 1) e 2), pois f(1,s) = f(1,s)- .

Pelo Teorema 3, tem-se ¢(7) = a’, onde a = (1) = f(1,1). Portanto,
f,)=fb-1,1)=b-f(1,t)=b-@(t)=b-d

A condicéo 2) do Teorema 5 tem seu significado esclarecido quando se nota que b =
b-a® = f(b,0), ou seja, que b é o valor inicial da grandeza f(b,t) no instante t = 0, pensando
em ¢ como o tempo decorrido desde que a grandeza passou do valor b = f(b,0) para o valor
f(b,t). Entdo, 2) diz que, comegar com o valor b e deixar passar o tempo s+¢ é 0 mesmo que

comegar com o valor f(b,s) e deixar transcorrer o tempo ¢. [

Para verificar a primeira condi¢do do teorema 5 para o modelo obtido na segunda situagao,
temos:
c(t,h) =c(t+h)=oh)=2"—1

Assim, como vimos no Teorema 4, ¢(t) = 2! é mon6tona e injetiva com relagdo a h,

linearmente dependente de 7. Para confirmar a segunda condicao do Teorema 5, fazemos:
c(x,t +h) = c(c(x,1),h)
Sea=c(1,1) =2, tem-se c(x,t) = x- 2", sendo x = Cp, obtemos a fun¢do com capital
de investimento (3.5) do inicio, com taxa de juros fixa a = 2, dada por:
() = Co- 2 (A1)
Dessa forma, podemos concluir que a fun¢do, obtida na segunda situacao apresentada no

Capitulo 2, é caracterizada por uma funcao exponencial, onde Cy = 1 (A.1) € o capital inicial de

1 real (1 grao de trigo). Logo, temos:

ct)y=1-2
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ou, simplesmente:
c(t)y=2" (A.2)
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