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RESUMO

TAKETOMI, H. L. Uma introducio a equacoes diofantinas e aproximacoes de nameros
reais. 2023. 74 p. Disserta¢do (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

Este trabalho € uma introducdo para o estudo de equacgdes diofantinas e fracdes continuas,
equacoes que foram trabalhadas pelo matematico grego Diofanto de Alexandria, considerado
o pai da Algebra. Iniciaremos com alguns fundamentos relacionados 2 Teoria dos Ndmeros,
incluindo propriedades, teoremas e demonstracdes sobre divisibilidade, divisdo euclidiana,
maximo divisor comum, congruéncias e o algoritmo de Euclides. Em seguida serdo abordadas
equacoes diofantinas lineares com duas, trés e n incdgnitas. Finalizaremos com as fragdes
continuas, onde demonstraremos a relagao fundamental entre nlimeros racionais e nimeros reais,
€ como nimeros racionais e irracionais podem ser representados como fragcdes continuas, usando

como exemplos o nimero "pi" e o nimero de ouro.

Palavras-chave: Equacdes Diofantinas, Fracdes Continuas.






ABSTRACT

TAKETOMI, H. L. An introduction to diophantine equations and approximations of real
numbers . 2023. 74 p. Dissertagdao (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matema-
tica em Rede Nacional) — Instituto de Ci€ncias Matemdticas e de Computacao, Universidade de
Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2023.

This work is an introduction to the study of Diophantine equations and continued fractions,
equations that were worked by the Greek mathematician Diophantus of Alexandria, considered
the father of Algebra. We will start with some fundamentals related to Number Theory, including
properties, theorems and demonstrations about divisibility, Euclidean division, greatest common
divisor, congruences and Euclid’s algorithm. Next, linear Diophantine equations with two, three
and n unknowns will be addressed. We will finish with continued fractions, where we will
demonstrate the fundamental relationship between rational numbers and real numbers, and how
rational and irrational numbers can be represented as continued fractions, using as examples the

number "pi" and the number of gold.

Keywords: Diophantine Equations, Continued Fractions.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Considerado por muitos como o pai da Algebra, Diofanto de Alexandria (matemético
grego) teve grande influéncia no desenvolvimento de diversos ramos da matematica. Diofanto
nasceu por volta de 200 d.C, ndo se sabe ao certo sua nacionalidade, mas foi em Alexandria,
no Egito, que se destacou com sua principal publicacao, a obra "Arithmetica", considerado o
primeiro manual de Algebra. As equacdes algébricas indeterminadas foram um dos temas traba-
lhados em seus livros, nos quais Diofanto aceitava apenas solu¢cdes em ndmeros racionais nao
negativos. Essas equagdes, quando sdo aceitos apenas nimeros racionais como solugdes, ficaram
conhecidas como equacgdes diofantinas, equacdes que levam seu nome. (SILVA AMANDA G.
DA SILVA, 2014)

Este trabalho visa auxiliar os alunos do Mestrado Profissional em Matemética em Rede
Nacional (PROFMAT) com material complementar para o estudo das equagdes diofantinas. Mas
antes de comecar veremos alguns fundamentos relacionados a Teoria dos Numeros, drea que
se dedica ao estudo dos nimeros inteiros. Serdo apresentadas algumas propriedades, teoremas
e demonstragdes relacionados a divisibilidade nos inteiros, divisdo euclidiana, maximo divisor

comum, congruéncias e o algoritmo de Euclides.

No capitulo 3, relacionado as equacdes diofantinas lineares, serd feito um estudo sobre
equacdes diofantinas com duas, trés e n incognitas, abordando algumas proposi¢des, exemplos e

a solugdo geral de cada tipo de diofantina.

O capitulo 4 sobre fra¢des continuas, veremos uma relacdo fundamental entre nimeros
racionais e nimeros reais, que diz que nimeros reais podem ser arbitrariamente aproximados
por numeros racionais. Para isso faremos uso de fracdes continuas. Neste mesmo capitulo
mostraremos como podemos representar nimeros racionais e irracionais como fra¢des continuas,
dando exemplos de como podemos expressar o nimero "pi'e o nimero de ouro, denotado pelas

letras gregas 7 e ¢ respectivamente, como fracdes continuas.

O 1ltimo capitulo € destinado as consideragdes finais sobre todo o contetdo trabalhado.
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CAPITULO

FUNDAMENTOS

Neste capitulo serd feito um breve estudo sobre a Teoria dos Nimeros, que € uma drea da
matemadtica que estuda as propriedades dos niimeros inteiros. Serdo vistas algumas propriedades

e teoremas que sdo importantes para darmos continuidade nos proximos capitulos.

As seguintes defini¢des baseiam-se no livros: Aritmética de (HEFEZ, 2016), um curso
com problemas e solucdes de (OLIVEIRA; FERN4ANDEZ, 2012) e An Introduction to the Theory
of Numbers (NIVEN; MONTGOMERY, 1991).

2.1 Nudameros Inteiros e Numeros Naturais

O conjunto dos numeros inteiros serd representado pelo simbolo Z, neste conjunto
estdo todos os nimeros inteiros positivos e negativos, incluindo o numero zero. O conjunto dos

numeros inteiros é dado por:

Z={.,—4,-3,-2,-1,0,1,2 3,4,...}.

O conjunto dos nimeros naturais sera representado pelo simbolo N, esse conjunto € um
subconjunto dos nimeros inteiros, ele consiste em todos os nimeros inteiros positivos incluindo

também o nimero zero. O conjunto dos nimeros naturais € dado por:

N={0,1,23,4,...}

Uma das propriedades fundamentais dos nimeros naturais € o principio da boa ordenacao,

que afirma o seguinte:

Principio da Boa Ordenag¢ao: Todo subconjunto ndo vazio A C N possui um elemento

menor que todos os outros elementos deste, ou seja, existe a € A tal que a < n para todo n € A.

Podemos observar que o conjunto dos numeros inteiros ndo goza do principio da boa

ordenacdo, pois ele ndo € limitado inferiormente. Temos também que as operacdes de adicdo e
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multiplicacdo de niimeros inteiros resultam em nimeros inteiros, mas a divisdo de dois inteiros

nem sempre € um inteiro.

A seguir temos algumas propriedades referentes a adicdo e multiplicacdo de nimeros

inteiros.

1) A adi¢do e multiplicacdo sao bem definidas: Para todos a, b, a/, beZsea=deb=b,
entioa+b=d +b ea-b=da -b.

ii) A adicdo e multiplica¢do sdo comutativas: Para todos a,b € Z,a+b=b+aea-b=0b-a.

iii) A adigdo e multiplicac@o sdo associativas: Para todos a,b,c € Z, (a+b)+c=b+ (a+c)
e(a-b)-c=b-(a-c).

iv) A adicdo e multiplicacido possuem elementos neutros: Paratodoa € Z,a+0=aea-1=a.
v) A adicdo possui elementos simétricos: Para todo a € Z, existe b = —a tal que a+b = 0.

vi) A multiplicagdo € distributiva em relagdo a adi¢do: Para todos a,b,c € Z, tem-se a - (b +
c)=a-b+a-c.

vii) Fechamento de Z: O conjunto Z € fechado para as operacdes de adi¢ao e multiplicacao,
ou seja, para todos a,b € Z, tem-seque a+bea-b € Z

viii) Tricotomia: Dados a,b € Z, apenas uma das seguintes possibilidades pode ser satisfeita:
a) a=>b
b) a<b

c)a>b

ix) Principio da Boa Ordenacdo: Se N € um conjunto nao vazio de Z e limitado inferiormente,

entdo N possui um menor elemento.

Agora iremos definir o que € o valor absoluto.

Defini¢ao 1. O valor absoluto (médulo) de um inteiro a € definido como a distancia de a até 0
na reta, logo podemos chegar a conclusido que o0 médulo de um nimero € sempre positivo, pois

temos que a distdncia € uma medida ndo-negativa, portanto |a| > 0.

1 a,seaz=0,
al:=
—a,sea<0.

Exemplo 1. A partir dessa definicdo podemos ver que:

i [7]=7.
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i) |—12] = —(—12) = 12.

iii) Para encontrar o médulo de |\/§ — 3| notemos que \/5 < 3, logo \/§ — 3 < 0, portanto

V53] =—-(V5-3)=3-/5.

2.2 Divisibilidade nos Numeros Inteiros

A divisdo entre dois nimeros inteiros nem sempre € exata, mas quando é possivel efetuar

essa divisdo com exatiddo, tal fato pode ser expressado através da relagdo de divisibilidade.

Definicao 2. Dados dois nimeros inteiros a e b, com a diferente de 0. Dizemos que b € divisivel

por a quando existir um nimero inteiro c tal que:
b=a-c,
essa divisibilidade é representada por a | b. Caso a ndo divida b, temos que a t b.

Exemplo 2. Podemos observar que:

i) 2] 10, pois podemos tomar ¢ =5 € Z e temos 10 =2-5.
ii) 5|75, pois podemos tomar ¢ = 15 € Z e temos 75 =5-5.

iii) 7116, pois ndo existe ¢ € Z tal que 16 =7 - c.

Agora veremos algumas propriedades da divisibilidade.

Proposicao 1. Sejam a, b e ¢ ndmeros inteiros, com a e b diferente de zero, temos que:

i) 1]a,b|beb]o.

ii) Seal|beb

c,entdoa | c.
Demonstragdo. Veja que:

i) Decorre das seguintes igualdades:
a=1-a,b=>b-1,0=0-0.

ii) Sea|beb|c, temos que existem d e f inteiros tal que b =a-d e c = b- f, agora

substituindo o valor de b na segunda expressao teremos que:

c=b-f=(a-d)-f=a-(d-f)

Como (d-f)=t € Z,entdoc=a-t comt € Z.Logo temos que a | c.
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Exemplo 3. Observemos que:
i) Se3|6e6|12entdo 3|12, pois3|12=6-2.
ii) Se5|10e 10| 60 entdo 5 | 60, pois 5 | 60 = 10-6.

Proposicdo 2. Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros. Se a | b e a | ¢ entdo a divide qualquer combinagdo
linear inteira entre b e ¢. Combinagdo linear € uma expressdo construida a partir de um conjunto

de termos, multiplicando cada termo por uma constante.

Demonstracdo. Se a|bea|c, temos que existem x e y inteiros tais que:
b=a-x,
c=a-y.

Agora tomando d e f inteiros quaisquer, podemos representar uma combinago linear de

b e cnaformab-d+ f-c. Substituindo os valores de a e b nessa combinacao, teremos:
b-d+f-c=(ax)d+f-(ay)=a (x-d+f-y)

Comob-d+f-c=a-(x-d+f-y),e(x-d+f-y)=k € Z,temosqueb-d+ f-c=a-k,
comk € Z.Logoa|(b-d+f-c). O

Exemplo 4. Podemos observar que se 3 | 12 e 3 | 30, logo existem d e f € Z tais que:
3/12:d+30-f
3/3-4-d+3-10-f
313-(4-d+10- f).
Portanto 3 divide qualquer combinagdo linear inteira entre 12 e 30.
Proposicao 3. Sejam a, b, ¢ e d nimeros inteiros. Sea |bec|d,entdoa-c | b-d.
Demonstracdo. Temos que a | b e ¢ | d, logo existem x e y inteiros taisque b=a-x ed =c-y.

Fazendo o produto membro a membro de b e d temos :

b-d=(a-x)-(c-y)=(a-c-x-y).

Comox-y=z€Z,b-d=a-c-z portantoa-c|b-d. O

Exemplo 5. Podemos observar que se 2 |6 ¢ 5 | 20, entdo 2-5 | 6- 20, pois 10 | 120 = 10- 12.
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Proposicao 4. Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros, entdo:

i) Se ae b sdo positivos e a | b, entdo 0 < a < b.

ii) Sea|beb|a,entioa=>boua= —b.

Demonstragdo. Temos que:

i) Se a| b, temos que existe x € Z tal que b = a - x, como a e b sdo positivos e a | b, entdo
x> 1.

Logo multiplicando por a ambos lados dessa desigualdade temos que:
b=a-x>a>0,

ou seja,

0<a<hb.

ii) Sea|beb|aentdo |a|||b| e |b|||al. Pelo item anterior temos que |a| < |b| e |b| < |a

)

ou seja, |a| < |b| < |a|. Logo, |a| = |b| e consequentemente a = b ou a = —b.

Exemplo 6. Se 6 | 24, entdo 0 < 6 < 24, por outro lado temos que se 9 | 9, entdo 0 < 9 < 9.

2.3 Divisao Euclidiana

Quando a divisao entre dois nimeros inteiros nao € exata, podemos expressar tal fato
através da divisdao Euclidiana. Veremos o que acontece no caso geral da divisdo entre dois

inteiros.

Teorema 1. Divisdo Euclidiana

Dados dois inteiros a € b, com b positivo, existem dois tinicos inteiros g € r tais que:
a=b-qg+r, 0<r<hb.

Se bt a, entdo r satisfaz a desigualdade estrita 0 < r < b.

Deve-se observar que a ¢ chamado de numerador, b de quociente e r € o resto dessa

divisdo.
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Demonstragdo. Primeiramente demonstraremos sua existéncia. Por simplicidade, tomemos a
positivo. Devemos fazer trés andlises, para caso de a < b, a = b, a > b, para a < b, basta assumir
g = 0 que teremos r = a. Caso a = b, basta assumir g = 1 que teremos r = 0. Agora paraa > b

temos que a > b > 0, pois por hipétese b é positivo. Consideremos o seguinte conjunto,
K={a—bgecZ;,a—bq>0}.
Como b —a > 0, temos que o conjunto K nao € vazio, pois a — b € K. Pelo principio da

boa ordenacdo, temos que K possui um menor elemento pois K C N, o qual serd denotado pela

letra r.

Podemos observar que r = a — bg > 0, para algum g > 0 e que r < b, pois caso contrario
teriamos,
r=a—bg=b=a—b-(q+1)=0. 2.1

Por outro lado temos,

b>0=a—-b-(qg+1)<a-—1bg. (2.2)

Das desigualdades 2.1 e 2.2 obtemos que,
0<a—b-(qg+1)<a-—bgq,
contradizendo assim o fato de que r = a — bg é o menor elemento nao negativo de K.

Demonstraremos agora a sua unicidade. Suponhamos que na divisao de a por b exista

um outro quociente ¢ € um outro resto s tal que:
a=b-qg+r, 0<r<hb,
a=b-t+s, 0<s<bh.
Podemos igualar as equacdes acima ja que a = a. Com isso obtemos:
b-q+r=b-t+s
b-g—b-t=s—r
b-(g—t)=s—r.

Pela Defini¢do 2, temos que b | s —r e como s < b e r < b isso implica que s — r < b,

portanto a tnica formade b |s—réses—r=0ousejas=r.

Como s — r = 0 temos que :

b-(g—1t)=0.

Notemos que o produto de dois numeros s6 € zero se a0 menos um deles for igual a zero,

e por hipétese temos que b € positivo, logo g —¢t = 0 o que implica que g = . ]
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Exemplo 7. Pelo Teorema acima temos que 20 dividido por 8 € igual a 20 = 8 -2 44, portanto 2

€ o quociente e 4 o resto dessa divisdo.

Exemplo 8. Devemos notar que quando dividimos —20 por 8 temos —20 = 8- (—3) +4 e ndo

—20=28-(—2)+ (—4), pois o resto deve ser maior que zero.

2.4 Maximo Divisor Comum
Sejam a, b numeros inteiros ndo nulos, temos que d serd um divisor comum de a e b se
d|aed|Db.

Se o unico divisor comum entre eles for igual a 1, diremos que a e b s@o primos entre

si, ou seja, o maximo divisor comum entre eles serd igual a 1. Podemos denotar isso como
mdc(a,b) =1.

Definicao 3. Um ndmero inteiro p positivo maior que 1 € dito primo, caso ndo haja divisor d de
p satisfazendo 1 < d < p. Se um nimero inteiro a > 1 ndo € primo, chamamos ele de nimero

composto.

Assim por exemplo, temos que 2,3,5 e 7 sdo primos, enquanto 4,6, 8 e 9 sdo nimeros

compostos.

Proposicao 5. Sejam p e g nlimeros primos e » um natural diferente de zero, temos que:

i) Se p|gq,entdo p=gq.
ii) Se p1r, entdo mdc(p,r) = 1.
iii) Se omdc(a,b) =1ea|bcentidoac.

iv) Seja p um niimero primo e sejam ay,...,a; € Z. Se p | ay, ..., ax, entdo p | a; para algum i,
1<i<k

Demonstragdo. i) Como p | g, temos que p =1 ou p = ¢, pois g € um nimero primo.
Entretanto sabemos que p também € um ndmero primo, logo pela defini¢do temos que p

ndo pode ser igual a 1, entdo conclui-se que p =g .

ii) Temos que o mdc(p,r) = s sendo s um inteiro positivo, logo podemos dizer que s = 1 ou
s = p, pois p € um nimero primo e por defini¢do s s6 poderia assumir esses valores. Mas

como p { r, e temos que e s | r, s6 nos resta dizer que s = 1, ja que s ndo pode ser igual a p.

iii) Como a e b sdo primos entre si e a | be, temos que a = ¢ ou a | ¢ para algum d € N, tal

quea-d=c.
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iv) Resolugdo deste item recorre ao item acima, ou seja, p vai dividir ele mesmo ou vai dividir

algum ndmero que seja multiplo dele.

]

Teorema 2. Teorema Fundamental da aritmética

Todo 7 inteiro positivo maior ou igual a 2 pode ser escrito de maneira inica como um

produto de fatores primos, a menos da ordem dos fatores. Especificamente,

n=pi-p2...Pks

onde k € um inteiro maior ou igual a 1.

Demonstragdo. Provaremos por inducao a existéncia da fatoracido de n em nimeros primos.

Primeiramente suponhamos que n seja um nimero composto, pois se n for primo ndo
ha o que demonstrar. Para n composto temos que n = a - b com a,b € N. Por hipétese a e b se
decompdem como produto de ndmeros primos. Juntando as fatoragdes de a e b teremos uma

fatoracdo de n em primos.

Para demostrar a unicidade dessa fatoragdo, tomemos por absurdo que n possui duas

fatoragdes em primos diferentes, ou seja:

n=pi-p2---Prk=4q1-92---9m

com p1<...<preq1<...<qm -

Como py-p2-- Pk =4q1-92" " qm, temos que p1 | g1 -q2 - - - gm, € pela Proposicdo 5 temos
que existe p | g; para algum i com 1 < i < m. Contudo temos que g; é primo, logo p; = ¢g; e

p1 = q1. De forma andloga temos que ¢; < p1, onde p; = q;.

n . . - :
Entretanto — = p» ... pr = q2 . .. g, admite uma tnica fatoracdo em primos, onde k = m
P1
e pi = g; para todo i, o que contradiz o fato de n te duas fatoracdes, concluindo assim a
demonstracao. 0

Exemplo 9. Observe os seguintes nimeros como produto de fatores primos:
i) 30=2-3-5.
ii) 700 =22-5%.7.

iii) 1800 =23.32.52,

Agora iremos definir o méximo divisor comum entre dois inteiros. Euclides nos Elemen-

tos fez a seguinte defini¢do para o méximo divisor comum:
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Definicdo 4. Um ndmero inteiro d > 0 é um médximo divisor comum de dois inteiros a e b se
possuir as seguintes propriedades:

i) d é um divisor comumde ae b, istoéd |aed | b.

ii) d ¢é divisivel por todo divisor comum de a e b.

Exemplo 10. Observando que os divisores de 20 sao dados por Do) ={20,10,5,4,2,1}, e os di-
visores de 16 por D(;5) = {16,8,4,2, 1}, temos que Dy 16) = {4,2, 1}, portanto mdc(20, 16) =
4.

Temos também que os divisores de 15 so dados por D;5) = {15,5,3,1}, e os divisores
de 21 por D) = {22,11,2,1}, entdo D;5 2y = {1}, logo mdc(15,22) = 1, ou seja, eles sdo

pr 1mos entre si.

Existem alguns casos particulares em que o mdc podera ser calculado de forma imediata,

tomemos a e b inteiros, com a diferente de zero, temos que:

i) mdc(a,0) = |al.

ii) mdc(a,1) = 1.

iii) mdc(a,a) =|al.

iv) Se b | a, entdo mdc(a,b) = |b|.
Teorema 3. Sejam a,b nlimeros inteiros, entdo temos que,

mdc(a,b) = mde(|a|,b) = mdc(a,|b|) = mdc(|al,|b|) =

Demonstragcdo. A prova da existéncia do mdc de dois inteiros segue diretamente do segundo
item da Proposicdo 1 e Definicao 1. Como o mdc(a,b) | x, temos que a =x-c e b= x-d para c,d

inteiros, logo mdc(|a|,b) = mdc(|x-c|,x-d) = x, pois x é 0 maior fator em comum de mdc(|a|,b).

O restante da prova segue de forma anédloga. [

O teorema a seguir foi provado pela primeira vez por Claude-Gaspard Bachet de Méziriac
(1581-1638) e depois generalizado para polindmios por Etienne Bézout (1730-1783). Ele nos
mostra que sempre € possivel escrever o mdc de dois inteiros como uma combinagdo linear

inteira destes.

Teorema 4. Teorema de Bachet - Bézout

Sejam a, b inteiros, ambos nao nulos, existem x, y inteiros tais que:

ax+ by = mdc(a,b).

Portanto se d é um inteiro tal que d | a e d | b, entdo d | mdc(a, D).
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Demonstragcdo. Considere a seguinte combinagdo linear:

Cop ={ax+by; x,ycZ}.

Para x e y iguais a zero, temos que o0 zero também estd contido em C j,.

Agora iremos pegar o menor elemento y contidos em C,;, > 0, tal que ¥ = axg +
by() € Ca.,b-

Primeiro iremos provar que ¥ | a.

Suponhamos por absurdo que ¥ 1 a, logo pela divisdo Euclidiana, existem inteiros g e r,
taisquea=7y-g+rcom0 <r<7.

Substituindo o valor de ¥ na equacdo acima iremos obter:

a = (axo+byo)-q+r.

Isolando r e reorganizando a equagao de forma estratégica teremos que:

r=a—q-(axo+byo)
r=a-(1—gxy)+b-(—qyo).

Com isso temos que r esta contido em C, 5, 0 que contradiz a hipétese de que ¥ ser o

menor inteiro positivo contido em C, ;.

Para provar que Y | b, vamos seguir de forma andloga a ¥ | a. Suponhamos por absurdo

que Y1 b, logo pela divisdo Euclidiana, existem inteiros s e 7, tais que b = y-s+¢ com 0 <7 < ¥.

Substituindo o valor de ¥ em na equag@o acima iremos obter:

b= (axo+byo)-s+t.

Isolando 7 e reorganizando a equagdo de forma estratégica teremos que:
t=b—s-(axp+byp)
t=a-(—sxo)+b-(1—sy0).

Com isso temos que ¢ estd contido em C, 5, 0 que contradiz a hipétese de que ¥ ser o

menor inteiro positivo contido em C, .

S6 nos resta provar que Y = d. Como d = mdc(a,b), existem ay, b inteiros, tais que

a=d-a;eb=d-by,logo substituindo esses valores em Y = axg + by teremos:

Y= (day)-xo+ (db1) - yo.
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Deixando d em evidéncia:
y=d-(aixo+b1yo).

Portanto d | ¥, logo temos que d < 7. Contudo temos que d < 7y é impossivel pois d é
0 maximo divisor comum de a e b, chegando a conclusdo que d = Y = axg + byg, terminando

assim a demonstragao. [

2.5 Congruéncias

Este topico € destinado ao estudo da Relacao de Congruéncia. Grande parte dos resultados
sobre congruéncia foram introduzidos por Gauss (1777 — 1855) em um trabalho publicado em

1801 (Disquisitiones Arithmeticae) quando tinha apenas 24 anos.

A Relagdo de Congruéncia € um estudo dos restos resultantes da divisdo entre nimeros
inteiros. Dois niimeros, a € b, sdo considerados congruentes quando possuem 0 mesmo resto ao

serem divididos pela mesma constante inteira.

Definicdo 5. Sejam a,b e n € Z, com n > 0. Dizemos que a € congruente a b médulo n, se
n|a—b, ou seja, se a e b deixam o mesmo resto na divisdo por n. Denotamos essa congruéncia
como:

a=b modn.

Caso a ndo seja congruente a b médulo n, denotamos por aZb mod n.

Demonstragdo. Iniciaremos provando que se a =b mod n, entdon | a—b.

Pela divisao Euclidiana, temos que ao dividirmos a e b por n, teremos:
a=n-ki+ry, 0<r <k.
b=n-ky+ry, 0<rn<k.
Subtraindo as equacdes acima, iremos obter que:
a—b=n-ky+r)—(n-ky+r).
a—b=n-(ky+ky)+ (r1 —r).

Para que n | (a — b), teremos que ter r| — r, = 0, ou seja, r| = r;.
Agora basta provar que se n | a — b, entdo a = b mod n.

Sen|(a—D),entdio a—b =n-k3, com k3 € Z, ou seja, a = b mod n, concluindo assim

a demonstragao. [
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Exemplo 11. De acordo com a defini¢ao acima, podemos escrever:

i) 16 =2 mod 7, pois 7 | 16 —2, ou seja, 2 e 16 deixam o mesmo resto na divisdo por 7.

ii) —1=7 mod8, pois 8|7 —(—1) =8 ou seja, —1 e 7 deixam o mesmo resto na divisdo

por 8.
iii) 3#5 mod 6, pois 615 — 3, ou seja, 3 e 5 ndo deixam o mesmo resto na divisdo por 6.

iv) x=—x mod 2, pois 2 | x — (—x) = 2x, ou seja, x e —x deixam o0 mesmo resto na divisdo

por 2.

Proposicao 6. Dados a,b,c e n € Z, sendo n > 1 temos:

1) Reflexiva: a =a mod n.
1) Simétrica:a =b modnentdo b =a mod n.

1ii) Transitiva:a=5b modne b =c¢ modn, entdo a = ¢ mod n.
Demonstragcdo. Podemos observar que:

i) Sea=a modn,entdon | (a—a) =0, ouseja, n |0, o que é verdade pois n-0 = 0.

ii) Sea=b mod n, entdo n| —(a—>b), que é a mesma coisa de dizer que n | (b — a), portanto,

b=a modn.

Temos por exemplo que 3 = 13 mod 10, pois 10 |3 — 13 = —10, entdo 13 =3 mod 10,
pois 10 | 13 -3 = 10.

iii) Sea=b modn, entdo n | a — b, isso implica que a —b = k; -n com k; € Z.
Se b =c¢ modn, entdo n | b — ¢, isso implica que b — ¢ = ky - n com k; € Z.

Somando a equagdo a — b = kj - n mais a equagdo b — ¢ = kj - n teremos que:
(a—b)+(b—c)=ki-n+ky-n

a—b+b—c=n-(ki+k)
a—c=n-(ki+k).

Como kj + ky = k3 € Z, podemos reescrever a equacao como:
a—c=n-ks.

Logo temos que n | (a —c), ou sejaa =c¢ mod n.
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Temos por exemplo que 18 =3 mod 5 e 3 =23 mod 3, entdo 18 =23 mod 5.

Proposicao 7. Sejam a,b,c,den € Z,comn > 1.

i)

ii)

Sea=b modnec=d modn,entioa+c=b-+d modn.

Sea=b modnec=d modn,entioa-c=b-d mod n.

Demonstragdo. Podemos observar que:

i)

Sea=b modn,entdon | (a—b), logo temos que a —b =k; -n, com k| € Z.
Se c=d modn, entdo n | ¢ —d, logo temos que ¢ —d = ky - n, com kp € Z.

Somando as duas igualdades acima, teremos:
(a—b)+(c—d)=ki-n+ky-n
(a+c)—(b+d)= (ki1 +k)n
(a+c)—(b+d)=k3-n, ks €Z.

Com isso temos que 7 | (a+c¢) — (b+d), portanto, da defini¢do de congruéncia, temos
que,
a+c=b+d modn.

Sea=b modn entdo n|a—b,logo a—b =k -n, com k| € Z. Agora multiplicando

ambos os membros dessa equagdo por c, teremos:

a-c—b-c=ki-n-c. (2.3)

Se c=d modn, entdon | c—d, logo ¢ —d =k - n, com k, € Z. Agora multiplicando

ambos os membros dessa equagdo por b, teremos:

c-b—d-b=ky-n-b. (2.4)

Somando a Equacao 2.3 com a Equacdo 2.4:
a-c+b-c—b-c—d-b=ki-n-c+kr-n-b

a-c—d-b=n-(ky-c+ky-b)

a-c—d-b=n-k3y, k3 €Z.

Portanto, temos que n |a-¢—d-b,logoa-c =d-b mod n.
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2.6 Algoritmo de Euclides

Para realizar o célculo do mdc(a,b) quando a e b assumem valores respectivamente
"pequenos'ndo se exige muito trabalho, mas quando se trata em encontrar o mdc(a,b) com a e b
relativamente "grandes"o cédlculo acaba se tornando um pouco exaustivo, para determinar o mdc

nesses casos podemos fazer o uso de uma ferramenta chamada de Algoritmo de Euclides.

Primeiramente veremos o proximo lema que € a base para a obten¢do do maximo divisor

comum utilizando o Algoritmo de Euclides.

Proposicio 8. Sejam a e b inteiros positivos tais que a = b- g+ r. Entdo mdc(a,b) = mdc(b, r)

Demonstracdo. Se mdc(a,b) =d, entdod | aed | b. Logo d divide qualquer combinagio linear
inteiraentre a e b, ousejad | (a—b-q) = r. Portanto d | r, assim d | mdc(b, r). Da mesma forma,

se definirmos mdc(b,r) = ¢, teremos que ¢ | (b-g+r) = a ou seja ¢ | a, assim ¢ | mdc(a,b).

Portanto temos que d | ¢ e ¢ | d, mas como ambos s30 positivos temos que d = ¢ ]

Agora podemos enunciar o Algoritmo de Euclides.

Teorema 5. Algoritmo de Euclides

Dados a e b nimeros inteiros positivos ndo nulos, realizando sucessivamente a divisao

euclidiana obteremos o mdc(a,b).
a=b-g+r, 0<r<b

b=r-qu+r, 0<r <r
r=ri-ga+r, 0<rn<n

r=rqg+r, 0<rn<n

Fn—2="Tn—1"qn+t1rn, 0<ry <ry_)
'n—1 = Tn" 4n+2-
O algoritmo para quando encontramos r, o Gltimo resto ndo nulo, assim r, = mdc(a, D).
Demonstragdo. Pelo resultado anterior temos que:
mdc(a,b) = mdc(b,r) = mde(r,r1) = mde(ry,rp) = ... = mde(ry—1, ).

Como ry, - gpi2 = rp—1 temos que ry, | ry,—1, entdo mdc(ry,—1,r,) = ry.

Portanto o mdc(a,b) = mdc(ry,—1,r,) = ry. O
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Agora veremos na pratica como esse algoritmo funciona.
Exemplo 12. Calcule o mdc(1800,76).
Demonstracdo. Realizando as divisdes sucessivas, temos:
1800 =76-23+52
76 =52-1424
52=24.2+4
24 =4-6.
Assim, temos mdc(1800,76) = mdc(76,52) = mdc(52,24) = mdc(24,4) = 4. O
Exemplo 13. Calcule o mdc(1001,106).
Demonstragdo. Realizando as divisdes sucessivas, temos:
1001 =106-9+47
106 =47-2+12
47=12-3+11
2=11-1+1
11=1-1140
Assim, temos mdc (1001, 106) = mdc(106,47) = mdc(47,12) = mdc(12,11)=1. O
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CAPITULO

EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Este capitulo € dedicado ao estudo de equacdes diofantinas. Tais equacdes receberam
esse nome em homenagem ao grande matematico grego Diofanto de Alexandria. Sua importancia
foi tdo grande na drea da matemética que ele foi considerado por muitos como pai da Algebra e
da Teoria dos Numeros. Veremos alguns teoremas e proposicdes que serdo aplicados em questdes
retirados das provas nacionais, como o Exame Nacional de Qualificacdo (ENQ) do PROFMAT e
Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM) que tem como finalidade oferecer uma visdo pratica

dos conceitos tedricos aplicados na resolucdo de equagdes diofantinas.

3.1 Equacoes Diofantinas com Duas Incégnitas

Nesta sec@o veremos equagdes diofantinas da forma:
ax+by=c.
Temos que a, b e ¢ sdo numeros inteiros € a € b ndo sdo ambos nulos. Procuraremos
apenas os pares (x,y) de inteiros que sdo solugdes de ax+ by = c.
Proposicao 9. A equacdo diofantina ax + by = ¢ possui solucdo nos inteiros se, € somente

se, d | ¢, com d = mdc(a,b).

Demonstragdo. Iniciaremos provando a que ax + by = ¢ possui solucio nos inteiros. Tomemos
por hipdtese que exista uma solucdo para a equagdo diofantina ax + by = ¢, e a solugdo seja o

par (xo,yo) de inteiros. Substituindo esses valores na equagio diofantina temos que,

axo+byy = c.

Como o mdc(a,b) =d, entdo d | a e d | b, logo pela Proposi¢ao 2 temos que d divide
qualquer combinag@o linear inteira entre a e b, ou seja d | axo + byg = c; portanto, temos que
d|c.
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Agora mostremos que a reciproca é verdadeira. Por hipdtese temos que d = mdc(a,b) | c,
entdo existe um f inteiro tal que f-d = c. Pelo Teorema 4 (Bachet - Bézout), existem xq € yg

inteiros tais que axg + byy = d. Agora multiplicando por f ambos os lados da igualdade teremos,

(axo) - f+ (byo)-f=d- f.

Como d - f = ¢ temos que:
(axo) - f+ (byo) - f = c.

Sendo assim a equagdo diofantina admite a solu¢do x =xp- fey=yo- f. O

Proposicao 10. Se xq e yp sdo uma solugao particular da equagio ax+ by = ¢ e o mdc(a,b) =1,

entdo sua solucao geral é dada pelas seguintes expressdes, onde ¢ € um inteiro:

x=xo+1tb e y=Yyo—1ta.

Demonstracdo. Se (xp,yo) é solu¢do de ax+ by = ¢ entdo,

axo+byy = c.

Como ax+ by = ¢ e axg+ byy = ¢, podemos igualar as duas equagdes,
ax+ by = axy + byy.
Consequentemente,
a-(x—xo)=b-(yo—y).

Como mdc(a,b) = 1, logo a | (yo —y), entdo sabemos que existe um ¢ inteiro tal que
yo—y =1-a,portanto y = yp —1-a.

Agora substituindo o valor de y na igualdade anterior obtemos:
a-(x=xo) =b-(yo— (yo—1ta))
a-(x—xop)=b-(ta).
Dividindo por a ambos os lados da igualdade teremos,
bt = x—xp.
Logo x = xo +tb, 0 que mostra que sdo solucdes para a equacdo diofantina.

Agora mostremos que a reciproca € verdadeira. Para isso iremos substituir o valores de x

e y encontrados na equacio ax + by = c.

a-(xo+1tb)+b-(yo—ta) =c.
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Fazendo a distributiva obtemos:

axg+atb+ by — bta = c.

Logo,
axo+byg = c.

Entdo temos que os pares (xg,yp) de inteiros sdo uma solucgdo particular da equag@o

diofantina ax + by = ¢, assim concluimos a demonstracao. 0

Veremos agora alguns exemplos de equacdes diofantinas em que serdo aplicados alguns

teoremas e proposi¢oes que forma vistas até o momento.

Exemplo 14. Iremos mostrar um método para resolver a equacao diofantina 22x + 14y = 100.

Demonstragdo. Pela Proposicao 9, temos que a equacao diofantina possui solucao, visto que

mdc(22,14) = 2 | 100, portanto existe solu¢do nos inteiros que satisfaz essa equacao.

Dividindo por 2 ambos os lados da equacdo 22x + 14y = 100, obtemos a equacao
equivalente:
11x+7y=50.

Aplicando o Algoritmo de Euclides, encontraremos uma solucéo particular (xo,yo) :

11=7-1+4
T=4-143
4=3-1+1.

Isolando os restos dessas igualdades teremos que:

4=11-7-1
3=7-4-1
1=4-3-1. (3.1)

Agora substituindo de forma estratégica as igualdades acima em 3.1 teremos:

1=4—(7—4-1)-1=4-2-7.

Continuando,

1=4.2-7=(11-7-1)-2—-7=11-2-7-3.
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Multiplicando a igualdade acima por 50 iremos encontrar uma solucdo particular da
equacao diofantina 11x+ 7y = 50.

11-(2-50)—=7-(3-50) = 1-50
11-100+7 - (—150) = 50.

Como xg = 100 e yg = —150 € solugdo particular da equacio, pela Proposi¢ao 10, temos
que as solugdes sdo iguais a x =xp+1tb e y=yy—ta,logo as solugdes da equacdo diofantina

22x+ 14y =100 podem ser encontradas por:
x=100+7t e y=-150—11z t € Z.

O

No caso do exemplo anterior, ao fazermos ¢ percorrer todos 0os nimeros inteiros, encon-
traremos as infinitas solu¢gdes dessa equagdo diofantina, mas existem casos em que procuramos

uma quantidade restrita de solugdes, vejamos a seguir:

Exemplo 15. Duas criangas sobem uma escada, uma subiu os degraus pulando-os de 3 em 3,
assim restaram apenas 2 degraus para que ela chegasse no final da escada, j4 a outra crianca
subiu os degraus pulando-os de 2 em 2, restando assim apenas um degrau no final da escada.
Determine quantos degraus essa escada possuia, sabendo que a quantidade de degraus é um

numero multiplo de 5 e estdo compreendidos entre 50 e 90.

Demonstragdo. Temos da primeira crianga que a quantidade de degraus € um numero que
quando multiplicado por 3 deixa resto 2, entdo se chamarmos de d a quantidade de degraus
teremos que d = 3x + 2, logo da segunda crianca temos que a quantidade de degraus é um
numero que quando multiplicado por 2 deixa resto 1, ou seja, d = 2y + 1. Igualando essas duas

equacgodes temos:

3x+2=2y+1.
Logo,
3x—2y=—1.
Pela Proposi¢do 9, temos que a equagdo diofantina 3x — 2y = —1, possui solucdo, pois

mdc(3,2) =1 (—1). Como xp = 1 e yp = 2 sdo uma solugfo particular para essa equagio. Logo

as solucdes da equagdo diofantina 3x — 2y = —1 podem ser encontradas por:

x=1-2t e y=2-3t t € Z.

Para concluir este exercicio teremos que encontrar todos os valores de d que sejam multi-
plos de 5 e estdo compreendidos entre 50 € 90. Como d = 3x+2 e d = 2y + 1, ao substituirmos

xouy encontrados, teremos que,
d=5-6t.
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Buscamos solugdes que estdo compreendidas entre 50 e 90 portanto,

50 <5 -6t <90.

Subtraindo 5 unidades dessa desigualdade,

45 < —6r < 85.

Agora dividindo por —6 teremos que,

—7,5<t<14,16...

Temos que ¢ estd compreendido entre os inteiros —7 e 14. Logo os valores possiveis para
d = (47,53,59,65,71,77,83,89).

Como a quantidade de degraus ¢ um ndmero divisivel por 5, temos que a Unica solugdo
possivel € de d = 65. [l

No exemplo anterior percebemos que achar uma soluc¢ao particular para a equacgao
diofantina 3x — 2y = —1 foi fécil, pois os coeficientes da equacdo sdo relativamente baixos,
entretanto existem casos em que encontrar uma solucio particular se torna algo mais dificil,
1sso pode ocorrer quando os coeficientes da equacao diofantina sao relativamente altos, e as
vezes encontrar uma solugdo particular usando o Algoritmo de Euclides se tornar muito mais
trabalhoso. Portanto iremos mostrar outro método para encontrar uma solucao particular de uma

equagdo diofantina no proximo exemplo.

Exemplo 16. Encontre as solucdes da equagao diofantina 7x + 19y = 120.

Demonstragcdo. Pela Proposicao 9, percebemos que existe solucdo para essa equacao, pois
mdc(7,19) = 1 | 120. Agora iremos resolver esse problema utilizando congruéncias lineares.

Para isso precisamos escrever a equagdo diofantina ax + by = ¢ como uma congruéncia do tipo:

ax=c modb.

Resolver a equagdo ax+ by = c equivale a resolver a congruéncia ax = ¢ mod b, ou seja,

encontrar a classe de equivaléncia [x] tal que a-x =c¢ mod b.

Usando o médulo 7 na equagdo 7x+ 19y = 120, teremos:

5-y=1 mod7,; y € Z.

Como5-3 =15 =1 mod 7, temos que se multiplicarmos a congruéncia anterior por 3

teremos:
3-5-y=3-1 mod7.



42 Capitulo 3. Equacgdes Diofantinas Lineares

Portanto,
15-y=3 mod?7.

Como 15=1 mod 7, podemos substituir, logo:

y=3 mod7.

Logo temos que:
y=3+4T7t; vt € Z.

Agora substituindo o valor de y na equagdo diofantina 7x + 19y = 120 encontraremos o

valor de x em fung¢do da varidvel 7.

Tx+19-(3+7t) = 120.

Fazendo a distributiva,
Tx+ 57+ 133t = 120.

Logo temos que,
7x =63 —133¢.

Dai temos que x =9 — 19¢.

Portanto as solugdes da equacao diofantina 7x + 19y = 120 podem ser encontradas por:

x=9—-19% e y=3+T7t; t € 7.

Exemplo 17. (ENQ-2022.2, 2022) Resolva a congruéncia 17x = 82 mod 165.

Demonstragdo. Da congruéncia temos que 17x = 82 + 165y, portanto,

17x— 165y = 82.

Pela Proposicdo 9, temos que a equagdo diofantina 17x — 165y = 82 possui solucao, pois
mdc(17,165) =1 | 82.

Aplicando o Algoritmo de Euclides, encontraremos uma solugdo particular (xo,yo) :

165=17-9+12
17=12-145
12=5-2+2

5=2-2+1.
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Isolando os restos dessas igualdades teremos que:

12=165-17-9. (3.2)
5=17-12-1. (3.3)
2=12-5-2. (3.4)

1=5-2-2. (3.5)

Substituindo de forma estratégica a Equacdo 3.4 na Equacgdo 3.5 teremos:

1=5-2-2=5-(12-5-2)-2=5-5-12-2.

Agora substituindo a Equacdo 3.3 na equacao acima:

1=5-5-12-2=5-(17—12-1)—12-2=5-17—12-7.

Efetuando a substitui¢do da Equacdo 3.2 na equacdo acima:
1=5-17-12-7=5-17—(165—-17-9)-7
17-68—165-7=1.

Multiplicando a igualdade acima por 82 iremos encontrar uma solucao particular da

equagdo diofantina 17x — 165y = 82.
17-(68-82)—165-(7-82)=1-82
17-5576 —165-574 = 82.

Temos que x; = 5576 e y; = 574 é uma solugdo particular de 17x — 165y = 82. E pela
Proposicdo 10, temos que a solugdo geral da equacao diofantina € igual a:

x=5576—-165t e y=574—17t; t € Z.
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Exemplo 18. (ENQ-2017.1, 2017) Resolva a congruéncia 13x = 1 mod 2436.

Demonstragcdo. Da congruéncia acima temos que 13x = 14 2436y, portanto,
13x — 2436y =1.
Pela Proposicao 9, temos que a equagdo diofantina 13x — 2436y = 1, possui solugao,
pois mde(13,2436) =1 (1).
Aplicando o Algoritmo de Euclides, encontraremos uma solugdo particular (xo,yo) :

2436 =13-187+5

13=5-2+3
5=3-142
3=2-1+1.

Isolando os restos dessas igualdades teremos que:

5=2436—13-187 (3.6)
3=13-5-2 (3.7)
2=5-3-1 (3.8)
1=3-2-1. (3.9)

Substituindo de forma estratégica a Equacado 3.8 na Equacdo 3.9 teremos:

1=3-(5-3-1)-1=3-2-5-1.

Agora substituindo a Equacao 3.7, na equagao acima:

1=3-2-5-1=(13-5-2)-2—-5-1=13-2-5-5.

Efetuando a substitui¢do da Equacgdo 3.6 na equacdo acima:
1=13-2-5-5=13-2—(2436—13-187)-5

13-937—-2436-5=1.

Temos que x; =937 e y; = 5 € uma solucdo particular de 13x — 2436y = 1. E pela

Proposicao 10, temos que a solucdo geral da equacdo diofantina € igual a:

x=937-2436t e y=5-13t; € Z.
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Exemplo 19. (OBM, 1999) Contando-se os alunos de uma classe de 4 em 4 sobram 2 e contando-
se de 5 em 5 sobram 1. Sabendo-se que 15 sdo meninas e que nesta classe o nimero de meninas

€ maior que o nimero de meninos, o nimero de meninos € igual a?

Demonstragdo. Temos que a quantidade de alunos € um nimero que quando multiplicado por 4
deixa resto 2. Assim se chamarmos de d a quantidade de alunos teremos que d = 4x+ 2 para
algum inteiro x. Agora da segunda informacdo temos que a quantidade de criangas € um nimero
que quando multiplicado por 5 deixa resto 1, ou seja, d = Sy + 1 para algum inteiro y. Igualando

essas duas equacgdes temos:

4x+2=5y+1.
Logo,
4x -5y = —1.
Pela Proposicao 9, temos que a equacao diofantina 4x — Sy = —1, possui solugao, pois

mdc(4,5) = 1| (—1). E fécil ver que xo = 1 e yg = 1 sdo uma solucdo particular para essa

equagdo. Logo as solugdes da equacdo diofantina 4x — 5y = —1 podem ser encontradas por:

x=1=-5t e y=1-4r t € 7. (3.10)

Para concluir este exercicio temos que 15 sdo meninas e que a quantidade de meninas é
maior do que a quantidade de meninos, logo a quantidade de alunos esta compreendida entre
15 < d < 30, a principio pode s6 ter meninas neta sala. Como d =4x+2 e d =5y—+1, ao

substituirmos x ou y encontrados na Equacao 3.10, teremos que,
d=6-20r.
Buscamos solugdes que estdo compreendidas entre 15 e 30 portanto,

15 < 6—20r < 30.

Subtraindo 6 unidades dessa desigualdade,

9 < -20r < 24.
Agora dividindo por —20 teremos que,
—0,4>t>—-1,2...

Temos que 7 € um inteiro, logo os valores possiveis para t = —1. Como a quantidade de
alunos € igual ad = 6 —20¢:
d=6-20-(—1)
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d=6+20=26.

Como temos 15 meninas na sala, o total de meninos € igual a 26 — 15 = 11. Portanto,

essa sala possui 11 meninos. ]

Exemplo 20. (OBM, 2003) Vocé possui muitos palitos de 6 cm e 7 cm de comprimento. Para
fazer uma fila de palitos com comprimento total de 2 metros, o nimero minimo de palitos que

vocé precisa utilizar é?

Demonstragdo. Iremos precisar de x de palitos de 6 cm e de y palitos de 7 cm para termos 2

metros de palitos, que € igual a 200 cm. Logo, temos que resolver a seguinte equacao:

6x + 7y = 200. (3.11)

Pela Proposicao 9, temos que a equagdo diofantina 6x + 7y = 200, possui solugdo, pois
mdc(6,7) = 1| (200). Para facilitar na resolugdo dessa equagdo, iremos trabalhar com uma
equacgdo mais simples, para depois retornarmos na original. Pelo Teorema 4 (Bachet - Bézout),

temos que existem xg € yo inteiros tais que:

6x0+ 7yo = 1.

Uma solugdo particular para essa equacao € xo = —1 e yg = 1, logo temos que:
6-(—1)+7-1=1.
Agora multiplicando ambos os lados dessa igualdade por 200, encontraremos uma
solugdo particular da Equagdo 3.11:
6-(—1)-(200)+7-(1)-(200) =1-(200)
6-(—200)+7-(200) = 200.

Portanto x; = —200 e y; = 200 sdo uma solugdo particular da Equacao 3.11. E pela

Proposicao 10, temos que a solu¢do geral da equacdo 6x+ 7y = 200 € igual a:

x=-2004+7t e y=200—-6¢; t € Z. (3.12)

Como estamos em busca da quantidade minima de palitos para conseguirmos ter 200 cm

de palitos, teremos que ter a quantidade minima de palitos de 6 cm.

Temos que a incdgnita x nos mostra a quantidade de palitos de 6 cm. Logo para que

x = —200+4- 7t seja o menor numero natural, teremos que assumir ¢ = 29.

x=-20047-29 = -200+4203 =3
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Com t = 29, teremos que a quantidade de palitos de 7 cm sera igual:
y=200—-6-29=200—-174 =26
Portanto a quantidade minima de palitos usados para termos 2 metros serd igual a
3426 = 29 palitos. [

Exemplo 21. (ENQ-2018.2, 2018) Considere a equacao diofantina linear 5x + 3y = 2018.
Escreva a solugdo geral em Z.

Demonstragcdo. Pela Proposicdao 9, temos que a equacdo diofantina 5x 4 3y = 2018 possui
solugdo, pois mdc(5,3) = 1| 2018. Para facilitar na resolu¢@o desse problema, iremos trabalhar
com a seguinte equagdo, para depois retornarmos na original. Pelo Teorema 4 (Bachet - Bézout),

temos que existem xg e yg inteiros tais que:

Sxo+3yo=1.

Uma solugao particular para essa equagdo € xo = 2 e yo = —3, logo temos que:

5243 (=3)=1.

Agora multiplicando ambos os lados dessa equacao por 2018, teremos:
5-2-2018+3-(—3)-2018 =1-2018
5-4036+3-(—6054) = 2018.

Logo,
xo =4036
Yo = —6054
Como (xg,yo) é uma solugdo particular da equagdo, pela Proposicdo 10 temos que as

solucdes sdo iguaisa x =xp+tb e y=yo—ta.Logo temos que a solucao geral da equagao
diofantina 5x+ 3y = 2018 em Z ¢é dada por:

x=4036+3t e y=—6054—>5t; t € Z.
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Exemplo 22. (ENQ-2019.1, 2019) Determine o menor nimero natural ¢ para o qual a equagao
difantina 5x 4 7y = ¢, tenha exatamente 4 solucdes. Determine, explicitamente, as 4 solucoes

obtidas anteriormente.

Demonstragdo. Pela Proposi¢ao 9, temos que a equacdo diofantina 5x + 7y = ¢ possui solucdo,
pois mdc(5,7) = 1| c. Para facilitar na resolu¢@o desse problema, iremos trabalhar com a seguinte
equacao, para depois retornarmos na original. Pelo Teorema 4 (Bachet - Bézout), temos que
existem xq € yg inteiros tais que:

Sxo+Tyo = 1.

Uma solugdo particular para essa equacao € xg = —4 e yp = 3, logo temos que:

5.(—4)+7-3=1.

Agora multiplicando ambos os lados dessa equacdo por ¢, teremos:
5. (=4)-c+7-3:c=1-c
5-(—4c)+7-3c=c.

Portanto x; = —4c¢ e y; = 3¢ € uma solucdo particular da equacdo 5x+ 7y =c.E pela

Proposicao 10, temos que a solucdo geral da equacdo 5x+ 7y =c € igual a:

x=—4c+T7t e y=3c—5t; t € 7. (3.13)

Como procuramos solugdes nos N, temos que:
x=—4c+T7t>0 e y=3c—5t>0
x=—4c>-Tt e y=3c2>5t.

Dividindo a primeira inequagdo por —7 e a segunda inequacao por 5 teremos:

—4c>—7t 3c>5t
X=—F52>2— € =—2>—=
7 =7 Y=5 =7
e S
xX=— e = — .
7 = y 5 <
Logo,
4c¢ 3¢
— <t < —; t € 7. 3.14
7 5 ( )

Como queremos quatro solucdes, temos que:

3¢ 4c
—_———> 3,
5 7
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Resolvendo essa inequacao teremos:

21c—20c _ 105
>

35 - 35
c 105
> =
35— 35
c > 105.

Considerando ¢ = 105 e substituindo na Equacdo 3.14 encontraremos o intervalo em que

1 se encontra.

4-105 t<3105 i e
7 - - 57
420<t<315' R
7 -~ 57

60 < r <63; t € Z.

Portanto, exatamente quatro solu¢des correspondentes a t = 60,61,62 e 63. E para que a
equagdo diofantina 5x 4 7y = ¢ tenha exatamente 4 solucdes nos N, o menor nimero natural

que ¢ pode assumir € 105.

Sx+ 7y =105.
Para determinar as quatro solu¢des, basta substituir os valores de ¢ e ¢t na Equacdo 3.13.

x=—4c+T7t e y=3c—5t; t € 7.

Logo as solugdes da equagdo diofantina sdo (0,15),(7,10),(14,5),(21,0), terminando

assim o exemplo. [

3.2 Equacodes Diofantinas com Trés Incégnitas

Uma equagao diofantina com trés incégnitas € da forma:

ax+by+cz=p.

Onde a, b, c e p sdo nimeros inteiros e a, b e ¢ ndo sdo todos nulos. Procuraremos apenas

ternos (x,y,z) de inteiros que sdo solugdes de ax+ by +cz = p.

De modo semelhante a equagdo diofantina com duas incégnitas temos que:

Proposicao 11. A equacgdo diofantina ax—+ by + cz = p possui solucdo nos inteiros se, € somente

se, d | p, comd =mdc(a,b,c).
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Demonstragdo. Iniciaremos provando que a equacgdo diofantina possui solug@o nos inteiros se,
e somente se, d | p, com d = mdc(a,b,c). Tomemos por hipétese que exista uma solugio para
a equacdo ax—+by+ cz = p, e a solugdo seja o terno (xg, yo,20) de inteiros. Substituindo esses

valores na equacao diofantina temos que,

axo +byo+czo = p-

Como o mdc(a,b,c) =d entdo d|a, d|be d|c,logo pela Proposi¢io 2, temos que d
divide qualquer combinacdo linear entre a, b e ¢, ou seja d | axg + byo + czo = p, portanto temos

qued | p.

Agora veremos se a reciproca é verdadeira, por hipétese temos que d = mdc(a,b,c) | p,
entdo existe um f inteiro tal que f-d = p. Pelo Teorema de Bézout, existem xg, yo € zo inteiros
tais que axg+ byg + czo = d . Agora multiplicando por f ambos os lados dessa igualdade

teremos:

(axo) - f+ (byo) - f + (cz0) - f=d - f.
Como d - f = p temos que:
(axo) - f + (byo) - f + (cz0) - f = p-
Sendo assim a equacdo diofantina admite a solugdo x =x¢-f, y=yo-fe z=zo-f. U

Proposicao 12. Se (xg,y0,20) é uma solugao particular da equagio ax+ by + cz = p, entdo sua

solucdo geral é dada pelas seguintes expressoes sendo kg, rg € ¢ nimeros inteiros.

x=xq- (ko —cq)+bt y=yo- (ko —cq)—at z=mdc(a,b) - q+ ro.

Demonstragdo. Iniciaremos reescrevendo a equacgdo ax + by + cz = p como
ax+by=p—cz. (3.15)
Como por hipétese existe solu¢do para equagdo, temos que mdc(a,b) | f = (p — cz) com

f inteiro. E pela divisdo euclidiana sabemos que z pode ser escrito como mdc(a,b) - g+ r, sendo
r e q inteiros, com 0 < r < mdc(a,b).

Escrevendo z dessa maneira e substituindo em p — cz teremos:

p—cz=p—c-(mdc(a,b)-g+r)

p—cz=(p—cr)—cq-mdc(a,b). (3.16)

Como mdc(a,b) | (p—cz) = (p — cr) — cq-mdc(a,b) e sabemos que mdc(a,b) divide
—cq-mdc(a,b), logo temos que mdc(a,b) | (p — cr). Portanto temos que existe um k inteiro tal

que (p —cr) =mdc(a,b) - k, isolando p nessa igualdade teremos:

p=mdc(a,b) -k+cr.
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Essa equac@o admite solugdes inteiras para k e r, sendo mdc((a,b),c) = mdc(a,b,c) e

que por hipétese temos que mdc(a, b, ¢) | p. Logo podemos encontrar kg e ry tal que
mdc(a,b) - kg + crg = p. (3.17)
(p—cro) = mdc(a,b) - k.
Agora substituindo k e r por ko e rop na Equagdo 3.16:

p—cz=(p—cr)—cq-mdc(a,b)

p—cz=(p—cro) —cq-mdc(a,b). (3.18)

Da Equag@o 3.17, temos que mdc(a,b) - kg = p — cro, logo substituindo na Equagdo 3.18
teremos

p—cz=mdc(a,b)- (ko —cq).
Da Equacdo 3.15, temos que ax + by = p — cz, portanto

ax+ by = mdc(a,b) - (ko — cq).

Agora buscamos (xg,yo) tais que axg + byg = mdc(a,b). Multiplicando os ambos lados

dessa igualdade por (kg — cq) obtemos:
a(xo(ko —cq)) + b(yo(ko — cq)) = mde(a,b) - (ko — cq). (3.19)

Essa equac@o possui solugdo ja que mdc(a,b) | mde(a,b) - (ko — cq) e pela Proposi¢do 10
temos que a solucdo geral dessa equacdo diofantina € dada pelas seguintes expressdes em que ¢ €

um inteiro:

x=xp-(ko—cq)+bt e y=yo-(ko—cq)—at.

E como foi dito no inicio da demonstragdo, temos que z = mdc(a,b)-q+ ry , terminando

assim a demonstragao. [

Para ficar mais claro a compreensdo, vamos ver um exemplo:

Exemplo 23. Qual a solu¢do geral da equacdo diofantina 7x +35y+ 11z = 213.

Demonstragdo. Pela Proposicao 11, temos que a equagdo possui solucao, pois temos que o
mdc(7,35,11) = 1| 213. Iniciaremos a demonstragdo reescrevendo a equagdo 7x+ 35y + 11z =
213, como:

Tx+35y =213 —11z. (3.20)
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Usando o mesmo raciocinio utilizado acima, temos que a Equacgdo 3.20 sé possui solucio
se mdc(7,35) =7 (213 — 11z). E pela divisdo euclidiana sabemos que z pode ser escrito como

z="T-q+r,sendo r e g inteiros,com 0 < r <7.
Logo, também podemos escrever 213 como 213 =7-30+ 3.

Temos dai que:
213—11z=7-30+3—-11-(7g+r)

213—11z=7-30+3—11-7¢q-—11r
213—=11z=7-(30—11¢g)+3 — 11~

Portanto paraque 7 | (213 —11z) =7-(30—11¢q) +3 — 11r, teremos que encontrar um
valor para r, tal que 7 | (3—11r),com 0 < r <7, o tnico valor possivel é r = 6. Temos entdo

quez="7-q+6.

Substituindo z na Equacdo 3.20 teremos:
Tx+35y=213—11-(7g+6)
Tx+35y =213 -T77q— 66
Tx+35y =147 —-"T1q
Dividindo ambos os lados da dltima equagdo por 7, teremos uma equagao equivalente:

Ix+5y=21-11gq. (3.21)

Para resolver esse problema, iremos trabalhar com a seguinte equagao, para depois
retornarmos na original. Pelo Teorema 4 (Bachet - Bézout), temos que existem xq € yg inteiros
tais que:

Ixo+5y9=1.

Uma solugdo particular para essa equagdo € xo = —4 e yp = 1, portanto:

1-(—4)+5-1=1

Agora multiplicando ambos os lados da equacdo por 21 — 11¢, teremos:
1-(—4)-21—-11g)+5-1- (21 —-11g) =1-(21 —11q)
1-(84—44q)+5-(21—11g) =21—11gq.
Portanto x; = 84 —44qg e y; =21 — 11g € uma solugao particular da Equacao 3.21.
E pela Proposicao 10, temos que a Equac@o 3.21 possui solucdo geral igual a:

x=—-84+4+44g+5t e y=21—-11g—t comt, ) € Z
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Como z = 7 + 6 temos que a solucdo geral da equacdo 7x+ 35y + 11z = 213 serd dada

por:
x=—84+44qg+ 5t
y=21—-11g—t ,com get € Z.
z=Tq+6

O

Agora vamos ver outra forma de resolver uma equacao diofantina com trés incognitas.

Exemplo 24. Encontre a solu¢do geral da equacdo diofantina 3x+ 5y + 7z = 34.

Demonstragdo. Pela Proposicao 11, temos que a equagdo possui solugdo, pois temos que o
mdc(3,5,7) = 1 | 34. Iniciaremos a demonstracdo assumindo que 3x+ 5y = p, logo podemos
escrever a equagao original como:

p+T1z=34 (3.22)

Como py =6 e zo = 4 € uma solugdo particular da Equacdo 3.22 e temos que o

mdc(1,7) = 1, pela Proposicédo 10 sua solugdo geral é dada por:

p=6+Tt e z=4-1, teZ

No inicio da demonstra¢do assumimos que 3x + Sy = p, logo podemos igualar esse valor
com a igualdade acima.
3x+5y=6+7Tt (3.23)

Pela Proposicéo 9, temos que a Equacdo 3.23 possui solugdo, pois mdc(3,5) =1 e
1|(647r).

Aplicando o Algoritmo de Euclides em (3,5):
5=3-1+42
3=2-1+1.

Agora isolando os restos dessas igualdades teremos:
2=5-3-1.
1=3-2-1.

Substituindo as igualdades acima uma nas outras, ou seja:

1=3-(5-3-1)-1

1=3-2+5-(-1).
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Multiplicando de forma estratégica a tltima igualdade por 6 4 7¢, acharemos uma solucio

particular da Equacao 3.23:

(64+7t)-1=3-2-(64+Tt)+5-(—1)-(6+7r1).

Reorganizando teremos:
6+7t=3-(12+14t)+5-(—6—"Tt)
3-(12414t) +5-(—6—Tt) =6+ T7t.
Pela Proposicao 10, temos que a Equacdo 3.23 possui solugdo geral igual a:

x=124+14t+5y, e y=—-6-—-T7t—3t; ,comt,t; € Z.

Como z =4 —t temos que a solucdo geral da equacdo 3x+ 5y + 7z = 34 € igual:

x=12+14r+5t+1
y=—6-Tt-3H ,com tet; € Z.
7=4—t

3.3 Equacoes Diofantinas com N Incégnitas

Definicao 6. Uma equacao diofantina é qualquer equagdo polinomial com coeficientes inteiros

com uma ou mais incégnitas. Ou seja, uma equacgdo diofantina € da forma:

aixy+axxy + -+ apx, = b. (3.24)
Onde ay,--- ,a, sdo inteiros dados, chamados coeficientes, b que também € um inteiro
dado, é chamado constante € xy, - - - ,x;, sd0 as incognitas.

3.3.1 Solucao Geral

Para encontrar a solu¢ao geral da equacao diofantina de n varidveis, utilizaremos o mesmo
método utilizado para resolver equagdes diofantinas com trés varidveis, ou seja, devemos reduzir

aequacdo aj - x| +az-x2+---+ay,-x, = b em uma equagdo diofantina com duas varidveis.

Para isso, teremos que substituir n — 1 varidveis, por uma outra variavel qualquer, mas
diferente das ja existentes. Apds realizar esse processo basta encontrar a solugdo geral da equagdo
gerada. Temos que a solucdo geral de uma equacgdo diofantina linear de n variaveis teri n — 1

parametros.
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Proposicao 13. Seja a equacdo diofantina ay -x; +az-xp+---+an-x, =bonde a; +az,--- ,a,
sejam inteiros ndo nulos simultaneamente, a solugdo geral pode ser encontrada utilizando mesmo
método para resolver equagdes com trés varidveis, ou seja, reduzindo a equagao diofantina em

uma equacao de duas varidveis n — 1 vezes.

Demonstragdo. Consideremos a equagdo diofantina ap-xy+az-x2+---+a,-x, = b tal que

mdc(ay,a,...,a,) = d | b para algum d € N.
Iniciaremos a demonstracdo assumindo que a;-x;+az - x2+---+a,—1-X,—1 = k)

com k) inteiro. Agora podemos reescrever a Equacio 3.24 como:

kD4 a,-x, =b. (3.25)

Podemos observar que mdc(1,a,) = 1, pela Proposi¢do 9 temos que existem infinitas
solugdes para essa equagdo diofantina, pois 1 | b. Logo pela Proposi¢do 10, temos que as solugdes
sao do tipo:

kD = ky +ay -1

, ,comt; € Z.

Onde (ki,x(y)) € uma solugdo particular da Equagdo 3.25 .

O préximo passo € resolver a equacao KD =ki+ay-11, que pode ser reescrita como:

ay-xi+ay-xp+..+a,—1-x,—1=ki+a, t. (3.26)
Temos que a Equac@o 3.26 s6 possui solucdo se mdc(ay,az, -+ ,a,—1) | (ki +an-t1) .
Tomemos entdo, t; = tEl) de modo que mdc(ay,az, - ,a,—1) | (k1 +an - t{l)) , Mas para isso

/ !
) "ty -

Devemos ter que 1; = mdc(ay,az, -+ ,a,—1) -q1 +r1, com 0 < r; <mdc(ay,az,- - ,a,—1), onde

devemos observar que quando t; = té 12 variavel x, devera ser escrita como x;, = x

r1 € um nimero inteiro determinado e g € inteiro um qualquer. Entdo ao substituir o valor de

tE ) ha Equacao 3.26, teremos que:

ar-xi+ay-xp+---+a,—1-x,—1 = ki +an-mdc((a1,a2,~-- ,an,l) “q1 +r1).
Logo,
ay-xj+az-xp+--+ap_1-xy—1 = ay-mdc(ay,ay, - ,an—1)-q1 + ki +ay-ri.
Portanto,
ay-xi+ay-xp+--+ay_1-x,—1 =ay-mdc(ay,az,- - ,a,-1)-q1+s1 ,com sy =kj+a,-ri.

Agora iremos seguir de forma andloga ao passo anterior, ou seja, tomemos k2 =

aixy+---+ag_),logo:

k2 +a(p_1) Xn—1 =ax1 + -+ ap—1 Xp—1 = 51 +an -mdc(ay, - ,an—1)-q1. (3.27)
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Como mdc(1,a,—1) = 1| (51 +a,-mdc(ay,---,a,-1)), pela Proposi¢cio 9 temos que a

Equacdo 3.27 possui solucdo. Logo pela Proposicao 10, temos que as solugdes sdo do tipo,

kK2 =ky+a,_1 -t
, ,comty € Z.

Onde (kz,x,_,) sdo uma solugdo particular da Equacdo 3.27.

Agora devemos resolver a seguinte equacao:

ap-xytax-xp+-tap2-xy2=ky+an_1-t. (3.28)

A equag@o acima s6 possui solucdo inteira se mdc(ay,az, -+ ,a,—2) | (ko +ay—1-12) ,
tomemos entio, t, = t{z) de modo que mdc(ay,an,- - ,a,-2) | (ki +ay ~tEl)) , onde teremos
th =mdc(ay,- -+ ,an—2)-q2+r2, com 0 < rp, <mdc(ay,- - ,a,-2) e ry sendo um nimero inteiro

determinado e g um inteiro um qualquer. Entdo ao substituir o valor de téz) na Equagdo 3.28,

teremos que:

ap-xi+---+ay2-x,2=58y+a, 1-mde(ay, - ,a,-2)-q2 ,com s, =ky+ay_1-r2. (3.29)

Seguindo de forma andloga, ou seja, tomando k®) = a1x,+ -+ +a,_3 e tomando os
passos anteriores, iremos repetir esse processo n — 2 vezes, no qual serdo determinados os valores

das xy varidveis, com f =3,---,n € Z.

Iremos repetir o processo até chegarmos na seguinte equacao:

ap-xi+---+ax-x2 =s,—2+az-mdc(ai,az) - qu—2 ,com s,_o =kn_2+as rp_s.

Determinando r,,_3 modo que 1,3 =1, _5-mdc(aj,az,a3)) e mdc(ay,az,a3) | (k,—3+
ay -ln,3).

Resolvendo a; -x; + -+ +az-xp = s,—3+as-mdc(ay,az) - g,—3, teremos,

/ az
X =)y
mdc(al,az)
aj ¢
X)) =Xp————— Iy
mdc(ay,az) "

comt,—1 € Z.

Chegamos a conclusdo que a solugdo geral da equagdo diofantina aj - x; +az-xp+---+

an - x, = b, sera dada por:

/ az
X=X+ —F— -1
mdc(ay,az)
ai
/
X =Xp— ——— ‘In_1
2 de(a1,az) .

/ /
A3 =X3— 1l o
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/ /
xn:xn—tl
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CAPITULO

FRACOES CONTINUAS

Nesta secdo faremos um breve estudo sobre fracdes continuas, onde veremos como
representar nimeros racionais € numeros irracionais, através de uma sequéncia de nimeros

inteiros.

Considerado um dos mais belos temas da Matematica Elementar, as fra¢cdes continuas é

um dos melhores instrumentos de investigacdo da natureza aritmética dos ndimeros irracionais.

Representaremos o conjunto dos nimeros racionais com o simbolo (Q, nesse conjunto
estdo todos os nimeros que podem ser escrito na forma de fracdo, onde o numerador e o

denominador sdo nimeros inteiros. O conjunto dos nimeros racionais ¢ dado por:
_)pr
Q=<=,peq €Z,comqg#0,;.
q

O conjunto dos nimeros irracionais serd representado pelo simbolo I. Nesse conjunto
estdo os nimeros que ndo podem ser representados como uma fracdo de inteiros. Este conjunto é
composto pelas dizimas ndo periddicas. Temos como exemplo o nimero "pi"e o nimero de ouro

que sao denotados pelas letras gregas 7 e ¢ respectivamente, € as raizes ndo exatas, como € o

caso da /2 e /3.

O conjunto dos nimeros reais serd representado pelo simbolo R, nesse conjunto estao

todos os niimeros racionais e irracionais, ou seja, R = QUI.

Exite uma relagdo fundamental entre os nimeros racionais € os nimeros reais que nos
diz que Q é denso em R, ou seja, nimeros reais podem ser arbitrariamente bem aproximados

por nimeros racionais.

Veremos agora como podemos realizar tais aproximagdes.
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4.1 Fracoes Continuas Finitas e Infinitas

Iniciaremos vendo como funciona o algoritmo das fra¢cdes continuas simples e algumas
defini¢cdes baseadas em (PAULINO, 2020).

Dado um niimero real x, existe um tnico |x| € Z, denominado o maior inteiro menor do
que ou igual a x e um Unico real x € [0, 1), que é denominado como sendo a parte fraciondria de

x, e denotado por{x}, tais que,

x=|x|]+{x},com |x] €Ze0<{x} <1.

. ) 1
Se x ndo for um nimero inteiro, definido x; = —, teremos que:

{x}

x=Lx) o = Ll +

1
{x}

Se x; nao for inteiro, definindo x; = , teremos que:

b
{x1}
_r
L)qj + l
)

x=|x|+

O processo s6 termina se para algum k£ > 1 € N ocorrer {x;} = 0, caso contrdrio, o

processo continua.

Uma das vantagens da representacio por fracdes continuas € que além de ndo depen-
dermos de escolhas artificiais de base, o reconhecimento de racionais € mais simples que na

representacio decimal que estamos habituados.

Defini¢do 7. Dado x € R, definimos como fragdo continua simples de x a sequéncia (a, ), definida

por a, ‘= |, |, paran € N, em que o, é obtido recursivamente por

0 =x
1 1 ,coma, ¢ 7.

(04 = =

i) Caso oy, = x,, ou seja {0y, } = 0, a sua representagiio em fragdes continuas € finita.

1
axo + i = lagiar, a0, ..., ak_1,ai). (4.1)

ai +

A

ap—1+—
ag
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ii) Caso contrdrio teremos,

1
agp + 1 :[00201,(12,---,ak—1;ak,---]- (4.2)
aj + 1
ap + 1
' 1
o

Teorema 6. Qualquer fracdo continua simples finita representa um nimero racional. Recipro-
camente temos que qualquer nimero racional pode ser representado por uma fragdo continua

simples finita.

Demonstragcdo. A primeira parte da demonstracdo sai de forma imediata, pois se trata de uma

fracdo continua simples finita, ou seja, uma fracdo continua simples finita (Equagdo 4.1).

. . a . N
Para provar a reciproca, consideremos b € Q. Pelo algoritmo da divisao, temos que,

ro a
—,onde 0<rp<bh = —.
b q0+b onde ro € qo b

a 7 7 . . ~ pe
Se rop = 0 temos que — € um ndmero inteiro, logo ndo ha nada para provar, mas caso

ro # 0, entdo da faremos:

a 1
- = —,com 0 < r, b.
b qo + b <r <
1o
b
Fazendo o mesmo para — teremos que,
1
b r
p— ql _.l_ —_.
1o 1

a 1
Se r; #0, temos — = go + — = [¢0;¢1], terminando a prova. Caso r; # 0, repetimos o
1

~ I . L.
mesmo processo com a fragdo —. Esse procedimento sé vai parar quando r,, = 0 para algum n,

o
0 que ocorre, porque b > rg > r; > --- € uma sequéncia decrescente de inteiros positivos. Logo

temos,
r
:Clo—f-zo, 0<rg<b,

S| -1s

r
=q1+—, 0<r <ry,
ro

rn—-3 Tn—1
=gp2o+—, 0< rn—1 < rp-2,
rn—2 Yn—2

'n—2

={qn—1, "'n = 0.
n—1
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Portanto,

=qo+ i
q1+

SR

q2+
g3+t

qn—1

4.2 Representacao de Racionais como Fracoes Continuas

Veremos alguns exemplos de como representar nimeros racionais como fracdes conti-

nuas.

O préximo exemplo é uma questio retirada da prova do Colégio Militar do Rio de Janeiro
(CMRUJ).

37
Exemplo 25. (CMRJ, 2008) Temos que a fracao 'l pode ser escrita sob a forma 2 +

Descubra quais sdo os valores de (x,y,z).

Demonstragdo. Iniciaremos efetuando a divisao de 'ER Pela divisao euclidiana, temos que
37 =13-2+11, portanto:

SN P
13 13
Manipulando o resultado para que fique com a cara da equacdo que desejamos, ou seja,
podemos escrever 2 + G- 2+ 13 Pela Divisao Euclidiana, temos que 13 = 11- 142, portanto:
11
13
no

Logo temos que:

37 11 1 1
— =24+ —=24+-—==2 )
R ERND A
1 11
. ) ) 2 1
Manipulando o resultado mais uma vez, ou seja, podemos escrever 1 + I =1+ 11
2
Efetuando a substitui¢do:
37 1 1
Ig ::Z—F-———f?-::24—————i—.
1+ ﬁ 14+ 1T
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Pela divisdo euclidiana, temos que 11 =2 -5+ 1. Portanto,

11 1

— =5+

2 * 2
Entao podemos concluir que:

37 1
S R
13 *

I+ ——
]

54+ —
2

Chegamos a conclusio que (x,y,z) sdo iguais a (1,5,2). O

Agora vamos ver uma forma mais prética e rdpida para encontramos a fra¢do continua

de um ndmero racional.

Iremos usar o algoritmo de Euclides realizando divisdes sucessivas € organizando os
resultados obtidos dentro de uma tabela que possui apenas trés linhas, a primeira linha serd
destinada aos quocientes da divisao, o primeiro nimero da segunda linha € o numerador e o
segundo o denominador do racional que estamos calculando, a terceira linha serd destinada aos
restos da divisdo. Conforme vamos realizando sucessivas divisdes iremos preencher essa tabela
sempre colocando os quocientes obtidos na primeira linha, os restos na terceira linha e copiando

0s mesmos na segunda linha para poder continuar a divisao.
Vejamos na pratica como fica essa tabela.

Temos que 37 =2-13 411, portanto:

Ql 2
37 113 | 11
R |11

Como 13 =1-11+42, teremos que:

Ql 211
37 (13112
R |[11] 2

Continuando as divisdes teremos que 11 =5-2+ 1, logo:

Ql2]1]5]2
37 (131121
R|I11|2[1]0

. . 37 ) .
Agora com esses resultados ja conseguimos escrever 13 como fracdes continuas, ou seja,
37 . S
B [2;1,5,2]. Note que todos esses valores obtidos se encontram na primeira linha da tabela

acima.
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Exemplo 26. Represente como fracao continua os seguintes racionais:

Demonstragdo. Utilizaremos o método acima para resolucio deste exercicio.

1) Aplicando o algoritmo de Euclides sucessivamente no racional 7 e preenchendo a tabela

de forma ordenada, teremos que:

Q|2 |3]2]1
62 | 27
R |8 [3]|2]1

oo
W
p—t

Portanto a fra¢do continua do racional > ¢ igual:

62 1
i S
1
27 L
24—
1 —
3

=12:3,2,1,2].

i1) Aplicando o algoritmo de Euclides sucessivamente no racinal e preenchendo a tabela

de forma ordenada, teremos que:

Q [37]1]2]2
1320 | 35 | 25 | 10
R [25]10]5 |0

(91

i 1320
Portanto a fracdo continua do racional

¢ igual:
1320 1
— =37T+—+—=1[37;1,2,2].
35 1
l—l——l
24—
+2

O

Exemplo 27. Obtenha os seguintes racionais a partir de suas expansdes por fragdes continuas

simples:
a
1) —=12;5,4,3].
D=l ]
C
i) — =10;2,3].
i) ~=1[0;2,3]
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e
i) < =2:1,3,4].
111)f [ ]

Demonstragdo. Para obter o racional a partir de sua expansao por fragdes continuas basta efetuar

as operacgoes de soma de fracoes.

1 | 1 | 13 149
) 2=ps543)=240— =2+ S WL, SN B
p T 3 68 68 68
S+—r S+o3 5+= =
s L 13 13 13
3 3
| 13
i) = =[0:2,3] =04 —— =0+ ==
d 24 77
3 3
1 | 13 47
i) $=[21,3,4=24+—— =24 =2 =24 =24 =L
f 1+ 1 1+1 le4 17 17 17
i L 13 13 13
4 4
O

4.3 Representacao de Irracionais como Fracoes Continuas

Veremos agora como fica a representacdo de um irracional como fragdes continuas.

Exemplo 28. Represente os cinco primeiros elementos de 7.

Demonstragdo. Iremos precisar de uma calculadora para resolug¢do desse exercicio. Como

7w =3,141592..., podemos escrevé-lo como 7 =3 +0,141592.... Logo,

1

T=3+0,141592...=3 :
* * (0,1415...)(=D

Com o auxilio uma calculadora podemos ver que o (0,141592...)~! =7,062513....,

1

= 1415... = _—, 4,

T=3401415.. =3+ o0 sia 4.3)

Podemos escrever 7,062513... como 7+ 0,062513..., portanto,
1 1
-3+ - _3
7=t 570.062513 +7+ I
(0,062513...) "
Como (0,062513...)~! = 15,996594..., podemos substituir na equacio,
1 1
T+ T+

(0,062513...)"! 15,996594...
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Novamente iremos repetir o processo usado até o momento, ou seja, iremos separar a
parte inteira de 15,996594 que € 15 e depois calcular o inverso da parte fraciondria que € igual a
(0,996594...)~! = 1,003417.

1 1 1
=3+ =3+ =3+

i i
7 7 7
T 154(0,996594...) * st I s I

(0,996504. )1 T 1,003417...

1

Repetindo o processo de separar a parte inteira do dltimo quociente e depois substituir a

parte fraciondria pelo seu inverso, como (0, 003417...)_1 =292,6345... teremos,

1
1
1

1,003417...

T=3+
7+

15+

+202.6345...

Realizando o processo mais uma vez, teremos que,

1
T=3+ 1
7+ 1
15+ 1
1 -
+292,6345...
1
T=3+ T
15+ I
1+
292 40,6345
1
T=3+ 1
7+ 1
15+ 1
1+ I
292+ —————
Jr_(0,6345...)—1
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Como 7 é uma dizima ndo periddica, ou seja, 7 € I, esse processo ndo tem fim, logo,

1

T=3+ 1

= [3:7,15,1,292, .. ].
7+

]

Obervacdo: Uma boa aproximacgdo para 7 em racionais, devida a Arquimedes € de
= = 3,14285714 ..., conseguimos encontrar esse valor facilmente na Equacao 4.3.
1 I 21+1 22

Jp-=2" =2

Outra aproxima¢do muito conhecida de 7 € de 1 pode ser encontrado na Equacgao 4.4,

1 1 1 1
77.7:3—|—7+ i :3—|—7+ 1 23+7+—1:3+m
(0,062513...)71 15,996594... 16 16
1 16 339416 355
— I = = =3.1415929203....
3+£ 3—|—113 13 13 3, 5929203
16

Se continuarmos os calculos iremos encontrar cada vez mais melhores aproximagdes

para o ndmero 7.

Exemplo 29. Represente a fragdo continua do nimero de ouro, ou seja, represente a fracao

5+1
continua do ndmero irracional ¢ = \/_2+ .
. V5+1 .
Demonstragdo. Podemos observar que 2 > > 1, pois temos que v/5 = 2,236..., logo
pelo algoritmo das fra¢des continuas podemos escrever ¢ como,
Vi+1 V541 V541 V5+1 V5—1
b= =2 = [ (o m 1 (e =1+
Agora fazendo o inverso da parte fraciondria podemos escrever,
V5— 1
V5-1
Como a; = 2 2.(\/§+1) —2'(\/§+1) = Vsl chegamos a con-
VAL (5-1)-(VE+D) 2 2

V5+1
2

clusdo que oy = a1, logo o processo ira se repetir implicando que o, = 0 = e
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an = ag = 1 para todo n € N. Logo chegamos a conclusdo que a representacao de ¢ em fracdes

continuas € um processo infinito, no qual temos,

5+1 1
:\/_2+ . :
It =

1+——

1+~

) =[1;1,1,1,...].

Exemplo 30. Represente a fracdo continua do irracional V2.

Demonstracdo. Podemos observar que 2 > /2 > 1, pois temos que v/2 = 1,414213... ., logo

pelo algoritmo das fragdes continuas podemos escrever v/2 como,

w=v2= V2| +{V2} = 1+(V2-1).

Logo podemos escrever y/2 como,

V2=1+(V2-1)=1+ :

1
V21
Portanto,
1 1 1 1 1
V2=1+——=1+ =1+ =1+ =1+ :
1 1-(V2+1) V2+1 V2+1 V2+1
V2-1 (V2—1)-(vV2+1) 2-1 1

Aplicando o algoritmo das fracdes continuas no quociente encontrado,

1 1 |

V2+ 1) +{V2+1} :1+2+(ﬁ+1—2) 1+\/§+1'

1
V2=1+ =1+
V2+1 ]

Aplicando o algoritmo das fra¢des continuas novamente:

V24+1=|V2+1]+{V2+1} =2+ (V24+1)—2=2+V2—1.

Logo temos que,

1 1

1
V2=l+——=14— =1 —.
V2+1 2+v2-1 V2+1
Fazendo o inverso da parte fraciondria,

1 1 1 1
\/§:1+—=1+—1:1+ 1 =1+—1
24V2-1 2+ 2+ 2+

! 1-(V2+1) V241

v2-l (V2-1)-(v2+T) 1
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Portanto temos que,

V2=1+ — =11+ 0
2+ 2+
V2+1 V2+1
1
1

Como v/2 — 1 tem como inverso v2+ 1 e o =0 =

0 processo ira se repetir

V2-1

1
implicando que o, = 0] = ﬁ sendo apenas 0 = \/E logo,
1
V2= I+ ——7—=1[15,2.2,2,..].
24—
2+...
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

E notdvel a importancia que Diofanto teve no desenvolvimento da matematica, principal-
mente na dlgebra, onde foi o precursor da estruturagdo da simbologia algébrica que estudamos

até hoje.

O objetivo deste trabalho € fornecer um material complementar para o estudo das equa-
¢Oes diofantinas, contetido que € ministrado durante a disciplina de Aritmética do Mestrado
PROFMAT. Nesta dissertacdo apresentamos algumas proposigdes, teoremas € suas demonstra-
¢oes, que sao necessarios para ajudar a encontrar a solugdo geral de equacdes diofantinas com

duas ou mais incégnitas.

Fracdes continuas é um tema que ndo € trabalhado no PROFMAT. A primeira vista
parece ser um contetido complicado, mas podemos ver como € facil representar nimeros reais

em fracOes continuas.

Tendo em vista que os conteidos fundamentais vistos nesta dissertacao sao estudados
durante a Educacio Bésica, seria interessante trabalhar com as equacdes diofantinas na Educagdo
Basica, visto que ja € uma disciplina prevista no curriculo de Matemaética do Estado de Sao

Paulo, tendo assim a possibilidade de se aprofundar no tema (SILVA, 2019).

Fracdes continuas também seria um tema interessante para trabalhar com turmas do
ensino fundamental, deixando um pouco a teoria de lado e trabalhando na resolugao de exercicios,

os alunos aprenderdo mais sobre a adi¢do de fracdes e o inverso de um ndmero.

Esperamos que o objetivo deste trabalho seja alcangado, que possa servir como material

de apoio, contribuindo para um melhor entendimento do assunto por parte do leitor.
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