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RESUMO

SILVA, Victor Luiz da. Desenhando graficos de fungdes reais. 2020. 215f. Dissertacdo
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

O presente trabalho tem como objetivo “desenhar as fungdes”, ou seja, compreender o
aspecto geométrico de alguns tipos de funcées, observando o processo de construcdo gréafica e
suas particularidades e complexidades. Direcionamos o conteddo da presente dissertacdo aos
alunos de Ensino Médio, com o objetivo de melhorar a analise do comportamento de um
objeto algébrico, dado por uma expressdo, sob o ponto de vista da Geometria. Embora a
Algebra nos facilite o célculo, a Geometria nos ajuda a ‘enxergar’ o problema. Para tal
propdsito, utilizaremos instrumentos matematicos que auxiliam as construcBes e
transformacdes graficas, em especial as simetrias e derivadas, e tendo como importante aliado
a essa metodologia o software Geogebra, ajudando na visualizacdo e manipulacdo dos
graficos das funcbes envolvidas neste trabalho, observando de maneira rapida como as
variacOes ocorrem nos graficos de algumas funcdes.

Palavras-chave: FuncBes reais de varidvel real. Gréficos de FuncBes. Transformacdes.
Simetrias. Reflexdes. Limites. Derivadas. Geogebra.



ABSTRACT

SILVA, Victor Luiz da. Drawing real function graphs. 2020. 215fl. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Instituto de Matematica e
Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

The goal in this work is "to draw the functions", that is, to understand the geometric
aspect of some types of functions by observing the process of constructing graphs and its
particularities and complexities. The content of present dissertation is addressed to high
school students, with the goal of improving the analysis of the behavior of an algebraic object,
giving by an expression, from the geometric point of view. Although Algebra makes
calculations easier, Geometry helps us to 'see' the problem. For this purpose, we will use
mathematical instruments which help in constructing and transforming graphs, especially the
symmetries and derivatives, and having as an important ally to this methodology the software
of Geogebra, helping to visualize and manipulate the graphs of the functions involved in this
work, observing quickly how variations occur in the graphs of some functions.

Keywords: Real functions of real variable. Graph of functions. Transformations. Symmetries.
Reflections. Limits. Derivatives. Geogebra.



11
1.2
1.3
1.4
1.5

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

2.7

3.1

3.2

3.3

3.4

4.1
4.2

4.3

4.4

SUMARIO

LN EI0] 5161070 I 13
FUNGAO ...ttt 15
Breve historico do conceito de fUNGAOD .........cccoeeviieniiiciee e 15
DefiniCA0 de FUNGAD .....cccocveiie et 16
Dominio de UMa fUNGAD .......ccccvviieieeciecie e 18
Imagem de uma FUNGEO .......c.ooveiiiiiiiiee e 18
Representagéo grafica de uma funGao .........ccccveieiiiiiicicc e, 19
CONSTRUCAO DE GRAFICOS DE UMA FUNCAO ......c.ccccoovuvvenneee. 39
Translages VEITICAIS .......c.ccveiieiiiie it 39
Translagies NOFIZONTAIS ..........cccooiiiiiiieee s 41
Dilatacdes (alongamentos) e contragdes (encolhimentos) verticais ........... 42
Dilatacdes (alongamentos) e contracdes (encolhimentos) horizontais ...... 43
REFIEXE0 dE IX0 OX ...iiiiiiiiiiiieieie e 44
REFIEXA0 dE IXO O ..ottt nrees 45
MOAUIO [ £ (X)| vvrrrrrirniieiinnii s 46
MOAUIO £ ([X]) woorvriririeriinieici s 46
ALGUMAS FUNCOES E SEUS GRAFICOS ......ccccovveieeeeeeeeersnae, 53
Funcéo h(x) :% ........................................................................................... 53
T LT T 57
bx+c

Funcgdo f(x)= Z)((:g .................................................................................. 60
FUNGAD (X)) =8X% 40X C woreverieeeceeieieeeeeeeee e 64
USANDO DERIVADAS PARA DESENHAR GRAFICO DE
FUNCOES

Breve intoduGao as deriVadas ...........ccveveieierienene e 77
Algumas regras de deriVAGAD ..........ccccvverieiieriienieeie e 81

Breve introducdo aos pontos criticos (critérios para determinar a
natureza dos extremos de uma fUNGE0) ........ccovvriririiiiinienee e

Concavidade e pontos de INFIEXE0 .........ccevveiiiiiiiiic e 91

441 Como reconhecer um ponto de iNFIEXA0 ....ocoovvveeeee e 92




5.1
5.2
5.3
5.3.1
5.4
54.1

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

7.1
7.2

8.1

SIMETRIAS L 99

Alguns tiP0oS de SIMETIIAS .....ccvovveiiiriiiiiiiieee s 99
SIMELrias NOS GrafiCOS ......c.ccoveiiiiieiicie e 103
[T aTox= (oI o F- | USSR 105
FUNGAOD SEIMI=PAI .....veeivieeiieieeiie sttt sttt sttt sreebenneenneas 112
FUNGAO TMPAT ...t 118
FUNGAO SEMI=TMPAT ...cvvevviiviitieieeiieie ettt bbb 123
FUNCAO INVERSA ..ot eeeses s esie s s snessens 138
FUNGEO INVEISA ... 138
Grafico da fUNGAD INVEISA ........ccviiiiiiiiiee e 139
Composicao das FUNGOES INVEFSAS ........c.ccveieieeieeieieese e se e 142
FUNGAO0 K-INVEFTIVEL ... 146
Composicdo das fungdes K-INVErtiveis ..o 152
O SOFTWARE GEOGEBRA ...ttt 173
Aplicacdo do software Geogebra na fungdo afim ...........c.cccoovevveieiennnn, 173
Aplicacdo do software Geogebra na fungdo quadratica .............ccccceeeeeee. 184
SUGESTAO DE ATIVIDADE EM SALA DE AULA ......coooooeeieeeeen, 197
Descrigio da atiVIdade ..........ccceiiiiiiiieicee s 197
CONCLUSAOD ...oooiieii st 210
REFERENCIAS .....oooeeveeeeeeee e er s enes s st s ssnes s 211

ANEXO — Atividade Proposta ..........ccceeeeveeieiieiieie e 213



13

INTRODUCAO

O conceito de funcdes € um dos mais importantes em Matematica, e seu conhecimento
impulsionou o desenvolvimento tecnoldgico em muitas areas. As fungdes estdo em nossa vida
cotidiana, mesmo que ndo tenhamos consciéncia disso. Por exemplo, o valor da conta de luz
depende da quantidade de energia gasta, a dose de remédio que é dada a uma crianga depende
do seu peso, o valor para fazer copias de um material depende do nimero de paginas
copiadas. Usando funcbes, também se estudam o crescimento de bactérias, 0 movimento dos
astros, a variacdo da temperatura da Terra, etc. A nocdo de funcdo nos permite, enfim,
descrever e analisar relacdes de dependéncia entre quantidades.

Especificamente neste trabalho estudaremos o que chamamos de funcgbes reais, isto €,
relacbes entre quantidades que podem ser descritas por nimeros reais, dando énfase ao
comportamento gréfico das mesmas. Nossa op¢do foi tratar o tema fungdes chamando a
atencdo para a importancia da linguagem gréafica, observando as ligacdes entre as informacoes
algébricas com as informacGes geométricas fornecidas pelos seus graficos, levando em
consideracdo a possibilidade de compreender a manipulacdo dos graficos com o uso de
instrumentos matematicos, como as simetrias, deslocamentos e derivadas.

Mediante isso, no primeiro capitulo faremos a apresentacdo do conceito formal de
funcdo de uma maneira clara e objetiva, mostrando construcoes graficas de como o dominio e
a imagem de uma funcdo ficam representadas no plano cartesiano. O segundo capitulo
abordara os movimentos que podemos executar com os graficos de funcdes (translacdes,
dilatacGes, reflexdes,...) a partir de graficos ja conhecidos, sempre explorando, mais uma vez,
0s conceitos de dominio e imagem de uma funcao.

O terceiro capitulo visa expandir o conhecimento ora adquirido em alguns tipos de
funcdes, objetivando o aprimoramento das técnicas utilizadas no capitulo anterior, além de
apresentar graficos de fungdes amplamente trabalhadas no ensino da Matematica, tal como a
funcdo quadrética.

No quarto capitulo serdo abordados os critérios para se determinar pontos relevantes
do grafico de uma funcéo através das derivadas. Vale ressaltar que as derivadas, embora ndo
sejam mais vistas na maioria dos colégios do Ensino Médio, é uma importante ferramenta
para a constucdo grafica de funcgdes, especialmente as de grau maior que 2.

O quinto capitulo inicia com alguns tipos de simetrias e como elas auxiliam as

construcdes graficas. Em seguida, os conceitos de funcbes par e impar sdo dados, ilustrando
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nos graficos as devidas simetrias pertinentes a cada uma delas, assim como as defini¢es de
funcbes semi-par e semi-impar e como se da a construcdo gréfica de tais fungdes.
Prosseguindo neste raciocinio, o sexto capitulo versa sobre as func@es inversas e k-inversas,
tudo devidamente construido e demonstrado no plano cartesiano.

O sétimo capitulo aborda algumas funcionalidades do software Geogebra nas fungdes
afim e quadrética, apresentando caracteristicas sobre estas duas fungGes amplamente
trabalhadas no Ensino Médio.

No oitavo e ultimo capitulo, serd& mostrado como alguns topicos desta dissertacéo
foram trabalhados numa aula experimental. Em particular, foram abordados conceitos de
translacOes, dilatacBes, contracdes e reflexdes, nas funcbes afim, quadratica, modular,
exponencial e logaritmica, assim como exercicios onde se comprova que 0 conhecimento
sobre tais movimentos graficos contribui significativamente na assimilacdo da disciplina. O

anexo contém a lista com exercicios aplicados na atividade proposta.
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1 FUNCAO

Este capitulo tem por finalidade apresentar os conceitos formais de funcdo real de
variavel real, incluindo seus conjuntos dominio e imagem, através de exemplos onde serdo
especialmente representados geometricamente nos ‘desenhos das fungdes’, o qual

conhecemos como graficos de funcdes.

1.1 Um breve histérico do conceito de fun¢do

A nocéo de dependéncia teve inicio a aproximadamente 2000 anos, possivelmente nas
tabuas de relagBes funcionais utilizadas pelos babildnicos na Astronomia para a compreensao
das efemeridades do Sol, da Lua e dos planetas. De acordo com Boyer (1999), nessas tabuas
era possivel encontrar a principal ideia envolvida no conceito de funcdo: a relagdo entre
variaveis. Posteriormente, os trabalhos do astronomo Claudius Ptolomeu (século IlI)
continham uma grande quantidade de tabuas astrondmicas que indicavam que a posi¢do do
Sol, da Lua e dos planetas mudava de maneira continua e periddica, obedecendo certos
padrdes. Com o passar dos anos, segundo Ponte (1992), Oresme (1323 — 1382) aproximou-se
de uma formulacdo moderna de funcdo através do desenvolvimento da teoria geométrica das
latitudes, pois nada havia de concreto, até entdo, sobre essa relacdo funcional, seja escrita ou
por representacdo grafica. Porém, apesar deste avanco, as relacbes eram utilizadas para
estudar fendmenos relacionados a outras ciéncias, como Astronomia e Fisica.

Somente no fim do século XVII houve o desenvolvimento do conceito formal de
funcdo. Segundo Youschkevitch (1981), somente apds a criacdo dos logaritmos é que 0
método analitico de introduzir as fun¢des por meio de férmula e equacgdes ganha destaque,
através de trabalhos publicados por Pierre Fermat (1601 — 1665) e René Descartes (1596 —
1650), aplicando a nova algebra a geometria e, cada um a sua maneira, 0 método analitico de
introduzir funcdes.

A ideia de que expressfes infinitas fosse uma fungdo ndo era novidade, mas foi
somente depois da primeita metade do século XVII que as séries se tornaram o meio universal

para a expressao analitica e o estudo de fung¢Ges. Bourbaki (1976, p. 253) salienta “a brilhante
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descoberta da série log(1+ x) = () , que possibilitou novas aplicagbes para as séries,
n

principalmente das séries de poténcias aos problemas considerados até entdo impossiveis”. A
partir dessas descobertas, Isaac Newton (1642 — 1727) e Gottfried Wilheim Leibniz (1646 —
1716) dedicaram-se as séries de poténcias. Com o desenvolvimento dos estudos, Newton
introduziu as nog¢des béasicas de funcdo por meio da cinematica. Concomitantemente, segundo
Boyer (1999), Leibniz chega as no¢des béasicas do Calculo Diferencial e Integral a partir da
geometria das curvas. O uso de funcdo como um termo matematico foi iniciado por Leibniz,
em um manuscrito de 1673, para designar uma quantidade relacionada a uma curva, tal como
a sua inclinacdo em um ponto especifico. As funcdes que Leibniz considerou sao atualmente
chamadas de func@es diferenciaveis. Ele também introduziu os termos constante, variavel e
parametro.

Mais tarde, as fungbes comecaram a ser representadas por meio de expressdes
algébricas e, de acordo com Ponte (1992), essa nova maneira de representar apareceu em
correspondéncias trocadas por Leibniz e Jean Bernoulli (1667 — 1748) entre 1694 e 1698. Em
1718, Bernoulli publicou um artigo que teve ampla divulgacéo, o qual continha a definigéo de
uma funcdo de uma variavel. Tal definicdo ganhou uma contribuicdo significativa para sua
evolucdo através de Leonard Euler (1707 — 1783), que era discipulo de Bernoulli. De acordo
com Boyer (1999, p. 305), “foi ele o construtor da notagdo mais bem-sucedida de todos 0s
tempos. Deve-se a ele a notacdo f(x) para uma fungdo em x”. Porém, apesar desta grande
evolucdo acerca do conceito de funcdo dado por Euler, algumas controvérsias surgiram que
motivaram discussfes a respeito do assunto, desde o problema da corda vibrante por Jean Le
Rond D’Alembert (1717 — 1783), passando por Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859),
que criou a definicdo formal de funcdo moderna, até chegar no grupo Bourbaki (1935),
formado por matematicos franceses que tinha o objetivo de organizar toda a Matematica
conhecida até 0 momento. Em 1939, este grupo publicou o primeiro livro da colecdo Théorie

dés Ensembles (fascicule de results), que apresenta a defin¢do de funcdo dos dias atuais.
1.2  Definigéo de funcéo

Descritivamente, uma funcdo é dada quando um valor de alguma quantidade
(geralmente denotado pela letra x), corresponde ao valor de outra quantidade (geralmente

denotado pela letra y), chamada de funcao.
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Matematicamente, dizemos que uma funcéo f € uma relacéo entre os elementos de dois
conjuntos A e B, em que para cada elemento do conjunto A é associado apenas um elemento
do outro conjunto B. Para indicarmos uma funcéo f, definida de A em B, segundo a lei de

correspondéncia y = f(x), usaremos uma das seguintes notagdes:

f:A—>B ou f:A—>B
X+ f(x) y=f(x) '

onde f(x) é chamado a imagem de x pela funcéo f. Dizer que a quantidade y é uma funcédo da
guantidade x é, antes de tudo, especificar quais valores x pode assumir. Estes valores

"permitidos" de x formardo um conjunto que sera denominado dominio da funcéo y.
Aescrita f : A— B significa que f é uma funcéo de A em B, ficando entendido que o

conjunto A é o dominio e o conjunto B é o contradominio da funcéo f.

Exemplo 1. Dados os conjuntos A ={1, 2,3} e B ={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, consideremos a lei
gue associa os elementos dos conjuntos A e B definida pory=2x + 1, onde x € Aey € B.
Determine se a lei é uma funcdo ou nao.

Solucéo:

Parax=1=>y=2-1+1=3 parax=2=y=2-2+1=5eparax=3=>y=2-3+1=7.

Figura 1 — Diagrama da relagdo
y=2x+1.

Fonte: O autor, 2020.

Como todo elemento do conjunto A se associa com exatamente um elemento do

conjunto B, concluimos que y = 2x + 1 €, de fato, uma funcéo.
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1.3 Dominio de uma funcéo

Como exemplo, vamos considerar a fungdo y = f(x), definida pela férmula

f(x)= 3‘ 2X 15 . O que pode ser considerado como seu dominio?
X —

Se uma funcdo é dada por uma formula, geralmente o dominio considerado é o

conjunto de todos os numeros para os quais é possivel realizar as operacGes especificadas pela

ndo contém o namero 4 (ja que em

formula. Isso significa que o dominio de f(x)= 3 X

x = 4 o denominador da fracdo se anula) e valores de x menores que 3 (ja que para x < 3 a
expressdo sob a raiz de indice dois € negativo). Assim, o natural dominio da funcdo

f(x)= 3“ 2X _15 consiste em todos 0s numeros que satisfazem as relagbes X #4e x > 3.
X —

1.4 Imagem de uma fungéo

Outro conceito importante envolvido na nocdo de funcdo é o conjunto imagem da
funcéo ou, abreviadamente, a imagem da funcéo. Se f : A— B ¢é uma funcdo com dominio A

e contradominio B, a imagem de f € o conjunto

f(A)={f(a)/acA}e f(A)cB.

Em outras palavras, a imagem de f é o conjunto dos elementos y e B para 0s quais
existe xe A tal que (x,y)e f. Portanto, o conjunto imagem de f é um subconjunto do

contradominio B.

1
x?+1

RSN entdo £(2)= 21 :l,ouseja,léimagemda
2°+1 5 5

Exemplo 2. Se f(x)=

funcdo f(x)=

5 para o valor do dominio x = 2.
X“+1
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1.5  Representacdo grafica de uma funcéo

Uma funcdo descreve as mudancgas sofridas por uma grandeza provocadas pela
variacdo de outra. Quando conhecemos uma fungédo, temos algum tipo de descricdo da
maneira como uma grandeza varia dependendo da variacao de outra.

Ha varias formas de descrever como essa correspondéncia é feita. Essa descricao pode
ser verbal, feita por meio de um texto que explica como as varidveis se relacionam, ou por
meio de uma tabela, mostrando alguns valores significativos que a variavel dependente
assume conforme o valor da varidvel independente. Além disso, uma funcdo pode ser
representada por meio de uma férmula matematica, ou entdo por meio de um desenho ou
grafico. A ideia de desenhar o comportamento das fun¢Bes em um plano esta associada a
necessidade de representar figuras tendo alguma referéncia espacial.

Com o0 uso dessa representacdo, passou-se a utilizar um plano com duas retas
graduadas ortogonais destacadas, uma para representar os valores de x e outra os valores de y.
Ou seja, para cada ponto P, precisamos ter um par de nimeros indicando sua posi¢ao: o
ndmero X, que inicialmente era chamado de “corte” do ponto P, e depois ficou conhecido
como abscissa (do latim “cortar”); e um segundo nimero Yy (conhecido como ordenada). Os
termos abscissa, ordenada e coordenadas foram usados pela primeira vez por Leibniz em
1692.

Figura 2 — O ponto P no plano cartesiano.

Fonte: O autor, 2020.
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O plano para representar posi¢des recebeu posteriormente o nome de plano cartesiano,
em homenagem a Descartes, que em 1637 teve a ideia de tratar as curvas geomeétricas por
meio de expressdes algébricas. No plano cartesiano, as duas retas de referéncia recebem o

nome de eixos coordenados.

Figura 3 — llustracao de possivel condicédo de
dominio e imagem de uma func&o f.

Imagem de fix)

Dominio de f{x)

Fonte: O autor, 2020

Uma funcdo pode ser representada geometricamente através de um grafico. Para
construir um gréafico de alguma fungdo, vamos considerar algum valor admissivel de x e o
valor correspondente de y. Por exemplo, suponha que o valor de x seja 0 nimero a, e o valor
correspondente de y € o numero b = f (a). NOs representaremos esse par de nimeros a e b pelo
ponto com as coordenadas (a, b) no plano cartesiano. Vamos construir esses pontos para todos
os valores admissiveis de x. A coleta de pontos obtidos dessa maneira é o gréafico da fungao.

Portanto, o gréafico de uma funcéo é o conjunto de pontos cuja abscissas sdo valores
admissiveis de x e cujas ordenadas sdo os valores correspondentes da funcdo y. Ou ainda,

dada uma funcéo f de dominio X e contradominio Y

f: XY

Definimos o gréafico de f, denotado por G(f), como sendo o subconjunto do produto

cartesiano de X por Y formado pelos pares (x,y) tais que y = f(x), ou seja

G(f)={(x,y) e XxY/y=f(x)}
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Se a definigdo for seguida literalmente, é necessario que se encontre todos 0s pares de
valores correspondentes de x e y, e construir todos 0s pontos com essas coordenadas. Na

maioria dos casos, € praticamente impossivel fazer isso, uma vez que existem infinitos desses
pares. Vamos esbocar o gréfico da funcdo y=x*+1, escolher alguns valores de x, encontrar

os valores correspondentes da funcao y e escrevé-los na tabela a seguir:

AN =<

N O X

Com as coordenadas calculadas, vamos unir os pontos (0,1) , (1,2) e(2,5), conforme a

figura 4.

Figura 4 — Construcéo do gréafico
de y=x"+1.

7 flz)=2"+1

0 i 5

Fonte: O autor, 2020.

Para verificar se 0 esbogo do gréfico aproxima-se da realidade, usaremos valores

) ., . . 1
intermediarios de x aos valores usados anteriormente. Entdo, para x=— e x=§

. ) 13 15 313
respectivamente teremos y = Z e y= Z’ € 0s pontos E,Z e E,Z parecem estar bem

colocados na curva y =x*+1 (figura 5).
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Figura 5 — Construcdo do grafico
de y=x"+1.

‘ flx)=a?+1

Fonte: O autor, 2020.

Para construir a metade esquerda do grafico, é necessario preencher mais uma tabela

para valores negativos de x. Logo:

X y
-1 2
-2 | 5

Os pontos (L,2)e (2,5) possuem a mesma distancia do eixo y dos pontos (—1,2)e
(—-2,5), respectivamente, ou seja, os pontos (1,2) e(2,5)sd0 simétricos respectivamente aos
pontos (—1,2) e (—2,5)em relacdo ao eixo y. Assim sendo, para obter a parte esquerda do
gréafico da funcdo y = x*+1correspondente a valores negativos de x, é necessério refletir a

metade direita deste grafico em relacéo ao eixo y (Figura 6).

Figura 6 — Construcdo do grafico de
y=x"+1.

¢ flx)=a"+1

Fonte: O autor, 2020.
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A figura 7 mostra o esboco do grafico de y=x*+1. Veremos adiante que trata-se do

deslocamento de uma unidade para cima do grafico da funcéo y = x*.

Figura 7 — Construcdo do grafico de y = x* +1.

‘ flx) =241

Fonte: O autor, 2020.

Procedendo da mesma forma para a construcao do grafico de y = , obtemos uma

X2 +1

tabela de valores para dominio e imagem:

X |y
0 | 1
1| L
2
, | L
5

Dessa forma, construimos 0s pontos com as coordenadas calculadas e vamos uni-los,

conforme a figura 8. Precisamos verificar se tracamos a curva corretamente entre os pontos

encontrados no gréfico. Para isso, considere um valor intermediario de x, digamos, X:E’

obtendo o valor correspondente da funcao y:%. Parece que o ponto obtido (g%)

. 1 « 4
encaixa bem em nossa curva. Agora tentamos x = E . Entéo, y= g, €o correspondente ponto

(%gj parece estar acima da curva que desenhamos (Figura 9). Isso significa que entre x = 0



24

e x = 1, o gréfico ndo retrata a realidade. Aplicando mais valores intermediarios, x== e

M|

X = 3 , obtendo os respectivos pontos EE e §,E , justamente a parte do grafico onde
4 4 17 4 25

estd a davida. Apos conectar todos esses pontos, obtemos o curva representada na figura 10.

1

Figura 8 — Construcéo do grafico de y = T
+

2

X

Fonte: O autor, 2020.

Figura 9 — Construcdo do graficode y =

12 1 32 2

Fonte: O autor, 2020.
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1

Figura 10 — Construcéo do grafico de y = —;

x2+1

16/17
4/5

16/25
1/2+

4/13 :

V4 12 34 1 32 2

Fonte: O autor, 2020.

Os pontos (1 J je (E,gj deixam a curva mais proxima da realidade (Figura 11).

3'10) (3’13

Figura 11 — Construcdo do gréafico de y = VTR
+

9/10

9/13

1/2

1 —

1/3 2/3 1 2

Fonte: O autor, 2020.

Para construir a metade esquerda do grafico, € necessario preencher mais uma tabela

para valores negativos de x. Logo:

X 1Y
a1t
2
L1
5
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Novamente, observamos que o grafico também contém os pontos [— 1, %) e [— 2%}

respectivamente simétricos aos pontos [1, %)e (2%) em relacdo ao eixo y. Assim sendo,

para obter a parte esquerda do gréfico da funcdo y = correspondente a valores negativos

x? +1

de x, é necessério refletir a metade direita deste grafico em relagéo ao eixo y (Figura 12).

Figura 12 — Construcdo do gréfico de y =

x2+1

Fonte: O autor, 2020.

A figura abaixo mostra a forma geral do gréafico. Se tivéssemos sido apressados e
usado nosso esboco inicial (vide figura 8) para a construcdo da parte do gréfico
correspondente a x negativo, entdo teriamos uma "ponta” em x = 0. Em vez disso, ha uma

curva suave (Figuras 13 e 14).

Figura 13 — Construcdo do graficode y =

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 14 — Construcdo errénea do gréfico de y =

x2+1

2 ] T 2

Fonte: O autor, 2020.

1
. ~ 2 2 ~ . . ~
Algebricamente, as expressdes X +1 e X" +1sdo inversas entre si. Entfio, quanto

maior o valor de x*-+1, menor sera o de , @ vice-versa. Graficamente, os pontos que

x?+1

= x2 . . L. . u2 i
Y =X"+1tera0 ordenadas maiores ou iguais a 1, pois X° +1 sempre sera
1

. . . Y=
maior ou igual a 1, para qualquer x real. Sendo assim, as ordenadas de x“+1 serdo

formam o gréfico de

menores ou iguais a 1 e, como citado anteriormente, inversamente proporcionais as ordenadas

2
de Y=X +1(Figura 15).

Figura 15 — Gréficos de y=x*+1ey =

x2+1

Fonte: O autor, 2020.
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Agora, esbocemos o gréafico da funcdo y=x*—1, escolhendo alguns valores de X,

encontrar os valores correspondentes da funcéo y e escrevé-los na tabela a seguir:

N O X
o

0-1) (10),(23)

Com as coordenadas calculadas, vamos unir 0s pontos , conforme a

figura 16.

Figura 16 — Construcdo do gréfico
de y=x>-1.

flz)=a*—1

0/1 P
_1'

Fonte: O autor, 2020.

Para verificar se 0 esbo¢co do grafico aproxima-se da realidade, usaremos valores

) . . . 1 3
intermediérios de x aos valores usados anteriormente. Entdo, para x=§ e x=5,

, 3 5 1 3 35
respectivamente teremos y:—z e y=Z, e 0s pontos > e >

4 ) parecem estar bem

colocados na curva y = x* -1 (figura 17).
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Figura 17 — Construcdo do grafico de y =x*-1.

flz) = -1

Fonte: O autor, 2020.

Para construir a metade esquerda do grafico, é necessario preencher mais uma tabela

para valores negativos de x. Logo:

X y
-1 2
-2 | 5

Os pontos (1,2)e (2,5) possuem a mesma distancia do eixo y dos pontos (-1,2)e
(=2,5), respectivamente, ou seja, os pontos (1,2) e(2,5)sé0 simétricos respectivamente aos
pontos (—1,2) e (—2,5)em relagdo ao eixo y. Assim sendo, para obter a parte esquerda do
gréfico da funcdo y=x+1 correspondente a valores negativos de x, é necessario refletir a

metade direita deste grafico em relacdo ao eixo y (Figura 18).

Figura 18 — Construcdo do grafico de y = x> —1.

fa)=a?~1

—1¢

Fonte: O autor, 2020.
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A figura 19 mostra o esboco do gréfico de y=x*—1. Veremos adiante que trata-se do

deslocamento de uma unidade para baixo do gréfico da funcdo y = x>.

Figura 19 — Construcao do grafico de y = x* —1.

fla)=a? -1

A

Vamos desenhar o grafico da funcdoy =

Fonte: O autor, 2020.

;— . Elaborando uma tabela e marcando os
X

pontos do grafico correspondente aos valores x = -3, -2, 0, 2, 3, obtemos a figura 20.

X -3 —2 0 2 3

v xl a2 AR

Figura 20 — Construcdo do gréfico de y =

x?-1

Fonte: O autor, 2020.
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Se tomarmos mais dois valores, x=

N | w

5 : 3 4
e X=—, 0S respectivos pontos | —,— | e
2 25

5 4 : , .
(Ez] ficam bem situados em nossa curva. Porém, a localizagao destes pontos “a olho nu”

fica bem mais complicada. Adotandox:%, obtemos y:—%, e 0 ponto (%—%) fica

aparentemente abaixo da nossa curva. Isso significa que entre x = 0 e x = 1, o grafico
comporta-se de maneira diferente, conforme as figuras 21 e 22. Sendo assim, como o grafico

comporta-se entre os pontos x =0e x = 1?

Figura 21 — Construgéo do grafico de y = —;

Fonte: O autor, 2020.

Figura 22 — Construcgdo do grafico de y = 71

4/5
1/3
4/211
s

0 iy i 3 2 5 3
3 2

Fonte: O autor, 2020.
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Além desses pontos, podemos testar x :%, obtendo y = % , onde a localizagdo do

ponto G%) parece estar acima do esboco inicial (Figura 23).

Figura 23 — Construcéo do grafico de y = 1

4 :
_Zt

3

Fonte: O autor, 2020.

Continuamos com x =% e X= %. Obtemos y = _16 ey= —?, respectivamente os

15

pontos G,—%}e (%—?j O esboco do grafico entre os pontos x=0 e x =% tornou-se

assim mais nitido (Figura 24).
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Figura 24 — Construcdo do gréfico de y =

x?-1

169 o

4 e

L T R

421

' 11 3 5 3 2 5
42 4 4 2 2

Fonte: O autor, 2020.

Contudo, o comportamento da funcéo entre x :% e X :% permanece obscuro. Se

. . o 3 5
tentarmos mais alguns valores intermediarios entre X:Z e X:Z, Vemos que O0s

correspondentes pontos do grafico ndo se encontram em uma, mas em duas curvas, e o lado

direito do gréafico assume aproximadamente a seguinte aparéncia (Figura 25).
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1

Figura 25 — Construcdo do gréfico de y = NTR

Fonte: O autor, 2020.

Se olharmos atentamente para a expressdo que define a funcdo y=

x? -1

imediatamente 6bvio que para dois valores do denominador essa expressdo ndo faz sentido.

N . . 3 5 .
Esses valores sdo iguais a +1 e —1, onde um deles esta no intervalo " <X< 7 justamente

onde o gréafico ndo fica bem caracterizado. De fato, para os valores x==1, a funcdo nao
é definida nos nimeros reais (divisao por zero é impossivel). Logo, ndo pode haver pontos no
grafico com essas abscissas - 0 grafico ndo cruza as retas verticais X=+1 e x=-1, e

decompde-se em trés ramos separados. Se x se aproximar dos valores — 1 ou 1, a fungéo

1 . oL :
y="z aumenta em valores absolutos, ou seja, aumenta ou diminui drasticamente. A
X5 —

forma geral do grafico de y = ! 1 é mostrada na figura 26.

2
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Figura 26 — Construcéo do grafico
1

de y=
y x> -1

Fonte: O autor, 2020.

Assim como nos dois primeiros exemplos, as expressdes x* —1 e sdo inversas

x? -1

entre si. Entdo, quanto maior o valor de x> —1, menor sera o de , e vice-versa. Uma das

x? -1

diferencas esta no fato que x* —1 deve ser diferente de zero em . Podemos, inclusive,

x? -1

encontrar os pontos de intersecdo entre os dois graficos. Basta igualar suas expressfes para

obter as abscissas de tais pontos:

" x2—1=> (x> -1)2=1,0nde x* —1=1=x=+/2 ou x* -1=-1=x=0.

X —

A partir das abscissas X =0e x =++/2, teremos respectivamente as ordenadas y = —1
e y=1, formando os pontos de intersecédo A(\/E D, B(—ﬁ J)e C(0,-1), como podemos

observar no gréafico da figura 27.
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Figura 27 — Gréficos de y=x*-ley=

x2-1"

Fonte: O autor, 2020.

Passemos agora ao grafico do polindémio y = x* +10x® +35x* +50x + 24 que também
sera construido primeiro por pontos. Perceba a dificuldade para encontrar os valores de x para
0s quais a funcgdo se anula. Admitindo x como sendo iguais a -1, -2, —3 e —4 obtemos valores
da funcdo iguais a zero. Os pontos correspondentes do grafico (-1, 0), (-2, 0). (=3, 0), (-4, 0)

estdo no eixo x (Figura 28).

Figura 28 — Construcéo do grafico de y = x* +10x® +35x* +50x + 24.

Fonte: O autor, 2020.
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Se nos restringirmos a esses quatro valores, o grafico sera a jungdo dos pontos obtidos.
No entanto, é claro que o eixo x ndo é o grafico da nossa fungdo porque o polinomial

y = x* +10x® +35x* + 50x + 24 ndo pode ser igual a zero para todos os valores de x.

Vamos utilizar mais dois valores, x = 0 e x = 1. Os pontos correspondentes (0, 24) e
(1, 120) ndo estdo no eixo x; pelo contrario, eles estdo localizados muito longe dele. E
possivel encontrarmos uma quantidade suficiente de pontos intermediarios e construir uma
aproximacéo do grafico, como fizemos antes, mas esse método ndo € muito confiavel. Vamos
proceder de maneira diferente: descobriremos onde a fungéo € positiva (e, portanto, o gréafico
estd acima do eixo x) e onde é negativa (ou seja, o grafico estd abaixo do eixo x). Como 0s

valores —1, -2, —3 e —4 anulam a funcdo, temos que
y =Xx* +10x% +35x° + 50X + 24 = (X + 1)(X + 2)(x + 3)(x + 4)

Com o polinémio fatorado, podemos perceber que nossa funcdo € igual a zero apenas
nesses quatro pontos que ja mencionamos anteriormente. A esquerda do ponto x = —4, todos
0s quatro fatores sdo negativos e a fungéo é positiva. Entre os pontos x = -4 e x = -3 (ou seja,
no intervalo -4 < x < -3), o fator x + 4 torna-se positivo, enquanto os demais fatores
permanecem negativos, deixando a fungdo negativa. No intervalo -3 < x < -2, temos dois
fatores positivos e dois fatores negativos, deixando a funcdo positiva. No préximo intervalo
-2 < x < -1, a funcdo é novamente negativa. Finalmente, como o valor de x passa pelo ponto

= -1, o ultimo dos fatores torna-se positivo e, consequentemente, a funcao torna-se positiva

(figura 29). O gréfico da fungdo tem a aparéncia dada na figura 30.

Figura 29 — Estudo dos sinais de y = x* +10x® + 35x* + 50x + 24.

— - —— % +++++++++++

4
— =L - -4 ++++++++
prt
- - — === - — =4 4+ 4+ + ++
4
//—‘2
————————————— A4+ +
s
+ — + — +
L L L &
—4 -3 -2 -1

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 30 — Construcdo do grafico de
y = x* +10x® +35x* +50x + 24.

f(x) = 2" +102% + 352 4 50z + 24

Fonte: O autor, 2020.

Com estes exemplos, podemos entender que a construcdo de um grafico pode ser
arriscada e demorada. E se tracarmos alguns pontos, pode ser que nds obtenhamos uma
imagem totalmente falsa da fungdo. E se, por outro lado, tragcarmos mais pontos, havera
trabalho supérfluo, e algumas dividas ainda permanecerao se ndo omitimos algo significativo.
Como devemos proceder? N&o é possivel isolar regides "perigosas™ antecipadamente?

Na maioria dos casos, a parte principal da construcdo de graficos consiste previamente
em encontrar valores de x importantes para a funcdo dada e investigando seu comportamento
préximo a esses valores, para entdo completar a construcdo do grafico. Em geral, basta

encontrar valores da funcdo entre esses pontos caracteristicos.
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2 CONSTRUCAO DE GRAFICOS DE FUNCOES

Neste capitulo serdo abordados os movimentos que podemos executar com os graficos
de funcles reais de varidvel real, tendo como ponto de partida graficos ja conhecidos.
Novamente, os conceitos de conjuntos dominio e imagem de uma fungdo serdo amplamente
explorados no seu contexto geométrico, ou seja, a visualizacdo de dominio e imagem no plano

cartesiano.

2.1  Translagdes verticais

Suponhamos conhecido o gréfico de uma fungéo y = f(x).

Figura 31 — Grafico de uma funcao f(x).

f(z)

Fonte: O autor, 2020.
Sejam Dy = dominio da funcéo f e Dy = dominio da fungdo g.

Num plano munido de um referencial cartesiano, o grafico da funcdo g em que
Dy = Dy, definida por g(x) = f(x) + a, corresponde a imagem do grafico cartesiano de f pela
translacdo associada ao vetor U =(0,a). Em outras palavras, se a > 0, o gréfico de g pode ser

construido através do deslocamento (translacdo) de a unidades para cima do grafico de f, ou
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seja, as imagens de g serdo as imagens de f acrescidas da constante a, mantendo-se iguais 0s
dominios de g e f. Na figura 32, sejaa = 2.

Por outro lado, se a <0, o grafico de g pode ser construido através do deslocamento de
|a] unidades para baixo do grafico de f, ou seja, as imagens de g serdo as imagens de f
diminuidas da constante |aJ, mantendo-se iguais os dominios de g e f. Na figura 33, seja
a=-2.

Figura 32 — Gréfico de g(x) = f(x) + 2.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 33 — Grafico de g(x) = f(x) — 2.

Fonte: O autor, 2020.
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2.2  Translagdes horizontais

Num plano munido de um referencial cartesiano, o grafico da funcdo g em que

D, ={x/x+aeD,}={x—alxe D,}, definida por g(x)= f(x+a), corresponde a imagem

do gréfico cartesiano de f pela translagdo associada ao vetor U =(—a,0). Em outras palavras,

se a > 0, o gréafico de g pode ser construido através do deslocamento de a unidades para a
esquerda do gréafico de f, ou seja, 0 dominio de g serd o dominio de f diminuido da constante
a, mantendo-se iguais as imagens de g e f. Na figura 34, sejaa = 2.

Por outro lado, se a <0, o gréafico de g pode ser construido através do deslocamento de
|a] unidades para a direita do grafico de f, ou seja, o dominio de g serd o dominios de f
adicionado da constante a, mantendo-se iguais as imagens de g e f. Na figura 35, sejaa = 2.

Figura 34 — Graficode g(x) = f (x+2).

glx) = flz +2) f(x)

Fonte: O autor, 2020.

Figura 35— Graficode g(x) = f (x—2).

f(z)

Fonte: O autor, 2020.
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2.3  Dilatagdes (alongamentos) e contracdes (encolhimentos) verticais

Num plano munido de um referencial cartesiano, o grafico da funcdo g em que
Dy = Dy, definida por g(X)=a- f(X), corresponde a imagem do gréafico de f por uma
dilatacdo vertical de coeficiente a, se a > 1. Em outras palavras, o grafico de g pode ser
construido atraves de um alongamento na direcdo vertical do gréafico de f, mantendo-se iguais
os dominios de g e f. Na figura 36, sejaa = 2.

Por outro lado, o grafico de g corresponde a imagem do gréafico de f por uma contracéo
vertical de coeficiente a, se 0 < a < 1. Em outras palavras, o grafico de g pode ser construido

através de um encolhimento na direcdo vertical do grafico de f, mantendo-se iguais 0s

dominios de g e f. Na figura 37, sejaa = % :
Figura 36 — Gréafico de g(x) = 2 f (X).

g(z) = 2f(x)

/(@)

Fonte: O autor, 2020.

Figura 37 — Grafico de g(x) = % f(x).

f(z)

g(x)= = f(x)

[N

Fonte: O autor, 2020.
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2.4  DilatagOes (alongamentos) e contracoes (encolhimentos) horizontais

Num plano munido de um referencial cartesiano, o grafico da funcdo g definida em

1
D, :{g-x/XE Df} por g(X)= f(ax) corresponde & imagem do grafico de f por uma

dilatagéo horizontal de coeficiente —, se 0 < a < 1. Em outras palavras, o gréafico de g pode
a

ser construido através de um alongamento na direcao horizontal do gréfico de f, mantendo-se

iguais as imagens de g e f. Nas figuras 38 e 39, sejaa = % .

Figura 38 — Gréfico de g(x) = f(% xj :

f(x)

Fonte: O autor, 2020.

Figura 39 — Graficos de f (x) =sen(x) e g(x)=f (% xj = sen(% xj :

~ N\

1
g(x) = .sc:n,(i‘,)

N T~

f(x) = sen(x)

Fonte: O autor, 2020.
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Por outro lado, o gréfico de g corresponde a imagem do grafico de f por uma contragdo

. . 1 - .
horizontal de coeficiente —, se a > 1. Em outras palavras, o grafico de g pode ser construido
a

através de um encolhimento na direcdo horizontal do gréafico de f, mantendo-se iguais as

imagens de g e f. Nas figuras 40 e 41, sejaa = 2.

Figura 40 — Gréfico de g(x) = f (2x).

g9(z) = f(22)

Fonte: O autor, 2020.

Figura 41 — Gréficos de f (x) =sen(x) eg(x) = f(2x) =sen(2x).

g(x) = sen(2x)

MNAVAN /
NA Y

f(x) = sen(x)

Fonte: O autor, 2020.

2.5 Reflexdo de eixo OX

Num plano munido de um referencial cartesiano, o grafico da funcdo g em que
Dy = D, definida por g(X)=—f(X), corresponde & imagem do grafico de f pela reflexdo OX.

Em outras palavras, o grafico de g pode ser construido atraves da reflexdo em torno do eixo x
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do gréfico de f, ou seja, os pontos do grafico de f que estiverem abaixo do eixo x sdo refletidos
para cima e 0s que estiverem acima do eixo x sao refletidos para baixo (Figura 42).

Figura 42 — Gréfico de g(x) =—f (x) .

1)

Fonte: O autor, 2020.

2.6 Reflexdo de eixo OY

Num plano munido de um referencial cartesiano, o grafico da funcdo g em que
D, ={-x/xeD,}, definida por g(X)= f(=X), corresponde & imagem do gréfico de f pela
reflexdo OY. Em outras palavras, o grafico de g pode ser construido atraves da reflexdo em
torno do eixo y do grafico de f, ou seja, os pontos do grafico de f que estiverem a esquerda do

eixo y sdo refletidos para a direita e 0s que estiverem a direita do eixo y sdo refletidos para a
esquerda (Figura 43).

Figura 43 — Grafico de g(x) = f (-x) .

g(z) = f(—zx)

Fonte: O autor, 2020.
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2.7 Moédulo |f(x)|

Num plano munido de um referencial cartesiano, o grafico da funcdo g em que

Dy = Dy, definida por

f(x), se f(x)>0
g(x) =|f (x)|= ,
- f(x), se f(x)<0
corresponde a imagem do gréafico cartesiano de f pela simetria dos pontos de ordenada
negativa relativamente ao eixo OX. Em outras palavras, o gréafico de g pode ser construido
através da reflexdo em torno do eixo dos x da parte do gréafico de f que estiver abaixo desse
eixo. A parte do gréafico de f que estiver acima do eixo dos x faz parte do grafico de g sem

modificacdes (Figura 44).

Figura 44 — Grafico de g(x) =|f (x)|.

f(x)

Fonte: O autor, 2020.

28  Moédulo f(x)

Num plano munido de um referencial cartesiano, o grafico da funcdo g em que

D, =(D; nRy) U{=x/D; "R}, definida por
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f(x), se x>0
f(-x), se x<0'

309 = 104 {

corresponde a imagem do gréfico cartesiano de f mantendo os pontos de abscissa ndo
negativa e a simetria desses pontos relativamente ao eixo OY (Figura 45).

Figura 45 — Grafico de g(x) = f (X))

g(x) = f(|x[)

f(z)

Fonte: O autor, 2020.

Exemplo 3. Supondo conhecido o grafico de f(x) 1 (Figura 46), construa o gréafico de
X

2X+5
g(x)= :
X+1

2X+5 2x+2+3 2x+2 3 2(x+1) 1
= = + = +3-

Solucéo: Observando que = = =
X+1 X+1 x+1 x+1 X+1 X+1

, temos
. 1 g 1
que g(x) pode ser escrita na forma g(x)=3-——+2. O gréafico de h(x)=—— pode ser
X+1 X+1

construido deslocando-se o grafico de f(x):1 uma unidade para a esquerda, pois
X

h(x) = f (x+1) (Figura 47).
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Figura 46 — Grafico de f (x) = %

f(x)

Fonte: O autor, 2020.

Figura 47 — Translacdo de uma unidade a

direita do gréafico de f (x) = l.
X

3

hiz)=f(z+1) f(ax)

Fonte: O autor, 2020.

. . 1 .
Dai, para se obter o grafico de m(x) =3.— = i, é so fazer um alongamento por
Xx+1 x+1

um fator 3 na direcdo vertical, pois m(x) =3-h(x) (Figura 48).
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Figura 48 — Alongamento vertical de fator 3 do gréafico de
h(x) = f(x+1).

hiz) = f(z+1) 3

Fonte: O autor, 2020.

: - 3 . .
Finalmente, basta deslocar o grafico de m(x) = i1 duas unidades para cima para se
X+

obter o grafico de g(x), pois g(x) = m(x) + 2 (Figura 49).

Figura 49 — Translacgéo para cima de duas unidades
do gréfico de m(x) =3-h(x).

\

glxz) =m(z)+2

Fonte: O autor, 2020.

Segue o resumo de todos os passos do exemplo (Figura 50):
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Figura 50 — Construcéo do grafico de g(x) = 2;( +15 .
+

Fonte: O autor, 2020.

2
Exemplo 4. Vamos construir o grafico da funcéo f(x) = X2 +i :
X* +
30" % x> +1+1
Solucdo: Vamos representar esta funcdo na forma f(x):z—1 ou f(x)=1+— 1
X+ X+

Vimos anteriormente o grafico de g(x)= 21 T que esta representado na figura 51.
X° +

. . x> +1+1 1 :
Portanto, fica transparente que o grafico de f(x)=—; L =% 1+1 pode ser obtido do
X"+ X"+

grafico de g(x) = por um deslocamento vertical de 1 unidade ao longo do eixo y, pois

x?+1

f (x) = g(x) +1(Figura 52).

Figura 51 — Construgéo do grafico de y =

x?+1°

9(x) /\

-4 =3 =2 -1 0 1 2 3 4

-1

Fonte: O autor, 2020.



51

Figura 52 — Translacdo de uma unidade para cima do grafico

de y= .
y x? +1

-2

Fonte: O autor, 2020.

Exemplo 5. Construir o gréfico de f(x) = | x*— 3.
Solucéo: O grafico de g(x) = x* — 3 é o grafico de x* deslocado 3 unidades para baixo (Figura
53). Refletindo para cima do eixo dos x a parte do grafico de x*— 3 que est& abaixo desse eixo,

obtemos o gréafico de f(x) = | x* — 3 | (Figura 54).

Figura 53 — Gréfico de y = x* deslocado 3
unidades para baixo.

Fonte: O autor, 2020.



Figura 54 — Gréfico de f(x) = |x*— 3|, obtido
por reflexdo de g(x) = x* - 3.

2
fz) = 2% = 3|
.
—4 -3 2. 1 0 1 2
-1
-2
g

Fonte: O autor, 2020.

52
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3 ALGUMAS FUNCOES E SEUS GRAFICOS

O presente capitulo visa expandir o conhecimento ora adquirido em alguns tipos de
funcdes, objetivando o aprimoramento das técnicas utilizadas no capitulo anterior, além de

apresentar alguns gréficos de fun¢es amplamente trabalhadas no ensino da Matematica.

3.1  Funcéo h(x) :%

Vamos dedicar um pequeno estudo a respeito do grafico da funcdo h(x) = 1 . Para tal,
X

montamos uma tabela de valores para verificar seu comportamento inicial:

X h(x)
A 1 1
B 1 1
C 2 P
D 3 J A
E 2 -y
F -3 -

Um esbogo prematuro do grafico de N(X) ficaria dessa maneira (Figura 55):

Figura 55 — Construcéo do grafico de h(x) :é

A(1,1)

B(-1,-1)

Fonte: O autor, 2020.
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Neste momento sabemos, por exemplos anteriores, que graficos ndo devem ser
. u 1 , -
desenhados precipitadamente. Observe que, em x = 0, a fungdo h(x) == ndo estd definida.
X

Portanto, devemos verificar como a funcéo se comporta perto deste ponto.

Quando x se aproxima de zero a direita (x > 0), entdo h(x) se torna cada vez maior. Se
< 1 o . : <
x > 0, entdo h(x) == também ¢é positivo. Portanto, aproximando-se x de zero a direita, a
X

curva do gréfico se move para cima infinitamente, sem tocar a reta x = 0. Se x se aproxima de
zero a esquerda (x < 0), entdo h(x) € negativo e se torna cada vez menor. Portanto,
aproximando-se x de zero a esquerda, a curva do grafico se move para baixo infinitamente,
sem tocar areta x =0.

Vamos analisar agora como a funcdo se comporta se X aumenta ou diminui
infinitamente. Primeiro, vamos considerar o lado direito, ou seja, valores de x > 0. Para x

positivo os valores da funcdo também sao positivos. Isto significa que todo o lado direito do
gréfico estd acima do eixo x. A medida que x aumenta infinitamente, a fracdo — diminui
X

infinitamente, fazendo com que esta parte do grafico se aproxime do eixo das abscissas cada
vez mais, porém sem intercepta-lo. Por outro lado, observando o lado esquerdo do eixo X, ou
seja, valores de x < 0, temos que o0s valores da funcdo serdo também negativos. Obviamente o

lado esquerdo do grafico estara abaixo do eixo x. A medida que x diminui infinitamente, a
~ 1 P e . .
fracdo — aumenta infinitamente, fazendo com que esta parte do gréafico se aproxime do eixo

X
das abscissas cada vez mais, tembém sem intercepté-lo (Figura 56).

Figura 56 — Gréafico h(x) = 1 .
X

Fonte: O autor, 2020.
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O gréfico de h(x)=1 ¢ uma HIPERBOLE, e as linhas retas no qual o grafico se
X

aproxima, mas ndo intersecta, sio chamadas ASSINTOTAS.
Vamos desenhar os graficos das funcdes a seguir, indicando as assintotas de cada uma

das hipérboles. (os graficos dos seguintes exercicios sdo obtidos do grafico da hipérbole
1 . . .

h(x) ==, pelas transformacdes que vimos anteriormente).
X

Exemplo 6. Esbocgar o gréfico de f(x)= l+1.
X

« . . . 1
Solucdo: Como vimos anteriormente, as assintotas de h(x) == sdo asretasx =0 e y =0.

X
Em f(x)= l+1, havera somente a translacdo vertical para cima de uma unidade do grafico
X

de h(x) = 1 . Pelo gréfico abaixo (Figura 57), esta nitido que as assintotas serdo x=0ey = 1.
X

Figura 57 — Grafico de h(x) = % transladado uma

unidade para cima.

Fonte: O autor, 2020.

Exemplo 7. Esbogar o gréfico de f(x)= i.
X+1
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Solugdo: Neste caso, havera somente uma translacdo horizontal de uma unidade para a

esquerda do grafico de h(x) == . Pelo gréfico abaixo (Figura 58), as assintotas serdo x = -1 e
X

y=0.

Figura 58 — Grafico de h(x) = % transladado

uma unidade para esquerda.

Fonte: O autor, 2020.

Exemplo 8. Esbocar o grafico de f(x)= Lz +1.
Solucdo: Neste exemplo, teremos a translacdo horizontal de duas unidades para a direita do

gréfico de h(x)=1, além da translacdo vertical para cima de uma unidade do grafico de
X

h(x) = 1 . Pelo grafico abaixo (Figura 59), as assintotas serdo x =2 ey =1.
X

Figura 59 — Grafico de f(x)= ﬁﬂ.

Fonte: O autor, 2020.
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32  Fungdo f(x)=—2
bx+c

Os graficos de fungdes da forma f(x)=bL, onde a=0 e b=0, podem ser
X+C

obtidos a partir do grafico de h(x):1 por translacdo ao longo do eixo x e dilatando-
X

se/contraindo-se ao longo do eixo y. Para determinar o valor correto da translacdo e
dilatacdo/contragdo, é necessario que se divida o numerador e o denominador da fracdo por b

(coeficiente de X):

oo
‘UQJ

f(X)=—— = = f(x)=

bx+c b ¢

b b

+

b3

+
oo

Exemplo 9. Vamos esbocar o gréafico de f(x) = :
3x+8

Solucdo: Dividindo o numerador e o denominador da fragao por 3 (coeficiente de x):

6

(=7 =g 3 e f()=—g= T()=2—¢

3x+8 2,.° X+—= X+—=

3 3 3 3

A - « 6 1 g
Agora é obvio que o grafico da nossa fungdo f(x)= =2- é o gréafico de

3x+8 w8
3

h(x) = 1 , com translacdo horizontal de (gj unidades para a esquerda do grafico de h(x) = 1
X X

e também por uma dilatacdo (alongamento) vertical de coeficiente 2. De acordo com o grafico

da figura 60, suas assintotas serdo x = —% ey=0.
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Figura 60 — Gréaficode f(x)= 6

3X+8

Fonte: O autor, 2020.

Exemplo 10. Vamos desenhar o grafico de f(x) = ZL +1.

Solucéo: Divida o numerador e o denominador da fragédo ﬁ pelo coeficiente de x, ou seja,
por (-1), para obter X_le e, consequentemente, f(x)= —$+1. Ficou transparente que o
grafico de f(x):iﬂ: f(x):—é +1 sofrer4d uma translacdo horizontal de duas
unidades para a direita do grafico de h(x) :é (Figura 61) para, logo ap0s, ser refletido em

relacdo ao eixo x (Figura 62), ou seja, 0s pontos do grafico de LZ que estiverem abaixo do
X —

eixo x sdo refletidos para cima e 0s que estiverem acima do eixo x séo refletidos para baixo.

Figura 61 — Translacéo de duas unidades

a direita do grafico de h(x) = %

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 62 — Reflexdo em relacdo ao eixo x

do gréficode y = LZ :
X_

Fonte: O autor, 2020.

Por fim, também havera a translacao vertical para cima de uma unidade do gréafico de

_ 1 (Figura 63).
X—2

Figura 63 — Grafico de f(x) = zijul.
— X

N 2
1
By

—4 -3 -2 -1 0 1

Fonte: O autor, 2020.

Pelo grafico, podemos notar que as assintotas de f (x) = Zi +1 serdox=2ey=1.
—X
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ax+b

3.3 Funcao f(x)=
cx+d

ax+b

ndo diferem da forma do gréafico de
cx+d

Os graficos de fungbes da forma f(x) =

1 . .
h(x) = —. Porém, temos que atentar para dois fatos:
X

= o coeficiente ‘¢’ deve ser diferente de zero. Caso contrario, obteremos a fungao

ax+b a b -
=—X+—, que é linear.
d d d

f(x)=

. E;«tg, isto é, o numerador ndo deve ser um multiplo do denominador. Caso
c

4x+6:2-(2x+3):>y:2.

2Xx+3 2X+3

contrario, a funcédo sera constante, comoem y=

2X+1
X—3

Solucdo: Vamos separar a "parte inteira" da fracdo, dividindo o numerador pelo denominador.

Exemplo 11. Esbocar o grafico de f(x) =

Dessa forma, obteremos:

2x+1
X—3

7
f(x)= 24+ ——.
(x) 3

O grafico desta fungdo € claramente obtido do grafico de h(x) 1 pelas seguintes
X

transformacfes: uma translacdo horizontal de 3 unidades a direita; por uma dilatacdo
(alongamento) vertical de coeficiente (7) ao longo do eixo y, e uma translacdo vertical de 2

unidades para cima (Figura 64).
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Figura 64 — Grafico de f(x)= 2x+1 :

X—3

Fonte: O autor, 2020.

2X+l:2+ ! seriox=3ey=2.

Percebemos que as assintotas de f (x) =
X—3 X—3

ax+b
cx+d

Observacao: Para construir o grafico de algumas funcbes da forma , a fracdo que a

define ndo precisa ser transformada. Sabendo que seu grafico € uma hipérbole, basta encontrar
as linhas retas nas quais seu grafico se aproxima, mas ndo encosta (as assintotas de hipérbole)

e mais alguns pontos caracteristicos.

Exemplo 12. Construa o gréafico de f(x) = 3x+5 .

2X+2

Solucgdo: Suas assintotas podem ser obtidas a partir de alguns critérios. Perceba que a funcéo

ndo esta definida para 2x+2=0—=>x=-1. Para valores muito proximos a —1, o gréafico de
f(x) e a reta x=-1 ficam também muito proximos a medida que se afastam da origem do
sistema de coordenadas, porém sem ocorrer a intersecdo entre eles. Portanto, x=-1 é uma
assintota vertical. Para encontrar a assintota horizontal, vamos aumentar x em valor absoluto

infinitamente. Isso faz com que os numeros 5 e 2 ndo exercam influéncia na soma e, portanto,

teremos como assintota horizontal a linha reta y = g :

3x+5 3x 3

2x+2 2x 2

f(x)=
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Os pontos de intersecdo da hipérbole f (x) = 3x+5 com 0s eixos coordenados serdo:
x | f(x)
5
° 12
5
— g 0

Enfim, o gréfico ficard da seguinte forma (Figura 65):

3X+5

Figura 65 — Grafico de f(x) = :
2X+2

-6 -5 —4 -3 -2 =1 0 1 2 3 4
-1
3r+5
o) =5

Fonte: O autor, 2020.

Exemplo 13. Sobre o grafico da funcdo f(x) :‘ZX—T‘ , podemos afirmar que:
X+

= a fungdo ndo estd definida em x+1=0—=>x=-1; Para valores muito proximos a -1, o
gréfico de f(x) e a reta x=—1 ficam também muito proximos a medida que se afastam da
origem do sistema de coordenadas, porém sem ocorrer a intersecdo entre eles. Entéo,
X =-1 € uma assintota vertical.;

= considerando os valores de x aumentando indefinidamente em valores absolutos, temos

C2x+1_2x 2

que y ~ — =— = 2. Entdo, a assintota horizontal seray = 2, e
X+1 x 1
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0s pontos de intersecdo de f(x) com os eixos coordenados serdo y = 1 (para x = 0) e

X= —%(paray =0).

Até aqui, temos o grafico de y = 2X—+11 (Figura 66):
X+

2x+1

Figura 66 — Grafico de y = .
X+1

y =2 / 2+ 1
r+1

Fonte: O autor, 2020.

Como queremos o grafico de f(x)= 2x+1 , basta refletir a parte do grafico de
2x+1 . . . . )
= 1 que estiver abaixo do eixo x, de acordo com a figura 67:
X+

2X+1

Figura 67 — Graficode f(x)=
X+1

2r+4+1
fla) = | ;
z+1 =2
\;/_
3 1
—9—8—7—6—5—4—3—2—;1012345

Lo
)

L -3

Fonte: O autor, 2020.
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34  Funcdo f(x)=ax’+bx+c

Inicialmente, vamos considerar o grafico da funcdo f(x)=x* (Figura 68), onde

sabemos tratar-se de uma parabola com vértice na origem do sistema cartesiano.

Figura 68 — Gréfico de f(x) = x°.

Fonte: O autor, 2020.

Ademais, gréficos das funcdes f(x) = ax®, com a real diferente de zero, s&o obtidos a
partir do gréfico de f(x)=x’por alongamentos e contracdes, e serdo parabolas (vale ressaltar
que hipérbole e parabola sdo conicas, e os graficos de algumas funcdes sdo assim chamados

porque, de fato, sdo esses objetos). Usaremos, como exemplo, as funcdes g(x)=3x’e

h(x) = % x? (Figura 69), em comparacdo com a funcdo f(x)=x>:

Figura 69 — Alongamento e contracdo do grafico
de f(x) = x°.

Fonte: O autor, 2020.
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Consideremos agora os graficos das funcdes quadréticas da forma f (x) = x* +bx+c.

Vamos mostrar que seus graficos ndo diferem muito do grafico da parabola y = x*, mas estao

apenas em posicdo diferente em relacdo aos eixos de coordenadas. Para comecar, vamos

considerar um exemplo numérico.

Exemplo 14. Considere a fungéo f (x) = x> +2x+3. Repare que

f(X) =X +2X+3=X2+2Xx+1+2=(x+1)*+2,

onde esse processo chama-se “completando o quadrado”.
Assim, o gréafico de f(X)=(x+1)*+2=x*+2x+3 é obtido a partir da parabola
y =x* por translacdo horizontal de uma unidade & esquerda e por translacéo vertical de duas

unidades para cima. Pelas translacdes, o vértice da parabola f(x)=x*+2x+3, inicialmente

na origem O(0, 0), desloca-se para o ponto A(-1, 2) (Figura 70).

Figura 70 — Gréfico de f(X)=x"+2x+3
apartir de y=x>.

Fonte: O autor, 2020.

Vamos mostrar que, com as translacdes da parabola y = x*, podemos obter o gréfico

de qualquer funcdo quadratica da forma f(x)=x’+bx+c. Para isso, completamos o
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quadrado, isto é, representamos nossa funcdo na forma f(x)=(x+K)*>+P, que deve ser

igual a f(x)=x*+bx+c. Portanto:

f(X)=(X+K)*+P=x*+2Kx+K*+P=x*+bx+c

X2+ 2Kx+ K2 +P=x*+bx+c¢

Igualando os termos de acordo com as poténcias de X, teremos:

2K=b=K =

. b’ b?
K'+P=c=>|—=-| +P=c=>P=c——
2 4

Assim, a funcio f(X)=x’+bx+c pode ser reescrita na forma

2 2
f(x) :(x+gj +c—b—. Nesse formato, a funcdo f(X)=x*+bx+c representa a parabola

y = X’transladada horizontalmente de (—gj unidades e transladada verticalmente de

2 2
(c—%] unidades, onde o vértice desta parabola tem a abscissa (— gj e ordenada [c—%)
A translacédo de (— gj unidades ao longo do eixo x significa uma translacdo para a direita se

2
—g>0, e uma translacdo para a esquerda se —g< 0, enquanto a translacdo de (C_Zj

2
unidades ao longo do eixo y significa uma translacdo para cima se C—Z>O, e uma

b2
translagéo para baixo se ¢ — 7 <0
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Exemplo 15. Encontre o menor valor da funcdo f(x)=x*+6x+5.

Solucdo: Basta calcular a ordenada do vértice da parabola. Para determinar as coordenadas do
veértice, vamos completar o quadrado:

f(X)=X*+6X+5+4-4=x"+6x+9-4=(x+3)° -4

Dessa forma, nossa paréabola foi obtida de y = x* por translac&o ao longo do eixo x por

—3 unidades e ao longo do eixo y em —4 unidades, isto é, 0 menor valor da funcéo € igual a —4.

Vamos analisar o grafico de funcdes do tipo y = ax?. A partir dele, podemos obter o

gréfico de funcdes do tipo
f(x)=ax’ +bx+c

Para melhor entendimento, vamos utilizar um exemplo numérico para, em seguida,

expandir o conceito.

Exemplo 16. Sobre a fungdo f(x)= % x> —3x+6, e isolando o coeficiente de X%, temos:

f(X) :lx2 _3X+6:1(X2 —6X+12)
2 2
Completamos o quadrado da expressao dentro dos parénteses:
f(x) :%(XZ _6X+12)=%(X2 —2-3X+9+3)=%[(x_3)2 +3]

Assim, finalmente,

1
2

fO)==(x-3)+
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Vemos que o grafico de f(x) :%(x—s)2 +g é obtido da parabola y :Ex2
transladando 3 unidades a direita ao longo do eixo x e g unidades acima ao longo do eixo y

(Figura 71).

Figura 71 — Gréfico de f(x) = % x> —3x+6

a partir de y:%xz.

5 3
(‘173) +§

=
&
Il
DO | -

Fonte: O autor, 2020.

Utilizando a ideia do exemplo anterior, isolamos o coeficiente de x* em

f(x)=ax® +bx+c:
b ¢
f(x)=ax’+bx+c= a[x2+—x+— .
a a
Devemos completar o quadrado da expressdo dentro dos parénteses. Para isso, vamos

iguala-la & expressdo (x+K)?+P e obter os valores de K e P:

b ¢
(X+K)?+P=x"+=Xx+—= X" +2KX+ K> +P = X" + = x+—.
a a a a

Igualando os termos semelhantes em ambos os membros da igualdade:
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2 K2
k=L ok-Lekrip=Co(B) p_Cop_dab
a 2a a 2a a 4a

Assim, a funcdo f(x)=ax’ +bx+c pode ser reescrita na forma
b 4ac—b? b)Y 4ac—b?
f(X)=a|| X+ — | +—=—|=a X+ — | +——.
2a 4a 2a da

Nesse formato, a funcdo f(x)=ax’+bx+cC representa a parabola y =ax? transladada

2

horizontalmente de —3 unidades e transladada verticalmente de unidades, onde o

2a 4a

2

vértice desta pardbola tem abscissa —23 e ordenada . A translagdo de —23
a

a
. . - . . b
unidades ao longo do eixo x significa uma translacdo para a direita se —2—>0, e uma
a

2

x b x .
translagéo para a esquerda se — s <0, enquanto a translagéo de unidades ao longo
a

2

do eixo y significa uma translacdo para cima se >0, e uma translacdo para baixo se

4ac —b?
4a

<0.

Exemplo 17. Vejamos o “caminho contrario”, ou seja, descubra a fungdo f(x) cujo gréfico
passa pelo ponto A(3,2) que foi transladada ao longo do eixo x da parabola g(x) = x*.
Solucdo: Como a translacdo é horizontal, as ordenadas de f(x) e g(x) sdo iguais. Sendo assim,

teremos
X2 =2=Xx=42,

ou seja, na funcdo f, temos o ponto A(3,2): na funcdo g, temos os pontos B(\/E,Z)e

C(—\/E ,2) . Portanto, temos duas hipdteses para a expresséo de f(x):
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= Se considerarmos o ponto A(3,2)como o ponto transladado do ponto B(~/2,2),

temos a translacdo horizontal com acréscimo de (3—+/2) unidades para a direita, e

a funcdo f(x) fica assim definida (Figura 72):

f(x) =(X—(3—«/§))2 = f(X)=x2-2(3-v2)x+(3-+2)’ =
= f(x)=x>-2(3-+/2)x+11-62.

Figura 72 — Gréfico de f (x)=x*—2(3—+/2)x+11-6+/2.

Fonte: O autor, 2020.

= Se considerarmos o ponto A(3,2) como o ponto transladado do ponto C(—+/2,2),

temos a translacdo horizontal com acréscimo de (3+ \/5) unidades para a direita, e

a funcdo f(x) fica assim definida (Figura 73):

F(x) = (x=(3+v2)f = f(x) = x? —2@+2)x+ (3+2)? =
= f(x) =x>—2(3=~/2)x+11+6+/2.
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Figura 73 — Gréfico de f(x)=x?—2(3—~/2)x+11+6+/2.

2 0
Fonte: O autor, 2020.
Vamos agora ver 0 que pode ser dito sobre a solucdo da equacdo quadratica
ax’ +bx+c=0 usando o grafico da fungdo f(x)=ax’+bx+c.
As raizes desta equacdo sdo os valores de x para o qual o valor da funcédo

f(x)=ax* +bx+c éigual a zero. No grafico, esses pontos tém ordenadas iguais a zero; isto

é, eles estdo no eixo x. Do grafico de

2 2 2 2
f(x)=ax2+bx+c:>f(x):a(x+£) +M :a(x+£j +m
2a 4a 2a 4a

_ _h2
efetuamos o deslocamento do vértice (0,0) de y = ax’* para (z—bllai—bj além de
a a

transladar a reta x = 0 (eixo de simetria de y = ax®) para x = ;—b Dessa forma, observa-se que
a

2

a equacdo quadratica ax’ +bx+Cc=0 tem duas raizes reais distintas se <0 (Figura

2

74), com a>0, ou ndo tem raizes reais se >0 (Figura 75), com a>0 (Lembre-se

ac —b? _ 4ac —b?
<0, e para cima se 23

>0).

de que a parabola y = ax’se move para baixo se



Figura 74 — Grafico de f(x)=ax’+bx+c
com duas raizes reais distintas.

dac — b?
1 4a

<0

Fonte: O autor, 2020.

Figura 75 — Grafico de f(x)=ax’ +bx+c
sem raizes reais.

>0

Fonte: O autor, 2020.

~ 2 ~ . .
Caso tenhamos a<0, a equacdo ax” +bx+c=0 ndo terd raizes se

: . . e 4ac —b? .
(Figura 76), ou teré duas raizes reais distintas se %ab >0 (Figura 77).

4ac —b?

4a

72

<0
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Figura 76 — Grafico de f(x)=ax’+bx+c
sem raizes reais.

! dac — b?

<0
da

Fonte: O autor, 2020.

Figura 77 — Grafico de f(x)=ax’+bx+c
com duas raizes reais distintas.

dac — b*

>0
da

Fonte: O autor, 2020.

2

Vejamos 0 caso para =0. A funcdo quadratica f(x)=ax*+bx+c se

transforma na equacao

Por exemplo, como explicar que na equagdo x—2 =0 temos apenas uma raiz igual a 2

e na equacio (Xx—2)°=0 temos ‘duas’ raizes iguais, X; = 2 € Xo = 2? Um método simples
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consiste em substituir o zero do segundo membro por um numero bem préximo de zero a

direita, por exemplo:

x-2=001=>x=201,

E obvio que a raiz muda, mas permanecera UNICA, como na equagdo anterior. E
sobre esse aspecto que vamos detalhar aqui. Faremos 0 mesmo na equagdo quadrética, ou
seja, substituiremos o zero do segundo membro por um nimero bem préximo de zero a
direita:

(x—2)>=0,01= x*-4x+3,99=0,

que teréd as raizes x; = 2,1 e X, = 1,9. Alterando novamente o lado direito da equacdo

por um nimero cada vez menor:

(x—2)2 =0,0001=> x2 —4x +3,9999 =0,

que tera as raizes x; = 2,01 e X, = 1,99. Utilizando 0 mesmo procedimento:

(x—2)? =0,000001=> x* — 4x +3,999999 = 0

que tera as raizes x; = 2,001 e x, = 1,999. Colocando os valores das raizes x; e X, em

uma tabela:

X1 X2
2,1 19
2,01 1,99
2,001 1,999
2,0001 1,9999
2,00001 1,99999

Qual a conclusdao? Como o lado direito da equacdo nao € igual a zero, a equagao
quadratica tera sempre duas raizes distintas. A medida que este lado direito diminui cada vez
mais (se aproximando do zero), percebemos que as raizes se ‘aproximam’ de tal maneira que

a diferenca entre elas torna-se cada vez menor (proxima do zero), de acordo com a figura 78.
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4ac-b*

Figura 78 — Contexto geométrico para 7
a

0.

(x—2)"=0,01

(x —2)* = 0,0001

(z —2)* = 0,000001

(x-2)?2=0

Fonte: O autor, 2020.

Finalmente, quando o lado direito da equacdo quadréatica torna-se nulo, as duas raizes

“encontram-se’, ou seja, ficam iguais. Algebricamente, dizemos que a equagdo (x—2)°=0

tem duas raizes reais e iguais. Geometricamente, as raizes da equacdo (x—2)>=0 tocam o

eixo x em um unico ponto (Figura 79).

Figura 79 — Gréfico de y=(x—2)2.

2
Fonte: O autor, 2020.
Uma maneira alternativa de construir o gréafico de f(x)=x’seria ‘desenhar ao

quadrado’ o grafico de y=X (Figura 80), isto é, elevando ao quadrado os valores das

ordenadas de y =X.

y =X f(x)=x°
x=0 | y=0 | f(x)=02=0
x=1 ] y=1| f(x)=12=1
x=2 | Yy=2 | f(x)=22=4
x=3 | y=3 | f(0=3=9




Figura 80 — Gréfico de f(x) = x*“‘desenhado ao
quadrado’a partir de y = X.

ftx) /
(73,9): ---------------------------------- A — (3.9
S Q4 | y=x

f2.2)

LD &

Fonte: O autor, 2020.

76
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4 USANDO DERIVADAS PARA DESENHAR GRAFICOS DE FUNCOES

Neste capitulo serdo abordados os critérios para se determinar pontos relevantes do
gréafico de uma funcéo que colaborem efetivamente para sua construgdo, de uma maneira bem
agil e segura. Para isso, faz-se necessario o conceito de derivada e sua interpretacao

geomeétrica.

4.1  Breve introducdo as derivadas

O conceito de derivada estd intimamente relacionado a taxa de variacdo
instantdnea de uma funcdo, o qual estd presente no cotidiano das pessoas, através, por
exemplo, da determinacdo da taxa de crescimento de uma certa populacdo, da taxa de
crescimento econémico do pais, da taxa de reducdo da mortalidade infantil, da taxa de
variacdo de temperaturas, da velocidade de corpos ou objetos em movimento, enfim,
poderiamos ilustrar inameros exemplos que apresentam uma funcdo variando e que a medida
desta variacao se faz necessaria em um determinado momento.

Uma das aplicacdes das derivadas estd na construcdo de graficos de funcdes.
Primeiramente, devemos entender seu conceito, que é a inclinacdo da reta tangente em um
determinado ponto do gréafico da funcdo. Para os graficos de funcdes, o importante é saber
pontos especificos (maximo e minimo local) onde a derivada é nula, ou seja, quando a
inclinacdo da reta tangente muda, passa por um ponto de maximo ou minimo local, em um
determinado intervalo do dominio da fungdo. Para entendermos como isso se da, inicialmente

vejamos a definicdo matematica da derivada de uma funcdo em um ponto.

Definicdo 1. Se uma fungdo f é definida em um intervalo aberto contendo Xx,, entdo a

derivada de f em xo, denotada por f'(x,), é dada por

f (X, +AX) — f(x,)
AX

o) =1,
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se este limite existir. AX representa uma pequena variagdo em X, préximo de Xo, ou

seja, tomando x = x + AX (AX =X —Xo) , a derivada de f em xo pode também se expressa por

(%) = lim )= 10%)

X—>Xg X — XO

A interpretacdo geométrica da derivada de uma funcdo f em um ponto a fornece o
coeficiente angular (inclinacdo) da reta tangente ao gréfico de f no ponto A(a, f(a)). Entéo,
dada uma curva plana que representa o grafico de f, se conhecermos um ponto A(a, f(a)),
entdo a equacao da reta tangente r a curva em A € dada pory — f(a) = m (x —a), onde m é 0
coeficiente angular da reta. Portanto, basta que conhegcamos o coeficiente angular m da reta e
um de seus pontos, para conhecermos a sua equagao. Mas como obter m para que r seja
tangente a curva em A?

Consideremos um outro ponto arbitrario sobre a curva, Q, cujas coordenadas sao
(a + Ax, f(a + AX)). A reta que passa por A e Q que é chamada reta secante a curva (Figura
81).

Figura 81 — Interpretacdo geométrica do conceito
de derivada.

Fonte: O autor, 2020.

Analisemos agora a variacdo do coeficiente angular da reta secante fazendo Q se

aproximar de A, ou seja, tomando Ax cada vez menor.
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Tudo indica que quando A estd proximo de Q, o coeficiente angular mg. da reta
secante deve estar proximo do coeficiente angular m da reta r, ou seja, o coeficiente angular
Mgsec tem um limite m quando Q tende para A, que é o coeficiente angular da reta tangente r.

Indicando-se a abscissa do ponto Q por x = a + Ax (Ax = x — a) e sabendo-se que a
abscissa de A é expressa por a, entdo, se Q — A temos que Ax — 0, o que é equivalente a

x— a. Assim,

m= g -, N i S

se este limite existe, é o coeficiente angular da reta tangente r. Porém,

lim f(a+Ax)—f(a) _jim f(x)—f(a)

AXx—0 AX X—a X—a

- f'(a).

Logo, m = f'(2), ou seja, a derivada de uma funcdo em um ponto, de fato, fornece o

coeficiente angular da reta tangente ao grafico desta funcéo, neste ponto.

Exemplo 18. Se f(x) = x?, determine a equacdo da reta tangente ao gréfico de f, no ponto
A(2, 4).

Solucéo:

Cf@+A)-F(2)  (2+AX)7-22  A+AAX+AXP -4 AAX+AX
. AX AX AX AX

=4+ AX,

se Ax = 0. Portanto, o coeficiente angular m da reta tangente, quando xo = 2, é dado por:

m=lim (4+Ax)=4.

Ax—0

Logo, a equacdo reduzida para a reta tangente no ponto A(2,4) e dada por:

y—4=4(x-2)ouy=4x -4,

a qual é ilustrada na figura 82.
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Figura 82 — Equacdo da reta tangente a
f(x) = X2, passando por A(2, 4).

y=4r—4

Fonte: O autor, 2020.

O conceito que se conhece na geometria plana de reta tangente a uma circunferéncia, o
qual estabelece que a reta tangente toca a circunferéncia em um Unico ponto, ndo pode ser
estendido ao conceito de reta tangente a uma curva definida pela funcéo y = f(x). A figura 83

ilustra essa afirmacao.

Figura 83 — Diferencas de aplicacdo entre conceitos de reta tangente.

(@) (b)

Legenda: (a) Reta tangente a circunferéncia, tocando-a somente no ponto P; (b) Reta tangente a
funcdo f(x) no ponto P, tocando-a em mais de um ponto.

Fonte: O autor, 2020.

Como consequéncia da interpretagdo geométrica da derivada, uma fungdo sé é

derivavel (ou diferenciavel) em um ponto de seu dominio se existir somente uma reta tangente
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ao seu gréafico neste ponto. Estendendo este raciocinio a todos os pontos do dominio da
funcdo, notamos que o grafico de uma funcéao diferenciavel € uma curva suave, sem nenhuma
“ponta”. A funcdo apresentada na figura abaixo (Figura 84) nédo é diferenciavel em Xo, ou seja,
neste ponto (Xo, f(Xo)) ndo existe a sua derivada, pois por ele ndo passa uma Unica reta

tangente.

Figura 84 — Funcdo ndo diferencidvel no ponto Xo.

/ Ty

Fonte: O autor, 2020.

Como podemos notar, o calculo da derivada através da sua definicdo nem sempre é
simples, pois envolve o célculo de um limite. Para minimizar este problema, utilizamos
algumas propriedades das derivadas, que chamaremos de regras de derivagéo, as quais ndo
serdo demonstradas neste trabalho, porém suas demonstracdes decorrem da definicdo de

derivada e podem ser encontradas na maioria dos livros de Calculo.

4.2  Algumas regras de derivacéo

e Seféafuncdo constante definida por f(X)=C, ceR,entio f'(x)=0.
e Se f(X)=X, entdo f'(x)=1.

Se f(x)=x",onde neR,entdo f'(x)=n-x""

e Sefédiferenciavel emx e g(x)=c- f(X), entdo g'(X)=c- f'(x).

e Sefe g séo diferenciaveis em x, entdo (f £ g)'(x)=f'(X)£g'(x).
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e Sefe gséo diferenciaveis em x, entdo (f-g)'(x)=f'(x)-g(x)+ f(x)-9'(X).

e Se f e g sdo diferencidveis em X, entdo ( com

f(X)]’ _ ' ()-9(x)-f(x)-9'(x)
g(x) 9%(x) ’
g(x) =0.

e Derivada da funcdo composta (Regra da Cadeia): sejam duas func@es diferenciaveis f e u,

onde f =f(u) e u=u(x), etal que y= f(u(x)). Entdo, %: f'(u)-u'(x).

4.3  Breve introducdo aos pontos criticos (critérios para determinar a natureza dos

extremos de uma funcéo)

A determinacéo e analise dos pontos criticos de uma funcdo, bem como das regides de
crescimento ou decrescimento, permite a construcdo de seu grafico de modo confiavel.
Faremos alguns exemplos simples aqui, porém a énfase sera a percep¢do destes conceitos na
visualizacdo gréfica e a aplicacdo desta teoria na resolucdo de problemas que exigem a
determinacdo e andlise dos extremos de uma funcdo. Como exemplo, podemos citar a
necessidade de uma empresa determinar a producdo que fornece seu lucro maximo, as
medidas que permitem o custo minimo de um determinado objeto e assim por diante.

Para isso, a primeira medida é sempre encontrar 0s pontos criticos da funcéo para, em
seguida, analisar se sdo de maximo, de minimo ou nenhum dos dois. A distingdo geométrica
entre extremos absolutos e relativos em um grafico é relativamente simples. Um extremo
absoluto, como o proprio nome diz, é o local onde a funcdo atinge o ponto mais alto (maximo
absoluto) ou mais baixo (minimo absoluto). No entanto, existem outros pontos onde a fungéo
atinge um méaximo ou minimo local. Tais pontos sdo chamados de pontos de maximo relativo

ou minimo relativo.

Definigdo 2. Seja x = a um ndmero no dominio de uma fungéo f. Entdo x = a é chamado o

méaximo absoluto de f se f(a)> f(x)para todo x no dominio de f, e chamado o minimo

absoluto de f se f(a) < f(x)para todo x no dominio de f.
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Sendo assim, o numero f(a) é denominado o valor maximo (ou minimo) absoluto de f e
0 ponto (a, f(a)) é chamado ponto de maximo (ou minimo) absoluto de f. Os maximos e
minimos absolutos de uma fungéo recebem também o nome de extremos absolutos da funcéo.

Observe o gréafico abaixo (Figura 85):

Figura 85 — Maximo absoluto e minimo absoluto de
uma funcéo f.

fla)

a

/- f (b)

Fonte: O autor, 2020.

Note que o grafico acima possui maximo absoluto em x = a e minimo absoluto em
X = b. Os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) séo, respectivamente, o ponto mais alto e o ponto mais

baixo no gréfico.

Definicéo 3. Seja x = a um numero no dominio de uma funcéo f. Entdo x = a € chamado o

maximo relativo ou local de f se f(@)> f(X)para todo x em (a —k, a + k), para algum k > 0,

e chamado o mfnimo relativo ou local de f se f(a)< f(X)para todo x em (a — k, a + k), para
algumk > 0.

Sendo assim, o nimero f(a) é denominado o valor maximo (ou minimo) relativo ou
local de f e 0 ponto (a, f(a)) € chamado ponto de maximo (ou minimo) relativo ou local de f.
Os maximos e minimos relativos ou locais de uma funcdo recebem também o nome de

extremos relativos ou locais da fungdo. Observe o gréfico abaixo (Figura 86):



84

Figura 86 — Extremos relativos (maximo e minimo local) de
uma funcéo f.

f(0)

Fonte: O autor, 2020.

Note que o gréafico da fungdo possui méximo local em x = a e minimo local em x = b.

Proposicdo 1. Suponha que f (X) exista para todos os valores de X €(a,b) e que f tenha um
extremo relativo em ¢, onde a < ¢ < b. Se f'(C)existe, entdo f'(c)=0.
Geometricamente, esta proposicao indica que se f tem um extremo relativo em ¢ e se

f'(c) existe, entdo o grafico de f tem uma reta tangente horizontal no ponto onde x=c.

Exemplo 19. Esbocgar o grafico da funcéo f (x) = %x“ —gx3 —2x° +§, achando seus pontos

criticos e classificando-os. Encontrando a primeira derivada f'(X) :
f'(x) _ Ay 8y _ux
3 3

Observe que dependendo da complexidade da funcdo original, podera ser maior a
complexidade da equacéo da primeira derivada. E comum nos depararmos com uma equagio
muito dificil, onde ndo conseguimos calcular as raizes diretamente. Para isso existem outros
métodos, outro ramo de estudo para 0s casos em que as equagfes sdo intrataveis de uma

maneira mais elementar. No nosso exemplo, a equacao da primeira derivada é de 3° grau, mas
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observe que ela € incompleta (ndo possui 0 termo constante). Isso nos permite resolver tal

equacéo colocando o x em evidéncia. Logo:

4 8 4
') ==x*—=x*—4x=—x(x*-2x-3
(x) 3% 3 3 ( )
Anulado a primeira derivada para obter os pontos criticos do grafico de f(x), teremos
gx(x2 —2x-3) =0, onde encontramos 0s trés pontos criticos x =0, X = 3 e X = —1 para serem

analisados se sdo pontos de maximo ou minimo local. Como decidimos se € maximo ou

minimo? Olhando para a segunda derivada de f(x). Mais especificamente, olhando para o sinal

da segunda derivada f''(X). Derivando f'(X) para obter a segunda derivada f'"(X), temos

f"(x)=4x2—%x—4

Analisando o sinal da segunda derivada nos pontos criticos encontrados na primeira

derivada, os resultados serdo:

f"(O):4-02—%-0—4:> f(0) = —4

f(-1) =4 (-1 —%-(—1)—4: f(-1) :%

f"(3):4~32—%-3—4: f(3) =16

Se a segunda derivada (calculada em um determinado ponto critico) € positiva, entdo o
ponto critico é de minimo local. Caso contrario, se a segunda derivada é negativa, o ponto

critico é de maximo local. Portanto:

x = 0 é ponto de méaximo local, pois f"(0) =-4<0;

x = -1 é ponto de minimo local, pois f"(-1) = % >0,¢e

x = 3 é ponto de minimo local, pois f"(3) =16 >0.
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Como podemos perceber, teriamos algumas dificuldades para encontrar as raizes de
f(x), a fim de localizar exatamente onde o seu gréfico deve cortar o eixo das abscissas (numa
equacdo de 4° grau, isso se torna um empecilho, pois ndo é uma equacdo trivial de ser
resolvida). Porém, s6 o fato de conhecermos 0s maximos e minimos ja nos da uma nogéo do
gréafico de f(x), e nos permite observar comportamentos interessantes da funcdo a partir deste
esboco. Elaborando uma tabela com os valores, temos:

1 8 4
Pontos criticos f(X)==x*—=x3-2x*+—=
(x) 3 9 3
= _1 (minimo local) Fe) =2t -8y — 2+ Ao f e =2
3 9 3 9
] 1 8 4 41
= 3 (minimo local f)==-3-=.33-2.3F+-—=fQR)=——
x =3 (mini ) ) 3 9 3= (3) 3
. 1 8 4 4
=0 (maximo local f(9)==-0"-=-0°-2.0°+—= f(0)=—
X =0 (maxi ) ) 3 9 3 0) 3

Enfim, nosso grafico tera o aspecto da figura 87:

Figura 87 — Maximo e minimo local de

f(x)=1x“—§x3’—2x2+ﬂ :
3 9 3

Fonte: O autor, 2020.



87

Enfim, conforme podemos observar no grafico anterior (figura 87), se X=c é um

ponto de extremo local para f, a derivada de f se anula e passa uma reta tangente horizontal

(retas em vermelho) & curva Y = f(X) no ponto (c, f(c)).
Uma sugestdo de aplicacdo aos alunos de ensino médio seria mostrar como obter as

coordenadas do vértice de uma parabola (gréafico da funcdo quadratica) usando as derivadas.

Vamos considerar a funcdo f(x)=x*—-6x+5, e descobrir se existe um ponto de extremo.

Para isso, vamos efetuar a primeira derivada de f(x) = x> —6x+5:
f'(x)=2x-6.
Anulando a primeira derivada, temos:
f'(x)=2x-6=0..x=3.
Analisando o sinal da segunda derivada de f(X) no ponto x = 3, teremos:
f"(x)=2>0,

ou seja, se a segunda derivada € positiva, 0 ponto x =3 é de minimo local. Para encontrar a

ordenada do vértice da parabola, basta substituirmos x =3 em f(X)=X*—-6Xx+5.

f(3)=3-6-3+5=—4

As coordenadas do vértice do grafico da funcéo serdo A = (3, —4) (Figura 88).

Figura 88 — Minimo local de
f(x)=x*-6x+5

flz) = 22— 6x+5

A(3,—4)
Fonte: O autor, 2020.
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De maneira geral, dada uma funcdo f(x)=ax*+bx+c, com a=0, a primeira

derivada de f(X) sera dada por
f'(x)=2ax+b.

Anulando a primeira derivada para encontrar o ponto critico:

f'(x)=2ax+b=0=x=—,
2a

que é a abscissa do vértice do gréafico de f(x) =ax’ +bx+c. A ordenada sera:

—b -bY . (-b —b) ab? b? ab? —2ab® +4a%c —ab?+4a’c
fl —|=8 — | +b — [+c=>=f| —|=—F—-—+cC= 5 = 5 =
2a 2a 4a° 2a 4a 4a

(—bj —a(b®—4ac) —(b*-4ac) -A
= fl—|= 2 = = .
2a 4a 4a 4a

Para descobrirmos que se trata de méaximo ou minimo local, devemos substituir

X = ;—b na segunda derivada de f(X), onde f"(X)=2a.Como a0, teremos as seguintes
a

hipéteses:

« Se a>0, f"(X)=2a>0 e x=;—b ¢ ponto de minimo local (Figura 89):
a

Figura 89 — Minimo local de f(x) =ax*+bx+c.

Fonte: O autor, 2020.
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= Sea<0, f"(X)=2a<0 e x :;—b é ponto de maximo local (Figura 90):
a

Figura 90 — Maximo local de f(x)=ax’+bx+c.

Fonte: O autor, 2020.

Observacdo 1. ndo vale a reciproca da Proposicéo 1, ou seja, f'(C)=0 néo implica que c seja
um extremo de f. O exemplo mais simples que ilustra este fato é a funcdo f(x) = x*(Figura
91). Vemos claramente que f'(0)=0, porém f ndo tem extremo em x=0. Calculando a
primeira derivada de f(x)=x> obtemos f'(x) =3x*, onde seu ponto critico sera x=0. A

esquerda e também & direita de x=0, a derivada f'(x)=3x"sempre sera positiva, logo,

x =0 ndo pode ser ponto de méximo local nem ponto de minimo local para f.

Figura 91 — Gréfico de f(x)=x’.

Fonte: O autor, 2020.
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Da mesma forma, observamos nas figuras abaixo que quando f’(c) néo existe, f pode

ter ou ndo um extremo relativo em c (Figura 92).

Figura 92 — Exemplos de gréaficos onde existe ou ndo um extremo relativo.

(a) (b)
Legenda: (a) Extremo relativo no ponto de abscissa c; (b) Ponto de abscissa ¢ sem extremo relativo.

Fonte: O autor, 2020.

Exemplo 20. Encontre o ponto critico da fungdo f(X) =|X| :

Solucdo: Para resolver de uma maneira bem simples, basta representa-la graficamente (Figura
93).

Figura 93 — Grafico de f (x)=|X.

fx) = |x]

Fonte: O autor, 2020.
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Pelo gréfico anterior, temos um ‘bico’ no ponto X =0, 0 que nos mostra que, neste
ponto, f(x) ndo é derivavel (ndo é diferencidvel). Porém, x =0 € um ponto critico de f(x).

Outro fato interessante é que um ponto critico pode ser ou ndo um ponto extremo.
Porém, uma condicdo necesséria para a existéncia de um extremo relativo em um ponto ¢ é
que c seja um ponto critico. Em outras palavras, todo ponto extremo é ponto critico, porém

nem todo ponto critico é ponto extremo.

4.4  Concavidade e pontos de inflexéo

J& passamos por momemtos na vida em que sentimos que algo teria que mudar, um
ponto em que sentimos a necessidade de alterar um comportamento ou uma atitude. Do ponto
de vista matematico, as coisas ndo sdo muito diferentes. Para ficar mais facil explicar o que é
um ponto de inflexdo, vamor recorrer a um grafico (Figura 94) que nos mostra os lucros de
uma empresa. No eixo horizontal temos a passagem do tempo, no eixo vertical temos 0s

lucros:

Figura 94 — Gréfico de f (x) = x*ilustrando
0 ponto de inflex&o.

Ponto de inflexdo

/ (il

Fonte: O autor, 2020.

Pela analise do grafico, conseguimos ver que esta empresa atravessa um bom
momento, uma vez que, a medida que o tempo passa, 0s lucros estdo constantemente

aumentando. No entanto, parece que no ponto a alguma mudanga ocorreu. De fato, naquele
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ponto alguma coisa mudou no comportamento dos lucros da empresa. Apesar de se verificar
um constante aumento dos lucros, o comportamento do grafico ndo é sempre igual. A
esquerda do ponto a os lucros aumentavam a um ritmo menor. Se essa tendéncia continuasse,
os lucros iriam diminuir em algum momento. Felizmente, algo mudou na empresa nesse
ponto. Isto porque, a direita do ponto a observamos que os lucros subiram a um ritmo bem

mais acelerado. A esse ponto d&-se 0 nome de ponto de inflex&o.

4.41 Como reconhecer um ponto de inflexao?

Se olharmos atentamente para o grafico anterior verificamos que a esquerda do
ponto a o sentido da concavidade € voltado para baixo, enquanto que a direita do ponto a o
sentido da concavidade ¢ voltado para cima. Portanto, o ponto de inflexdo localiza-se no exato
local em que as concavidades do grafico mudam de sentido. Claro que os matematicos ndo
fazem isto por mera observagdo. Para determinar a localizagdo precisa desse ponto, faz-se o
estudo da segunda derivada da funcdo. Sabendo que a declividade da reta tangente nesse
ponto € nulo (reta vermelha no grafico acima), € possivel determinar com exatiddo a
existéncia de um ponto de inflexdo.

Seja f uma funcdo diferenciavel (pelo menos até a segunda derivada) em um intervalo
(a, b). Se f"(X)>0 paratodo x em (a, b), entéo a funcdo primeira derivada f'(X)é crescente

em (a, b) e a concavidade do seu gréafico é voltada para cima, conforme mostra a figura 95.

Figura 95 — Gréafico com funcédo primeira
derivada crescente.

a b

Fonte: O autor, 2020.
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Analogamente, se f''(X) <Opara todo x em (a, b), entfio a funcdo primeira derivada

f'(X) é decrescente em (a, b) e a concavidade do seu grafico (Figura 96) é voltada para baixo:

Figura 96 — Grafico com funcéo primeira
derivada decrescente.

Fonte: O autor, 2020.

Os conceitos de pontos de inflexdo e concavidade sdo muito Uteis no esbogo do grafico
de uma curva. Tendo em vista que a reta tangente a curva divide o plano em dois semiplanos
(um superior e outro inferior), dizer que a curva é concava para cima no ponto significa que
seu grafico encontra-se no semiplano superior, ou gque a reta tangente se encontra por baixo da
curva. De forma andloga, dizer que a curva é concava para baixo no ponto significa que seu
grafico encontra-se no semiplano inferior, ou que a reta tangente se encontra por cima da

curva.

Definicdo 4. Um ponto P(c, f(c)) do gréafico de uma funcédo continua f é chamado ponto de

inflexdo se a concavidade do gréafico muda neste ponto.

Na figura 97, os pontos de abscissa c;, C,, C3 € ¢4 S0 pontos de inflexdo. Vale observar
gue c; e c3 sdo pontos extremos relativos de f e que f ndo é derivavel nestes pontos. Nos

pontos c; e c4 existem derivadas f'(c) e f'(c,). Nos correspondentes pontos (cs, f(c1)) e (Ca,

f(c4)) a reta tangente corta o grafico de f.
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Figura 97 — Grafico com extremos relativos e pontos de inflex&o.

J

a C1 Co C3 Ca b

Fonte: O autor, 2020.

Exemplo 21. Vamos encontrar os pontos de inflexdo da funcdo f(x) = x® +6x* +12x +8.
Solucdo: A primeira derivada dessa funcdo sera f'(x) =3x*+12x+12. Adiante, a segunda

derivada de f(X) sera f''(X)=6x+12. Igualando a segunda derivada a zero, encontraremos

como resultado dessa equagdo um possivel ponto de inflex&o:
f"(x)=6x+12=0..x=-2.

Vamos fazer o estudo do sinal da segunda derivada. Como f''(X) é crescente, a direita
de x=-2 a funcdo f"(X) sera positiva e a concavidade de f(X) é voltada para cima,

enquanto que a esquerda de x =—2 a funcdo f''(X) serd negativa e a concavidade de f(X) é

voltada para baixo (Figura 98).

Figura 98 — Estudo do sinal da segunda derivada de
f(x)=x*+6x*+12x+8.

++++++++

Fonte: O autor, 2020.
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Enfim, para se determinar as coordenadas do ponto de inflexdo (Figura 99),
representadas pelo par ordenado (X, f(x)), onde x representa o valor obtido ao resolver a
equacdo da segunda derivada e f(x) representa o valor da funcdo no ponto de inflexéo,

devemos proceder:

f(=2) = (-2)° +6(~2)2 +12(~2) +8 = f(-2) =0.

Figura 99 — Grafico de f(x)=x>+6x*+12x+8.

flz) = 24622 122 + 8

(—2,0)

Fonte: O autor, 2020.

Uma solucéo alternativa seria observar que f(x)=x®+6x>+12x+8=(x+2)%, cujo

gréfico (Figura 100) é obtido pela translacdo horizontal & esquerda do grafico de y = x°. Tal

solugdo alternativa real¢a a importancia do aluno conhecer as mais variadas técnicas de

construcdo de gréaficos.

Figura 100 — Gréfico de f(x)=x*+6x*+12x+8=(x+2)°.

Fonte: O autor, 2020.
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Exemplo 22. Sobre a fungdo f(x) = x® —7,5x* +12x, vamos encontrar seus pontos criticos e
classifica-los, utilizando as técnicas utilizadas até aqui.

Solucdo: A derivada de primeira ordem de f(X) sera f'(x)=3x*-15x+12, onde seus

pontos criticos serdo as raizes de f'(X):

F1(x)=0
3x* -15x+12=0
x> —5Xx+4=0

Xx=1ou x=4.

A derivada de segunda ordem de f(X)sera dada por f"(X)=6x-15. Analisando o

sinal da segunda derivada nos pontos criticos x=1 ou X =4 encontrados na primeira

derivada, os resultados serao:
f"(1)=6-1-15=-9 ¢ f"(4)=6-4-15=9,

Entdo, x =16é ponto de méximo local, pois f"(1)=-9<0e x=44é ponto de minimo

local, f"'(4)=9>0. As ordenadas destes pontos ser&o

f(x) = x> —7,5x* +12x
f()=1"-7512+12.1=55
f(4)=4°-75-42+12.4=-8

Igualando a segunda derivada a zero, encontraremos como resultado dessa equagao um

possivel ponto de inflex&o:
f"(x)=6x-15=0..x=25.

Vamos fazer o estudo do sinal da segunda derivada. Como f''(X) é crescente, a direita

de X=2,5 a funcdo f''(X) sera positiva e a concavidade de f(X) é voltada para cima,
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enquanto que & esquerda de X =2,5 afuncdo ' (X) serd negativa e a concavidade de f(X) é

voltada para baixo (Figura 101).

Figura 101 — Estudo do sinal da segunda derivada de f(x)=x®-75x*+12x.

++H++++++

Fonte: O autor, 2020.

A ordenada do ponto de inflexdo sera dada por

f(x)=x>-75x*+12x= f(2,5) =(2,5)° -7,5(2,5)* +12(2,5) = f(2,5) =—1,25.
Portanto, o gréafico tera a forma da figura 102:
Figura 102 — Gréfico de f(x) = x*—7,5x* +12x.

flz) =2 —7,52" + 12z

(1:5,5)

(4; —8)

Fonte: O autor, 2020.
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Exemplo 23. Suponha que precisemos encontrar os pontos criticos da funcdo definida nos

reais f(X)=x>+2x-1. A primeira derivada dessa funcdo sera f'(x)=3x’+2. Igualando

f'(x)a zero:

f'(x)=3x*+2=0=3x*=-2

Esta equacdo ndo apresenta solugdo no conjunto dos ndmeros reais, e como estamos

trabalhando com funcGes reais de varidvel real, concluimos que f (X) ndo possui extremos

neste dominio. A segunda derivada de f(X) sera f''(X)=6X. Igualando a segunda derivada

a zero, encontraremos como resultado dessa equacgéo o seu ponto de inflexdo. Assim:

Enfim, para se determinar as coordenadas do ponto de inflexdo, basta substituir x=0

em f(X) (Figura 103):

f(0)=0°+2-0-1= f(0)=—1.

Figura 102 — Grafico de f(x)=x%+2x-1.

(@)

Fonte: O autor, 2020.
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5 SIMETRIAS

O principal objetivo deste capitulo € apresentar, inicialmente, a simetria num conceito
mais amplo para, em seguida, introduzir a simetria entre dois pontos, no auxilio da construgao

grafica de determinadas funcdes.

5.1 Alguns tipos de simetrias

Encontramos varios exemplos de figuras simétricas na natureza. Muitos seres vivos
tém uma configuracdo simétrica. Uma ideia de figuras simétricas é a encontrada nas gravuras
abaixo. Se dobrarmos a folha de papel ao longo das retas tracejadas, a figura se sobrepde.
Estas retas sdo chamadas de eixos de simetria. Muitas vezes nem percebemos, mas ha varias

figuras simétricas na natureza. Veja os eixos de simetria indicados na figura 103.

Figura 103 — Exemplos de simetria na natureza.

Fonte:https://www.megacurioso.com.br/fenomenos-da-natureza/75491-19-imagens-que-provam-a-
simetria-perfeita-da-natureza.htm, 2020

Esse tipo de simetria € chamado de especular, por lembrar a reflexdo do espelho. Ha
outras formas de simetria que sdo bastante interessantes. Para 1SS0 vamos pensar um pouco
nos movimentos que podemos fazer com uma figura em um plano.

Podemos definir uma transformagdo geométrica em um plano como uma
correspondéncia um a um entre pontos do plano. Assim, por meio de uma transformacéo, 0s
pontos de uma dada figura no plano correspondem a outra figura (sua imagem) no mesmo
plano. As transformacgfes que ndo alteram as distancias entre os pontos relacionam figuras
congruentes, e sdo ditas transformacGes isometricas. Por ndo distorcer as imagens, essas

transformacoes sdo chamadas de movimentos rigidos no plano. As transformacdes isométricas


https://www.megacurioso.com.br/fenomenos-da-natureza/75491-19-imagens-que-provam-a-simetria-perfeita-da-natureza.htm
https://www.megacurioso.com.br/fenomenos-da-natureza/75491-19-imagens-que-provam-a-simetria-perfeita-da-natureza.htm
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de um plano sdo translacdo, reflexdo e rotagdo, e todas as combinacOes entre esses
movimentos.

Translacdo é a transformacédo em que todos os pontos de uma figura se deslocam numa
mesma direcdo, sentido e de uma mesma distancia. Essa direcdo pode ser horizontal, vertical

ou uma combinacéo delas (Figura 104).

Figura 104 — Exemplos de translacdes.

Al
Cl
B/
A A A
C c’ C
B B B
(@ (b) ()

Legenda: (a) Translacdo horizontal; (b) Translacdo vertical; (c) Translacéo horizontal e vertical.

Fonte: O autor, 2020.

Reflexdo em relacdo a alguma reta m, que pode ser chamada de eixo de reflex&o ou de
simetria, ¢ a transformagdo que a cada ponto A associa o seu simétrico A’ em relagdo a m, isto
é, m é a mediatriz do segmento AA’. Se dobrarmos a folha de papel ao longo de m, 0s pontos
A e A’ se sobrepoe (Figura 105).

Figura 105 — Reflexdo do triangulo ABC em
relacdo a reta m.

m

B B

Fonte: O autor, 2020.
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Rotacdo é o giro da figura em torno de algum ponto e de um determinado angulo
(Figura 106).

Figura 106 — Exemplos de rotacdes.

(@) (b)

Legenda: (a) Rotacdo do quadrilatero ABCD de 120° em torno do ponto A; (b) Rotacdo do quadrilatero ABCD
de 90° em torno do ponto O.

Fonte: O autor, 2020.

Considerar esses movimentos no plano pode ser Gtil para compreendermos as fun¢bes
matematicas. Por outro lado, as fungdes podem nos ajudar a compreender e representar

melhor essas e outras transformacdes.

Definicdo 5. Dois pontos A e B sdo simétricos em relacdo a uma reta "r", quando sdo

equidistantes da reta "r" e estdo situados sobre uma mesma perpendicular a "r".

Exemplo 24. Vamos obter o ponto A', simétrico do ponto A = (1,1), em relacdo a reta r: 2x +
2y-1=0.

. 1 . .
A reta r pode ser escrita na forma y = —X+E , onde o coeficiente angular de r é igual a

— 1. Vamos encontrar a equacdo de uma reta s perpendicular a r passando por A = (1,1). A
reta s é da formay = ax + b. Como A = (1, 1) pertence a reta s e o coeficiente angular de s é

igual a 1, pois r e s sdo perpendiculares, teremos:

1=1.1+hb,ondeb=0.
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A reta s serd dada por y = x. Com as equacdes de r e s, encontraremos o ponto | de
intersecdo entre estas duas retas, efetuando a resolugdo do sistema com as suas respectivas

equacOes de reta:

onde o ponto de encontro entre as retas sera | = G%) .

Portanto, pela defini¢do, temos que o ponto A’, simétrico de A = (1, 1), deve estar a

igual distancia de | sobre a reta s. Nesse contexto, I é o ponto médio do segmento AA’. Entdo:

L_atx) oy Ll Oatya) , _ 1
4= 2 o2 a 2 T2

) . N 1 1
Enfim, o ponto A’, simétrico de A em relacdo a reta r tem coordenadas (_E’_E) A

figura 107 ilustra o proposito do exemplo:

Figura 107 — Pontos simétricos A e A’ em relagdo a
retar.

y=x

A(1,1)

Fonte: O autor, 2020.
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5.2  Simetrias nos graficos

O gréafico de uma funcdo pode apresentar muitos tipos de simetrias ou nenhum. O
conhecimento das propriedades de simetria de uma funcdo pode nos ajudar enormemente no
tracado de seu gréafico. Podemos, por exemplo, determinar os valores de uma fungdo em uma
determinada zona do plano, conhecendo tdo somente os valores que essa funcdo assume na
zona simétrica.

Os quatro quadrantes em que um plano cartesiano fica dividido por seus dois eixos
oferecem varias oportunidades de aplicar a ideia de transformacdes a graficos de funcdes.
Para entender como funciona, vamos pensar em um ponto P representado por um par (X, V).
Se 0s numeros x e y forem positivos ndo nulos, entdo o ponto esta representado no primeiro
quadrante. O que ocorre se tomarmos o ponto Q representado pelo par (—x, y)? O ponto tera a
mesma ordenada y que o ponto P, mas vai ocupar o lugar simétrico ao ponto P em relacdo ao
eixo y. Se tomarmos o ponto T (x, —Y), esse ponto é simétrico a P em relacdo ao eixo X. Ja um
ponto S (—X, —Y) esta no terceiro quadrante. Ele pode ser obtido a partir de P por meio de uma
rotacdo em torno da origem (0,0) e de angulo 180°. Note que S pode também ser obtido a

partir de P por duas sucessivas reflexdes em relagdo aos eixos coordenados. Veja a figura 108:

Figura 108 — Pontos simétricos de P em relagdo
aos eixos cartesianos.

Q(—z,y) P(z,y)
T S .
! E— o

S(—z,—1) T(x,~y)

Fonte: O autor, 2020.

Estas mesmas relacbes podem ser empregadas quando fazemos algumas operagdes

com a funcdo ou com a variavel independente. Se uma fungdo f :IR — IR possui uma
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representacdo grafica como na figura 109, vejamos o que ocorre quando tomamos y = f (x),
y=f(x),y=-f(x),ey=-f(x).

Figura 109 — Gréfico de f(x).

Fonte: O autor, 2020.

Observe a figura 110. Nela estdo desenhados os gréficos de y = f (x), g = f (-x),

= —f (x), e m = —f (-x). Perceba que:

" A funcdo g e simétrica a f em relagéo ao eixo y;
" A funcdo h é simétrica a f em relagdo ao eixo x; e
. A funcdo m é simétrica em relacdo a origem.

Figura 110 — Graficos simétricos a f(x) em relacdo aos
eixos cartesianos.

Fonte: O autor, 2020.

Entdo, a partir de operaces simples (translagdes, reflexdes,...) no grafico de f, é

possivel construirmos facilmente os gréaficos de determinadas fungdes.
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5.3  Funcéo par

A presente secdo versa sobre as funcdes pares, suas caracteristicas algébricas e, em
especial, seu comportamento gréafico. Apresentaremos, inclusive, as fungdes com gréficos

simétricos em relacdo a uma reta vertical, denominadas fungdes semi-pares.

Definicéo 6. Seja f(x) uma funcédo cujo dominio Dom(f) € um conjunto simétrico com respeito
a origem, isto é, x € Dom(f) se, e somente se, —x € Dom(f). Uma funcéo y = f(x) é dita PAR
se f(—x) = f(x), para todo x no dominio de f. O grafico de uma funcdo par é simétrico em

relacdo ao eixo y.

Em geral, se o grafico de uma funcéo f par tem os pontos A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)),
simétricos em relacdo ao eixo y, sabemos que A e B tém a mesma distancia em relacéo a reta
r: x = 0. Portanto, f(a) = f(b) = f(-a).

Exemplo 25. Seja a funcéo f : IR — IR, f(x) = x°. De fato, Dom(f) = IR é simétrico com
respeito a origem e f(—x) = (-x)* = x* = f(x). Entdo, f é uma funcéo par e seu gréfico é
simétrico em relacdo ao eixo y. Como exemplo tomamos os pontos A = (-2, 4) e B = (2, 4) do
grafico da figura 111. Vemos que os referidos pontos apresentam imagens iguais para
abscissas simétricas. Essa caracteristica se aplica a todos os pontos do grafico com abscissas
simétricas, 0 que caracteriza a simetria em relacdo ao eixo y e, com isso, afirmamos que  f(x)

= x%*é uma funcéo par.

Exemplo 26. Sejaa funcdo f : IR — IR, f(x) = x* — 4x* + 2. De fato, Dom(f) = IR é simétrico
com respeito & origem e f(—x) = (-x)* — 4(=x)* + 2 = x* — 4x* + 2 = f(X). Entdo, f é uma funcéo
par e seu gréfico é simétrico em relacdo ao eixo y. Como exemplo temos os pontos C = (-2, 2)
e D = (2, 2) do grafico da figura 112. Vemos que os referidos pontos apresentam imagens
iguais para abscissas simetricas. Essa caracteristica se aplica a todos os pontos do grafico com
abscissas simétricas, 0 que caracteriza a simetria em relacéo ao eixo y e, com isso, afirmamos

que f(x) = x* — 4x* + 2 também é uma funco par.
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Figura 111 — Grafico da funcéo par
f(x) = X%

f(@) =

-2 2

Fonte: O autor, 2020.

Figura 112 — Grafico da funcéo par
f(x) = x* — 4x% + 2.

flz) =2t — 42® + 2

Fonte: O autor, 2020.

Ao constatar que uma determinada funcao real ¢ par, basta desenhar a metade “direita”
ou “esquerda” do grafico, ou seja, atribuir valores de x a direita ou & esquerda da origem e,

feito isso, refletir esta parte do gréfico em relacéo ao eixo y.

Proposicédo 2. Sejam f uma funcéo real e |x| o valor absoluto de x. As fungdes g(x) = f(|x|) e

h(x) = f(—|x|) so funcdes pares.



107

Demonstracéo:

Como [x| = |-x|, teremos g(-x) = f(|-x[) = f([x]) = g(x) e h(-x) = f(-|-x]) = f(-[x]) = h(x).
Exemplo 27. Sejam as funcdes f(x) = x + 1, g(X) = x* — 4x + 3, h(x) = x° + 5% + 5x + 5, f(|x|),

g(jx]) e h(|x|]) e suas representagdes gréaficas abaixo:

Figura 113 — Exemplos para a proposicao 2.

F(l=[)

/

(a) (b)
Legenda: (a) Gréfico de f(x) = x + 1; (b) Grafico da funcéo par f(|x|) = |x| + 1.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 114 — Exemplos para a proposigao 2.

g(x) =a® — 42 +3

N

(@) (b)

Legenda: (a) Grafico de g(x) = x* — 4x + 3; (b) Gréfico da fungdo par g(jx|) = |x|* — 4[x| + 3.

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 115 — Exemplos para a proposicéo 2.

h(z) = 2%+ 52® + 52 +5 |

h(l)

(@) (b)
Legenda: (a) Grafico de h(x) = x® + 5x* + 5x + 5; (b) Gréfico da funcao par h(|x|) = [x|* + 5[x|* + 5[x| + 5.

Fonte: O autor, 2020.

Perceba que os graficos de f(|x]), g(|x]) e h(|x|) s@o simétricos com relacdo ao eixo y, e
sdo obtidos refletindo-se, respectivamente as partes tracadas dos graficos de f(x), g(x) e h(x)
para x positivo, em relagéo ao eixo y (pois |x| = 0).

Exemplo 28. Sejam as fungdes f(x) = x + 1, g(x) = x* — 4x + 3, h(x) = x> + 5x* + 5x + 5, f(—|x|),
g(—|x|) e h(-|x|) e suas representa¢des graficas abaixo:

Figura 116 — Exemplos para a proposicao 2.

fl=lzl)

(@) (b)
Legenda: (a) Grafico de f(x) = x + 1; (b) Grafico da funcédo par f(—|x]) = —|x| + 1.

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 117 — Exemplos para a proposicao 2.

2 o))
glx)=a"—4x+3

N

(@) (b)

Legenda: (a) Grafico de g(x) = x> — 4x + 3; (b) Gréfico da fungéo par g(—|x|) = (—[x|)* — 4(-x|) + 3.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 118 — Exemplos para a proposicao 2.

h(z) = 2° 4+ 522 + 52+ 5

(@) (b)

Legenda: (a) Grafico de h(x) = x> + 5x* + 5x + 5; (b) Grafico da funcdo par h(-|x|) = (—Jx|)* + 5(-|x|)* +
+ 5(—|x]) + 5.

Fonte: O autor, 2020.

Perceba que os graficos de f(—|x|), g(—[x|) e h(-[x|) s&o simétricos com relacdo ao eixoy,
e sdo obtidos refletindo-se, respectivamente as partes tragadas dos graficos de f(x), g(x) e h(x)

para x negativo, em relagdo ao eixo y (pois —|x| < 0).
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Exemplo 29. Tracar o gréfico de f(x)= Qx— 2|- 2)2 :

Solugdo: Vamos comecar lembrando os graficos de algumas funcdes, que funcionardo como
ponto de partida para a construgdo de outros graficos. Por exemplo, a fungdo g(x) = x* tem
como grafico uma parabola com a concavidade para cima passando pela origem (Figura 119).
Vamos considerar o grafico da fungdo h(x) = (x — 2)* = g(x — 2). Com isso, vamos ter um

deslocamento de duas unidades para a direita da parabola anterior (Figura 120).

Figura 119 — Gréafico da funco g(x) = X°.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 120 — Translacdo horizontal de duas
unidades a direita do gréfico
de g(x) = x2.

\ h(z) = ge - 2) = (¢ - 2)°

Fonte: O autor, 2020.
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Portanto, o que faremos é trocar x por |x| para tracarmos o grafico de
m(x) = h(jx|]) = (x| — 2)% Ja sabemos qual o efeito que isso tem no grafico: m(x) = h(|x|) sera
uma funcéo par, cujo grafico é simétrico em relacdo ao eixo y. A parte do grafico em que x é
maior ou igual a zero permanece a mesma. Mas para x menor que zero, esta mudanca de x por

x| fard com que esta parte seja refletida em relacéo ao eixo y (Figura 121).

Figura 121 — Substituic&o de x por |x| em h(x) = (x — 2)%

m(z) = h(|z]) = (|z| - 2)*

-2

Fonte: O autor, 2020.

Por fim, o gréafico desejado da fungdo f(x)=(}x—2|—2)2 é uma translacdo de

m(x) = h(x]) = (x| — 2)* de duas unidades para a direita, pois trocamos o ‘X’ por ‘X — 2°,
conforme a figura 122.

Figura 122 — Translagdo horizontal de m(x) = h(jx|) = (x| - 2)?
de duas unidades a direita.

J(@) = h(lz —2)) = (ja 2| —2)°

Fonte: O autor, 2020.
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5.3.1 Funcio semi-par

Definicdo 7. Uma funcéo f(x) € dita semi-par se o seu grafico é siméetrico em relacdo a uma

reta vertical.

Proposicao 3. Seja f uma fungdo. O grafico de f é simétrico em relacéo a reta vertical x = a,

se e somente se, f(x) = f(2a—x).

Demonstracdo: Se o grafico de f é simétrico em relagcdo a reta r: x = a (x — a = 0), podemos
considerar os pontos simétricos B = (b, f(b)) e C = (c, f(c)) do gréafico de f. Logo, as distancias

deBe Caretar: x—a =0 sdo iguais. Sendo assim,

a—-b=c-a=2a-b=c.

Como f(b)= f(c), teremos f(b)= f(2a—b). Admitindo b=x, teremos
f(x) = f(2a—x) . Portanto, se o grafico de f é simetrico em relacdo a reta x = a, entdo
f(x)= f(2a—x), VX € Dom (f).

Por outro lado, substituindo x por x + a em f(x)=f(2a—x), teremos
f(x+a)=f(Ra—(x+a)) = f(a+x)= f(a—x) que, pela definicdo 6 (pagina 104),
significa o deslocamento do eixo de simetria de x = 0 para x = a. Portanto, se

f(x) = f(2a—x), VX € Dom (f), entdo seu grafico € simétrico em relacdo a reta x = a.

Exemplo 30. Considere a funcdo f(x)=x*—2x°—x*+2x. Vamos verificar se f é uma

funcdo semi-par. Para isso, o grafico de f deve ser simétrico em relacdo a uma reta x = a
(Figura 123).
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Figura 123 — Grafico de f(x) = x* —2x® —x* +2x.

~

j(r) : r=a

Fonte: O autor, 2020.

De acordo com a proposicao 5.2, f(x) = f(2a — x). Entéo:
f(x)=f(2a—x)==x*-2x®—x* +2x =(2a—x)" —2(2a—x)® - (2a—x)* + 2(2a—x)
Desenvolvendo o segundo membro:

x* —8ax® + 24a’x? —32a3x +16a* + 2x® —12ax? + 24a’x —16a° — x*> + dax —4a® —2x + 4da =
x* —8ax® + 2x3 + 24a%x? —12ax? — x? —32a’x + 24a’x + 4ax — 2x +16a* —16a® —4a’ + 4a =
x* —(8a—2)x® + (24a® —12a—1)x* — (32a°® — 24a* — 4a)x — 2x +16a”* —16a°® —4a’ + 4a

Igualando os termos semelhantes em f(x) = f (2a—x) =, temos que

-(Ba-2)=-2,

1 - « e
onde a= > Portanto, o gréfico da fungdo f(x)=x*—2x>—x*+2x é simétrico em

1
relacdo areta X = 3 (Figura 124).
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Figura 124 — Grafico de f (x) = x* —2x® —x* +2x

com eixo de simetria X =

2

b | =

Fonte: O autor, 2020.

Proposicao 4. Seja f uma funcdo. Os graficos das funcdes f(Jx — a|) e f(-|x — a]) séo

simétricos em relacdo a reta vertical x = a.

Demonstracdo: De acordo com a proposicéo 2, as funcgdes f(|x|) e f(—|x|) sdo funcbes pares e,
portanto, seus graficos sdo simétricos em relacdo ao eixo y, ou seja, simétricos em relacdo a
retax = 0.

De acordo com as translacfes horizontais citadas no capitulo 2, secdo 2.2, teremos

dois casos a considerar:

e Se a > 0, os graficos de f(jx — a|) e f(-|x — a|) serdo construidos através do
deslocamento de a unidades para a direita dos gréaficos de f(x|) e f(-|x|),
respectivamente.

e Se a < 0, os graficos de f(jx — a|) e f(-|x — a|) serdo construidos através do
deslocamento de a unidades para a esquerda dos graficos de f(|x|) e f(-|x|),

respectivamente.

Exemplo 31. Considere a fungdo f(x) = x* + 3x® + 2x* + x + 1 e seu gréfico representado na

figura 125. Os gréaficos de f(|x|) e f(—|x|) serdo dados pelas figuras 126 e 127, respectivamente.



Figura 125 — Gréfico de f(x) = x* + 3x> + 2x* + x + 1.

f(x)

/

Fonte: O autor, 2020.

Figura 126 — Grafico de f(jx[) = [x|* + 3|x[* + 2|x|* + x| + 1.

fla) F(l[)

|

|

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 127 — Gréafico de f(—|x|) = (=[x[)* + 3(=|x[)® + 2(-|x])* + (-|x|) + 1.

f(=lz])

/

Fonte: O autor, 2020.
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Agora, considere uma reta vertical x = a. De acordo com a proposicéo 5.3, se a > 0, 0s
gréaficos de f(|x — al) e f(—|x — a|) serdo construidos através do deslocamento de a unidades para
a direita dos graficos de f(|x|) e f(-|x|), respectivamente. Vamos arbitrar a reta x = 2 para
exemplificar os graficos de f(jx — a|) e f(—|x — a|), respectivamente representados nas figuras
128 e 129.

Figura 128 — Gréfico de f(|x — 2|).

Fonte: O autor, 2020.

Figura 129 — Grafico de f(—|x — 2|).

f(=l=))

f(=lz—2|)

\/

Fonte: O autor, 2020.

Entretanto, se a < 0, os graficos de f(jx — a|) e f(-|x — a|) serdo construidos através do

deslocamento de a unidades para a esquerda dos graficos de f(|x|) e f(—|x|), respectivamente.
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Vamos arbitrar a reta x = —2 para exemplificar os gréficos de f(x — a|) e f(-|x — al),
respectivamente representados nas figuras 130 e 131.

Figura 130 — Gréfico de f(jx + 2|).

f(l=))

Fonte: O autor, 2020.

Figura 131 — Gréfico de f(-|x + 2|).

VAVAVAY,

Fonte: O autor, 2020.

Proposicdo 5. O gréfico de toda funcdo quadratica f(x)=ax*+bx+c é simétrico em

relacdo a reta x = ;—b (note que x = ;—b € 0 ponto extremo da funcéo).
a a
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Demonstragdo: Como vimos anteriormente, a simetria em relagdo a uma reta vertical x=a €
equivalente a f(a+x)=f(a—x), vx tal que (a+x) e (a—x) € Dom (f). Vimos também

que

2
f(x):ax2+bx+c:> f(x):a(x+£j _A,
2a 4a

. o -A .
ou seja, efetuamos o deslocamento do Vvértice (0,0) de y = ax* para (Z_a'ﬂj’ além de

transladar a reta x = 0 (eixo de simetria de y = ax®) para x = ;—:. Entdo, teremos:
-b -b
fl@a+tx)=f(a-x)= f(—+x)=f(—-X).
2a 2a

2
Substituindo —2+x e 2 —xem f(x):a(x+£j ~ A tem-se
2a 2a 2a 4a

2
f(_—b+x):a(_—b+x+£j —A:a(x)z—A
2a 2a 2a

b . (-b bY A v A u A
f(z—a—x)_a(2a X+2a} 4a_a( X) =a(x) :

Portanto, areta x = ;—b é eixo de simetria do gréfico de f(x)=ax’+bx+c.
a

54  Funcéo impar

A presente secdo abrange as fungdes impares, suas caracteristicas algébricas e, em
especial, seu comportamento grafico. Apresentaremos, inclusive, as funcdes com gréaficos

simétricos em relacdo a um ponto do plano cartesiano, denominadas func¢des semi-impares.
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Definicédo 8. Seja f(x) uma fungdo cujo dominio Dom(f) € um conjunto simétrico com respeito
a origem, isto é, x € Dom(f) se, e somente se, —x € Dom(f). Uma funcdo y = f(x) é dita
IMPAR se f(x) = —f(-x), para todo x no dominio de f. O grafico de uma funcdo impar é

simétrico em relacdo a origem cartesiana.

Sejam A = (x, f(x)) e B = (b, f(b)) pontos do grafico de f simétricos em relacéo a

origem cartesiana. Logo, a origem serd o ponto médio do segmento AB. Entéo:

Xx+4b_ o F00+ )

. > 0= f(b)=—f(x).

Como b=—x, temos f(=X)=—=f(X) e, finalmente f(X)=-f(-x)

Em outras palavras, valores de dominios simétricos possuem imagens simétricas. Se o
grafico de uma funcdo f impar possui o ponto da forma (x, f(x)), o ponto (X, f(—x)) também
estara no grafico de f, com f(x) = —f(-x).

Como exemplo, considere a funcdo f(x) = x*. Os pontos A = (2, 8) e B = (-2, -8) séo

simétricos em relacdo a origem (Figura 132).

Figura 132 — Gréfico de f(-|x + 2|).

$A2,8)

Fonte: O autor, 2020.
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Proposicdo 6. Sejam f(x) uma funcdo real e |x| o valor absoluto de x. As fungdes

g(X)=§f(‘XD h(x) = ~Ix ‘f( —|x)), x=0, sao functes impares.

Demonstracdo: Como |x| = |-x|, temos:

o)== 2 1= 1) =00 900 =00 ¢

h(-x) = ‘ ‘f( —-x) = ‘j f(—|x|)=%f(—|x|):—h(x):>h(x):—h(—x)

Exemplo 32. Sejam as fungdes f(x) = x + 1, g(x) = x* — 4x + 3, h(x) = x> + 5x* + 5x + 5,

P(X) =% f(x), a(x) = % g(x) e t(x) = % h(X|) e suas representagdes graficas abaixo:

Figura 133 — Exemplos para a proposigéo 6.

flx)

/

(a) (b)
y y L X
Legenda: (a) Gréfico de f(x) = x + 1; (b) Gréfico da funcdo impar p(Xx)="— f(|x|) .
X

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 134 — Exemplos para a proposicao 6.

\ / "/
\_/

-39

(@)

g(x).

X
Legenda: (a) Grafico de g(x) = x> — 4x + 3; (b) Grafico da fungdo impar q(x) = U
X

Fonte: O autor, 2020.

Figura 135 — Exemplos para a proposicao 6.

t(r)

h(z)

(@) (b)

X

Legenda: (a) Gréfico de h(x) = x* + 5x* + 5x + 5; (b) Grafico da fungdo impar t(x) ="
X

h(x)) -
Fonte: O autor, 2020.
Perceba que os graficos de p(x), q(x) e t(x) sdo simétricos com relacdo a origem

cartesiana, e sdo obtidos refletindo-se, respectivamente as partes tracadas dos graficos de f(x),

g(x) e h(x) para x positivo, em relagdo a origem (pois |x| = 0).
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Exemplo 33. Sejam as funges f(x) = x + 1, g(x) = x* — 4x + 3, h(x) = x> + 5x* + 5x + 5,

p(x) = . ‘f( X)), a(x) = “Ix ‘9( —|x)e t(x)= “Ix ‘h( X)) e suas representagdes graficas

abaixo:

Figura 136 — Exemplos para a proposicao 6.

] plr)

f(z)

/
/

@ (b)

Legenda: (a) Grafico de f(x) = x + 1; (b) Gréfico da fungéo impar P(X) = | | f(- |X|)

Fonte: O autor, 2020.

Figura 137 — Exemplos para a proposicao 6.

g(w) qlx)

» 3

N

(a) (b)
Legenda: (a) Grafico de g(x) = X* — 4x + 3; (b) Gréfico da fungdo impar ¢(X) = | | g(- |X|)

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 138 — Exemplos para a proposicao 6.

h(z) t{x)

(@) (b)

—I

Legenda: (a) Grafico de h(x) = x* + 5x* + 5x + 5; (b) Grafico da fungdo impar t(X) = ——
X

h(—x)) .
Fonte: O autor, 2020.

Perceba que os graficos de p(x), q(x) e t(x) sdo simétricos com relacdo a origem
cartesiana, e sdo obtidos refletindo-se, respectivamente as partes tracadas dos graficos de f(x),

g(x) e h(x) para x negativo, em relacdo a origem (pois —|x| < 0).

5.4.1 Funcédo semi-impar

Definicdo 9. Uma funcéo y = f(x) € dita semi-impar se o seu grafico é simétrico em relacéo a

um ponto.

Proposicao 7. Seja f uma funcdo. O grafico de f é simétrico em relagdo ao ponto (a, b) se e

somente se, f (x) =2b— f (2a—x).

Demonstragdo: Sejam os pontos A = (x, f(x)) e C = (c, f(c)) do gréfico de f, simétricos em
relacdo ao ponto de coordenadas B = (a, b), também pertencente ao grafico de f. Logo, (a, b)

sera o ponto médio do segmento AC (Figura 139).
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Figura 139 — Grafico de demonstracdo da proposicéo 7.

f(e) » C

Fonte: O autor, 2020.

Entéo, %Cza:x+c=2a:>c=2a—x e wzb: f(c)=2b—f(x).

Como c=2a-x, temos f(2a—x)=2b—f(x)e, finalmente, f(x)=2b- f(2a—x).
Portanto, se o grafico de f é simétrico ao ponto (a, b), entdo f(x)=2b- f(2a—x).

Por outro lado, substituindo x por x + a em f(x)=2b-f(2a-x), teremos

f(x+a)=2b—-f(2a—-(x+a))= f(a+x)=2b— f(a—x)(Figura 140), o que indica

: ) : a+x)+(a—x
que a abscissa a € equivalente a ( )+ ( )

. Além disso, b= f(a+x)42rf(a—x).
Portanto, se f(x)=2b- f(2a-x), entdo o grafico de f é simétrico ao ponto (a, b).

Figura 140 — Grafico de demonstracdo de f(a+x)=2b— f(a—Xx).

fla+x)

fla—a)

a a+xT

Fonte: O autor, 2020.
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Exemplo 34. Considere a funcdo f(x)=x*-3x*+4. Vamos verificar se f é uma funcéo

semi-impar. Para isso, o gréafico de f deve ser simétrico em relacdo a um ponto P(a,b) também

pertencente ao gréfico de f (Figura 141).

Figura 141 — Gréfico de f(x)=x*-3x*+4.

|

Fonte: O autor, 2020.

De acordo com a proposicdo, f(X)=2b- f(2a-X). Entio:

f(x)=2b- f(2a-x)
=x>—3x*+4=2b—[(2a—x)* —3(2a—x)* + 4]

Desenvolvendo:

x® —3x* +4 =2b—[8a® —12a’x + 6ax® — x> —12a”® +12ax —3x* + 4] =
=x%—-3x* +4=2b—[-x® +6ax’ —3x* —12a°x +12ax + 8a® —12a° + 4] =
=x°—3x* +4=2b—[-x® +(6a—3)x* — (12a® —12a)x + 8a°® —12a* + 4] =

=x®-3x*+4=x>—(6a—3)x* + (12a* —12a)x —8a° +12a* —4 +2b

Igualando os termos semelhantes em f(X)=2b— f(2a—X), temos que

—(6a-3)=-3 e —8a°+12a*-4+2b=4,
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onde a=1 e b=2. Portanto, o gréafico da funcdo f(x)=x>—-3x*+4 é simétrico em

relagdo ao ponto P(1,2) (Figura 142).

Figura 142 — Simetria do gréfico de
f(X)=x>=3x*+4 em
relagdo ao ponto P(1, 2).

|

Fonte: O autor, 2020.

Proposicéo 8. Sejam f(x) uma funcéo real e |x| o valor absoluto de x. Os gréficos das fungdes
X—a —|Xx—a

m(x)=u f(x—al)+b e n(x) :u
X—a -

" f(dx—al)+b, x=a, sio simétricos em

relacdo ao ponto P(a,b).

X
Demonstragdo: De acordo com a proposicdo 6, as fungdes J(X) =¥ f (|X|)
—|X , . o
h(x) = ~ f(+X), x=0, sdo fungdes impares e, portanto, seus graficos so simétricos em

relacdo a origem cartesiana, ou seja, simétricos em relacéo ao ponto (0,0).
De acordo com as translagdes horizontais e verticais citadas no capitulo 2, se¢bes 2.1 e

2.2, teremos alguns casos a considerar:

e Se a > 0 e b > 0, os graficos de m(x)="——f(x-a)+b

x-4
a

—|x-a
n(x) = )‘(—a‘ f (x—al) + b serso construidos através de uma translagio horizontal
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de a unidades para a direita e de uma translacéo vertical de b unidades para cima dos

gréficos de g(X)=§f(\XD h(x) = ‘ X f (X)), respectivamente.
_ x—a|
e Se a > 0 e b < 0 os graficos de m(X)=raf(|X—a|)+b e

n(x) = | | f( |X a|) +Db serdo construidos através de uma translagéo horizontal

de a unidades para a direita e de uma translacdo vertical de b unidades para baixo dos

gréficos de g(X)=§f(\XD h(x) = ‘ X f (X)), respectivamente.
_ x—a|
e Se a < 0 e b > 0, os graficos de m(X)=raf(|X—a|)+b e

n(x) = | | f( |X a|) +D serdo construidos através de uma translagéo horizontal

de a unidades para a esquerda e de uma translagédo vertical de b unidades para cima

dos graficos de g(X)=%f(\X\) h(x) = | ‘f( X)), respectivamente.
_ x—a
e Se a < 0 e b < 0, os graficos de m(X)=raf(\X—a\)+b e

n(x) = | | f( |X a|) +D serdo construidos através de uma translagéo horizontal

de a unidades para a esquerda e de uma translacdo vertical de b unidades para baixo

dos graficos de g(X)=%f(\X\) h(x) = | ‘f( X)), respectivamente.

Exemplo 35. Considere a funcdo f(x) = x* + 3 + 2x% + x + 1 e seu grafico representado na

figura 143. Os gréficos de g(X)Z%quD h(x) =— | X f (X)) serdo dados pelas figuras

144 e 145, respectivamente.



Figura 143 — Grafico de f(x) = x* + 3x> + 2x* + x + 1.

Fonte: O autor, 2020.

i

Figura 144 — Gréfico de g(x) = " f (X)) .
&) @) =2 e
Fonte: O autor, 2020.
Figura 145 — Grafico de h(x) = ﬂ f(—{x) .
X

(@)

AN
/T

) = =2 (=)

xr

Fonte: O autor, 2020.
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Agora, considere um ponto P(a,b). De acordo com a proposi¢do 8, os graficos de

m(x):Uf(\x—a\)er n(x) = | |f( —x—a)+b
X—a e serdo construidos através de

translacéo horizontal de a unidades (para direita se a > 0 e para a esquerda se a < 0) e de

translacdo vertical de b unidades (para cima se b > 0 e para baixo se b < 0) dos graficos de

g(x)= ‘ | f(|X|) e h(x)= | | f (-X|) , respectivamente. VVamos arbitrar o ponto P(1,2) para

m(x):Hf(\x—a\)er n(x) = ‘ ‘f( —|x—a)+b
exemplificar os graficos de X—a e ,

respectivamente representados nas figuras 146 e 147.

Figura 146 — Grafico de m(x) = | |f(|x al)+b,paraa=1leb=2.

o — 1]
z—1

m(x) = f(lz—1|)+2

_lal g,
g(a) = 2 f(la])

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 147 — Gréfico de n(x)=——— f(-{x—a))+b,paraa=1eb=2.

~[x-34
a

—|lr -1
n(e) = 22 p e 1y 4o
xr—1

Fonte: O autor, 2020.

Proposicdo 9. Toda funcéo f (x) =ax®+bx*+cx+d, a=0, é simétrica em torno do seu

ponto de inflexdo —E,f(—ij :
3a 3a

Demonstracdo: Para determinar a localizacdo do ponto de inflexdo de

f(x)=ax®+bx* +cx+d, calcula-se a segunda derivada da funcdo. A primeira derivada

f'(X) sera dada por f'(x)=3ax’+2bx+cC. Logo, a segunda derivada f"(X) sera dada por
f"(x)=6ax+2b.

Iguale a expressdo obtida como segunda derivada a zero e resolva a equacgdo. O

resultado da equacg&o sera o seu ponto de inflexdo.

f"(x):6ax+2b:0:>6ax:—2b:>x:—z—b:—£
6a 3a

O ponto (—%, f[— %D é 0 ponto de inflexdo da funcdo f(x)=ax’+bx*+cx+d,

e localiza-se no exato local onde as concavidades do grafico de f mudam de sentido.
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Mostraremos agora se o grafico da funcdo f(x)=ax®+bx*+cx+d, a=0, é

simétrico em torno do seu ponto de inflexdo [—%, f(— EJJ

3a

Vimos anteriormente, na proposicdo 7, que o grafico de uma funcéo f é simétrico em

relacdo a um ponto (a, b) se e somente se, f(x)=2b- f(2a—x).
Entdo, de acordo com a proposicdo citada, o grafico da funcgdo

f(x) =ax +bx? +cx+d & simétrico em relagio ao seu ponto de inflexdo (K, f (k)). Logo:
f(x)=2f(k)— f(2k —x), onde

f(x)=ax® +bx* +cx+d
f (k) = ak® +bk? + ck +d
f (2k —x) = a(2k —x)* +b(2k — x)* + ¢(2k — x) +d

Desenvolvendo separadamente f (2k — x) = a(2k — x)* +b(2k —x)* +c(2k —x) +d:

f(2k —x) =a(2k —x)* +b(2k = x)* +c(2k —x) +d =
= f(2k —x) = a(8k® —12k*x + 6kx* — x°) + b(4k® — 4kx+ x*) + c(2k —x) +d =
= f (2k —x) =8ak® —12ak*x + 6akx® —ax’ + 4bk* — 4bkx + bx* + 2ck —cx +d

Desenvolvendo o segundo membro da proposicéo:

2 (K)— f (2k - x) =
=2(ak® + bk* +ck +d) — (8ak® —12ak*x + 6akx’ — ax® + 4bk* — 4bkx + bx* + 2ck —cx +d) =
= 2ak® + 2bk® + 2ck + 2d — 8ak® +12ak*x — 6akx? + ax® — 4bk? + 4bkx—bx* — 2ck + cx —d =

= —6ak® — 2bk® +12ak*x — 6akx’ + ax® + 4bkx —bx? + cx + d

Substituindo k por ;—b , teremos que encontrar f(x). Ent&o:
a
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3 2 2
- Ga(_—bJ - Zb[_—bj +12a(_—bj X — Ga(_—bsz +ax+ 4b(_—bjx —bx*+cx+d =
3a 3a 3a 3a 3a

_6ab® 2b° 12ab’x 4 2b 4b°x
27a® 9a° 9a’ 3a
20°  2b° . 4b’x  4b’x
9a° 9a* 3a 3a

—bx®+cx+d =

=+a +bx* +cx+d +

=ax® +bx* +cx+d = f(x).

Logo, (k,f(k))z[—%,f(—%)j e o grafico de f(x)=ax®+bx*+cx+d é

simétrico em torno do seu ponto de inflexdo | — £ f(— EJ .
3a 3a

Antes de passarmos ao proximo capitulo, vimos na proposi¢do 5 que o grafico de toda

funcdo quadratica f (x)=ax>+bx+c é simétrico em relacfo a reta x = ;—b ,onde x = ;—b €o
a a

ponto extremo da funcdo, e vimos na proposicdo 9 que o grafico de toda funcéo

f(x)=ax’ +bx*+cx+d, a=0, é simétrica em torno do seu ponto de inflexdo

(—%, f(— %D . Porem, nem toda funcéo polinomial de grau maior do que trés é simétrica

em relacio a uma reta ou em torno de um ponto. Por exemplo a funcéo
4 3 2 s e s e ~ N —b ..
f(x) =ax” +bx” +cx” + dx+e é simétrica em relacdo a reta x=4— se os coeficientes a, b, c,
a

. . b bc
d satisfazem a equagéo — ——+d =0.
8a° 2a

Demonstragdo: Vimos na proposi¢do 3 que o grafico de f é simétrico em relagdo a uma reta

. ) b
vertical x=a, se e somente se, f(x)= f(2a—x). Portanto, se a reta é X= temos
a

f(x)=f 2(_—bj—x = f(x)= f(_—b—xj. Desenvolvendo o segundo membro f(_—b—xj:
4a 2a 2a



b b Y (b ¥ (b V¥ (-b
fl ——x|=al ——X| +b| ——-X| +¢ ——-x| +d| ——-x |+e=
a 2a 2a 2a 2a

b*  4b*x  6b2x2  4bx® 4J (b3 3b*x  3bx? 3]
=a + +x" |-b + + X |+

+ + — 4
16a* 8a® 4a’ 2a 8a® 4a’ 2a

2 2bx ., (—b j
+C 5 +——+X" |+d| ——-Xx|+e=
4a° 2a 2a

b*  4b’x 6b*x* 4bx®
+ +

= 3 o+ + ax ——3——2———bx3
16a 8a 4a 2 8a° 4a 2a
b’c 2bcx
— +——+CX —— —dx+e>
4a 2a 2a
— 3 2 4
:f[—b—x]:ax4+bx3+cx2+ E—b—z—d x+b—2—b—3—@+e
2a a 4a 43 16a° 2a

Como f(x)= f(_—b—xJ :
2a

3 2 4
ax“+bx3+cx2+dx+e:ax4+bx3+cx2+[E—%—djx+E—b——m
a 4a

Pela identidade de polinémios:

bc b° b’c b* bd
D gogme 22 D0,
a 4a’ (e 4a° a’ an

+e
4a* 16a® 2a
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ou seja, a condicdo para que o grafico de f(x)=ax’ +bx®+cx® +dx+e seja simétrico em

A s -b s « N « «
relacdo a reta x = a deve atender a intersecdo das equacdes () e (11). Entdo, na equacéo (I):

a

3 3
be b gog=P P od-0.
a 4a a 4a

- b® bc
Dividindo por (-2), temos — ——+d =0.
8a® 2a



134

Na equacéo (I1):

3
+dj=0,onde ;—:=0 ou b——E+d=0.

bc b* bd —-b( b® bc
8a’ 2a

Az 3 te an?  on
4a° 16a° 2a 2al8a° 2a

3

: . N , b b
Concluindo, a intersecdo entre as equacOes (1) e (Il) é Q_Z_Zﬂj =0, o que

x e . -b
demonstra que a funcdo f(x)=ax’ +bx®+cx® +dx+e é simétrica em relacfo a reta x = Ta
a

. . . b bc
se os coeficientes a, b, ¢, d satisfazem a equacao el —2—+ d=0.
a a

Exemplo 36. Considere f(x)=ax*+bx®+cx*+dx+e.Sea=-2eb=-4, temos

3 3 _ _ _
b_z_@m:(—“)z B G P Bl et P TP SEPSMP
8a’ 2a 822 2.(-2) 32 -4

onde c=d—-2 e f(x)=-2x"-4x%*+(d-2)x*+dx+e. Na figura 148, usaremos o controle

deslizante do Geogebra para o parametro d, uma vez que o coeficiente e indica o local onde o
grafico corta o eixo y (veremos com mais detalhes, no capitulo 7, o uso dessa e outras

funcionalidades do software Geogebra).

Figura 148 — Grafico do exemplo 36.

3’

-1

1 d=
2
.

fla) = —22" — da® + (3 2)a® + 3z

Fonte: O autor, 2020.
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Perceba na figura 149 que os gréficos de f(x)=-2x*—-4x*+(d —2)x* +dx+e séo

—(4) _

e R 1 .
simétricos areta x = = _E . Habilitando o rastro, tem-se:

4-(=2)

Figura 149 — Gréfico do exemplo 36.

Fonte: O autor, 2020.

Exemplo 37. Considere f(x)=ax* +bx®+cx*+dx+e.Sea=1eb =4, temos

3 3
bz bC+d 42—£+d=%—£+d=8—2c+d=0,
8a® 2a 8-1° 2-1 8 2

onde d=2c-8 e f(X)=x"+4x>+cx’+(2c—8)x+e. Usando o controle deslizante do

Geogebra para o parametro ¢, uma vez que o coeficiente e indica o local onde o gréfico corta

0 eixo y (Figura 150):



Figura 150 — Grafico do exemplo 37.

f(x) = o* + da® +

227 + (2

12— B)x 45

Fonte: O autor, 2020.

Perceba na figura 151 que os graficos de f(x) = x* +4x®+cx® + (2c —8)x + € séo

simétricos areta x = ;—i =-1. Habilitando o rastro, tem-se:

Figura 151 — Gréfico do exemplo 37.

Fonte: O autor, 2020.

136
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Exemplo 38. Considere f(x)=ax*+bx®+cx*+dx+e.Sea=1eb =0, temos

3 3
b2 bC+d: 02—E+d=0:>d=0,
8a® 2a 81" 2.1

e f(x)=x"+cx*+e. Usando o controle deslizante do Geogebra para o pardmetro ¢, uma vez

que o coeficiente e indica o local onde o grafico corta o eixo y (Figura 152):

Figura 152 — Grafico do exemplo 38.

Fonte: O autor, 2020.

Perceba na figura 153 que os graficos de f(x)=x"+cx*+e sdo simétricos a reta

x =0. Habilitando o rastro, tem-se:

Figura 153 — Grafico do exemplo 38.

Fonte: O autor, 2020.
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6 FUNCAO INVERSA

Neste capitulo sera apresentado o conceito sobre fungbes inversas e suas

caracteristicas graficas.

6.1  Funcéo inversa

Definicdo 10. Uma funcdo f de A em B € injetora se, e somente se, quaisquer que sejam X; e

X2 de A, se X1 # xp, entdo f(xy) # f(x2).

Definicdo 11. Uma funcdo f de A em B é sobrejetora se, e somente se, para todo y

pertencente a B existe um elemento x pertencente a A tal que f(x) =y.

Definicdo 12. Uma funcéo f de A em B é bijetora se, e somente se, f é sobrejetora e injetora.

Definicdo 13. Se f é uma funcdo bijetora de A em B, a relacado inversa de f € uma funcéo de B

em A que denominamos funco inversa de f e indicamos por f .

A figura 154 significa que sendo f:A— B uma funcéo bijetora, com dominio A e

contradominio B, a funcdo inversa f~' é a funcdo f':B— A, com dominio B e

contradominio A.

Figura 154 — Funcdo f :A— B bijetorae suainversa f*:B— A.

A

Fonte: O autor, 2020.
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Assim, se o par ordenado (Xi, 1) esta no gréfico de f, o par ordenado (yi, X1) estara no
grafico de f . Esses pares ordenados sdo pontos simétricos em relacéo a reta que contém as

bissetrizes do primeiro e terceiro quadrantes.

6.2  Grafico da funcéo inversa

Nos graficos de uma funcéo f e a sua inversa f ' sdo formados curvas simétricas em
relacdo a reta y = x (bissetriz dos quadrantes impares).

Observemos inicialmente que, se (&,b) € | entdo (b,a) e f . Para provarmos que os
pontos P(a, b) e Q(b, a) sdo simétricos em relacdo a reta r de equacdo y = x (bissetriz dos
quadrantes 1 e 3), devemos provar que a reta que passa pelos pontos P e Q é perpendicular a
reta r e que as distancias dos pontos P e Q a reta r sdo iguais.

O ponto M, médio do segmento PQ, tem coordenadas (aTer’aTer), portanto M

pertence & reta r. Como M é ponto médio do segmento PQ, isto é, MP=MQ, M er, estd

entdo provado que os pontos P e Q equidistam da reta r (Figura 155).

Figura 155 — Gréafico de f(x) e de sua inversa f *(x).

~

Fonte: O autor, 2020.
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Para provarmos que a reta PQ é perpendicular a reta r, consideremos o ponto R(c, ¢)

da reta r, distinto de M, e provemos que o tridngulo PMR é retangulo em M (Figura 156).

Figura 156 — Grafico de f(x) e de sua inversa f (x).

_

Fonte: O autor, 2020.

Calculando a medida dos lados do triangulo PMR, encontramos:

2 2 2 2 2
PMZ:(a—aerj +(b_a+bj :[a—b) J{b—aj :Z(a—bj
2 2 2 2 2

PR? =(a—-c)’* +(b-c)?,

e observamos que:

_h)? 2 2 2 2 2
PM2+MR2:2(—a2bj +2(—a;b—cj _2 Zgb”’ .2 +22b+b _2(a+b)-c+2¢? =

=a’ +b*—-2ac—2bc+2c® =(a* —2ac+c®)+(b*—2bc+c*)=(a-c)* +(b—-c)* =PR®.

Uma outra maneira de provarmos que os pontos P(a, b) e Q(b, a) sdo simétricos em

relacdo a reta r de equacdo y = x seria a seguinte: uma vez que se tem um ponto P(a, b)
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pertencente ao grafico de uma funcao f, é fato que o ponto Q(b,a) deve pertencer ao gréafico da
funcdo inversa de f (f ), devido ao conceito de funcéo inversa (Figura 157).

Figura 157 — Simetria dos pontos P e Q
em relacdo aretay = x.

y==2
Q(b, a)
L S "R
 — VA 4P(a
& iP(a b)
3 2

Fonte: O autor, 2020.

Observe os pontos R e S da figura 157. Ambos pertencem a reta y = x e, portanto, tém
coordenadas iguais a S(b, b) e R(a, a). Outra coisa que podemos observar é que a medida do
segmento QS € igual ao médulo de (a — b) e, analogamente, a medida do segmento PS € igual

ao modulo de (a — b), conforme a figura 158.

Figura 158 — Simetria dos pontos P e Q em
relacdo aretay = Xx.

y==x
Q(b,a)
L @ e | R(a’t a’)
a—b
Y E— éP(a, b)
S(b,b) a—b
i 7

Fonte: O autor, 2020.
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Entdo, o quadrilatero PRQS é um quadrado de lado igual ao médulo de (a — b), onde a
diagonal RS desse quadrado estd contida na reta y = x. Se tracarmos a outra diagonal PQ
(lembrando das aulas de Geometria Plana) teremos que as diagonais PQ e RS sdo

perpendiculares e cortam-se no ponto médio (Figura 159).

Figura 159 — Simetria dos pontos P e Q em
relacdo a retay = x.

y==x
Q(b, a)
2 L ! R(a’: CL)
a—>b
bl o P(a,b)
S‘E(b, b) a—>b
b a

Fonte: O autor, 2020.

Portanto, dado um ponto do grafico da funcédo f, existe um ponto simétrico a ele em
relacdo a reta y = x, onde este ponto simétrico a ele pertence ao grafico da inversa de f.
Conclui-se que o gréfico da fungdo f * (inversa de f) é simétrico ao grafico da funcéo f em

relacdo aretay = X.

6.3  Composicao das funcdes inversas

Funcdes inversas, no sentido mais geral, sdo fun¢Bes que "revertem" umas as outras.
Por exemplo, se uma funcdo f leva ‘a’ para ‘b’, entfio a sua inversa f "deve levar ‘b’ para
‘@’. Assim, se o par ordenado (a, b) esta no gréfico de f, o par ordenado (b, a) estard no
graficode .

Dada uma funcdo f:A— B e uma funcdo g:B — C afuncdo composta de g com f

é representada por o f (leia-se “g bola ). J4 a funco composta de f com g é representada

por fo(g (leia-se “f bola g”).
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Exemplo 39. Consideremos as funcdes reais f (x) =2x+2 e g(x) =5x. Entéo:

g(f(x)) =5-f(x) =5-(2x+2) =10x+10
g(f(x))=(go f)(x) =10x+10, e

f(g(x))=2-g(xX)+2=2-5x+2=10x+2

f(g(x)) =(f og)(x)=10x+2.

Exemplo 40. Consideremos as funcles reais f(x)=2x+2 e g(x)=5x. Os valores de

g(f(6))=geof(6) e f(g(6)) = f -g(6)serdo dados por

g(f(6))=5-f(6)=5-(2-6+2)=10-6+10= 70, ou simplesmente
g(f(6))=(g-f)(6)=10-6+10=70,¢€

f(g(6)) =2-g(6)+2=2-5-6+2=62, ou simplesmente
f(g(6))=(f og)(6)=10-6+2=62.

Os diagramas de g( f(6))=70 e f(g(6)) =062 estdo representados na figura 160.

Figura 160 — Representacdo por diagramas de g(f(6)) e f(g(6)).

14 30

(@) (b)
Legenda: (a) Representacdo de g(f(6)) = 70; (b) Representacédo de f(g(6)) = 62.

Fonte: O autor, 2020.
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Propositalmente, vamos pegar as fungbes f(x)=2x-4 e g(x) = %4. Observe que:

f(5)=2-5-4=6

6+4 o

9(6) =

Vemos que, quando aplicamos f seguida por g, obtemos como imagem dessa
composicdo (g ) o valor do dominio de f, e que, quando aplicamos g seguida por f,
obtemos como imagem dessa composic&o ( f © @) o valor do dominio de g. Os diagramas de

g(f(5)=5e f(g(6)) =6 estio representados na figura 161.

Figura 161 — Representagéo por diagramas de g(f(5)) e f(g(6)).

(a) (b)
Legenda: (a) Representacdo de g(f(5)) = 5; (b) Representacéo de f(g(6)) = 6.

Fonte: O autor, 2020.

Temos que mostrar que isso acontece para todos os valores dos dominios de f e g,
independentemente da ordem em que fegsdo aplicadas. Isso da origem a regra de
composicao da fungéo inversa.

Sejam as funcdes reais f e g, inversas entre si. Temos que f(X)=Yy e g(y)=x.
Portanto, substituindo X=0(y) em f(X)=Y, temos f(3(y))=Y, onde y pertence ao
dominio de g. Por outro lado, substituindo Y = f(X) em g(y) =X, temos g(f (X)) =X, onde
x pertence ao dominio de f. Os diagramas de 9(f (X)) =X e f(9(y)) =Y estdo representados

na figura 162.
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Figura 162 — Representacdo por diagramas de g(f(x)) e f(g(y)).

(a) (b)
Legenda: (a) Representacdo de g(f(x)) = x; (b) Representacdo de f(g(y)) =y.

Fonte: O autor, 2020.

Essas sdo as condicOes para que duas funcdes f e g sejam inversas:

o f(g(x)) =X, para todos os valores de x no dominio de g, e

e 0(f(x))=x, paratodos os valores de x no dominio de f.

Isso acontece porque, se f e g sdo inversas, compor f e g (em qualquer ordem) cria a
fungéo que, para toda entrada, retorna essa mesma entrada. Chamamos esta fungéo composta
de "funcdo identidade". Em geral, para verificarmos se f e g sdo funcbes inversas, podemos
fazer sua composicdo. Se o resultado for x, as func@es serdo inversas. Caso contrario, elas ndo

serao.

Exemplo 41. Vamos usar a regra de composi¢do da funcdo inversa para verificar se as

funcbes reais f(x):xT+1 e g(x)=3x-1 sdo, de fato, inversas entre si. Entdo, como

X+1

g +1_3x-1+1_3x _ e g(f(x))=3f(x)—1:3(T]—1=X,

3 3 3

f(g(x)) =

concluimos que f(g(X)) =g(f (X)) =X e as funcdes f e g séo inversas entre si.

Exemplo 42. Vamos testar para f(x)=5x-7 e g(x)=§+7. Entdo, como

f(X)+7:5X_7+7:x+§,
5 5

f(g(x)):5g(x)—7:5(§+7j—7:x+28 e g(f(x)=
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concluimos que f(g(X))#X e g(f(X))#X e as funces f e g ndo sdo inversas entre si.

Observe que poderiamos ter concluido que f e g ndo eram inversas ap0s mostrarmos que
f(g(x))=x+28.

6.4  Func0es k-invertiveis

Vimos anteriormente que o grafico de uma funcéo invertivel e o gréfico da sua inversa

sdo simétricos em relacdo a reta Y =X. Na verdade, a funcdo f(x) é invertivel quando o
grafico simétrico ao grafico da funcéo f(x) em relagéo a reta y = X também é grafico de uma

funcdo. Usando este fato, podemos definir uma funcéo k-invertivel.

Definicdo 14. A funcdoy = f(x)é dita k-invertivel se o grafico simétrico ao gréafico da
funcdo y= f(x), em relacdo a reta y=kx, € gréfico de uma funcdo. Denominamos

y = f,*(x) afuncéo k-inversade y = f(x).

Sejam P(a,b) e Q(c,d) pontos simétrico s em relacdo a reta Y = X, e 0 ponto médio

M (x, y) do segmento PQ (figura 163).

Figura 163 — Pontos simétricos em relacédo
aretay =x.

Qle,d)

L

M (z,y)

P(a,b)

Fonte: O autor, 2020.



147

a+c b+d
y:

Portanto, x = — e . Como M (x,y) também pertence a reta y = X, temos

que y=x= % Igualando, obtemos

x:%:¥:a+c:b+d =c-d=-a+b ().

Como a reta que contém os pontos P e Q é perpendicular & reta y = X, temos a relagédo
entre seus coeficientes angulares:

[%)-1z—1:>b—d =c—a=c+d=a+b (ll).

c-d=-a+b
Das equactes (I) e (), temos o sistema . Somando-se as duas
c+d=a+b

equacdes, obtemos 2c =2b = c=b. Resolvendo o mesmo sistema e eliminando a incdgnita c,
obtemos 2d =2a=d =a.

De fato, como vimos anteriormente na definicdo de funcéo inversa, se P(a,b) e f ,
entdo Q(c,d)=(b,a) e f*, onde f *éa funcdo inversa de f, cujos graficos s&o simétricos em
relacdo a reta Y = X (aqui podemos notar que a inversa deve ser uma funcao e seu grafico é, de

fato, grafico de uma funcdo. Entdo uma funcéo é invertivel se o gréafico simétrico ao grafico

dessa funcdo em relacdo a reta y = X é gréfico de uma funcéo.

Portanto, os pontos P(a,b) e Q(c,d)=(b,a) pertencem a graficos simétricos em
relacdo a reta Y =1X. Entdo, o ponto P(a,b) pertence ao gréfico de f se e somente se Q(b,a)
também pertencer ao grafico de f,*, onde f, "¢ a funcfo 1-inversa de f, cujos gréficos sio

simétricos em relacdo a reta Y =1X.

Agora, vamos considerar P(a,b) e Q(c,d) pontos simétricos em relagdo a reta

y =2X, e 0 ponto médio M (x, y) do segmento PQ (figura 164).
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Figura 164 — Pontos simétricos em relagédo
aretay = 2x.

Qle,d)

L

M(z,y)

P(a,b)

Fonte: O autor, 2020.

a+c b+d
y=——

Entdo, x=T e . Como M(x,y) também pertence a reta Y = 2X, temos

que y=2x= b+Td = X= % Igualando, obtemos

x:%:de:Za+20:b+d =2c—-d=-2a+b ().

Como a reta que contém os pontos P e Q é perpendicular a reta Y =2X, temos a

relacdo entre seus coeficientes angulares:

(Hj-zz—lz{ﬂj:—lzzb—m =c—a=c+2d=a+2b(ll).
a-c a—-c 2

2c—d=-2a+h

. Multiplicando-se a
c+2d=a+2b P

Das equactes (I) e (II), temos o sistema {

primeira equagdo por 2 e somando-a com a segunda equacgdo, obtemos

5c=-3a+4b=c= _:)’aTJrA'b. Por outro lado, multiplicando-se a segunda equacdo por —2e

somando-a com a primeira equagao, obtemos —5d =—-4a-3b—=d = 42 ; 30 .
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—-3a+4b 4a+3b -
5 - pertencem a graficos

Portanto, os pontos P(a,b) e Q(c,d):(

simétricos em relacdo a reta y=2x. Entdo, o ponto P(a,b) pertence ao gréfico de f se e

_3a5+ 4b 4a;r3bj também pertencer ao grafico de f,*, onde f,*éa

somente se Q(c,d) =(

funcéo 2-inversa de f, cujos graficos sdo simétricos em relagdo a reta Y = 2X (note que, para
que a 2-inversa seja uma funcéo, o seu grafico deve ser grafico de uma funcgéo).

Por exemplo, considere os pontos P(3,1) e R(8,6) pertencentes a funcdo f (x) = x—2.

Entdo, os pontos Q:(_3'3;4'1,4'3;3'1]:(—1,3) es :(_3'8;4'6,4'8;3'6):(0,10)

s40, respectivamente, simétricos aos pontos P e R em relacdo a reta Y = 2X, e pertencem a

funcdo f,*(x), 2-inversa de f, cujos graficos sdo simétricos em relagdo a mesma reta (figura

165).

Figura 165 — Fungdes com gréaficos simétricos em
relacdo a retay = 2x.

5(0,10) @..

Q(-1,3) @

Fonte: O autor, 2020.

Seguindo o raciocinio, vamos considerar P(a,b) e Q(c,d) pontos simeétricos em

relacdo a reta Y =3X, e o ponto médio M (x, y) do segmento PQ (figura 166).
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Figura 166 — Pontos simétricos em relacéo
aretay = 3x.

M (z,y)

P(a,b)

Fonte: O autor, 2020.

a+c b+d
y:_

Entso, x==——¢ . Como M(x,y) também pertence a reta Y =3X, temos

que y=3x= % = X= % . Igualando, obtemos

x:aTJFC:%SSa+3c:b+d =3c—-d=-3a+b(l).

Como a reta que contém os pontos P e Q é perpendicular a reta y=3x, temos a

relacdo entre seus coeficientes angulares:

[uje:—l:{ﬂj:—l:sb—w =c—a=c+3d=a+3b(ll).
a—-c a—-c 3

3c—-d=-3a+h

. Multiplicando-se a
c+3d=a+3b P

Das equacbes (1) e (Il), temos o sistema {

primeira equagdo por 3 e somando-a com a sSegunda equacdo, obtemos

10c=-8a+6b=c= %&r&) . Por outro lado, multiplicando-se a segunda equacéo por —3

e somando-a com a primeira equacédo, obtemos —10d =—-6a—-8b=d = Galng '
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—8a+6b 6a+8b -
, pertencem a graficos
10 10

Portanto, os pontos P(a,b) e Q(c,d):(

simétricos em relacdo a reta y=3x. Entdo, o ponto P(a,b) pertence ao gréfico de f se e

somente se Q(c,d) =(_835 6b : GalBSbjtambém pertencer ao gréafico de f,*, onde f,"éa

funcéo 3-inversa de f, cujos graficos sdo simétricos em relacdo a reta Y = 3X (note que, para
que a 3-inversa seja uma funcéo, o seu grafico deve ser grafico de uma funcgéo).

Procedendo de maneira analoga, sejam P(a,b) e Q(c,d) pontos simétricos em

relacdo a reta y = kx, e 0 ponto médio M (x, y) do segmento PQ (figura 167).

Figura 167 — Pontos simétricos em relacdo
aretay =kx.

y = kx

P(a,b)

Fonte: O autor, 2020.

Portanto, x:% e y:b+Td. Como M(x,y) também pertence a reta y=Kkx,

temos que y =kx= % = X= % Igualando, obtemos

x:ﬂ:%:ka+kc:b+d — ke—d =—ka+b (I).

Como a reta que contém os pontos P e Q é perpendicular a reta y=kx, temos a

relagdo entre seus coeficientes angulares:

(Hj-k=—1:>(MJ=—£:>kb—kd=c—a:>c+kd=a+kb(|l).
a-c a-c k
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kc—d =-ka+b

. Multiplicando-se a
c+kd=a+kb

Das equacbes (1) e (Il), temos o sistema {

primeira equagdo por k e somando-a com a sSegunda equacdo, obtemos

2kb— (k2 ~1)a
k?+1

k’c+c=-ak’+a+2bk=>c= . Por outro lado, multiplicando-se a segunda

equacdo por —k e somando-a com a primeira equacdo, obtemos —k?d —d =-2ak —k*b+b.
2ka+ (k> —1)b
k?+1

Portanto, o ponto P(a,b) pertence ao grafico de f se e somente se

Dai, multiplicando por —1 e isolando a incognita d, obtemos d =

2kb—(k? —D)a 2ka-+(k?—1)b
k?+1 ' k?+1

Q(C,d){

jtambém pertencer ao grafico de f,*, onde f 'éa

funcdo k-inversa de f, cujos graficos sdo simétricos em relacéo a reta Y =KX.
6.5 Composicao de funcdes k-invertiveis

Vimos que, quando aplicamos f seguida por g, inversas entre si, obtemos como
imagem dessa composicéo (g o f) o valor do dominio de f, e que, quando aplicamos g seguida
por f, obtemos como imagem dessa composicdo (f o g)o valor do dominio de g. Agora,

veremos 0 que acontece quando fazemos a composicdo entre as funcbes f e sua fungéo

k-invertivel f_'. Sejam P(a,b) e Q(c,d) pontos simétricos em relagdo a reta y = kx (figura

168).
Figura 168 — Pontos simétricos em relagdo
aretay = kx.
y=kx
Q(&
M(z,y)
P(a,b)

Fonte: O autor, 2020.
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Na secdo anterior vimos que 0 ponto P(a,b) pertence ao grafico de f se e somente se

okb—(k? —D)a 2ka+ (k? —1)b
k2+1 ' k?+1

j também pertencer ao grafico de f,*, comP e Q

Q(C.d)=(

simétricos em relacdo a retay =KX, e f,'é a funco k-inversa de f, cujos graficos sio
simétricos em relacdo a mesma reta. Sendo assim, f(a)=b e f_*(c)=d . Substituindo a por

2kb—(k’~Da , ,_2ka+(k’~Db

em
k? +1 k? +1

x em f(a)=b, obtemos f(x)=b. Como c=

f.'(c)=d, teremos

i 2kb-(k*~Da)_ 2ka+(K*~1)b
K k?+1 B k?+1

e, consequentemente

£ 2kF () — (K> —Dx | 2kx+ (k* —1) f (x)
“ k?+1 k?+1 ’
que é arelagdo entre fe f*.

2kb—(K*=Da , . 2ka+(K*-1b

Os valores de c= > d > foram obtidos do sistema
ke+1 k®+1
kc—d=-ka+b . _ : .
, Visto na secdo anterior. Procedendo de maneira analoga para calcular os
c+kd=a+kb

valores de a e b, multiplicando-se a segunda equacdo por k e somando-a com a primeira

_ 2ke+ (k2 —1)d

equacdo, obtemos k’b+b=dk*—d+2ck =D Por outro lado,

k?+1
multiplicando-se a primeira equacdo por —k e somando-a com a segunda equacdo, obtemos
2
k2a+a:2dk—kzc+c:>a:w. Sabendo que f(@)=b e f'(c)=d, e
+

2kd — (k* =1)c 2kc+ (k> —1)d
— . e&b= 2
ke +1 ke +1

substituindo ¢ por x, obtemos f,_'(x)=d. Como a=

)

em f(a)=b, teremos
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o 2kd— (k2 -1 _ 2ke+(k* -1
k?+1 k?+1

e, consequentemente

[ 2KE100 - (K2 =Dx|_ 2hx (k2 =D ()
k?+1 k?+1 ’

que é arelagdo entre fe f*.

Enfim, no caso 1-invertivel, suponha que g € uma fun¢éo satisfazendo

g[Zkf(x);(kz—l)xj:2kx+(k22—1)f(x), vx e Dom (f)
k?+1 k*+1

f(ZKQ(X)—(kZ_DX]Z 2+ (K=D0) < pom (g).

k?+1 k?+1

Entdo f é k-invertivel e g = f,"e, consequentemente, os graficos sdo simétricos em
relacdo a reta 'y = kx.

Exemplo 43. Vamos considerar os pontos A(4,-3) e B(8,—1), pertencentes ao gréafico
da fungéo f (x) = %x—s, e os pontos C e D, respectivamente simétricos aos pontos A e B em

relacdo a reta y =3x. De acordo com as demonstra¢Bes anteriores, o ponto P(a,b) pertence

kh— (k? —T)a 2ka-+ (k? —1)b
k?+1 ’ k2 +1

ao grafico de f se e somente se Q(c,d) :( J também pertencer

-1

ao grafico de f,*, com P e Q simétricos em relacdo a retay =KX. Sendo assim, para

encontrar as coordenadas do ponto C, temos a=4, b=-3 e k=3. Substituindo, teremos

C:(2-3-(—3)—(32—1)-4 2-3-4+(32—1)-(—3)}2(—18—32 2424

’ :_5,0
F+1 F+1 10 10 j (-50)
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Para encontrar as coordenadas do ponto D, a=8, b=-1 e k=3. Substituindo,
teremos

D:[2.3.(—1)—(32_1).8 2.3.8+(32_1).(—1)j:(—6—64 48—8}2(_7,4).

F+1 ’ F+1 10 ' 10

A figura 169 ilustra os pontos A(4,-3) e B(8,—1) respectivamente simétricos aos

pontos C(-5,0) e D(-7,4)em relacdo a reta y = 3x.

Figura 169 — Pontos C e D simétricos a A e B, em relacéo a
retay = 3x.

Fonte: O autor, 2020.

Com os pontos C(-5,0) e D(-7,4) podemos encontrar a funcdo 3-inversa, ou seja, a

funcdo f, " cujo grafico é simétrico ao grafico de f em relagdo a reta y = 3x . Considerando um

ponto genérico G(x, y)pertencente ao grafico de f,*, e usando a condicdo de alinhamento

dos trés pontos citados, temos

-5 0
-7 4 1=0=-20-7y+5y-4x=0=y=-2x-10.
Xy

Portanto, f,'(x)=-2x-10 (Figura 170).
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Figura 170 — Gréfico da fungdo 3-inversa de f (x) = % X=5.

Fonte: O autor, 2020.

Uma outra forma de encontrar a equagéo de f,*(x) € usar a relagédo

o 2KE) = (k2 1% _ 2k (K2 =1)F(x)
K k?+1 B k?+1 ’

onde k=3e f(x):%x—S.SubStituindo, temos:

2-3-[1x—5j—(32—1).x 2-3-x+(32—1)-(1x—5j
f! 2 = 2 =
F+1 F+1

4 3x—30-8x) 6x+4x-40
=1, 10 = =

Substituindo x por —2x—6, obtemos

fa—l(WJ =(-2x-6)—4= f,*(x)=-2x~-10
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Reciprocamente, vamos encontrar a funcdo f cujo grafico é simétrico a

f,*(x)=—2x—10 em relagdo a reta y = 3x. Usando a relagio

o 2KE00) = (K2 =1)x | _ 2k (k2 ~1)fX(x)
k?+1 k?+1

ondek =3e f,;*(x)=-2x—-10. Substituindo, temos:

2-3-(—2x—10)—(32—1)-x 2-3-x+(32—1)-(—2x—10)
f 5 = 5 =
3 +1 3 +1

—-12x+60-8x 6Xx—-16x—-80
= f = =
10 10

—-20x+60 —-10x-80
= f = =
10 10

= f(~2x+6)=-x-8.

—X+6

Substituindo x por , obtemos
f(_z'(_x+6j+6J:_( x+6j_8
2
- f(x—6+6)=x%6—8

Resumidamente, as relagdes entre as fungdes f(x)=%x—5e f,*(x)=-2x-10, cujos

gréficos sdo simétricos em relacdo a reta y = 3x, serdo dadas por :



2kx+ (K =D T()

f 2kf (x) - (k* =1)x
: k?+1

k?+1

3P +1

- f3{2-3- f(x)— (3 —1)-xj=2-3-x+(32—1)- f)_

3P +1

- f3_1(6 f ()1%_ 8x

j_6x+8f(x)
10

2kx+ (k=D £ _

k?+1

k?+1

f(2kf3l(x)—(k2 —l)xJ
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L f[23 4700 -3 -0 x| _2:3:x+ (3 - £,1(0) _
32+1 B 32+1

Ny 6f,"(x)—8x | 6x+8f,*(x)
10 10

Exemplo 44. Considere, agora, 0s pontos A(2,1) e B(4,2), pertencentes ao grafico da fungéo
f(x) =log,(X), e os pontos C e D, respectivamente simétricos aos pontos A e B em relagéo a

reta y=x. Portanto, o ponto P(a,b) pertence ao grafico de f se e somente se

okb—(K? —1)a 2ka+(k?—1)b
k?+1 ’ k?+1

] também pertencer ao grafico de f_*,comPe Q

Q(C,d){

simétricos em relagdo & reta Y =KX. Sendo assim, para encontrar as coordenadas do ponto C,

a=2, b=1e k =1. Substituindo, teremos

J— 2— . . . 2— .
C 2112(1 1)2’212J;(1 -1 :(1’2).
1°+1 1°+1

Para encontrar as coordenadas do ponto D, a=4, b=2 e k=1. Substituindo,

teremos
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[— 2— . . . 2— .
D 2122(1 1 4’214+2(1 -2 2(2’4).
1°+1 1 +1

A figura 171 ilustra os pontos A(2,1) e B(4,2) respectivamente simétricos aos pontos

C(L2) e D(2,4)emrelacdo areta y = X.

Figura 171 — Pontos A e B simétricos a C e D, em
relacdo a retay = x.

Fonte: O autor, 2020.

Com os pontos C(1,2) e D(4,2) podemos encontrar a funcdo 1-inversa, ou seja, a

funcdo f,*cujo grafico é simétrico ao gréafico de f em relagdo a reta y =1x. Usaremos a

relacdo

caf 2KE(x) = (K ~1)x ) _ 2k (KF ~1)F(x)
K k?+1 - k?+1 '

onde k =1e f(x)=log,(x). Substituindo, temos:

af2-10g,(X)-(@*-1)-x) 2-1-x+(1°-1)-log,(x)
f, > = 5 =
1"+1 1"+1

= fl_l(—z I0922( X )j = 2—2X =

= f,*(log,(x))=x.
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Substituindo x por 2%, obtemos:
f((log,(24)))=2" = £, *((x-log, 2))=2* = f,*(x)=2".

Enfim, a fungdo l-inversa de f(x)=log,(x) é f,*(x)=2", cujos gréficos sdo

simétricos em relacdo a reta y =1x (Figura 172).

Figura 172 — Grafico da fungéo 1-inversa de f(x)=log,(x).

Fonte: O autor, 2020.

Este resultado era esperado, uma vez que as fungbes f(x)=log,(x) e f,*(x)=2"
(com f:IR] —IR) sdo inversas entre si, pois a imagem de f(x)é igual ao dominio de
flfl(X) e 0 dominio de f(x)é igual a imagem de flfl(x), ou de maneira mais ‘informal’,

trocando o x pelo y e vice —versa:

f(x)=log,(x) =
=y=log,(x)=

= x=log,(y).

Usando a definicdo de logaritmos, obtemos

y=2"= f*(x)=2"
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Exemplo 45. Porém, nem sempre é facil encontrar a expressao que representa a funcao k-
invertivel f_*. Considere, agora, os pontos A(2,1) e B(4,2), pertencentes a funcdo
f(x) =log,(X), e os pontos C e D, respectivamente simétricos aos pontos A e B em relagéo a

reta y=2x. Portanto, o ponto P(a,b) pertence ao gréfico de f se e somente se

okb—(k? —D)a 2ka+ (k2 —1)b
k?+1 ' k*+1

Q(C,d){

J também pertencer ao grafico de f,*, comPe Q

simétricos em relagdo & reta Y =KX. Sendo assim, para encontrar as coordenadas do ponto C,

a=2, b=1e k=2. Substituindo, teremos

co 2.2.1-(22-1)-2 2-2-2+(2*°-1-1 _(_g 1_1}
22 +1 ’ 22 +1 5'5)

Para encontrar as coordenadas do ponto D, a=4, b=2 e k=2. Substituindo,

teremos

D 2.2.2-(2*-1)-4 2-2-4+(2°-1)-2 _(_ﬂ gj
22 +1 ' 22 +1 5'5)

A figura 173 ilustra os pontos A(2,1) e B(4,2) respectivamente simétricos aos pontos

C —E,E e D —f,g em relacdo areta y = 2x.
55 55

Figura 173 — Pontos A e B simétricosa C e D, em
relagdo a retay = 2x.

Yy =2z
D'\;\"" 22/5

C e 11/5

Fonte: O autor, 2020.
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Com os pontos C[—él—;j e D(—%%) podemos encontrar a funcdo 2-inversa, ou

seja, a funcdo f," cujo grafico é simétrico ao grafico de f em relagdo a reta Yy = 2X. Usamos

novamente a relacéo

2K (0~ (K2 -D)x ) _ 2kx+ (K2 D) (¥
K k?+1 B k% +1 ’

onde k=2e f(x)=Iog,(x). Substituindo, temos:

4 2-2-log,(X)— (2 =1)-x )| 2-2-x+(2*-1)-log,(X)
f, 5 = 5 =
2°+1 2°+1

- f_1(4Iog2(x)—3x) _ 4x+3log,(x)
? 5 5
Nos exemplos 43 e 44, foi relativamente facil encontrar as expressdes que representam

4Iogz(x)—3xj_ 4x+3log, (x)
5 5

, perceba a complexidade

as funcbes f,*(x).Porém, em fz‘l(

de encontrar tal expresséo.

Observe que neste trabalho estamos empenhados em esbocar graficos e, no exemplo
citado, sabemos que o grafico de f,*(x)é simétrico ao gréfico de f(x)=log,(x) em relagdo a
reta y =2x. Nesse contexto, as coordenadas dos pontos do gréafico de f,*(x)podem ser

escritas como o par de equagdes dadas como fungdes de uma terceira variavel t (denominada
parametro), ou seja,

x="f(t) e y=g(1),

chamadas equacdes paramétricas. Cada valor de t determina um ponto (X, y), o qual podemos
marcar no plano cartesiano. Quanto t varia, o ponto (x,y)=(f(t),g(t)) também varia,

fazendo com que o grafico de f,"(X)apareca. E o que chamamos de curva parametrizada, e

suas equacgdes denominadas equagdes paramétricas.
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1[4Iogz(X)‘3Xj _ 4X+3:§QZ(X) , seu grafico pode ser descrito

Sendo assim, para f, c

como a curva parametrizada definida pelas equagdes paramétricas

‘- 4log, (t) -3t oy

—3t +4|0952(t) = x=-0,6t+0,8log,(t), t>0

5 5
e
yzmj y=£+M:> y=0,8t+0,6log,(t), t>0.
5 5 5
Cada valor de t fornece um ponto no gréafico de f,*(x), como mostrado na tabela
abaixo:
Ponto | t x=-0,6t+0,8log,(t) | y=08t+0,6log,(t)

A 1 -3,2375 -2,35
16
1

B = —2,475 -17
8
1

C = =175 -1,0
4

p | I 11 0,2
2

E 1 -0,6 0,8

F 2 -04 1,4

G 4 -08 4,4

H 8 -2,4 8,2

Por exemplo, se t=1, entdio x=-0,6 e y=0,8, e assim o0 ponto correspondente é

E(-0,6;0,8). Na figura 174 marcamos 0s pontos (X, y)determinados pelos valores dos

parametros da tabela anterior e os unimos para, enfim, esbocar o grafico de f,*(X).
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Figura 174 — Grafico da funcéo 2-inversa de f(x)=log,(x) néo corresponde a
grafico de funcéo.

£ () = x = —0,6t + 0,8logs(t) \‘\
J2 €r) = Yy = () 8t + U, ()]()(/z(f') 1

5 f(z) = logx(x)

Fonte: O autor, 2020.

Neste ultimo exemplo, vemos que a fungdo f(x)=1log,(X) é 1-invertivel, porém nao é

2-invertivel, pois o grafico de f,"(x) ndo é grafico de uma funco, pois cada elemento x do

dominio deve fazer correspondéncia com exatamente um elemento do contradominio —
chamado de imagem de x pela funcdo — e, a partir disso, podemos constatar que a reta vertical
que passa por um ponto qualquer do dominio da funcéo devera ter exatamente um ponto em

comum com o grafico da funcdo. Este é o chamado critério da vertical:

No plano de coordenadas cartesianas, uma curva € o grafico de uma funcéo se, e

somente se, toda reta vertical intersecta essa curva em nenhum ou em exatamente um ponto.

De fato, segundo o critério da vertical, o grafico de f,"(x)n&do pode ser de uma
funcdo, pois existem retas verticais que intersectam a curva em mais de um ponto (Figura
175). Entdo, a fungdo f(x)=I0g,(X)ndo é k-invertivel para k = 2., mas é k-invertivel para

k=1, ouseja, f,"(x)=2", conforme o exemplo 45.
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Figura 175 — Grafico da funcéo 2-inversa de
f(x)=log,(x) ndo corresponde
a um gréafico de funcéo.

y = 2w

f(z) = loga(z)

Fonte: O autor, 2020.

Existe outro critério geométrico que permite descobrir se uma funcdo é invertivel.
Trata-se do critério da horizontal:

Se existe uma reta horizontal r que intersecta o gréafico da funcgéo f, entdo a intersecéo

do grafico de f com a reta horizontal r € um conjunto unitario.

De modo equivalente, com este critério da horizontal, estamos determinando se uma
funcéo é ou ndo injetora, onde para valores diferentes do dominio de uma funcéo f teremos

valores diferentes para suas imagens (lembre-se que uma funcéo é invertivel se for bijetora).

Exemplo 46. Vamos observar a funcdo constante f(x) = b, ¥x e IR, e 0 seu respectivo grafico
(Figura 176).

Figura 176 — Gréfico da funcdo constante f(x) = b.

Fonte: O autor, 2020.
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Sabemos que o gréfico de f(x) = b € uma reta horizontal. Consequentemente, o grafico
simétrico ao gréafico de f(x) em relacdo a reta y = x, sera uma reta vertical de equacdo x = b
(Figura 177).

Figura 177 — Grafico simétrico ao grafico de f(x) =b,
em relagdo aretay = x.

r=>0 y=u

flx)y=29

Fonte: O autor, 2020.

Pelo critério da vertical observado anteriormente, constatamos que o grafico de x = b
ndo corresponde a grafico de uma funcdo. Sendo assim, a funcdo f(x) = b ndo é k-invertivel

quando k = 1. Entretanto, para k = 2, teremos:

fk_l(Zkf (x) — (k2 —l)xj _ 2kx+ (K =) f(x) N

k*+1 k*+1
—_— 2_ . . 2— .
:>f2,122b2(2 1x =22x+2(2 1)b:>
2°+1 2°+1
f_1[4b—3xj_ 4x+3b
? 5 5
Substituindo x por —5me , obtemos:

—20x+16b o
- f21(4b—(—:x+4b)j: 3 g
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—20x+16b+9b
- 1E2_1(4b+55x—4bj _ g .
15
= ,(x) :“‘XT%.

Portanto, a funcdo f(x) = b é k-invertivel para k = 2, e sua equacdo sera dada por

£7(x) = “‘XT““’ _Supondo b = 3 (Figura 178):

Figura 178 — Gréfico simétrico ao grafico de f(x) = 3, em relacdo
aretay = 2x.

—4z 415 y=2=
=1 ) —
[ (z) 3

Fonte: O autor, 2020.

Diante dos expostos, para que uma funcdo seja k-invertivel, é necesséario que sua
funcdo k-inversa seja, de fato, uma funcdo, ou seja, obedeca ao critério da vertical. Vamos
observar o exemplo das func6es inversas.

Para que uma funcéo f possua inversa, é necessario que f seja bijetora, onde deve ser
obedecido o critério da horizontal (obviamente o critério da vertical também deve ser
obedecido). Como visto anteriormente, o grafico da inversa de f — chamada de f * — ser&
simétrico ao grafico de f com relagdo a reta y = x. Se considerarmos que existe um conjunto
infinito de retas horizontais y = b, b real, que intersectam o grafico de f em somente um ponto
do gréfico de f, o grafico de f *, por ser simétrico ao gréafico de f em relagdo & reta y = x,
conterd um conjunto infinito de retas verticais x = b, b real, que interceptarao o seu grafico em
somente um ponto, o que valida o critério da vertical. Analogamente, se considerarmos um

conjunto infinito de retas verticais x = a, a real, que intersectam o grafico de f em somente
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um ponto (critério da vertical), o grafico de f

conterd um conjunto infinito de retas
horizontais y = a, a real que intersectardo o seu grafico em somente um ponto, o que

corrobora o critério da horizontal (Figura 179).

Figura 179 — Critérios da horizontal e vertical para
funcédo 1-invertivel.

Fonte: O autor, 2020.

Observe a figura 180 e vamos considerar as retas X = b, y = x ey = mx + n,
concorrentes no ponto R. A reta vertical x = b indica o critério da vertical para a fungdo f 7,
portanto temos que descobrir qual o formato da reta de equacdo y = mx + n, que devera ser

simétrica a reta x = b com relacdo a retay = x.

Figura 180 — Critérios da horizontal e vertical para funcdo 1-invertivel.

-3 0 S
=% @) *

Fonte: O autor, 2020.
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Sabemos que o coeficiente angular da reta y = x € igual a tg #=1. Como o ponto R
pertence simultaneamente as retas x = b e y = x, suas coordenadas serdo R(b, b). Considerando
0 angulo ORS = Ado triangulo retangulo ORS, a concorréncia das retas x = b, y = x e
y = mx + n, e a simetria em relagdo a reta y = x das retas x = b e y=mx+n, temos a

igualdade entre os angulos g indicados na figura 180.
Como o ponto R tem coordenadas iguais a b, e o cateto OS do tridngulo ORS tem

medida b, entdo o cateto RS tem medida igual a b e o tridngulo retangulo ORS é isdsceles.

Sendo assim, tg f=1.

Observe o triangulo AOB. Seu angulo externo ROS mede @, que ¢ igual a soma dos

angulos n3o adjacentes OAR e ORA. Portanto:
ROS =OAR+ORA= 0 =0AR+ 8 =0AR=60-3.

Perceba que tg(@— B)é o coeficiente angular da reta de equacdo y =mx-+n, que é

igual a

tg &-tg p 1-1 0
tg(@—p) = = =—=19(6-p)=0.
96=F) l1+tg 6-tg p 1+1.1 2 9O0=F)

Com o ponto R(b, b) e tg(6d—)=m=0, podemos encontrar a equacdo da reta

y=mx+n:
y=mx+n=b=0-b+n=n=0b.
Como esperado, a equacéo da reta r é dada por
y=0-x+b=y=Dh,
que € a reta simétrica a reta x = b em relacdo a reta y = x. Por este motivo, a reta y = b também

intersecta o grafico da funcdo f em somente um ponto, uma vez que a reta X = b intersecta em

somente um ponto o grafico de f *.
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Podemos, a partir destes exemplos, adotar critérios para saber se uma funcgéo real de
variavel real pode ser k-invertivel. Para que exista a funcio k-inversa f, ', é necessario que
obedeca ao critério da vertical. Portanto, se considerarmos que existe um conjunto de retas

verticais x = b que intersectam o grafico de fk’lem somente um ponto, teremos que o grafico

de f, por ser simétrico ao grafico de fk’lem relacdo a reta y = kx, contera um conjunto infinitos

de retas de equagdo y =mx-+nque intersctardo o seu grafico em somente um ponto (Figura

181).

Figura 181 — Critérios da horizontal e vertical para funcéo k-invertivel.

~Ty=mz+n

o 0-8_ L0 s,
A (@ b

Fonte: O autor, 2020.

Procedendo de maneira analoga a demonstracdo anterior, considere a figura 8.25 e as

retas x = b, y = kx e y = mx + n, concorrentes no ponto R. A reta vertical x = b indica o critério
da vertical para a funcéo fk’l, portanto temos que descobrir qual o formato da reta de equacgéo
y =mx+n, que devera ser simétrica a reta x = b com relacdo a reta y = kx.

Sabemos que o coeficiente angular da reta y = kx é igual a tg &=k . Como o ponto R
pertence simultaneamente as retas x = b e y = kx, suas coordenadas serdo R(b, kb).
Considerando o angulo ORS = 3 do triangulo retangulo ORS, a concorréncia das retas x = b,
y=kxey=mx+n, easimetria em relacdo a retay = kx das retasx =b e y=mx+n, temos a
igualdade entre os angulos £ indicados na figura 6.25.

Como o ponto R tem coordenadas (b, kb), e o cateto OS do triangulo ORS tem medida

b, entdo o cateto RS tem medida igual a kb, onde obtemos tg 8 = %
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Observe o triangulo AOR. Seu angulo externo ROS mede @, que € igual a soma dos

angulos ndo adjacentes OAR e ORA. Portanto:
ROS =OAR+ORA=> 0 =0AR+ 3 =>0AR=0- 3

Perceba que t9(0-75)¢ o coeficiente angular da reta de equagdo y =mx+n, que €
igual a

LKl
9O0-95 _ ° Kk _ Kk _ygg-py=KL
1+t90-tg 1, .1 2 2k

tg(0-p)=

2

Com o ponto R(b, kb) e tg(6—p)=m= K

, podemos encontrar a equacao da reta

y =mx+n:

2

y=mx+n=kb= K
2k

J'b+n:>

= kb-2k =bk? —b+2kn=
= 2bk? —bk? = —b +2kn=
=bk?>+b=2kn=

. b(k*+1)
o2k

Portanto, a equacdo da retay = mx + n é dada por

(K*=1)  , b(k*+1)

=MX+nN =
Y = Y = 2k

que € a reta simétrica a reta vertical x = b em relacéo a reta y = kx. Por este motivo, a reta

2 2
(K=  b(k*+1)
2k 2k

Vvez que a reta x = b intersecta em somente um ponto o gréfico de f .

y= também intersecta o gréafico da funcdo f em somente um ponto, uma
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De maneira geral, para que uma funcéo f seja invertivel, nenhuma reta horizontal deve
encontrar o grafico de f em mais de um ponto, além do fato de que nenhuma reta vertical
simétrica a esta reta horizontal — em relacdo a reta y = x — deve encontrar o grafico de sua
inversa f * em mais de um ponto. De maneira semelhante, para que uma funcéo f seja

k-invertivel, nenhuma reta da forma

2 2
(K=D) _b(k*+1)
2 2k

y:

— simétrica a reta vertical x = b, b real, em relacdo a reta y = kx — deve encontrar o gréafico de f
em mais de um ponto, onde pela funcdo k-inversa fk’1 passam infinitas retas verticais do
formato x = b, b real, que encontram o grafico de f,'em somente um ponto.

2 2
(k=D bk’ +1)
2k 2k

Com estas ponderages, podemos notar que na reta y=

constante

b(k? +1)
2k

pode ser qualquer numero real, pois b € um namero real qualquer, e

k*+1) , .. « - <
ok é diferente de zero. Entdo, podemos constatar que o critério para que uma fungéo

y = f(x) seja k-invertivel € que nenhuma reta com inclinagéo encontre o grafico de f(x)

(=)
2k

em mais de um ponto.
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7 O SOFTWARE GEOGEBRA

A utilizacdo das tecnologias tem possibilitado aos professores de Matematica inumeras
possibilidades didaticas com o intuito de favorecer a aprendizagem de conceitos matematicos
de forma mais eficiente e prazerosa. No contexto tecnoldgico atual ndo se pode permitir que
as aulas sejam as mesmas ministradas ha decadas atras, que se utilizava somente giz e lousa.
Porém ainda hoje, na educacéo bésica, € comum verificarmos a construcao de graficos como
objeto de ensino que parece estatico e ndo suscetiveis a interagdo dindmica de seus
coeficientes, ao invés de serem trabalhadas como atividade para analisar o comportamento do
grafico das funcbes. Com o subsidio do software livre Geogebra, o tempo aplicado com a
simples construcdo de graficos pode ser otimizado com atividades que exaltem a reflexdo e a

andlise da variacdo do comportamento das funcoes.

7.1  Aplicagdo do software Geogebra na funcéo afim

O objetivo desta secdo é analisar o comportamento do grafico da fungdo afim

f(x)=ax+b quando variamos um dos seus coeficientes e mantemos 0 outro constante.

Porém, devemos lembrar que o gréfico de tal funcdo é uma reta ndo vertical, se a=0 .

Demonstracdo: Considere a funcdo afim dada por f(x)=ax+b,a=0, e trés pontos

distintos A(X,,Y,), B(Xs,Ys) € C(X.,Yc) pertencentes ao gréafico de f(x). Para demonstrar

que o grafico de f(x) é uma reta, vamos provar que os pontos A, B e C estdo alinhados. Como
o0s pontos fazem parte do gréafico da funcdo, podemos substituir os valores de x e y na lei de

formagéo. Assim:

yy=ax,+b (1) Vg =aXg +b (I1) Yo =ax. +b (1)

Fazendo (111) — (1) e (11) — (1), temos:
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Yo = Ve € yB_yA:a(XB_XA)ja:yB_yA-

c —Xg Xg = Xa

Ye =Yg =a(Xc —Xg) =>a=

Ye —Ys — Y~ Ya (|V)
Xe—Xg  Xg =X, '

Portanto,

Agora, vamos supor que A, B e C ndo estejam alinhados, como mostra a figura 182.

Observe que CE=Yy.—Y,, BE=X.—Xs, BD=y,—y, & AD=x, —X,. Substituindo em

CE BD : A «
(IV), temos — ===, ou seja, 0s lados correspondentes dos triangulos BEC e ADB séo
BE AD
proporcionais. Além disso, os angulos De E sdo retos. Entdo os tridngulos BEC e ADB sdo
semelhantes e os angulos o ¢ B tém mesma medida e, portanto, os pontos A, B e C estéo

alinhados. Logo, o grafico de uma funcéo afim é uma reta.

Figura 182 — Demonstragéo do alinhamento dos
pontos A, Be C.

Yo 1 ¢
Yo — Yn
B Iéi 5
L To—ap 'E
Yp — Ya

A/w ;
va T rp—1a :'D

LA rp 33c

Fonte: O autor, 2020.

Como o gréafico de uma funcdo afim é uma reta, precisamos determinar apenas dois
pontos quaisquer pertencentes ao grafico da funcdo para traga-lo. Sendo assim, vamos estudar
como os coeficientes a e b influenciam na posicdo do grafico da funcdo afim no plano
cartesiano.

O coeficiente b € denominado valor inicial ou coeficiente linear. Ele € a ordenada do
ponto em que o grafico da funcdo intercepta o eixo y, pois parax =0, f(0)=a-0+b=b.

Dessa forma, temos o ponto B(0,b). Também sabemos que a raiz de uma funcéo f & um valor
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de xe D, tal que f(x) = 0, ou seja, é o valor de x que anula a fungdo. Para o caso da funcéo

afim dada por f(x)=ax+b, basta resolver a equacdo ax+b=0= x :—b. Dessa forma,
a

temos o ponto A(_—b ,0) . Vamos considerar 0s seguintes casos:
a

1° caso: Quandoa>0eb >0, entdo x = -b <0, ou seja, reta inclinada a direita (Figura 183).
a

Figura 183 — Gréfico da fungdo afim
coma>0eb>0.

4))

fix)=ax+b

Fonte: O autor, 2020.

2° caso: Quando a >0 e b <0, entdo x=_—b >0, ou seja, reta inclinada a direita (Figura
a
184).

Figura 184 — Grafico da funcdo afim com
a>0eb<0.

fx) =ax+ b

Fonte: O autor, 2020.
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3% caso: Quandoa<0eb >0, entdo x :_—b >0, ou seja, reta inclinada a esquerda (Figura
a

185).

Figura 185 — Gréfico da fungdo afim

coma<0eb>0.
\B(O,b)

fix)=ax+b

Fonte: O autor, 2020.

4° caso: Quandoa<0eb <0, entdo x :_—b <0, ou seja, reta inclinada a esquerda (Figura
a

186).

Figura 186 — Gréfico da fungdo afim
coma<0eb<O.

fix)=ax+b

B(0,b) \

Fonte: O autor, 2020.
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Perceba que nos 1° e 2° casos, quando a > 0, o grafico de f(x) serd uma reta inclinada a
direita, enquanto que nos 3° e 4° casos, quando a < 0, sera uma reta inclinada a esquerda.
Ja o coeficiente a mostra como a variacao de f(x) se relaciona com a variacdo de x, por

isso é chamado de taxa de variacao, declividade ou coeficiente angular. Considere os pontos
A(x, F(x)) e B(X,, f(X,)). Como os pontos fazem parte do grafico da fungdo, podemos

substituir os valores de x e y na lei de formacéo. Assim:

f(x)=ax +b e f(x,)=ax,+b.

Considere 0 angulo 6 que caracteriza a inclinacdo da reta em relagdo ao eixo das

abscissas (Figura 187).

Figura 187 — Grafico da funcdo afimcoma<0eb <0.

Jix) =ax +b

/ I .1;2

P

Fonte: O autor, 2020.

f(x,)-f(x) ax,+b-ax -b
X; =X X; =X

Entdo, no triangulo ABC, temos tgd = =a, ou seja, 0

coeficiente a corresponde a tangente do angulo que o grafico de f(x) faz com o eixo x no

sentido anti-horario. Com isso, temos as hipoteses a respeito dos sinais de a e b:

f (Xz) —f (Xl)
Xy =%

e Quando a= >0, temos

F0) = F0) >0 F()> (%) o % —% >0=%>%,

ou
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f(%)-f(x)<0=1f(x)<f(x) e x,—X <0=Xx, <X

Entdo, quando a > 0, a fungdo f(x) é crescente e seu gréafico é uma linha reta inclinada

a direita.
e Quando a:M<O,temos
X =%
f(%)-f(x)>0=F(x)>f(x) e X,—X <0=X, <X
ou

f(%)-f(x)<0=1f(x)<f(x) e X,—-x >0=>x,>X

Entdo, quando a < 0, a funcdo f(x) é decrescente e seu grafico € uma linha reta
inclinada a esquerda.

Veremos agora como podemos utilizar o software Geogebra em uma aplicagdo
envolvendo funcdo afim. Descreveremos a seguir, o roteiro de como podemos montar essa
aplicacdo. Para isso, vamos criar dois controles deslizantes. Clique na ferramenta ‘controle
deslizante’ na parte superior da janela de visualizagdo para criar o controle deslizante dos

parametros a e b, conforme a figura 188.

Figura 188 — Controle deslizante do Geogebra.

€2 GeoGeba Classic

Deslizante
‘Selecione uma posicio AJUDA

Fonte: O autor, 2020.

Clicando na janela de visualizacdo onde deve ficar o controle deslizante a, aparecera
um quadro com varios dados, entre eles a letra a e o valor maximo 5 e o valor minimo —5 (j&

inseridos automaticamente) e outros pardmetros que devem ser observados (Figura 189).
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Clicando em aplicar, aparecerd o controle deslizante a, e clicando novamente em outro lugar
da janela de visualizacdo, aparecera o controle deslizante b (Figura 190).

Figura 189 — Controle deslizante do Geogebra.

2 GesGebra Clssic

Fonte: O autor, 2020.

Figura 190 — Controle deslizante dos parametros a e b
de f(x) = ax + b.

L0 4sN[FHe Q
o °

Fonte: O autor, 2020.

Vamos para 0 campo de entrada onde digitamos f(x) = ax + b e clique enter,
aparecendo na janela de visualizacdo o grafico da funcéo afim (Figura 191).

Figura 191 — Gréfico da funcdo afim f(x) = ax + b usando
controles deslizantes .

Fonte: O autor, 2020.
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Vamos selecionar o gréfico e ocultar o rétulo (Figura 192), que é o nome dado pelo
usuario a funcdo na linha de entrada, escolhendo em seguida uma linha mais grossa (Figura
193) e pintando-a de azul (Figura 194). Feito isso, temos o grafico da fungdo afim desenhado

na janela de visualizacao.

Figura 192 — Ocultacéo do rotulo do gréafico da fungéo

f(x)=ax+b.
Qwounous T T O — ==
[:] - -,,« LB OO LN 2
ol %
@ 2:1 ° O

® f=axtb '

+

Fonte: O autor, 2020.

Figura 193 — Escolha da espessura da linha do grafico
dafungdo f(x) =ax+b.

Dilesoem g T T .
‘:] o < % o =
a=A - F: @
—— ) [(=)[----.
b=1 —
@
— 5
® f(x)=ax+b - :
a=
+ B S

Fonte: O autor, 2020.

Figura 194 — Escolha da cor da linha do gréfico da
fungéo f(x) =ax +b.

Qieateg T T
(R0 & N =4 Q=
a=1 N - 1 &
e ; L] &
P o [ [ [ 1)
o 27t [ [ [ | &3
E o)
@ f(x)=ax+b '
BEg ) =axtd as1
+ i
b=1

)

Fonte: O autor, 2020.
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Agora vamos criar o ponto L(0, b), que é o coeficiente linear de f(xX) = ax + b e cujo
gréafico toca o eixo y. Digite na linha de entrada as suas coordenadas, conforme ilustrado na

figura 195.

Figura 195 — Criagdo do ponto L(0, b) do gréfico da funcéo

fx)=ax+b.
(k] ] O 4 Q =
e 27! . L 1 Heo -
e 271 {
@ f(x)=ax+b ;

| A

Fonte: O autor, 2020.

Oculte o rotulo (Figura 196) e coloque esse ponto um pouco maior (Figura 197) e

pinte-o de preto (Figura 198).

Figura 196 — Ocultacdo do rétulo do ponto L(0, b) do
grafico da funcdo f(x) =ax + b .

& owosmcme s 7 T - - =
R 004N =« Q =
o271, Eid o »
O 2:1 L] 5(:)

© f()=axtb

® L=(0b)

Fonte: O autor, 2020.
Figura 197 — Aumento do tamanho do ponto L(0, b)
do gréafico da fungdo f(x) =ax + b .
ETCEANEE s
o 27! — mo 2
v 00X 0+ + 0
° b=1 i AV DPdae
* *— 50 3 5
@ f(g=ax+b i
® L-@p / e e
+ SHEHL LS

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 198 — Escolha da cor do ponto L(0, b) do grafico
dafungdo f(x) =ax+b.

- wor

osic
DY B SO v IPANIEIR Q =
e 21 Ho *
'l’)' ] 0 [ [T []]
= : [+]
° e .y [ [ [ | I8
® f(x)=ax+b °
. a=1
® L-(00b) ’
N -

b=1
——

/

Fonte: O autor, 2020.

A ideia agora € variar um desses parametros e analisar o comportamento da reta e do

ponto L. Para isso, clique com o botdo direito do mouse no ponto L e habilite o rastro, como
indica a figura 199.

Figura 199 — Habilitando o rastro do gréfico da fungdo f(x) =ax + b .

G Gectebra Classic a

DREESCIE P
a=1 A

e -~ g
b=1 H

O -5 L ] 5@

@ f(g=axtb

@ L=(00b)

.

Fonte: O autor, 2020.

Vamos comecar variando o pardmetro b. E simples perceber que a reta sofre um
movimento vertical, isto €, o ponto L da reta ‘sobe e desce’ pela reta vertical de equagdo
x =0 (Figura 200).

Figura 200 — Variacéo do parametro b do gréfico de f(x) =ax + b .

@
i
3

4
i
i
i
!
3
i
:
i
H
i
;
}
!
i
i
(
H
I
3
i
H
I

Fonte: O autor, 2020.
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Como o coeficiente a=tgd ndo varia, teremos retas paralelas ao gréfico de
f(x) = ax + b, passando pelos pontos de coordenadas (0,b + k), k €R. Habilitando o rastro

para a reta, percebemos esse fato com mais clareza (Figura 201).

Figura 201 — Variagdo do parametro b do graficode f(x) =ax +b .

B Gackiebes Clasic

Fonte: O autor, 2020.

Vamos analisar o0 que acontece quando variamos o parametro a, fixando b. Mantenha
os rastros da reta e do ponto. Utilizando o controle deslizante do coeficiente a (que esta
limitado no intervalo [-5, 5]), observamos que o grafico da funcéo afim sofre uma rotacdo em
torno do ponto L (Figura 202). Devemos atentar para o fato de que limitamos o valor de a em
[-5, 5] , no qual teremos a = 0. Neste caso, teremos a funcéo constante f(0) = b, cujo grafico

sera uma reta horizontal, paralela ao eixo das abscissas (Figura 203).

Figura 202 — Variacéo do parametro a do grafico de f(x) =ax + b .

Sotentux T - - |
D S CH=IPANNEIE o Q=
® a=08 H /i /’ [:] | i @
5 —— 5 \
b=1 |
® 5 —— ®
@ f(x)=ax+b EEERRRERRRES,
® L-(0b)
T = b=1

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 203 — Grafico de f(x) = ax + b quando a = 0.
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Fonte: O autor, 2020.

7.2 Aplicacdo do software Geogebra na fun¢do quadratica

O objetivo desta secdo é analisar o comportamento do gréafico da funcdo quadratica
f(x) = ax’ + bx + ¢ quando variamos um dos seus coeficientes e mantemos 0s outros dois
constantes, e também analisar o comportamento do vértice V da parabola. Para isso, vamos
criar trés controles deslizantes. Clicamos na ferramenta ‘controle deslizante’ na parte superior
da janela de visualizacdo para criar o controle deslizante do parametro a, conforme a figura
204.

Figura 204 — Controle deslizante para o parametro a
de f(x) = ax® + bx + c.

Controle Deskzante
Selecione uma posicio ANON

Fonte: O autor, 2020.
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Vamos manter o intervalo -5 até 5, originalmente criado pelo Geogebra (Figura 205).

Figura 205 — Controle deslizante para o parametro a de
f(x) = ax® + bx + c.

& e e T T T .

Fonte: O autor, 2020.

Neste momento surge uma observacao importante: para uma fungéo ser de 2° grau, o
pardmetro a deve ser diferente de zero. Portanto, a pertence a duas semirretas distintas
(disjuntas), a semirreta a > 0 e a semirreta a < 0. Adiante mostraremos 0 porqué desta
observacdo. Novamente, clique na parte superior da janela de visualizacdo para criar 0s
controles deslizantes dos parametros b (Figura 206) e ¢ (Figura 207).

Figura 206 — Controle deslizante para o parametro b de
f(x) = ax® + bx + c.

JOilL N .; o Q =
- s ‘ 1 ‘ .

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 207 — Controle deslizante para o parametro c de
f(x) = ax® + bx + c.

Fonte: O autor, 2020.

Agora que temos os trés controles deslizantes criados, vamos entrar com a expressao
da funcdo quadratica na linha de entrada digitando f(x) = ax® + bx + ¢ (Figuras 208 e 209).

Figura 208 — Digitagdo no campo ‘entrada’ de f(x) = ax* + bx + c.

5 ]
.

Q
s ® :
b1 :

Fonte: O autor, 2020.

Figura 209 — Grafico de f(x) = ax® + bx + ¢ utilizando 0s
controles deslizantes dos parametros a, b e ¢

Fonte: O autor, 2020.
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Vamos selecionar o gréfico e ocultar o rétulo (Figura 210), que é o nome dado pelo
usuario a funcdo na linha de entrada, escolhendo em seguida uma linha mais grossa (Figura

211) e pintando-a de azul (Figura 212). Feito isso, temos o grafico da funcdo quadratica
desenhado na janela de visualizagéo.

Figura 210 — Ocultagdo do rétulo do gréfico de f(x) = ax® + bx + c.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 211 — Escolha da espessura da linha do gréfico
de f(x) = ax® + bx +c.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 212 — Escolha da cor do gréfico de f(x) = ax® + bx + c.

e T S |

mﬁf.:,,ﬁd_UJé S Q=

L [0

Fonte: O autor, 2020.
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Agora vamos criar o vértice da pardbola, que € um ponto neste plano cartesiano.
Criamos o ponto do vértice V digitando na linha de entrada as suas coordenadas. Digite as

-A  —b’+4ac

-b
coordenadas x=— e y=
4a 4a

, conforme ilustrado na figura 213.

Figura 213 — Vértice do grafico de f(x) = ax® + bx + c.

Fonte: O autor, 2020.

Oculte o rotulo (Figura 214) e coloque esse ponto um pouco maior (Figura 215) e

pinte-o de preto (Figura 216). Agora, temos na janela de visualiza¢do a parabola e o vertice.

Figura 214 — Ocultacao do rotulo do vértice do gréafico
de f(x) = ax® + bx + c.

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 215 — Aumento do ponto do vertice do grafico
de f(x) = ax® + bx + c.

— Ld+lx=1

- v (;J_ n‘;:n)

Fonte: O autor, 2020.

Figura 216 — Escolha da cor do ponto do vertice do
grafico de f(x) = ax® + bx + c.

Fonte: O autor, 2020.

A ideia agora é variar um desses parametros e analisar o comportamento da parabola e

do vertice. Para isso, clique com o botdo direito do mouse no vértice e habilite o rastro, como

indica a figura 217.
Figura 217 — Habilitando o rastro do vértice do gréafico
de f(x) = ax® + bx + c.
Do ourg I A —————— |
m AL OD 4N = Q=
® ’5’ B a'c o 1 @
(] k:” b=1
P ARRaA; Saan
o ) . il
|
° v ( .h h"wfla:)

Ponto V(-0.5, 0.75)
Cox

Fonte: O autor, 2020.
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Vamos comegcar variando o pardmetro c. E simples de perceber que a parabola sofre

um movimento vertical, isto é, o vértice da parabola ‘sobe e desce’ (Figuras 218 e 219) pela

reta vertical de equacdo x = ;—b (Figura 220).
a

Figura 218 — Variagdo do parametro c de f(x) = ax® + bx + c.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 219 — Variagdo do parametro c de f(x) = ax? + bx + c.

Cr Geotebra Classic
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Fonte: O autor, 2020.

Figura 220 — Variagdo do parametro c de f(x) = ax? + bx + ¢
sobre a reta x = -b/2a.
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Fonte: O autor, 2020.
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Selecione as teclas CTRL + F para apagar o rastro e analisemos 0 que acontece
quando variamos o0 parametro a. Aparentemente, temos a sensacdo de que o0 vértice estd

variando sobre uma reta, que contém o seguinte conjunto de pontos indicados na figura 221.

Figura 221 — Variagdo do parametro a de f(x) = ax® + bx + c.

el e e e - S
(x] &+ - OOL NG Q=
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b b +dac
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Fonte: O autor, 2020.

O programa Geogebra possui uma funcdo que permite desenhar o lugar geométrico
(LG) dos pontos V quando o pardmetro a varia. Para fazer isso, selecione o icone da opgédo
‘lugar geométrico’. Se vocé deixar o mouse parado sobre o icone, o Geogebra mostra uma

pequena ajuda de como usar essa ferramenta (Figura 222).

Figura 222 — Lugar geométrico do vértice de f(x) = ax* + bx + ¢
quando variamos o parametro a.

Lugar Geométiico
Sckecione o pow 60 kagar Geomaios ¢, depals, & ponk sobre o.objeln cu 0 conle destzanie ADA

Fonte: O autor, 2020.

Vamos raciocinar da seguinte maneira: queremos desenhar o lugar geométrico dos
pontos V da pardbola quando o parametro a varia. Para isso, clicamos primeiro no ponto V e,

em seguida, no parametro a. Apos esses comandos, 0 Geogebra nos mostra o LG dos pontos
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no qual o vértice V da parébola se desloca. Possivelmente, parece se tratar de uma reta
(Figura 223).

Figura 223 — Lugar geométrico do vértice de f(x) = ax* + bx + ¢
guando variamos o parametro a.

Fonte: O autor, 2020.

Para cada parametro b e c fixados, variando a, o vértice varia sobre uma outra possivel

reta. Variando os parametros b e ¢ novamente, para ver o que acontece (Figura 224).

Figura 224 — VVariagdo dos parametros a, b e ¢ de f(x) = ax? + bx + c.

T sl |

[_l.‘ Pe U PO N & I RN S Q

Fonte: O autor, 2020.

Demonstraremos adiante que realmente o vértice V da parabola desloca-se sobre uma
reta, a medida que variamos o pardmetro a e fixamos os parametros b e c. Por ora, vamos
atentar para um detalhe: por que o Geogebra ndo desenhou toda a linha reta? Por que a reta
esta ‘partida’ perto do eixo Y? A explicagdo € a seguinte, e tem a ver com a observacao citada

anteriormente: as coordenadas do vértice da parabola sdo descontinuas em a = 0. Se fizermos

. x -b . .
o limite da expressao x = Sa quando a tende a zero em valores absolutos, esse limite vai a o
a

em valores absolutos. O que significa isso? Quando aproximamos o0 a do zero pela direita ou
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pela esquerda, cada vez mais o vértice se afasta da origem do sistema cartesiano, e sua

coordenada x é cada vez maior em valor absoluto. O mesmo acontece para a coordenada y. Se

. o « -b
fizermos o limite da expresséo x=2— quando a tende para o em valores absolutos, a
a

coordenada x do Vvértice tende a zero a esquerda e a direita, e o limite da coordenada y, quando
a tende a oo em valores absolutos, ¢ c. Entdo, quanto maior a em valores absolutos, mais
préximo o vértice V estara do eixo y. Como limitamos o parametro a no intervalo [-5,5] 0
Geogebra desenhou somente uma parte desta reta.

Agora, faremos a demonstracdo da equacdo do lugar geométrico na qual se desloca o
veértice V quando o coeficiente a varia no conjunto dos nimeros reais, a0 mesmo tempo em
que os coeficientes b e ¢ sdo fixados.

Seja a funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, com a=0. Sabe-se que a funcéo f(x) tem

vértice no ponto V(_—b,ij . Entdo:
2a 4a

—-A —b®>+4ac -b*> 4dac
= + =

WTa T aa 4a 4a
=y —9[_—bj+c:>
Y2\ 2a

=V :%x\,+c:>

= f\,(x):gx\, +cC.

Observe que f,(x)= %x\, +c¢ € uma funcdo do 1° grau cujo grafico é uma reta que

intersecta o eixo y no ponto (0, c), ou seja, N0 mesmo ponto que intercepta a parabola de f(x).
Logo, ao variar o coeficiente a da funcdo f (x), o vértice desloca-se sobre esta reta (Figura
225).
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Figura 225 — Lugar geométrico do vértice de f(x) = ax* + bx + ¢
quando variamos o parametro a, mantendo fixos 0s
parametros b e c.

f(z) =ax’ +br +c

Fonte: O autor, 2020.

Falta agora analisar o0 comportamento da parabola e do vértice quando variamos o
parametro b. Aparentemente, o vértice da parabola estda ‘andando’ sobre outra parabola no
plano cartesiano. Por que nesta pardbola que contém o conjunto de pontos por onde ‘anda’ o
vértice ndo vemos toda a linha continua? A explicacdo é simples: o controle deslizante varia
num conjunto discreto de valores, isto €, no exemplo varia de décimo em décimo, b = 0,
b=0,1,b=0,2 b=0,3, e assim por diante. Entdo, para cada um desses valores, 0 Geogebra

desenha o correspondente vértice na janela de visualizacdo (figura 226).

Figura 226 — Variagdo do parametro b de f(x) = ax® + bx + c,
fixando os parametros a e c.

Fonte: O autor, 2020.



195

Vamos considerar o coeficiente a negativo. Variando o coeficiente b, observe que,

como no exemplo anterior, o vértice da paradbola esta variando sobre uma pardbola preta
(Figura 227).

Figura 227 — Comportamento do vértice de f(x) = ax* + bx + c,
variando-se o parametro b e considerando o
parametro a negativo.

(&) A~ LB O 04N =+ ' ScQ

]

Fonte: O autor, 2020.

Para visualizar o lugar geométrico descrito pelo vértice V quando b varia, use a
ferramenta de mesmo nome, citada anteriormente (Figura 228).

Figura 228 — Uso da ferramenta ‘lugar geométrico’ do
parametro b de f(x) = ax? + bx +c.

5 —— 5

Fonte: O autor, 2020.

Vamos determinar a equacdo do lugar geométrico na qual se desloca o vértice V

guando o coeficiente b varia no conjunto dos nimeros reais, fixando-se os coeficientes a e c.



196

Seja a funcéo quadratica f(x) = ax® + bx + ¢, com a 0. Sabe-se que a funcio f(x) tem

vértice no ponto V _—b,i . Entdo:
2a 4a

—-A —b®>+4ac -b*> 4dac
= + =

P 4a  4a
=V, —_ab2+c——a-i+c:>
Vo 432 432

b 2
=y, =-a|—| +c=>
o =-a( ]

=y, =-a-X°+Cc=

= f,(x)=-a-x, +c.

Observe que f,(x)= —axv2 +C e uma funcdo quadratica cuja parabola é semelhante a

de f(x), porém com concavidade inversa. Observe ainda que o vértice de f,(x)é o ponto

(0, c), isto é, o ponto de interseccdo com o eixo das ordenadas. Logo, ao variar o coeficiente b

da funcéo f(x), seu grafico descreve um movimento parabdlico de concavidade inversa e cujo

eixo de simetria coincide com o eixo y.
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8 SUGESTOES DE ATIVIDADES EM SALA DE AULA

Neste capitulo, apresentaremos algumas sugestdes de atividades para a sala de aula
referentes a alguns topicos abordados neste trabalho. Serd mostrado um modelo de atividade
que pode ser aplicado a alunos do primeiro ano do Ensino Médio, e que traz como assunto
central as construcdes graficas de funcdes reais através de métodos pouco trabalhados pela
maioria das aulas referentes ao assunto, haja vista o resultado da aula ministrada como
laboratério.

Este modelo de atividade foi aplicado para alunos que j& possuiam o Ensino Médio
completo e que estavam preparando-se para prestar concurso publico para escolas militares e
vestibulares, de um curso preparatério localizado no municipio do Rio de Janeiro. As duas
primeiras aulas, dadas para a turma preparatéria ao Curso de Formacdo de Sargentos de
Aerondutica, foram executadas de maneira remota (on-line, pelo aplicativo Zoom), devido a
pandemia do novo coronavirus. Ja& as duas aulas seguintes, dadas para uma turma mista
preparatoria ao Curso de Formacdo de Sargentos do Exército e Exame Nacional do Ensino
Meédio (ENEM), foram ministradas de forma presencial, com todas as recomendacfes das
autoridades sanitarias.

Para a realizacdo da atividade foram necessérias 2 aulas com duracdo de 2,5 horas
cada, e os pré-requisitos de elementos essenciais de uma funcdo, tais como Dominio,
Contradominio e Imagem de uma funcdo, explorando especialmente as representacdes

graficas desses conceitos no plano cartesiano.

8.1 DESCRICAO DA ATIVIDADE

A execucdo da primeira aula foi idéntica em ambas as turmas, diferenciando-se apenas
pelo fato de uma delas ter sido trabalhada de forma remota, devido a pandemia do novo
coronavirus. Especificamente para esta aula on-line, foi utilizado o aplicativo Zoom, que
permite se reunir com até cem pessoas em videoconferéncia.

O intuito da atividade era expdr o nivel de conhecimento dos alunos sobre o assunto,

especialmente sobre as translagdes e simetrias nos graficos.
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Tendo em vista a heterogeneidade dos alunos, com seus diferentes niveis de ensino e
oriundos de diversas escolas publicas/particulares, ficou explicito o desconhecimento do
assunto pela quase totalidade dos alunos. As figuras a seguir demonstram claramente o
desconhecimento sobre os movimentos que podemos fazer com os graficos de funcoes.

Sobre o trabalho em si, na primeira aula foi solicitado aos alunos que tentassem fazer
as cinco primeiras questdes do questionario do anexo A, sem nenhuma orientacdo de como
proceder, tampouco utilizar softwares especificos para construcdo dos graficos das funcdes
em questdo. As solucBes encontradas pelos alunos deveriam ser enviadas ao professor no
prazo maximo de um dia apds a liberacdo do questionario (para a aula on-line). J& na aula
presencial, as solu¢es foram entregues apds 45 minutos.

Apresentando algumas solucdes a seguir, percebemos que os alunos procederam de
forma bem parecida, usando o método de obtencéo de gréficos de fungdes atraves de pontos,
ou seja, atribui-se um valor de dominio para se obter sua respectiva imagem (figuras 229 a
231).

Figura 229 — Resolugéo apresentada na aula proposta sobre a questdo 1.

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 230 — Resolucgéo apresentada na aula proposta sobre a questdo 1.

(a) (b)
Legenda: (a) Solucdo apresentada para a questdo 1-b; (b) Solucdo apresentada para a questdo 1-c.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 231 — Resolucéo apresentada
na aula proposta sobre
a questéo 1.

Fonte: O autor, 2020.
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Na questdo 1, que trata dos graficos de uma funcdo afim, notamos que ndo houve
dificuldades para esbocar os gréficos dos itens b e c. Porém, um dos alunos apresentou
dificuldades em separar os conceitos de dominio e imagem de uma funcdo, conforme
ilustrado na figura 232.

Figura 232 — Dificuldades encontradas na aula proposta sobre a questdo 1.

Fonte: O autor, 2020.

Prosseguindo com mais algumas solucgdes, ficou claro o desconhecimento dos
conceitos basicos de uma fungdo, que sdo 0s conjuntos Domimio e Imagem, e como Sao
localizados no plano cartesiano. Isto fica evidente nos itens d e e das questdes de 1 a 5
(figuras 233 a 237).

Figura 233 — Dificuldades encontradas na aula proposta das questfes 1-d e 1-e.

Fonte: O autor, 2020.



201

Figura 234 — Dificuldades encontradas na aula proposta.

(a) (b)
Legenda: (a) Dificuldade apresentada na questdo 1-d; (b) Dificuldade apresentada na questdo 1-e.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 235 — Dificuldades encontradas na aula proposta.

(@ (b)
Legenda: (a) Dificuldade apresentada na questdo 1-d; (b) Dificuldade apresentada na questdo 1-d.

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 236 — Dificuldades encontradas na aula proposta das questdes 1-d e 1-e.

Fonte: O autor, 2020.
Figura 237 — Dificuldades encontradas na aula proposta.

@) gl = P (x -lm
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(@ (b)

Legenda: (a) Dificuldade apresentada na questéo 1-d; (b) Dificuldade apresentada na questdo 1-e.

Fonte: O autor, 2020.

Outra constatacdo interessante diz respeito sobre a construcdo do grafico da funcéo
quadratica. Conforme as conversas desenvolvidas durante a aula, percebeu-se que os alunos
conheciam o fato de que, quando o gréafico corta o eixo das abscissas em um ou dois pontos, a
funcdo tem raizes reais (iguais ou distintas) e, quando ndo intercepta, ndo possui raizes reais.
Sabiam, inclusive, da relagdo do discriminante com essas afirmagdes. Porém, para construir
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os gréficos solicitados a partir do grafico de f(x) = x?, ficaram presos & obtencéo dos zeros da
fungéo ou simplesmente n&o os fizeram por falta de conhecimento (Figura 238), ou fizeram

por meio da obtencao de pares ordenados (figuras 239 e 240).

Figura 238 — Solucdes e dificuldades apresentadas na aula proposta.

A1) gl)s AlTatgt

(@) (b)
Legenda: (a) Solucdo apresentada na questdo 2-c; (b) Dificuldade apresentada na questao 2-b.

Fonte: O autor, 2020.

Figura 239 — Solucdes apresentadas na aula proposta das questdes 2-b e 2-c.

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 240 — Solucdes apresentadas na aula proposta das questdes
2-f, 2-9, 2-h e 2-1.

Fonte: O autor, 2020.

Com relacdo aos gréficos das funcdes modulares, exponenciais e logaritmicas,
surpreendeu o fato de que praticamente ndo houve solugdes (nem tentativas de solucdes).
Com isso, poucas sdo as imagens que podemos apresentar neste trabalho (figuras 241 e 242)

Figura 241 — Solugdes e dificuldades apresentadas na aula proposta.

(@ (b)
Legenda: (a) Solucéo apresentada na questdo 3-h; (b) Dificuldade apresentada na questdo 3-h.

Fonte: O autor, 2020.
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Figura 242 — Solucdes e dificuldades apresentadas na aula proposta.

(@ (b)

Legenda: (a) Solucdo apresentada na questdo 4-b; (b) Dificuldade apresentada na questéo 4-c.

Fonte: O autor, 2020.

O mesmo aconteceu com respeito as simetrias em relacdo aos eixos coordenados
(figura 243).

Figura 243 — Solucgdes e dificuldades apresentadas na aula proposta.

(@ (b)

Legenda: (a) Dificuldade apresentada na questdo 4-j; (b) Dificuldade apresentada nas questfes 2-i e 2-j.

Fonte: O autor, 2020.
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Ap0s a entrega das solucdes, foi efetuada a correcéo das questdes com a tematica desta
dissertacdo, que ¢ apresentar ferramentas que possibilitam ‘desenhar’ as funcdes através dos
deslocamentos que seus graficos podem fazer, de acordo com as suas expressdes algébricas.
Inicialmente, foram apresentados aos alunos 0s conceitos iniciais sobre as translacdes,
alongamentos e encolhimentos, reflexdes aos eixos coordenados e mddulo de uma fungéo,
enfatizando as visualizagbes do dominio e da imagem no plano cartesiano em cada caso.
Durante esta introducdo os alunos ndo tiveram nenhuma dificuldade em acompanhar o
conteddo ja que os mesmos possuem relativa base de Algebra e Geometria. Seguem algumas

imagens da aula online (Figura 244).

Figura 244 — Imagens da aula proposta on-line (continua).
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Figura 244 — Imagens da aula proposta on-line (concluséo).

) (h)

Zoom v

29:13

()
Legenda: (a), (b), (c), (d), (e), (), (g), (h) e (i): Correcdo das questbes 1 a 5 da atividade proposta.

Fonte: O autor, 2020.
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Apos a explicacdo das questdes de 1 a 5, efetuamos algumas corregdes utilizando o
conhecimento ora adquirido nas questdes de 6 a 14, e foi solicitado aos alunos que tentassem
resolver o restante do questionario antes da segunda aula.

Concluimos que nas duas turmas foi obtido o resultado esperado. Apesar das
dificuldades encontradas, principalmente na turma preparatdria para o Curso de Formacéo de
Sargentos do Exército, os alunos assimilaram de forma satisfatoria os contetidos apresentados.

Seguem algumas figuras exemplificando o éxito obtido (Figura 245).

Figura 245 — Solucdes apresentadas pelos alunos das questdes 6 a 14 (continua).

@ (b) (©

(d) (e)
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Figura 245 — Solucdes apresentadas pelos alunos das questdes 6 a 14 (concluséo).

® ©)

Legenda: (a), (b), (c), (d), (e), (f) e (g): Solucdes apresentadas pelos alunos a respeito das questdes 6 a 14
da atividade proposta.

Fonte: O autor, 2020.

Embora nés, professores, tenhamos um cronograma de aulas, sabemos que cada turma
deve ser tratada unicamente e, mediante isso, deixamos a sugestdo da aula citada apenas como
exemplo, ficando a critério do profissional a melhor maneira de aplica-la em aula, em

momento devidamente oportuno.
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CONCLUSAO

Embora o ensino da Matematica tenha melhorado com a interdisciplinaridade, ndo nos
causa surpresa que uma parte expressiva dos alunos ndo goste de estuda-la, especialmente o
capitulo que, geralmente, inicia os contetdos para o Ensino Médio, além de servir de base
para um estudo aprofundado: as funcdes.

Nesse contexto, os graficos representam importante alicerce, uma vez que os textos e
simbolos inerentes as varias definicGes que encontramos acerca do assunto sdo, para a maioria
dos alunos, em um primeiro momento, ‘indecifraveis’. Esse fato ndo ¢ novidade para nos,
professores, pois constantemente nos deparamos com a fragilidade de interpretacdo que 0s
alunos possuem sobre os mais diversos assuntos, em particular na linguagem matematica.

No decorrer da aula proposta, antes de introduzirmos o conteldo desta dissertacao,
ficou nitido o despreparo e o desconhecimento sobre os movimentos que poderiamos efetuar
nos graficos de funcdes, partindo de um gréafico conhecido. Dentre os varios pontos de
dificuldade, dois chamaram a atencdo: a imensa dificuldade de entender a linguagem
matematica aplicada nas vérias defini¢des que existem na disciplina, e como estas defini¢cdes
estavam ‘desenhadas’ no plano cartesiano.

Com o desenrolar das atividades, percebemos que a dificuldade inicial foi substituida
por entusiasmo, pois questdes antes ndo resolvidas foram solucionadas e, principalmente,
compreendidas, tanto na parte contextual quanto grafica. O resultado preliminar deste
pequeno experimento de cinco horas foi suficiente para constatar a necessidade de que seja
bem compreendido e inicializado o quanto antes os estudos referentes a parte grafica das mais
diversas fungdes, concomitantemente com um bom embasamento tedrico a respeito deste
tema t&o importante.

Por fim, o uso do software Geogebra, que muitos alunos desconheciam, aumentou a
capacidade de fazer conjecturas e interagcdes com 0s conceitos matematicos, contribuindo de
maneira significativa no estudo de construcdes e analises gréficas de fungdes mais complexas.
Sendo assim, o uso de tecnologias, aliado a vontade de todos em atingirem seus objetivos,
proporcionam um ambiente interativo e instigante, onde quem lucra é a sociedade como um
todo. Enfim, esperamos com este trabalho contribuir com aqueles que tém a dificil tarefa de
orientar seus alunos na compreensdo da importancia da visualizacdo das funcbes no plano

cartesiano.
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Esboce os graficos de:
a) g(x) = f(x). ou seja, g(x)=x
b)g(x)=f(x)+2, ouseja, gx)=x+2
c)glx)=1(x)— 2, ouseja, g(x)=x—2
d) gx)=1flx+2)
e)gx)=1fx-2)
f) g(x) = 2f(x)

1
8) £(x) = £(x)

h) g(x) =f ()]
) g(0) = —f(x)
) 86 = (%)

Esboce os graficos de:
a) g(x) = f(x). ou seja, g(x) = x*

b) g(x) = £(x) + 2. ou seja, g(x) = x> +2
¢) g(x) = f(x) — 2. ou seja, g(x) =x2 — 2
d) g(x) = fx + 2)

e)glx)=fx—-12)

f) g(x) = 2f(x)

1
@) 2(x) == £(x)
) gx) =fF ()]

D glx) = ~f(x)
Dgx)=1-=)

Alunoia) Turma Data Prof. Victor Luiz
QUESTAQ]1 QUESTAQ?
Considere o grifico da fungio f:IR —=IR. Considere o grifico da fungio f:IR —IR.
f(x)=x. fx)=x".
3
flx) = o*
2
1
-3 -2 -1 0 1 2 3
-1
-2
-3

Paginaide5




Alunala) Turma Data Prof. Victor Luiz
QUESTAO3 QUESTAO4

Considere o grafico da fungio f:IR —IR. Considere o grafico da fungio f:IR —IR.
fx) = f(x)=2%.

-2 1

Esboce os grificos de:

a) g(x) = f(x). ou seja. g(x) =[x|

b) g(x) = f(x) + 2, ou seja, g(x) =|x|+2
¢) g(x) = fix) — 2. ou seja. g(x)=|x|-2
d) g(x)=f(x +2)

e) glx)=f(x-2)

f) gx) = 2f(x)

1
8) 8() =—£(x)

h) g(x) = f(x)
D g6 =—f(x)
) g(x) = f(-x)

21

Esboce os graficos de:

a) g(x) = f(x). ou seja. g(x)=2"

b) g(x) = f(x) + 2. ou seja, g(x) =2° +2
¢) g(x) = f(x) — 2, ou seja, g(x) =27 -2
d) g(x) = f(x +2)

e) glx) =f(x—-2)

f) g(x) = 2M(x)

1
8) g(x) = £(x)

h) g(x) = ()|
i) g(x) = —f(x)
i) gk =1f(—=)

Pagina2de 5

214




Alunala) Turma Data Prof. Victor Luiz
QUESTAOQS QUESTAQ 6
Considere o grifico da funcio f:IR. IR, Esboce o grifico das seguintes fungdes reais a
f(x)=log,x. seguit
3 a) f(x)=x+6x+5
Ir)= |r | ) 4
2 J@)=logo(z) |\ ciyex?t2x+3
,
€) fx)=—x"+4x—7
-2 -1 0 1 2 3
d) f(x)=—x"—6x—5
-1
&) £(x) =] +6x+9
-2
-3 f) f(x)=\x1+2x+3\

Esboce os graficos de:

a) g(x) = f(x). ou seja. g(x) =log ;(x)

b) g(x) = f(x) + 2. ou seja, g(x)=log (x)+2
¢) g(x) = f(x) — 2. ou seja, g(x)=log,(x)—2
d) gx) = fix +2)

e) g(x) = flx —2)

f) glx) = 2f(x)

1
8) 20x) = £(x)
B) ) =} (x)|

i) g(x) = —f(x)
1) g =f{—=)

g) F()=| " + 47|

h) f () =|-x" —6x—35

i) fG)=p—2/-3

i) fE=Rx=3+5

Paginadde5
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Alungia Turma Data Prof. Victor Luiz
QUESTAQ7T f) [c—2|<3
Sem utilizar a férmula da ordenada do wértice .
_ g) (x" —8x+12)(x—-1)=0
}'\-=4—= encontre o menor valor da funcio
4a

FiIR IR, Flx)=x"+6x+5.

QUESTAOS

Sem utilizar a formula da ordenada do wvértice
—-A
Yy =—0.
N 4
FIR IR, Flx)=x"+2x+3.

encontre o menor valor da funcio

QUESTAOQY
Sem utilizar a formula da ordenada do wvértice

¥y =——. encontre o maior valor da fungio

- 4a
FIR=IR. fx)=—x"+4x—7.
QUESTAOQ10

Sem utilizar a formula da ordenada do wvértice

}'\-24—: encontre o maior valor da funcio
4a

FIR IR, flx)=—x"—6x-5.

QUESTAOQ11

Utilizando somente graficos, determine o conjunto
solugiio das inequagdes abaixo:

a) X' +6x+5=20
b) X +6x+35<0
€) = +5x—62=0
d) —x* +5x—6<0

&) e—2|23

h) (x* —8x+12)(x-1) =0

i) & —8x+12|<5

QUESTAO12

Sobre o conjunto M dos pontos de intersecio dos
grificos das fungdes definidas por_ f(x)=[2x—1| e
g(x) = x + 1 é possivel afirmar, corretamente, que
M:

a) & o inico conjunto vazio.
b) possui dois elementos.
) & um conjunto unitdrio.
d) possui trés elementos.

QUESTAO13

No sistema cartesiano representado a seguir. tem-
se os grificos das fungdes modulares f:IR — IR e

g:IR = IR .

Qual das igualdades representa uma relagio entre
as fungdes fe g?

Paginadde b
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Alunala)

Turma

Data

Prof

Victor Luiz

a) g(x) = f(x+3)
b) g(x=3)=f(x)

) g(x)=f(—=x-3)
d) g(-—x) = f(-=x+3)
e) g(3—x)=—rf(x)

QUESTAO14

Na figura, estd representado o grafico da fungio v
= fi(x).

Com base nas informac@es desse grafico, assinale a
alternativa cuja figura melhor representa o grafico
da funcio g(x) = f{1 —x).

a) ! b)

IVl

o) 11: d) :L
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