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Resumo

Neto, Gregorio Pereira de Queiroz. Nimeros construtiveis e uma
proposta de seu ensino para o novo ensino médio. Goiania, 2023.
87p. Dissertacao de Mestrado. Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade Federal de Goias.

Este trabalho apresenta uma introducao a teoria dos corpos com énfase nas extensoes
de corpos e aborda também de forma introdutéria os polindémios. Apresentamos
ainda a teoria de numeros construtiveis usando apenas régua nao graduada e

compasso. Finalmente, é apresentada a proposta de aplicacao.

Palavras—chave
Construcao com régua e compasso, numeros construtiveis, Polindmios e

construgao.



Abstract

Neto, Gregorio Pereira de Queiroz. Buildable numbers and a teaching
proposal for the new high school. Goiania, 2023. 87p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

This work presents an introduction to the theory of bodies with emphasis on
extensions of fields and also approaches polynomials in an introductory way. we
present yet the theory of constructible numbers using only unmarked ruler and

compass. Finally, the application proposal is presented.

Keywords
Construction with ruler and compass, constructible numbers, Polynomials

and construction.
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Introducao

As construgoes geométricas sao citadas pela primeira vez nos trés primeiros
capitulos de "Os Elementos"publicados por Euclides, onde ele cita as trés operagoes
basicas para construcoes permitidas em geometria. As quais sao: Tracar uma reta
a partir de dois pontos diferentes, prolongar um segmento de reta ilimitadamente
segundo uma reta e descrever um circulo com qualquer raio e ponto como centro.
Porém, em sua obra ele ndo comenta como as construgoes devem ser feitas. Por
exemplo, existe o método que usa régua nao graduada e compasso apenas, que é o
método abordado neste trabalho e é tradicionalmente atribuido a partir de Platao
(390 a.c).[Nobre 1995] Esse método sera discutido e desenvolvido ao longo texto.

Embora os gregos tenham chegado muito perto de alcancar todas as
construcoes possiveis usando apenas a régua e o compasso, eles chegaram em alguns
problemas relativamente simples que nao podem ser resolvidos apenas com essas
ferramentas. Usando as ferramentas citadas, os exemplos mais famosos impossiveis
sao: dividir um angulo dado em trés congruentes, encontrar o lado do cubo cujo
volume ¢é o dobro do cubo dado e desenhar um quadrado com a area igual ao circulo
dado. Esses fatos sao demonstrados no final do Capitulo dois.

A busca da solucao destes problemas tem sido objeto de estudos de muitos
matemaéaticos desde entao, que com sua engenhosidade e criatividade procuraram
outros métodos para sua solucao. Nessa busca, s6 em 1882 foi possivel mostrar
que encontrar o lado do cubo cujo volume é o dobro do cubo dado e desenhar um
quadrado com a area igual ao circulo dado utilizando apenas régua e compasso é
impossivel. O matematico George Mohr [Nobre 1995|, publicou no ano de 1672 um
livro intitulado Fuclides Danicus, que foi encontrado em um sebo em 1928. Nele
havia uma conclusao que dizia que o compasso apenas é equivalente a compasso e
régua, que era uma discussao sobre os métodos usados em algumas demonstragoes
até aquele tempo. Mais a frente, em 1822, o matematico Jean Victor Poncelet notou
que pontos adicionais de construcao sao obtidos como a interseccao de duas retas,
uma reta e um circulo ou dois circulos. Esse método de construcao é o que trata esse
trabalho e essas operacoes aqui sao definidas como operacoes bésicas de construgao.

As construcoes geométricas usadas pelos gregos antigos eram uma ferra-
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menta para resolucao de algumas equagoes até grau trés. . com essas construgoes
nao conseguiram resolver os problemas classicos o que culminou na busca de outros
tipos de resolucao, e diversos matematicos ajudaram a concluir a partir da teoria
das equagbes polinomiais que eles ndo tem solugao [Gongalves 1979].

Diferente dos gregos, os hindus em sua procura por solucoes de equacoes
usavam métodos aritméticos, métodos esses que foram aperfeicoados pelos Arabes.
Vale destacar a Formula de Bhakara de uma equacao do segundo grau. Mais adiante,
por volta do século XVI em batalhas de matematica, onde essas batalhas eram
proposicoes de problemas ou equacoes para o adversario resolver. Nelas, destacam-
se dois matematicos italianos, conhecidos como Cardano e Tartaglia. Que em meio
a essas batalhas encontraram solugoes gerais para equacoes de terceiro grau lidando
apenas com operacoes analiticas, que se dao a partir da reducao de cada equacao
para equacoes do tipo 23 + pr = q.

Este trabalho é dividido em trés capitulos, onde é desenvolvido a teoria
de construcoes geométricas e apresentada uma proposta de aplicacao desta teoria
para alunos do ensino médio. Essa proposta se da por meio da construcao de um
material basico que pode servir como uma fonte de pesquisa para professores do
ensino médio. Ele também pode servir como uma trilha de ensino em forma de um
itinerario de aprofundamento na area de matematica e suas tecnologias, ou mesmo
como um minicurso para discentes de licenciatura matemética. O desenvolvimento
do material é feito no terceiro capitulo, dividido em oito partes. Essas partes sugerem
a ordem cronologica a ser seguida e mistura os niimeros construtiveis com a teoria
de polinémios e suas raizes. Esse material pode ser tratado também como uma
tentativa de aplicagao e integracao da geometria com a algebra no ensino médio em
um contexto que nao é visto nas literaturas mais comuns do ensino médio.

J& no primeiro capitulo, é apresentada a teoria dos corpos e das suas
extensoes. Algumas das demonstracoes sao omitidas dado o objetivo principal do
trabalho que é estudar os nimeros construtiveis. Esse capitulo é uma introducao
teorica para o segundo capitulo e tras definicoes e proposicoes importantes usadas
em demonstragoes do capitulo dois ou mesmo em demonstracoes do proprio capitulo.
Nele ainda, é apresentado a teoria dos polindbmios de maneira objetiva e simples
diferente do modo apresentado no capitulo trés.

No segundo capitulo, sdo apresentadas as definicoes de construcoes e opera-
¢oes basicas de construcao. Contém o principal objetivo do trabalho que é construir
ou garantir a construcdo de nimeros sem a necessidade dos passos construtivos. E
seguido uma ordem cronologica para chegar no ultimo teorema que da uma garantia
de quando um nimero real pode ser construido. Terminamos mostrando a impos-

sibilidade da construcao dos trés problemas cléssicos das construcoes geométricas,
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que sao a trisseccao do angulo, a quadratura do circulo e a duplicagao do cubo. Em
termos de ensino médio ou ensino basico da educacao, o capitulo dois serve como

fonte de teoria e pesquisa para professores.



CAPITULO 1

Introducao a corpos

Nesse primeiro capitulo sao apresentadas algumas definicoes e proposicoes
sobre anéis, corpos, polindmios e extensoes de corpos. Esse capitulo ¢ uma base

tedrica para o proximo capitulo que trata da construcao de niimeros reais.

1.1 Corpos

A seguir é apresentada a definicao de corpo e alguns exemplos de corpos,
teoremas e proposicoes que seguem uma ordem logica de afirmacgoes que sao de
grande valia no decorrer do desenvolvimento teérico. Basicamente um conjunto que
possui a estrutura de corpo deve conter as 10 propriedades abaixo citadas e para a

adicao e multiplicacao definida para elementos desse conjunto.

Definicao 1.1. Seja A um conjunto nao vazio que possui duas operacoes, que Sao
chamadas de adi¢ao e multiplicagdo em A e denotadas por + e -. Diz-se que (A, +, )
¢ um corpo com adi¢ao + e multiplicacao -, se as propriedades enumeradas a seguir

forem satisfeitas para quaisquer a,b,c € A.

(1) Associatividade da adi¢ao: (a+0b) +c=a+ (b+c)

(2) Existéncia de elemento neutro para a soma: Existe 0 pertencente a A tal que
a+0=0+a=a.

(3) Existéncia do inverso aditivo: ¥V o € A existe y € A, denotado por y = —x tal

que, z +y =y +x =0.

N

Comutatividade da soma: a +b = b + a.

(@)

Associatividade do produto: (a-b)-c=a-(b-c).
Distributividade a esquerda e a direita: a-(b+c) = a-b+a-ce (a+b)-c = a-c+b-c.

N N N S
(=}
~— S~

-~J

Unidade do produto: Existe 1 pertencente & A onde 0 # 1, tal que z -1 =
1-x = x para todo x € A.

—~~
oo
~—

Comutativo para o produto: Para todo z,y € A tem-se x -y =y - .
(9) Possui inverso multiplicativo: Para todo = € A, x # 0, existe y € A tal que

r-y=y-x=1.
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Observacao 1. Aqui sao apresentadas algumas definicoes sobre as propriedades
acima enunciadas, assim se (A, +, ) satisfaz as 6 primeiras propriedades diz-se que
é um anel. Se (A, +,-) satisfaz as sete primeiras propriedades diz-se que é um anel
com unidade. Se (A, +, ) satisfaz as 8 primeiras propriedades diz-se que é um anel
comutativo e por fim se (A, +, -) satisfaz as 8 primeiras propriedades e ainda, dados
x,y € A, tais que z-y = 0 entao xr = 0 ou y = 0, diz-se que é um anel sem divisores

de zero, em outras palavras, diz-se que (A, +,-) é um dominio de integridade.

Exemplo 1.2. Observe que o conjunto Q = {%’ | p,q € Z com q # 0} dos nimeros

racionais € um corpo. Para mostrar essa afirmacao, inicialmente defina as operacoes

S . a c
de soma e produto. Dados dois ntimeros racionais x = 7 ey = p com ¢,d # 0

quaisquer. Defina soma de = e y por

a-d+b-c

+c
d b-d

a
b

e o produto de x e y por
_a ¢ _a-c

V=R d T bd

Note que tanto a soma como o produto estao bem definidas, pois a soma e o produto

-::x.

de nimeros inteiros continua sendo um ndmero inteiro, e nos denominadores o

produto de ntimeros inteiros diferentes de zero é também diferente de zero. Logo,

com estas operacoes o conjunto Q é fechado para a soma e para o produto. Agora,

observe a demonstracao das propriedades que o tornam um corpo. Considere para
a c

~ . ’ 6 d
as demonstracoes a seguir os nimeros r = Y= %= ? € Q, dai

(1) E associativo para a soma. De fato,

r+(y+z) =

df
adf +b- (cf + de)
b- (df)
adf + bef + bde
bdf
(ad + be) f + bde
(bd) - f
ad+bc e
¥ R
_/a ¢ e
= (z*a)*;
= (x+y)+=
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Perceba que tanto a propriedade distributiva quanto a propriedade associa-
tividade é vélida para ntmeros inteiros. Usando essa afirmacao, a primeira
propriedade esta satisfeita.

. . i . - 0 ,
Existéncia do elemento neutro para adi¢ao. Basta entao tomar 0 = 1 e dai

T4 _0+a_0-b+1-a_a_
Iy T 1w T T
e
- a 0 a-14b-0 a
r4+0=-+-= - - ==

b 1  b-1 b
Logo, V x € Q tem-se x + 0 = 0 + & = x como se queria demonstrar.
Existéncia do inverso aditivo. Considere V z = % € Q seu inverso aditivo por
a (—a) a

e :(_—b>€@,taisque

+(—_a) :ab—l-(—a)b_ab—abzgzo

r+w=x+(—z)=

a
b b b-b 2 b2

w0t 0 (—a)-b—l—a~b: _ab—i_ab:g:()_
b b b-b b? b2
Logo, x +w = w + x = 0 como se queria demonstrar.
Comutatividade para a adicao, sejam z,y € Q quaisquer, entao
x+y:g+gza-d+b-c:d-a+c-bzg+g:y+x‘
b d b-d d-b d b

Como se queria demonstrar.
Associatividade do produto. Basta usar a associatividade do produto nos

nimeros inteiros, tal que

=5 (57) =5 (F) i - D) =

Como se queria demonstrar.

Distributividade. Sejam x,y, z € Q tem-se que

vy = L (Cp o) ma (el ted) acf taed ac ac Lo,
YA Ey\aT ) Ty \ Tk )T T v bd ap Y

ad + be e ade +bce ae ce
(x4+y) 2= ” ===+ =7-2+y-2

f o bdf o bfdf
como se queria demonstrar.
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Até aqui ja foi provado que o conjunto dos ntimeros racionais ¢ um anel, e as
proximas propriedades que sao demonstradas a seguir mostram que é também um
anel comutativo com unidade, chamado de dominio de integridade. E por fim, com

a altima propriedade demonstrada serd um corpo, que é o que o exemplo propoe.

- 1
(7) Unidade do produto: Basta escrever 1 = T dai vV z € Q tem-se

pa— pa— ) 1 —

b-1

—
S
S

1-2= =zx-1=z

| =
(ol S
—_
[
S
| =

como se queria demonstrar.

(8) Comutatividade para o produto: sejam x,y € Q tais que

a ¢ a-c c-a ¢ a
Y= d"bd db d b Y
como se queria demonstrar.
a
(9) Possui inverso multiplicativo: Considere para qualquer x = 3 € Q onde

a,b # 0, basta considerar seu inverso multiplicativo por y = — tal que
a

S
(=l

o>
Q
Q|

a b 1 1 a
T - = = — = = — = = = .= = -
T3 1 b7

=
S
S
=

como se queria demonstrar.

Agora, como todas as propriedades acima foram demonstradas pode-se afirmar a

partir desse momento no trabalho que o conjunto dos niimeros racionais ¢ um corpo.

Exemplo 1.3. Outros exemplos de corpos sao: O conjunto dos ntimeros reais R, o
conjunto dos niimeros complexos C = {a +b-i| a,b € R e i = y/—1} e um outro
conjunto que serd bastante utilizado durante o trabalho é Q[\/p] = {a+b-\/p | a,b €
Q} com p um nimero primo. As demonstragoes sao deixadas ao leitor e vale destacar

que nao sao dificeis.

Exemplo 1.4. Agora considere o conjunto Z[v/2] = {a+b-v/2 | a,b € Z}. Ele ndo é
um corpo, pois nao possui inverso no produto para todos os seus elementos. De fato,
1
considere z = a + bv/2 o seu inverso no produto seria — tal que z - — = 1, porém, o
x x
1 a b
nimero — = — 2 poderia fazer com que um dos coeficientes nao
x  a®—2b? a2—2b2\/_p 4 ) 5

fosse inteiro, como por exemplo, tomando a = 1 e b = 2 teriamos —= e —= que nao

e L . . . .
sao inteiros. Dai — nao pertence ao conjunto, concluindo assim a afirmacao.
x

Definicao 1.5. Sejam (A, +,-) um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Diz-se

que B é um subanel de A se:
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i) B ¢é fechado para as operagoes do conjunto A de estrutura de anel;

ii) (B,+,) também é um anel.

Proposicao 1.6. Sejam A um anel e B um subconjunto nao vazio de A. Entao B

é subanel de A se, e somente se,

i) 0 € B;
ii) a — b € B para todo a,b € B;
iii) a-b para todo a,b € B.

Demonstracao. [Gongalves 1979). O

Observagao 2. Se um subanel (B, +,-) de um corpo (K, +,) é também um corpo

diz-se que B é um subcorpo de K.

Com o objetivo de construir uma sequéncia logica de afirmacoes, as proximas
definicoes e afirmacoes mostram que o conjunto quociente ¢ um corpo e para isso

sao tratados diversos elementos da teoria de anéis.

1.2 Ideais

Definicao 1.7. Seja A um anel e seja [ um subanel de A. Diz-se que I é um ideal

de A se I é um grupo comutativo de A e
a-vel,VacAeVrel

Caso necessario, é possivel definir ideal a esquerda e a direita. Observe:

Diz-se que I é um ideal a esquerda de A se,
r-ac€l,VacAeVurxel
Ou seja, A- I C I. Diz-se ainda que J é um ideal a direita se
r-a€eJVaecAexel

Ou seja, J- A C J.

Exemplo 1.8. Seja o conjunto Msyo(R) das matrizes quadradas de ordem 2 e

I:{[Z gl;a,beR}.Observeque

Ty a 0| |x-aty-b 0 e
z 1 b 0| | z-a+t-b 0 '



1.2 Ideais 19

ol

Logo I é um ideal a direta de Ms.2(R). De modo andlogo, é facil mostrar que

Por outro lado,

b
J = { [ g 0 ] ;a,be R} é um ideal & esquerda de My, o(R).

Exemplo 1.9. Seja o anel Z e o subanel 2 - Z de 7Z. Perceba facilmente que 27Z é
um ideal de Z.

Observe que analogamente ao exemplo anterior, é possivel mostrar que o

conjunto é também um ideal a esquerda, e portanto um ideal de Z.

Definicao 1.10. Diz-se que [ é um ideal maximal se I # A e os unicos ideais de A

contendo [ sao o proprio I e A.

Os conjuntos Seja A um anel e z1, 2o, ..., x, € A. Observe que o conjunto
Axy + Axo + ... + Az, = {a1x1 + asxo + ... + apzy, | a; € A}

é um ideal a esquerda de A, que é chamado de ideal & esquerda gerado por

T1,TL2y eeey Ty

Definicao 1.11. Se J C A é um ideal bilateral e x € A étal que I = x- A e

I = Az, entdo I é gerado a esquerda e a direita por x.

Exemplo 1.12. Se A = 2Z e x1 = 2 € A entao o ideal principal I = Az, =

(27) - 2 = 47 nao contém o elemento gerador ;.

Teorema 1.13. Seja (K, +,.) um anel comutativo com unidade 1 € K. Entao as

condicoes a seguir sao equivalentes.

(i.) K é um corpo;
(ii.) (0) é um ideal maximal de K;

(iii.) Os tnicos ideais de K sao os triviais;

Demonstracao. Inicialmente serd mostrado que (i.) = (ii.). Seja K um corpo e J
um ideal de K tal que (0) C J C K. Suponha que J # {0} entao vai existir um
elemento a € J diferente de 0. Como K é um corpo por hipotese, existe b € K tal
que b-a=1c¢eentao 1 € J dai segue que J = K, desde que a-1=a € J, Va € K.
(i1.) = (i7i.) Se (0) é um ideal maximal de K, por defini¢ao os tinicos ideais
de K contendo (0) sdo o proprio (0) e K, que por defini¢ao sdo os triviais.
(731.) = (i.) Para K ser um corpo falta mostrar que para quaisquer z,y € K

nao nulos tem-se que z -y =y - x = 1. Para isso, seja a € K um elemento nao nulo
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e I = K -a o ideal principal de K gerado por a. Perceba que, a =a-1 € [ e isso diz

que I # {0} e como por hipotese temos que I = K segue que,
le K=K-a=3beK|b-a=1

o que conclui a demonstracao do teorema. O

1.3 Anéis quocientes

Nesta secao alguns passos para a construcao dos anéis quocientes sao
omitidos pois o foco do trabalho é outro e apresentar demonstracoes dos resultados
nao se faz tao essencial. Aqui, considere que A seja um anel qualquer e J um ideal

em A. Defina a relagao (= (modJ)) pondo para quaisquer z,z’ € A
r=12'(mod]) & x—1 € J

lé-se: = é congruente & =’ modulo J. E possivel mostrar que essa é uma relacdo de

equivaléncia e isso é encontrado em [Gongalves 1979].

Defini¢ao 1.14. O conjunto denotado por T = {y € A | y = x(modJ)} é chamado

de classe de equivaléncia do elemento x € A relativamente a relacao = (modJ).

Perceba que y € T acontece se, e somente se, y — x € J e faz surgir a
notacdo para a classe T que é T =z +J = {x + 2 | z € J}. Pois, se y —z € J,
entao existe z € J tal que y — x = z. Isto implica que y = x + z . Logo,
z={y|ly=x(mod])} ={x+z|z¢€ J} = Z+J. Assim, finalmente pode-se definir
o conjunto quociente de A pelo ideal J sendo o conjunto A\J ={Z =z+J |z € A}.

Defini¢ao 1.15. Chama-se o conjunto quociente de A pelo ideal J ao conjunto
AlJ={z=x+J |z e A}

Agora que o conjunto quociente de A pelo ideal J estd bem definido, sao
definidas as operacoes de soma e produto, as quais sao fechadas dentro conjunto,
porém a demonstragio serd omitida. Entdo se z = 2'(modJ) e y = y'(modJ) define-
se a soma, por

+:= z+y= (2" +y)(modJ).

e o produto por

= x-y=2 -y (modJ).

Observacao 1. Se A for um anel e J um ideal em A com T = 2/ e = ¥’ entao

r+y=2+y ex-y=a-vy.
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Isto é, a classe da soma independe dos representantes das classes das parcelas, e que

a classe do produto independe dos representantes das classes dos fatores.

Teorema 1.16. Seja Aum anel e Jumidealde A. SeT = z+J e A\J = {7 |z € A},

entao:

(i.) +: A\J x A\J — A\J definida por (Z,7) — x +
e
-1 A\J x A\J — A\J definida por (7,7) —> T -y =

definem duas operagoes em A\ J;

T+Y

<
Il

S

Y

(ii.) (A,+,-) é um anel chamado quociente de A por J;
(iii.) Se 1 ¢ a unidade de A, entao 1 & a unidade de A\J;

(iv.) Se A é comutativo, entdo A\J é comutativo.
Demonstracao. |Gongalves 1979). O

Teorema 1.17. Seja A um anel comutativo com unidade 1 € A e seja J um ideal

de A. Entdo J é um ideal maximal de A se, e somente se, A\J é um corpo.

Demonstracao. |Gongalves 1979). O

1.4 homomorfismos de anéis

Defini¢ao 1.18. Uma funcdo f : A — A’ diz-se um homomorfismo de A em A’ se

satisfizer as condicoes:

(i) f(z+y) = f(z)+ f(y) para todo =,y € A;
(ii.) f(z-y) = f(z)- f(y) para todo z,y € A.

Caso o homomorfismo seja de A em A, diz-se endomorfismo de A e denota-se
por EndA.

Defini¢ao 1.19. Se f : A — A’ é um homomorfismo bijetivo entao diz-se que f
¢ um isomorfismo de A em A’. Caso o isomorfismo seja de A no proprio A, diz-se
automorfismo de A, denotado por Aut(A) o conjunto de todos os automorfismos de

A.

Definicao 1.20. Diz-se que dois anéis A e A’ sdo isomorfos, denotados por A = A’,

se existir um isomorfismo de A em A’.

Teorema 1.21. Sejam A e A" anéise f: A — A’ um homomorfismo. Entao,

(i) f(04) =0y
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(ii) f(—a) = —f(a) para todo a € A;
(iii) Se A e A’ sdo dominios de integridade entdo f é a fungdo constante zero ou
f) =1
(iv) Se A e A’ sdo corpos entdo f é a fungao constante zero ou f é injetiva.
Demonstragao. (i) Observe que 0+0 =0 = f(0+0) = f(0) + f(0), pois é um
homomorfismo. Dai, f(0) = f(0) + f(0) e entao f(0) =0
(i) Seja a € A, observe que a + (—a) = 0, segue do item (i) que

fla+(=a)) = f(0) = fla)+ f(=a) =0
= f(=a) = —f(a).

(iii) De 1-1 =1 segue que f(1-1)= f(1) implica que f(1)- f(1) = f(1), dai

= f(1)*=f(1)
) (1)~ 1) = O
= f()=0ou f(1)=1".

Se f(1) =0 entdo f(x) = f(x-1) = f(z)- f(1) = f(z)- 0 =0". Ou seja, f ¢é
a funcao constante zero.

(iv) Sejam A e A’ corpos, suponha que f nao é uma fun¢ado constante zero.
Assim, pelo item anterior f(1) = 1’. A seguir serd mostrado que f é injetiva.
Dados z,y € A onde f(z) = f(y) tem-se que por f ser um homomorfismo,
f(x)— f(y) = f(x —y) = 0". Suponha que = # y, entdo x —y # 0 e por A ser
um corpo existe b € A tal que b- (z — y) = 1 e dai segue que

fo-(x—y) = f(1)
= f(b)- fle—y) = f(1)
=1 = 0.

O que ¢ um absurdo, pois f(1) = 1". Concluindo a demonstracao.
O]

Exemplo 1.22. Seja A um anel qualquer. A funcao identidade f : A — A definida
por f(x) = x é um isomorfismo. De fato, primeiro observe que é um homomorfismo,
pois se

fla+y)=v+y=flz)+ f(y)

flay)=x-y=flz) fy)
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E como ela é uma funcao bijetora, é um isomorfismo.

Defini¢ao 1.23. Sejam A e A" anéis, f : A — A’ um homomorfismo de A em A’.

Chama-se ntcleo de f ou Kernel de f o conjunto

N(f)={ae€ Al fla) =07,
denotado por N(f) ou Ker(f).

Defini¢ao 1.24. Sejam A e A" anéis, f : A — A’ um homomorfismo de A em A’.

Chama-se imagem de f ao conjunto

Im(f) ={f(a) | a € A}.
Teorema 1.25. Sejam A e A" anéise f : A — A" um homomorfismo. Entao,

(i) A imagem de f é um subanel de A’;
(ii) O nicleo de f é um ideal de A, e f & injetiva <& N(f) = {0};
(iii) Os anéis A\N(f) e Imf sao isomorfos.

Demonstracao. [Gongalves 1979). O

1.5 Polindmios em uma indeterminada

A fim de usar no proximo capitulo algumas defini¢oes, propriedades ou

mesmo proposicoes que envolvem polindmios aqui serd feita uma breve revisao.

Definicao 1.26. Seja K um corpo. Chama-se polindmio sobre K em uma indeter-

minada x a uma expressao formal
2
p(z) = ap+ a1 + asx” + ... + apz™ + ..

onde a; € K paratodo i € N, e existe um n € N tal que a; = 0 para todos os indices

7 =n.
Exemplo 1.27. Observe o polinémio
2, 2 3 4 5
plz)=1—z+z —l—gas + 02" + 02° + ...

que é um polindémio na indeterminada z sobre o corpo Q onde ag = ay =1, a; = —1,

az = 3 e a partir dos indices maiores ou iguais a 4 todos os coeficientes sao nulos.
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Definicao 1.28. Diz-se que dois polinémios sao iguais quando seus coeficientes que
estao na mesma posi¢ao sao todos iguais. Isto ¢, sejam p(x) = ag + a1 + axz® + ... +
™ + ... e q(x) = by + bz + box® + ... + b,,a™ + ... sobre um corpo K sdo iguais

se, e somente se, a; = b; em K para todo ¢ € N.

Definicao 1.29. Um polinémio na indeterminada x sobre o corpo K é chamado de
identicamente nulo se, e somente se, a; = 0 para todo i € N e denota-se p(x) = 0.
Agora, se ap = a € K e todos os outros indices sao nulos diz-se que o polinémio
p(x) = a ¢ um polindmio constante, serd omitida a parte 0 - 2" + 0 - 2" 4 ...

quando a; = 0 para todo j > n.

Defini¢ao 1.30. Seja o polinomio p(z) = ag + a;z + ... + a,2" com a,, # 0 ndo nulo
com coeficientes em K tem que a; = 0 para todo j > n diz-se que o polindomio é de

grau n e denota-se dp(x) = n.

A partir de agora, sera denotado por K|z| o conjunto de todos os polinomios
sobre o corpo K na indeterminada x. Como se trata de um conjunto, a seguir sao
definidos as operagoes de soma e produto. Considere p(z) = ag+ a1+ ...+ a,x™+ ...
e q(zr) =by+ bz + ... + bpx™ + ... dois elementos em K[z] tais que a soma é dada
por

p(z) +q(x) =co+crz+ ... +cpa™ + ..

onde ¢; = (a; + b;) € K e o produto por
px)-q(z) =co+axr+ .. +epa™ + ..

onde Cy = Clobo, cC1 = (l()b1 + albo, Cy = CLon + a1b1 + agbo, ey Cp = aobk + albk_l +
o +ag_1b1 + agby com k € N. Essa tltima, se deve a propriedade distributiva e da

multiplicacdo de poténcias com a mesma base quando se faz " - ™ = "™,

Exemplo 1.31. Sejam os polinomios p(z) = 22% — 2x + 1 e ¢(x) = = + 1, entdo
p(x) +qlz) = (22 =20+ 1)+ (2 +1) =227 — 2 =2,
p(x) —q(z) = (22° =22 +1) — (x + 1) = 22° — 3,
e também

plx)-qlz) =22 =20 +1) - (x+1) =22 +222 — 22 — 2w + 2+ 1=22" -2 +1

sao as operacoes com os polindomios.

Observe que (K[z],+,-) ¢ um dominio de integridade onde p(x) = 0 é o

elemento neutro e p(x) = 1 é a unidade de K[x]. Agora, se D é um dominio de
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integridade qualquer, de maneira bem semelhante é possivel construir o dominio de
integridade D[z] de todos os polinémios na indeterminada x com coeficientes em D.

O proximo teorema apresenta as condicoes necessarias para efetuar a divisao
entre dois polindémios e sua demonstracao serd omitida, porém uma fonte sera

indicada.

Teorema 1.32 (Algoritmo da divisdo). Sejam f(x), g(z) € K[z] e g(x) # 0. Entao

existem tnicos ¢(x), r(z) € K[z] tais que:

onde ou r(z) = 0 ou dg(z) > Jdr(z).
Demonstragao. [Gongalves 1979). O

Defini¢ao 1.33. Seja o polinémio nao nulo p(X) = ag+ a1z + ... + a,2" em Klz] e
a € K tal que p(a) = ag + a1 + ... + a,a™ = 0 € K entdo diz-se que a é uma raiz
de p(z) em K.

Definigao 1.34. Seja o polindomio nao nulo p(X) = ag+ a1z + ... + ap_ 12" + a, 2"
em Klz|, se a, = 1 diz-se que o polindmio é monico e escrito da forma p(X) =

ap+ a1 + ... + ap_q 2"t + 2"

Proposigao 1.35. Seja K um corpo e seja p(x) = ag+a12+ ...+ a,x2" um polinémio
nao nulo em K{z| de grau n. Entdo o nimero de raizes de p(z) em K é no maximo

igual a n = Jp(x).
Demonstracao. [Gongalves 1979). O

A seguir é apresentada uma definicdo bastante usada no desenvolvimento

do restante do trabalho que é a de extensao de corpos.

Definicao 1.36. seja K é um corpo e se L D K é um corpo, diz-se que L é uma

extensao de K.

Por exemplo, considere os corpos R e C os corpos dos reais e dos complexos
respectivamente, como C D R entao C é uma extensao do corpo R. Um outro
exemplo um pouco menos comum mas bastante usado nesse trabalho sao os corpos
Q[v2] e Q, onde Q[v2] D Q e entdo Q[v/2] é uma extensio do corpo Q.

Caso o objetivo do trabalho fosse fazer uma analogia do conjunto dos
polindmios com o conjunto dos ntimeros inteiros, entao os polindmios irredutiveis

que sao definidos a seguir fariam o papel dos niimeros primos.
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Definigao 1.37. Seja p(r) € K[z] um polinémio tal que dp(z) > 1. Diz-se
que o polinémio é irredutivel sobre K se toda vez que p(x) = g(x) - h(x), com
g(x), h(z) € K[x] tem-se que g(z) = a uma constante em K ou h(z) = b uma
constante em K. Se o polin6mio nao for irredutivel chama-se ele de redutivel ou

fatoravel.

Exemplo 1.38. Considere o polinémio p(r) = 22 —2 € Q[z] que ¢ irredutivel sobre
o corpo Q porém, sobre o corpo R é redutivel ja que p(z) pode ser escrito em sua
forma fatorada como (z —v/2) - (z + v/2).

O exemplo acima mostra que um polindmio pode ser irredutivel sobre um
corpo K e redutivel em uma extensao L D K, muitas vezes é um trabalho dificil
dizer se um polinomio é irredutivel sobre um corpo. O préximo teorema apresenta
uma breve solucao quando se trata do corpo dos racionais e consequentemente para

o anel Z[z].

Proposigao 1.39 (Gauss). Seja p(x) € Z[z] tal que p(x) é irredutivel sobre Z entao
p(z) é irredutivel sobre Q.

Demonstracao. |Gongalves 1979). O

Proposigao 1.40 (Critério de Einsenstein). seja p(z) = ap + a1z + ... + a,2" um

polinémio em Z[z]. Suponha que exista um ndimero inteiro e primo p tal que:

(a) p nao divide a,.
(b) p divide ag, ay, ..., ay_1.

(c) p? nao divide ay.
Entao p(z) é irredutivel sobre Q.
Demonstragao. |Gongalves 1979). O

Exemplo 1.41. Seja o polinémio p(z) = x° + 4z + 10. Como para p = 2 tem-se
que 22 = 4 nao divide 10, 2 divide 2 e 10, e por fim, 2 ndo divide 1. Pelo critério

Einsenstein tem-se que p(x) é irredutivel sobre Q.

Se u € K —{0} e se py1(x), pa(x), ..., pm(x) s@o polindomios irredutiveis sobre

K entao todo polinomio f(x) pode ser escrito como

f(@) =w-pi(@) - pa(2) - ().

Observe que tem-se f(x) = u quando m = 0.
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Teorema 1.42. Seja K um corpo. Entdo todo polinomio f(z) € K[z] — {0} pode

ser escrito na forma,
f@) =u-pi(z)- - p(z)

onde u € K — {0} e p1(x), p2(x), ..., pm(x) s@o polinémios irredutiveis sobre K.
E importante observar que essa expressao é inica a menos da constante u

e da ordem dos polindémios p;(z), ..., pm(2).

Demonstracao. [Gongalves 1979). O

1.6 Extensoes algébricas dos Racionais

Aqui o objetivo da secao é encontrar corpos K de forma que Q C K C R
através de um processo que ¢ mostrado abaixo e chamado de adjuncao de raizes.

Considere a partir de agora K um corpo e L D K uma extensao de K.

Definicao 1.43. Diz-se que o € L é algébrico sobre K se existir um polindmio

f(z) € K[z] — {0} tal que f(a) = 0. Caso contrario, « ¢ transcendente sobre K.

A seguir sao apresentados dois exemplos, o primeiro mostra um ntmero

algébrico e o segundo mostra um nimero transcendente, ambos sobre Q.

Exemplo 1.44. Considere o namero v/3 € R D Q, ele ¢ algébrico sobre Q. De fato,
observe que f(z) = 2* —3 € Q[z] e f(V/3) = (V3)? =3 =3 -3 =0, o que conclui

a afirmacao.
Exemplo 1.45. O nimero 7 € R D Q é transcendente sobre Q. [Gongalves 1979].

Observe que caso a € K onde K é um corpo, entao « ¢ algébrico sobre K,
pois é raiz do polinomio f(z) = z—a € K. Assim, pode-se afirmar que todo niimero
racional é algébrico sobre Q. Por fim, é possivel agora definir o que é um extensao

algébrica.

Definicao 1.46. Se para todo @ € L D K tem-se que « é algébrico sobre K entao

L D K diz-se uma extensao algébrica de K.

Existe uma convencao de nomenclatura que diz que quando o nimero for
algébrico sobre o corpo dos racionais entao pronuncia-se apenas que ele é algébrico.
E do mesmo jeito, se o nimero é transcendente sobre os racionais, diz-se apenas que
ele é transcendente.

Seja agora a € L algébrico sobre o corpo K e p(x) um polinémio em K|[z],
monico de menor grau tal que p(a) = 0. Pela minimalidade do grau do polinémio
segue que p(z) é o tnico polindmio monico irredutivel em K|[x] tal que p(a) =0 e

ele sera denotado por p(x) = irr(a, K).
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Exemplo 1.47. Se a = v/2 € R D Q, observe que Q[v2] = {f(v?2) | f(z) € Q[z]}.
De fato, pela definicio Q[v2] = {f(v/2) | f(z) € Q[z]}. Agora, como f(z) € Qz]
pelo algoritmo da divisdo existem os polinémios ¢(x), r(z) € Q[z] tais que
f(x) = (22 = 2) - q(x) + r(z) onde r(x) = 0 ou Ir(x) < 2. Se dr(x) < 2 escreve-se
r(x) = a+ bx com a,b € Q. Segue dai que

FV2) = (V2 =2)-q(vV2) +r(V2)
— 0-q(VD) + (VD)
= (v2)
= a+bV2, a,beQqQ,

como se queria demonstrar.

Exemplo 1.48. Se o = V2 € R O Q, observe que Q[v/2] = {a + bv/2 +
c(v/2)? | a,b,c € Q}. Por definicio tem-se que Q[v/2] = {f(¥2) | f(z) € Q[z]}
e pelo algoritmo da divisdo existem ¢(z),r(z) € Q[z] com r(z) = 0 ou Jr(x) < 3.
Se Or(z) < 3 tem -se

f@) = (2" =2) - q(x) +r(z)

substituindo v/2 em .,

= f(V2) = ((V2)’=2)-q(V2) +r(V2)
= r(V2)
= a+bV2+(V2)?%a,beQ,

como se queria demonstrar.

Teorema 1.49. Se « € L D K e se ¢ : K[z] — L uma fungio definida por
U(f(x)) = f(a) entdo ¥ é um homomorfismo tal que:

(i) Imy = K|a|, K C K[a] L, onde K ¢ um corpo.
(ii) « é transcendente sobre K < N(v¢) = {0}.
(iii) Se « é algébrico sobre K e p(x) = irr(a, K) entdo N(¢) = K[z] = K[z] - p(x)
¢ um ideal maximal de K|x].
(iv) K[z[\N(¢) = K(a)

Demonstracao. Primeiro observe que 1 é um homomorfismo. Com efeito, dados
f(z),g(z) € Kz] tem-se que

O(f(2) +q(z) = o((f +9)(2) = (f + 9)(@) = fla) + g() = »(f(z)) + ¢(g(x))
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U(f(x) - g(x) = ((f - 9) (@) = (f - 9)(a) = fla) - gla) = P (f(z)) - ¥(g(x)).

O que conclui a afirmacdo. Agora, seguem as demonstracoes dos itens de (i) a (iv)

do teorema.

(i) Observe na definicdo de ¢ que Imy = {f(a) | f(a) = ¥(f(x))}, onde

f(z) € Kz]. Ou seja, escrito de outra maneira tem-se

Imip = {f(a) | f(z) € K[z]}

que é a definicao de K[a]. Logo, Imiy = K[a]. Agora veja as inclusdes. Seja a
fungao identidade f(a;) = a; com a; € K e i € N, observe que qualquer a; € K
também pertence a K|[z], logo K C K|z].

(ii) Observe que N(¢) = {f(x) € K[z] | ¥(f(z)) = 0}, pela hipdtese tem-se «
transcendente sobre K. Escolha f(x) € K[z] — {0} e dai, f(a) # 0. Porém,
U(f(z)) = f(a) # 0. Logo o unico polinomio tal que ¢(f(x)) = f(a) =0¢é o
proprio polinémio nulo. Portanto, N(¢) = {0}. Reciprocamente, suponha que
N(¢) = {0}. Isto &, N(v) = {f(z) € K[z] | f(z) = 0'}, entdo para f(z) # 0
em K[z] tem-se

U(f(x)) = 0.

Como ¥(f(z)) = f(a) # 0, tem-se que « é transcedente sobre K.

(iii) Como « é algébrico sobre K, entao N(¢) # {0}. Considere N(¢) = K[z]-p(x)
um ideal em K[z]. Como p(z) ¢ irredutivel sobre K, pelo teorema 1.25 tem-se
que N(¢) = Klz] - p(z) é¢ um ideal maximal em KJz].

(iv) Pelo item (i) desse teorema tem-se Imy = K[a] e pelo item (iii) do teorema
1.25 tem-se

Kl \N (@) = Kla]

]

Colorario 1. Seja o € L D K. Se « ¢ algébrico sobre K entao K[a] é um subcorpo

de L que contém K.

Demonstracao. Considere ¢ : K|[x] — L como no teorema anterior, definida por
»(f(x)) = f(a). Como « é algébrico sobre K pelo item (iii) do teorema tem-se que
N(¢) = Klz] - p(x) é um ideal maximal e dai K[z]\N(¢)) é um corpo que pelo item

(iv) é isomorfo & K[z]. Logo, K|a] é um corpo. O
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Colorario 2. Seja « € L D K. Se « é transcedente sobre K entdo Kla] é um
subdominio de L isomorfo ao dominio K[z]| dos polindmios em uma indeterminada

Z.

Demonstracao. Para mostrar que K[a| é um subdominio de L, basta que K[q]
seja um anel sem divisores de zero. Primeiro, observe que K[a] é um subanel.

Considerando f(a), g(a) € K|a] veja que

i. fla)—gla)=(f—g)(a) € K[a]
ii. f(a)-g(a)=(f-g)(a) € Kla].

Agora, veja que K nao possui divisores de zero pois,

fla)-g(a) = 0= fla) =0 oug(a) =0,

e pela hipotese, a é transcedente sobre K o], entdo f(«) ou g(«) é o polinomio nulo

aplicado a a. O

Coloréario 3. Se o, € L D K sao raizes de um mesmo polinémio irredutivel sobre

K, entao K|a| e K[f] sdo corpos isomorfos.

Demonstracao. Como « e 3 sao raizes de polindomios irredutiveis sobre K, entao
p(x) = wrr(a, K) = irr(B,K). Pelo item (iii) do teorema anterior obtém-se

J = K|z] - p(z) é um ideal maximal de K[z] e pelo item (iv) tem-se
Kla] = K[z]\J e K[z]\J = K[5].

Logo K[a] = K|[f] sao isomorfos como se queria mostrar. O

Proposigao 1.50. Seja L D K e a € L algébrico sobre K. Se o grau do polinémio

irr(a, K) é n, entao:

(i) Para todo f(x) € Klz], f(a) pode ser expresso de modo tnico na forma
fla) =ag+aia+ ...+ a, 10" " onde a; € K.

(ii) Kla] ={ao+aa+ ...+ a,_10™ | a; € K} & um subcorpo de L que contém
K.

(iii) Se K = Z, entdo K[a] é um corpo contendo exatamente p" elementos.

Demonstracao. Se p(x) = irr(a, K) onde dp(x) = n por hipotese. Existe um
polinémio f(z) € Klz], tal que pelo algoritmo da divisao existem ¢(z),r(z) € K|[z]
de modo que

f(x) =p(x) - q(x) + ()
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onde r(z) = 0 ou Ir(z) < n. Assim 7(x) = ag + a1z + ... + a,_12" ! onde a; € K

com i =1,....,n— 1. Agora, aplicando o em f(z) e sabendo que p(a)) = 0 observa-se

fla) = q(a)-

= apt+aa+..+a, 0"t

como se queria demonstrar.

(ii) Por defini¢ao K|a] = {f(a) | f(x) € K[z]}, e pelo item (i) dessa proposi¢ao f(«)
¢ escrito de maneira tinica da forma f(a) = ag + a1+ ... + a,_1a" ! onde a; € K,
dai

kla] = {f(a) | f(z) € K[z]} = {ao + a1 + ... + ap_1a™ '},

Entao pelo corolario 1 K[a] é um subcorpo de L que contém K.

(iii) Observe pelos itens anteriores que Zy|a] = {ag+ a1+ ... + ap_1a" ! | a; € Z,}.
Assim existe correspondéncia bijetiva entre Z,[a| e o conjunto de todas as n-uplas

{ap,ay,...,a, 1} onde a; € Z, = {0,1,...,p — 1} ¢ isto demonstra este item. O

Exemplo 1.51. Seja a = {/p € R e n um inteiro maior ou igual a 2. Entao « ¢
uma raiz real do polinomio z" — p, que é facilmente mostrado ser irredutivel sobre

Q usando o critério de Einsenstein.

Do exemplo acima tem-se 2" — p = irr(a, Q) e que Q[a] é um subcorpo de
R contendo Q. Veja mais ainda, Q[a] = {ag + a1 + ... + ap_10" ' | a; € Q i =
1,...,n — 1}. Observe,

QC@{\/ﬁ] :{CLO+G1\/§ | Qop, a1 EQ} C R.
Q - Q[{g/i] = {CLO + a1\3/§+ az(\3/§)2 | g, Q1,09 € Q} C R.
Q C @[\4/5] = {CLO + a1\4/§+ CLQ(\4/§)2 + (13(\4/5)3 | Qgp, a1, 09,03 € @} C R.

Observe ainda que se 8 é uma raiz cibica complexa de 2® — 2 tal que 3
nio seja um nimero real. Tem-se que Q C Q[v/2] C Re Q C Q[3] C C e mais
que Q[v/2] é um isomorfismo com Q[f], pois v/2 € R e 8 € C sdo raizes do mesmo
polinomio irredutivel p(z) = 2* — 2 sobre o conjunto dos nimeros racionais.

Seja p ¢ um nimero primo maior ou igual a 2, defina a; por a; = 3/p; € R.
Agora, observe que «; é raiz do polinémio ¢(x) = 22 — p irredutivel pelo critério de

Einsienstein sobre Q, para todo i € N. Por exemplo,

Se i = 1 entdo Qoy] = Q[/p] = {ao + a1/p | ao, a1 € Q}.
Se i = 2 entdo Q[az] = {ag + a1/p + a2(¥/p)* + as(¥/p)® | ag, a1, az, a3 € Q},
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e assim por diante. Veja que se a; = ag = 0 em Q[ay], o conjunto Q[as] descreve
todos os elementos de Q[ay] e entdo Q[ay] C Q[aw]. Observe ainda que «; ¢é raiz do

2 — p que é irredutivel, usado o critério de Einsienstein sobre Q, para

polinémio x
todo ¢ € N.

Assim, tem-se que os corpos K; = Q[a;] onde Q C K; C Rcom ¢ > 2 e
ainda

Q=K,CK,CKyC..CK,C..CR

¢ uma cadeia ascendente de subcorpos de R e portanto |J;o, K; ¢ também um

subcorpo de R.

1.7 Corpo de decomposicao de um polinémio

Inicialmente sao discutidas mais algumas propriedades e defini¢coes sobre
polinémios, agora com coeficientes no conjunto dos ntimeros complexos para poste-
riormente definir o corpo de decomposicao.

Se f(x) € Klz] é um polindémio de grau n > 1 e aq,...,a, sao todas as
diferentes raizes no conjunto dos niimeros complexos, entao o polinémio pode ser

decomposto da seguinte maneira
flx)y=c-(r—ay)™...(x — )™

em C[z]| onde ¢ € C e r,my, ..., m, sdo niumeros inteiros positivos. O nimero inteiro
m; chama-se multiplicidade da raiz «; e se m; = 1 diz-se que «; é uma raiz simples

do polinémio f(x).
Exemplo 1.52. Considere o polinémio f(x) = x* + 5z + 3z — 9 cuja sua forma
fatorada como descrito acima é da forma

flz)=(z—1)-(z+3)"
Observe que a raiz o; = 1 tem multiplicidade um e a raiz as = —3 tem multiplicidade
2.

Defini¢ao 1.53. Se f(x) = ap + a1z + ... + a,a™ € K|z], onde a; € K define-se a
derivada de f(z) por f'(z) = a1 + asx + ... + a, 2" L.

Observe antes de apresentar um exemplo que se df(x) < 1 entdo df(x) # 0
e que df(z) =n— 1.

Exemplo 1.54. Como no exemplo anterior, considera o polinomio f(z) = 2% +
522 + 3z — 9 cuja derivada, usando a definigao, é f'(x) = 322 + 10z + 3.
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Se f(z), g(x) € K[z] e a € K seguem imediatamente as seguintes regras

para derivadas,

Proposigao 1.55. Seja f(z) € K[z], 0f(x) =n > 1 e o € C uma raiz de f(z).

Entao « é raiz simples de f(z) se, e somente se, f(a) =0e f'(a) # 0.

Demonstragao. Se v € C é uma raiz de f(z) com multiplicidade m > 1 entao f(x)
pode ser fatorado em C[z] como f(x) = (x —a)™-g(x) onde g(x) € Clz] e ¢'(a) # 0.
Dai

fll@)=m-(z—a)" " g(a)+(x—a)" g'(a).

Para m = 1 (a hipotese ser raiz simples torna m com esse valor), tem-se

f@)=(z—a) g(z) = f(a) = (@ —a)-g(a) = f(a) =0

e usando o regra do produto para derivadas tem-se

como se queria mostrar. Agora, reciprocamente se f(z) = (r — a)™ - g(z) e
f(x)y=m-(x—a)™ ' g(z)+ (xr —a)™- ¢'(x). Observe que f'(a) =0 m > 2,

dai considere por exemplo m = 2,

fll@)=2-(z—a) g(z) + (z - a)*- ¢(z)
e ai
fll@)=2-(a—a) gla)+(a—a)* ¢ (a) =0.
Mas, por hipotese f'(a) # 0. Logo m = 1 implica que « é uma raiz simples. ]

Proposigao 1.56. Seja f(x) € Kz], 0f(x) =n >1e a € C uma raiz de f(z). Se

f(z) é irredutivel sobre K entdo todas as raizes de f(x) sdo simples.
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Demonstracao. Seja f(x) € K[z] um polinomio irredutivel sobre K e a € C uma
raiz de f(z) cuja sua multiplicidade é m. A seguir serd provado que m = 1.

Seja p(x) = irr(a, K), pelo algoritmo da divisao existem ¢(x),r(z) € K|[x]
tais que

f(@) = p(x) - q(z) + r(2),

onde r(z) =0 ou Jr(x) < dp(x).

Como 7(z) = f(x) — p(x) - ¢(x) e pela minimalidade do grau de p(z) =
irr(a, K) segue que r(z) = 0 e f(z) = p(x) - q(z). Portanto, pela irredutibilidade de
f(z), existe a € K tal que ¢(x) =a € K e entdo f(x) =a - p(x).

Por outro lado, se m > 1 a partir da proposicao 1.55 que f'(a) = a-p/(a) = 0,
ou seja, p'(a) = 0 o que contradiz a minimalidade de p(z). Assim, m = 1 o que

conclui a demonstragao. O]

Definicao 1.57. Chama-se Corpo de decomposigdo de um polindomio f(x) € K|z]
sobre K, que serd denotado por Gal(f, K) ao menor subcorpo de C que contém K

e todas as raizes de f(x) em C.

Vale observar acerca da definicdo acima que esse menor subcorpo existe e é
igual & interseccao de todos os subcorpos de C que contém K e todas as raizes de
f(z) em C.

Para facilitar em algumas demonstragoes no decorrer do texto é interessante
que o conjunto Gal(f.K) seja escrito de uma maneira construtiva. Para isso, sejam

f(z) € K[z] e a1, ag, ..., a, as diferentes raizes de f(x) em C. Considere,
Ky=K CK,=Klou] C Ky =Kj|ap] C ... C K, = K,_1]|a,].

Observe que K; é o menor subcorpo de C que contém K e aq,qs,...,q; € entao
K, = Ky o] = Gal(f, K).

Denote K, = Koy, ...,a;] para se ter Gal(f, K) = Kla,...,a,]. Assim,
independente da ordem que a raiz seja escolhida, ainda assim esse processo chamado
de adjunc¢do de raizes levaria ao conjunto Gal(f, K).

As vezes para se tomar todas as raizes aq, ..., a, nao serd preciso de todas as
r etapas. Pode acontecer de uma etapa apenas ser suficiente. Isto ¢, ao adjuntar uma

das raizes, as demais ficam automaticamente incluidas. Observe o exemplo seguinte.

Exemplo 1.58. Sejam 1 = «g, oy, ..., 1 as n raizes em C do polinémio f(z) =

™ .. 4T ~ .
2" —1 € Qz] onde n > 1. Defina a por @« = cos— + i - sin—, entdo seja
n n
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27 Y A n n .
a; = [ cos— +1-sin— | e observe que af = a" = 1, pois

n n
n 2r . 2m\"
a;p = |cosS— +1-sin— | ,

n n
= (enH)"
27n
= e n
— 627r-i

= cos2m + ¢ -sin2mw

= 1,

onde na segunda igualdade foi usada a Formula de Euler para transformar a escrita

trigonométrica em uma poténcia e dai concluir que o™ = 1. Observe também que

n or . 2r\"Y
a; = COS — + 7 - sin — =1
n n

onde 1 = ag, ay,...,a,_1 sao as n-raizes distintas de f em C e sao todas as raizes
de 2" — 1. Assim, o; = o' € Q|a] para todo i € {0,1,...,n — 1} e portanto

Gal(z" —1,Q) = Q[ay].

Exemplo 1.59. Para construir o corpo de decomposi¢do do polinémio f(x) =
2% — 2 € Q[x]. Observe que o = /2 & raiz de f(z), pois f(¥/2) = (V2)> =2 =10. ¢

pelo exemplo anterior tem-se que

5 2T s 21
= CcoS— + 7 -sin —
3 3

= cos120+1¢-sin120

1 V3

= —_—— ’l/-_

2 2

. . — . V3
é uma raiz complexa de f(z) e portanto seu conjugado § = —= —i- — também é
raiz complexa do polindmio. Assim, as trés raizes distintas de f(x) € Q[z] sao «, 3

e 3. Nessa caso sio necessarias apenas duas etapas, isto ¢, Gal(f, Q) = Q[a, 8, 5] =

Qlev, A].

Muitas vezes encontrar todas as raizes de um polinémio é complicado
e trabalhoso, no exemplo anterior foi visto que nem sempre é preciso de todas
as etapas, como feito na construcao do corpo de decomposicao pelo processo de
adjuntar raizes para encontrar o conjunto Gal(f, K). No primeiro exemplo foi preciso

apenas uma etapa, mesmo o polinomio tendo n raizes distintas para n > 1 e no
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segundo exemplo, foi preciso apenas de 2 etapas mesmo o polindémio tendo trés

raizes distintas.

1.8 Grau de uma extensao

Aqui nesta se¢@o sao necessarios alguns conhecimentos de algebra linear os
quais sao deixados a cargo do leitor.

A partir desse momento seja V' um espaco vetorial e K um corpo, se V
sobre o corpo K possui uma base com n elementos entao n é chamado de dimensao
de V sobre K e denotado por [V : K] = n.

Definicao 1.60. Seja K um corpo qualquer. Uma extensao L O K diz-se finita se

[L: K] =n < oco. Caso contrario L C K diz-se uma extensao infinita.

Proposicao 1.61. Seja K um corpo e L D K uma extensao de K. Se L D K ¢é
finita entao L D K ¢ algébrico.

Demonstra¢ao. Suponha que [L : K] = m < co e « € L D K onde K[a] é um
subespaco de L, segue que [K[a] : K] < m < oo. Se [K[a] : K| = n entdo
1,a,a?, ..., a" sdo elementos linearmente dependentes, pois n ¢ o nimero maximo de
elementos linearmente dependentes para formar a base, e entao existem ag, a, ..., a,

nem todos nulos, tais que
ap + a0+ ... +a,a” = 0.

Isto é, o é um elemento algébrico sobre K, pois, nesse caso basta considerar o

polinémio p(z) = ag + a1 + ... + a,z". O

Proposicao 1.62. Seja K um corpo e L D K uma extensao de K. entao se
a € L O K & um elemento algébrico sobre K e o grau de irr(a, K) = n entao

2 n

1,a,a?,...,a" ! é uma base do espago vetorial K[a] sobre K e [K[a] : K] =n < co.

Demonstracao. Seja o« € L D K um elemento algébrico sobre K tal que
d(irr(a, K)) = n. Pela Proposigao 1.50 todo elemento pode ser escrito de modo
tinico como combinacdo linear sobre K dos elementos 1, c,...,a" . Assim, os ele-

mentos formam uma base de Ko sobre K. Isto &, [K[a] : K] =n < cc. O

Proposicao 1.63. Seja K um corpo e L D K uma extensao de K. Se a € L D K

¢ um elemento transcedente sobre K entdao K[a] D K é uma extensdo infinita.

Demonstracao. Se a« € L O K ¢é transcedente sobre K, entao K|a] nao ¢ uma

extensao algébrica, pois nao existe f(z) € KJz| tal que f(a) = 0. Supondo que
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Kla] D K seja uma extensao finita, entdo teria que K[a] D K é algébrica pela

Proposigao 1.61, o que é um absurdo, logo K[a] D K é uma extensao infinita. [
Coloréario 4. Seja o € L D K. Entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) « é algébrico sobre K.

(i) [K[a]: K] < o0

(iii) K[| é uma extensao algébrica de K.
Demonstragao. Primeiro observe que (i7) = (i) Se K[a] é uma extensao finita sobre
K, pela Proposicao 1.61 é uma extensao algébrica sobre K. Agora, que (iii) = (i).
por definicdo se K[a| é uma extensao algébrica sobre K entdo existe f(x) € K|z| tal
que f(a) =0, isto &, a é algébrico sobre K. Por fim, que (i) = (éii) Pela Proposicao
1.62 se « é algébrico sobre K entao com todas as outras hipdteses satisfeitas tem-se
que [Kla] : K] < oc. O
Proposigao 1.64. Sejam M D L D K corpos tais que [M : L] e [L : K] sao finitos,
entdo [M : K] é finitoe [M : K| =[M : L] - [L: K].
Demonstracao. Sejam vy, vo, ..., v, uma base de M e uy, us,...,u, uma base de L

sobre K. Basta mostrar que

é uma base de M sobre K, isso concluird a demonstragao da afirmacgao da proposicao.
Observe inicialmente que [ é um conjunto linearmente independente em M

sobre K. Com efeito, se
OéijEK, 1§Z§T’, 1§]§8, Zaijwi-ujzo.
i?j

Essa equacao pode ser reescrita da seguinte maneira:
(o1 - ug +aqg U + oo+ Qg Us) V1 F oo+ (g U+ Qo U F o Qg U) s U =0

e como 0s u;S estao em L, segue pela independéncia linear dos v;-s em M sobre L
que
Q11 UL+ apoUus + ..+ Qg Ug = 0

Qp1 UL+ - U+ oo+ Qg - U = 0

como cada a;; pertence a K segue pela independéncia linear dos u;s em L sobre K
que cada o;; = 0com 1 <7 <rel <j<s. Portanto, 8 € um conjunto linearmente
independente de M sobre K.
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Agora, falta mostrar que § é um conjunto gerador de M sobre K. Assim,

seja y € M e vy,...,v, uma base de M sobre L e dai existem Ay, ..., A\, € L tais que,
Yy=A-v1+ ...+ A\ v, (1.1)

Seja cada A\; € L e uyg,...,us uma base de L sobre K, entao existem «;; € K com
1<i<rel <y <stais que

)\Z' = ;1 'U1+OZZ'2'U2—|—...—|—OZZ'3'U,5.
Entao, substituindo todos esses ;s na equagao (1.1) tem-se

y = (oqug + oo + agsttg) - vp o+ (G Uy + o+ Qi) - U
= Zaijviuj, a; €K, 1<i<rel<j<s,
/[:7j
como se queria demonstrar. O

Colorario 5. (a) Q¢ = {a € C | « é algébrico sobre Q} ¢ um subcorpo de C, que
¢ uma extensao algébrica infinita de Q.

(b) Qg = {a € R | a é algébrico sobre Q} & um subcorpo de R, que é uma extensio
algébrica infinita de Q.

Demonstra¢io. (a) Observe que Q¢ D Q, pois dado @ € Q tem-se que todo
racional é algébrico sobre Q através do polindémio p(z) = x — @. Agora, para
mostrar que Q¢ é um subcorpo de C é suficiente provar que

1) avﬁe@(}:}&_ﬁe@(c

2) a,ﬁe@c:w-ﬁe(@ic

3) O#ae@gﬁaJ:aG@c
todas elas s@o mostradas ao mesmo tempo. Para isso, seja K = Qo] e
L = K[p]. Como « & algébrico sobre Q segue que [K : Q] ¢é finito. Como
L = K[f] C K = Qo] segue que (3 ¢é algébrico sobre Q e também sobre K,

daf [L : K] é finito. Pela proposi¢ao acima tem-se que
[L:Q)=[L:K]-[K:Q] <o

e pela Proposi¢ao 1.61 tem-se que L D Q é uma extensao algébrica. Entao o
resultado segue imediatamente que a = 3, - € L e é € L se a # 0. Logo,
tem-se que Q¢ O Q é uma extensio algébrica sobre Q. Agora se a; = /2 e
Ky =Q, K = Q[v], ..., K; = Qlay] tem-se que M = [ J;°, K; ¢ uma extensao
algébrica infinita sobre Q e M C Qg C Q.
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(b) Observe que Qp = QcNRe M = U2y Ki C Qg e af com argumentos anélogos
ao item (a) tem-se que Qp ¢ um subcorpo de R e que é uma extensio algébrica
infinita de Q.

O

Colorario 6. Seja K D Q tal que [K : Q] = m e seja p(z) € Q[z] um polindémio
irredutivel sobre Q de grau n. Se M.D.C{m,n} = 1 entdo p(x) é um polinémio

irredutivel sobre K.

Demonstracao. Seja a € C uma raiz de p(z). Considere os corpos Qo] C Kla] e
suponha que [K[a] : K] =r e [K[a] : Q[a]] = s. Pela Proposic¢ao 1.64

(Kla]: Q] = [Ko] : K]-[K:Q]=71"-m.

entdo n-s=m-r e como M.D.C{n,m} =1 tem-se que r divide n. Mas, r < n diz

que n = r e entdo p(z) é irredutivel sobre K. O
Colorario 7. Seja L = Gal(z? —2,Q). Entao [L: Q] =p-(p—1).

Demonstracio. Lembre que L = Gal(z? — 2,Q) = Q[o,u] onde o = /2 € R e

2 —1

2w .. 27 3 . , . .
u = |cos— +1-sin— | € Céumaraiz p-ésima da unidade tal que 1, u, u*, ..., u?

p p
sao todas as p-ésimas raizes distintas da unidade em C. Pela proposicao 1.64 tem-se

Pelo critério de Einsenstein tem-se que [Q[a] : Q] = p. Agora, se K = Q[a] tem-se
que L = K[u] D K D Q. Novamente pelo critério de Einsenstein tem-se que u é raiz
do polinémio f(zr) =1+ z+ 2>+ ... + 2P 2 + 2P~ que ¢é irredutivel de grau p — 1
sobre Q. Como [K : Q] =pe M.D.C(p,p—1) = 1 tem-se que pelo coroléario anterior
que f(z) =14z +2*+ ...+ 2P~ 2+ 27! & ainda irredutivel sobre K tendo u como

raiz. Portanto [K[u] : K] = p — 1 o que demonstra o corolario pois
L =Klu] e K =Qla].

O

Teorema 1.65. Seja L O K D Q tal que [L : K| < co. Entao existe u € L tal que
L = Klu).
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Este ultimo teorema a sua demonstracao sao encontrados em
|Gongalves 1979], pag. 102.

Aqui se encerra a construcao tedrica das extensoes de corpos para entao
se discutir a construcao de nimeros e a sua possibilidade de construgao sem

necessariamente tentar usando as ferramentas.



CAPITULO 2

Numeros construtiveis

O objetivo deste capitulo é mostrar a possibilidade ou nao de construgoes
usando apenas régua nao graduada e compasso. Quando se diz régua nao graduada
significa que o instrumento nao possui marcacoes, é apenas uma ferramenta que
interliga dois pontos através de uma reta.

Durante o desenvolvimento dos capitulos é possivel observar uma relacao
intima entre polin6mios e suas raizes com os nimeros construtiveis.

Para comecar, considere P um subconjunto de R? contendo pelo menos dois

pontos distintos.

Definicao 2.1. Diz-se que uma reta r C R? é construtivel em P se r contém dois

pontos distintos de P.

Definicao 2.2. Diz-se que uma circunferéncia ¢ C R? & uma circunferéncia

construtivel em P se o seu centro pertence a P e um outro ponto de P pertence a c.

A partir das definicoes acima, sao definidos o que sao chamados de operagées

elementares em P.

(i) Intersecgao de duas retas em P
(ii) Interseccao de uma reta em P e uma circunferéncia em P.

(ii) Intersecccao de duas circunferéncias em P.

Definicao 2.3. Diz-se que um ponto A € R? é construtivel a partir de P se for
possivel determinar A por uma das operacoes elementares em P. Denota-se (P) o

subconjunto dos pontos do plano que sao construtiveis a partir de P.

Exemplo 2.4. Seja o conjunto P, formado pelos pontos O = (0,0) e U = (1,0).
A seguir sdo encontrados todos os pontos construtiveis a partir de F, seguindo os

seguintes passos:

1. Por O e U trace a reta construtivel r;
2. Com a ponta seca do compasso centrada em O, trace uma circunferéncia que

passe também pelo ponto U;
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3. Com a ponta seca do compasso centrada em U, trace uma circunferéncia )\,

que passe também pelo ponto O. Observe a figura a seguir.

A2

A1

Observe que a partir da interseccao da reta r e da circunferéncia \; obtém-se
o ponto C' = (—1,0), pois o raio da circunferéncia é uma unidade de comprimento.
Da mesma maneira, o ponto D = (2,0), que é a interseccdo entre a reta r e a
circunferéncia \g, foi construido. Agora, observe que os pontos O,U, E e F s3o os
vértices de um losango de diagonais OU e EF. As coordenadas dos pontos E e
F' podem ser encontradas observando que o triangulo OEU é equilatero, e como
argumentado acima, EF é perpendicular a OU, por serem as diagonais do losango.
Dai, a abscissa ¢ a metade do lado e a ordenada ¢ a altura do triangulo equilatero,
LBy e F = (4, =),

ou seja, £ = (3,% 5

Conclui-se que Py = (Py) = {O,U,C, D, E, F}.
Para generalizar, faz-se,
Py ={0,U}, Py = (Po), Pa = (P1)se-ss Pot1 = (Py), temos,

PoCPLCPyC ... C Py, C Ppit C... CRL

Definigao 2.5. Define-se entao P = U~ Pa.-

Observe que P4, ¢ um conjunto infinito, mesmo que P,, seja um subconjunto
finito de R?* V n € N e que (P,) = P, e ainda que todo ponto formado por entradas

com nameros inteiros é construtivel. Isto é, (a,b) € P, Va € Z e b€ Z.

Definicao 2.6. Os pontos do plano que pertencem a P, sao chamados de pontos
construtiveis e as retas em P, isto é, as retas que contém dois pontos distintos

construtiveis sao chamadas de retas construtiveis.
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Defini¢ao 2.7. Um namero real a é construtivel se o ponto (a,0) € Px.

A seguir sao apresentadas algumas proposicoes e alguns teoremas sobre a
construtibilidade sem o uso das condicoes algébricas. A construcao sera feita apenas

com a régua nao graduada e o compasso.

Proposicao 2.8. Sejam A e B dois pontos distintos construtiveis, entao o ponto
médio M do segmento AB é construtivel e as retas perpendiculares a AB passando

pelos pontos A, B e M tambeém sao construtiveis.
Demonstracao. Observe os passos seguidos para efetuar a construcao.

1 Por A e B construa a reta r que passa nesses dois pontos distintos.

2 Com o compasso, coloque a ponta seca no ponto A e construa a circunferéncia
passando por B

3 Com o compasso, coloque a ponta seca no ponto B e construa a circunferéncia

passando por A

Observe que usando as operacoes elementares de construcao, pela interseccao das
duas circunferéncias os pontos C' e D sao construidos, e pela interseccao das
circunferéncias com a reta r os pontos E e F sao construidos. Como C' e D sao
pontos construtiveis, construa a reta s passando por eles e intersectando a reta r
no ponto M, que também serd um ponto construtivel por ser a interseccao de duas

retas construtiveis.
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Como ABCD é um losango cujas diagonais sio CD e AB temos que elas sio
perpendiculares e pelo caso de congruéncia de triangulos LAL (AB = CD; ACM =
BC’M; CM um lado comum) tem-se que AM = BM = M ¢ o ponto médio e por
ser a interseccao de duas retas construtiveis também é construtivel. Agora, como A
é o ponto médio de EB e B é o ponto médio de AF, seguindo 0s mesmos passos

acima, construimos retas perpendiculares a r e passam pelos pontos A ou B.

<.

]

Proposicao 2.9. Sejam A e r, respectivamente um ponto construtivel e uma reta
construtivel tais que A € r. Se B e C sao construtiveis, entao existe um ponto

construtivel X tal que X € r e os segmentos AX e BC' possuem a mesma medida.

Demonstracao. Usando circunferéncias centradas em B e centradas em A pode-se

assumir que A, B e C pertencem a reta r. Pois, caso nao pertencam basta construi-
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los na reta r usando o compasso com a ponta seca em A e a outra no ponto ponto

desejado.

Agora, entre os pontos B e C' construa o ponto médio M, e com o compasso
centrado no ponto B e raio |AB| trace uma circunferéncia cuja a interseccio com
a reta r constréi o ponto N tal que |[AB| = |BN|. Assim, tem-se que os pontos
A, B, C, M, N € r sao todos pontos construtiveis.

Seja X € r o ponto construtivel tal que [NM| = |[MX|. Como M é o ponto

médio de BC, tem-se que

[BM| = [MC
= |[BN|+|NM| = |MX|+|XC|
= |BN| = |XC|.

Logo, |AB| = |BN| = |XC]|.

Agora, observe que

|AX| = [AB| + [BX],

e como mostrado acima tem-se |AB| = |XC|, dai
|AX| = |AB|+|BX|
= |BX|+ |XC]
= |BC]|
como se queria demonstrar. O

Proposicao 2.10. Sejam A, B e C trés pontos construtiveis nao alinhados. Entao
existe um ponto construtivel D tal que A, B, C, e D formam um paralelogramo.

Em particular, a reta passando por C' e paralela ao segmento AB é construtivel.

Demonstracao. Sejam A, B e C trés pontos construtiveis quaisquer, entao construa
as retas suportes r que contém A e B e a reta s que contém A e C. Pela proposicao
3.7 existe X € r tal que |AC| = |BX| e ainda existe Y € s tal que |CY| = |AB].



46

Agora, construindo a circunferéncia com centro no ponto B e passando por X e a
circunferéncia com centro no ponto C' e passando pelo ponto Y, temos que um dos
pontos de intersecgao entre as duas circunferéncias serd o ponto D, que é construtivel

por ser a interseccao de duas circunferéncias construtiveis.

Por fim, como os pontos C' e D sao construtiveis, a reta que passa por eles também
¢ construtivel, e ainda como CD||AB sao congruentes, temos que A, B, C' e D

formam um paralelogramo. O]

Proposi¢ao 2.11. Um ponto A = (a,b) € R? é construtivel se, e somente se, as

suas coordenadas a,b € R sao nimeros construtiveis.

Demonstracao. (=) Se A = (a,b) é construtivel, considere M o ponto médio de
OA que também é construtivel como visto anteriormente. Com a ponta seca do
compasso centrada no ponto M e a outra ponta em A, trace uma circunferéncia que
interceptara a reta suporte de OU no ponto Ay = (a,0), que é um ponto construtivel
por se tratar da interseccao de uma reta e uma circunferéncias construtiveis, logo
o ntimero a é construtivel. Em seguida, como o ponto A = (a,0) é construtivel
e pertencente a reta suporte de OU, pela proposicdo 3.7 existe um ponto By
pertencente a reta suporte de OU tal que |OBy| = |AAy| onde By = (b,0) é um ponto
construtivel e entao o ntimero b é construtivel, como queriamos mostrar. Observe a

figura a seguir.
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(<) Reciprocamente, suponha a e b dois nimeros reais construtiveis, isto é,
a,b € P,. Observe que a reta determinada por O e U ¢ construtivel. Trace uma
reta perpendicular a reta suporte de OU passando pelo ponto O, que como visto
anteriormente é também construtivel. Com a ponta seca do compasso centrada em
O e a outra no ponta em By = (b,0), construa a circunferéncia de centro O e
raio |OBy| que intercepta a reta perpendicular no ponto (0,b), que é construtivel
por ser a interseccao de uma reta e uma circunferéncia construtiveis. Assim, tem-se
trés pontos construtiveis nao colineares, deste modo o ponto A = (a,b) também é
construtivel por se tratar do quarto vértice de um paralelogramo cujos os outros trés

vértices sao construtiveis. O

Observe que como visto na proposicao imediatamente acima pode-se perce-
ber que os nimeros construtiveis sao exatamente as coordenadas dos pontos cons-

trutiveis.

Teorema 2.12. Seja o conjunto Cg = {& € R | a ¢é construtivel}, entdo Cg é um

subcorpo de R contendo Q.

Demonstracao. Como ja foi possivel observar o conjunto dos ntimeros inteiros é
todo construtivel partindo de OU com circunferéncia de raio 1, isto é, Z C Cg. Para
mostrar que Cg € um subcorpo de R contendo Q, basta que as afirmagoes a seguir

sejam vélidas.

(1) Dados a, B € Cg entdo 8 — a € Cg.

(2) Dados o, (8 € Cg entao « - (8 € Cg.
1

(3) Dados 0 # « € Cg entao - € Cr.

Assim, sem perda de generalidade, considere § > «a > 0. Seja ainda, A = («,0)
e B = (B,0) dois pontos construtiveis pertencentes a reta suporte de OU, pela

Proposicao 3.7 existe um ponto construtivel X = (z,0) a direita de O sobre
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a reta suporte de OU tal que OU e AB possuam o mesmo comprimento. Dali,
(x—=0,0-0)=(—-,0-0)=(f—a,0)= (z,0)=(f—,0) =2x=F—aéum
namero construtivel, logo 8 — a € Cgr que é o que se queria mostra no item (1).
Para mostrar os itens (2) e (3), observe primeiro que existem retas construtiveis que
contém o ponto O diferentes das retas suportes de OU e OT onde T = (0, 1).

Seja r uma reta construtivel que passa por O diferente das retas suportes de OU
e OT. Considere ainda A = (a,0) e B = (3,0) pontos construtiveis sobre a reta
suporte de OU de modo que |OU, | = |OA| = a, e como os triangulos OA;U e OB, B
sdo semelhantes pelo caso angulo-angulo, ja que as retas suportes de UA; e BB; sdo

paralelas. Logo,

A

)

] ] (3,0

Afi com a ponta seca do compasso centrada em O e a outra ponta em Bj trace a
circunferéncia até intercptar a reta suporte de OU, construindo o ponto (- f3,0),
que é construtivel por ser resultado da interseccao de uma circunferéncia e uma reta
construtivel. Logo, a - § é um namero construtivel.

Na figura acima, como |OU| é raio da circunferéncia de comprimento 1 e U;

pertence a reta r, construa X € OU tal que XU seja paralela a UA;. Observe,

B

Ay

AR

] (aB,0)
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|OU, |

segue da semelhanca dos tridngulos OAU1 e OUA; que ox| — jou] © como
|OUL| = [OU| =1 ¢ |OA] = a tem-se ‘OX‘ T, logo 0X| = é Isto é, o nimero =
é construtivel. D

Para continuar com o desenvolvimento da teoria de construcao e a apresen-

tacao do proximo teorema, observe as defini¢oes e construgoes que serao usadas.

Definig¢ao 2.13. Se A = (u,v) € P, diz-se que u e v sdo as coordenadas de P,, e

denota-se por A, o conjunto de todas as coordenadas de P,,.

Exemplo 2.14. Observe que Py = (P,), onde

P1={<—1,o>,<o,o>7<1,0> 2,0), (; f) (%—@)}

entdo as coordenadas de P; é o conjunto A; = {—1, —¥20, %, xe 2}.

Observe que A, C Cr Vn € N, pois pela Proposicao 3.9 todo ponto
construtivel do plano tem que suas entradas sao niimeros reais também construtiveis.

Agora, seja Ky = Q, K1 = Q[A4],..., K, = Q[A,],... e como Ay C Ay C
.. CA,,...,Cg, temos:

Q=KyCKiCKyC..CK,CK,;1C..CCg.

Vale destacar ainda que se a € Cg entdao (a,0) € P, para algum n € N,
ou seja, a € A, para algum n € N, e entao o € K,,. Segue que, pode-se escrever o
conjunto dos niimeros construtiveis de um maneira cuja interpretacao ¢ conveniente
para provar o proximo teorema, que ¢ crucial para determinar se um ndmero é ou

nao construtivel. Veja como segue,

o
o= Kn = Cr.
n=o
Teorema 2.15. Cy é uma extensao algébrica dos racionais tal que para todo o € Cg
tem-se que o grau [Q[a] : Q] é uma poténcia de 2.

Demonstracao. Basta que se prove [Q[a] : Q] = 2" para algum r natural.
Com efeito, se € Cg = |J—, K, vai existir n € N tal que o € K,, = Q[A4,)].
Veja ainda que como K, D Q[a] D Q pela Proposi¢ao 1.64 tem-se que

(Ko Q] = [Ky = Qo] - [Q[e] : Q)
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assim, pode-se dizer que [Q[a] : Q] divide [K,, : Q], logo é suficiente mostrar que
[K,, : Q] = 2% para algum s natural, pois tanto [K,, : Q[a]] quanto [Q[a] : Q] seriam
poténcias de dois para que o resultado também fosse poténcia de 2. Suponha por
induco que [K; : Q] é uma poténcia de 2 para todo i tal que 0 < i < n, e mostre
que [K,, : Q] é uma poténcia de 2.

Como K,,_; C K, e pela proposicao 1.64 tem-se que

K, :Q]=[K,: Ky,_1][Kn-1:Q)],

e entao basta mostrar que [K, : K,_1| é uma poténcia de 2 jA que por hipotese foi
assumida que [K; : Q] é poténcia de 2 para todo 1 <i <n — 1.
Seja L = K, e Lo = K,,_1. Sabe-se que L = Ly[A,]. Se A, = {a1, s, ..., ax }

tem-se que L = Lg[ay, ag, ..., ag]. Usando a notagao
LO C L1 = Lo[Oél] C LQ = Ll[CYQ] C...C Lz = Li,l[ai] C...C Lk =L

é suficiente mostrar que [L; : L; 1] =1ou2,com 1 <i <k, L, =L; 1[;] e ; € A,.
Assim existe 3; € A, tal que A; = (ay, 5;) ou B; = (B;, ;) € P,. Sem perda de
generalidade, suponha que A; = (o, 5;) € P,. Como P, = (P,,_1) € o conjunto dos
pontos construtiveis gerados por P,_; tem-se que A; = (a4, 8;) é obtido por uma
das trés operagoes elementares de construcao definidas no inicio do capitulo. Assim
o polinémio possui seus coeficientes em A,,_; e sua raiz estd em A,,_; ou em A,, o
que implica que ele terd grau um ou grau dois. Portanto, tem-se que «; satisfaz uma
equagao de grau menor ou igual a 2 com coeficientes sobre o corpo K, 1 = Q[A,_1].

Logo, como K, 1 = Ly C L;_1 1 < 1 < k segue que «; é raiz de um
polinémio de grau 1 ou 2 sobre o corpo L;_; e isto diz que [L; : L;_1] = 1 ou 2 como

se queria demonstrar. O

Proposigao 2.16. Se n ¢ um nimero impar maior ou igual & 3 e p um nimero

primo maior ou igual & 2 entao {/p nao ¢ construtivel.

Demonstragao. Se o = {/p com n impar maior igual & 3 com p um nimero primo
maior ou igual a 2, entdo o polinémio que tem « como raiz e é irredutivel sobre Q é
representado por p(z) = irr(a, Q) = 2™ — p e portanto [Q[a] : Q] = n que é impar,

como nao é uma poténcia de 2 pelo teorema anterior nao é construtivel. O

Para a resolucao do proximo exemplo, é necessario lembrar de algumas
identidades trigonométricas. Lembre-se que sendo # um angulo qualquer, lembre
da relagao fundamental sin®6 + cos’d = 1 e da soma de arcos sin(f; £ 6y) =

sin 0y - cos Oy + sin Oy - cos 01 e cos(fy £ Oy) = cos by - cos Oy F sin by - sin 5.
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Observacao 2. Observe que cos 36 = 4 cos® 6 — 3cos 0

cos 360 = cos(20 +0) = cos20-cosf —sin26 -sinf
= (cos®f —sin®f) - cosf — 2 -sinf - cosf - sinf

2. cosf —2sin’6 - cos b

= cos®f — sin
= ¢0s>f — cosf + cos® O — 2cosf + 2cos’

= 4cos®0 — 3cosh.

Como se queria demonstrar.

2T
Exemplo 2.17. O ntimero u = cos 3 nao é construtivel.

. . T T 1 . 5
Com efeito, veja que cos 3u = cos — = cos — = —, dai usando a observacao

. 18 3 2
acima
cos3u = 4cosPu—3cosu
1
3 = 4cosPu— 3cosu

= 8cos’u—6cosu—1=0.

2 . . . . .
Isto é, u = cos 3 ¢ raiz do polinomio p(x) = 8% — 6x — 1. O polindmio ¢ irredutivel

sobre o conjunto dos nimeros racionais, pois ao procurar raizes racionais usando o
teorema das raizes racionais com os divisores do coeficientes do mondémio de maior
grau e os divisores do termo independente, nenhuma das combinagoes é raiz racional.

Entao [Q[u] : Q] = 3 e como nao & poténcia de 2, o niimero nao é construtivel.

O exemplo acima, ¢ um dos problemas cléssicos das construcoes geométricas,
o famoso problema da trisseccao de um angulo. Que foi mostrado nao ser possivel
com o uso apenas da régua e do compasso.

A seguir sao enunciados outros dois exemplos a fim de concluir a ilustracao

dos trés problemas cléssicos de construcoes geométricas.

Exemplo 2.18 (Duplicacdo do volume do cubo). Considere um primeiro cubo cujas
suas arestas sao todas iguais a « e um segundo cubo cujas suas arestas sao todas
iguais & 1. Assim, nao é possivel construir um cubo cujo volume do primeiro seja igual
ao dobro do volume do segundo. A saber, o® = 2-1. Observe que 2% — 2 = irr(a, Q)
e dai [Q[a],Q] = 3, que ndo é uma poténcia de 2 e pelo teorema 2.15 como nao
é uma poténcia de 2, tem-se que « nao é um numero construtivel como se queria

demonstrar.

Exemplo 2.19 (Quadratura do circulo). Seja um quadrado de lado a e um circulo

de raio 1. Nao é possivel construir um quadrado tal que a sua &area seja igual a
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area do circulo. Com efeito, veja que que se o> = 7 tem-se que 7 ¢ Q, e daf ele

transcedente sobre Q e entdo 7 ¢ Cr. Entdo a ¢ Cg nao é um nimero construtivel.



CAPITULO 3

Aplicacao ao novo ensino médio: Sugestao
de trilha

A proposta deste capitulo é construir um material que pode ser aplicado
a alunos do ensino médio em formato de trilhas de ensino ou também como
uma variagao na aplicacao da teoria de polinomios. Ele também ser usado como
uma espécie de apostila para aplicacao de uma especifica de aprofundamento em
matematica ou minicurso para alunos de graduacao ou do ensino médio. A seguir é
apresentada uma breve introducao dos pontos principais da BNCC e posteriormente

uma apresentacao de um material com linguagem adequada ao ensino médio.

3.1 Breve discussao sobre a BNCC

J& faz um certo tempo que o mundo vem mudando sua velocidade de
transformacao dos métodos de informacgao, do modo de vida e seus pensamentos
politicos e econdmicos. Diante dessas mudangas diversos pesquisadores e gestores do
ambito publico e privado que pensam na educacao vem discutindo uma atualizacao
do modo de ensinar da escola de maneira que a torne uma instituicao mais atrativa
e o conhecimento ali gerado seja mais significativo para o aluno.

A partir dessa perspectiva, e depois de um longo debate, o plano nacional
de educacao (PNE) aprovado no ano de 2014, apontou uma necessidade de uma
renovacao do ensino médio, de tal forma que o ensino oferecido fosse mais amplo, com
uma maior interdisciplinaridade, maior flexibilidade de conteidos e protagonismo
do estudante na construcao de seu conhecimento. Desse modo, em 2017 a Lei n°
13.415 estabelece uma mudanca na estrutura do ensino médio onde ela define uma
nova organizagao curricular. Nessa organizacao, a divisao é feita pela formacgao geral
basica, que é baseada em um documento chamado base nacional comum curricular
(BNCC) e uma formacao flexivel e de escolha do estudante. [F'TD 2022]

A BNCC ¢é a referéncia nacional para os estados e municipios confeccionarem

seus curriculos basicos e suas propostas pedagogicas. Pode-se dizer também que é a
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fonte usada para definir os critérios necesséarios para o desenvolvimento da educagao
de maneira unificada como uma politica publica. Com esse parametro curricular
a intencao ¢ que os alunos das esferas municipais, estaduais e federais tenham o
mesmo curriculo basico e independente da regiao tenham as mesmas habilidades
e competéncias desenvolvidas no mesmo periodo. Levando em conta também os
aspectos sociais e culturais aos quais esta sujeito, e para atender essa demanda as
trilhas de conhecimento foram criadas. A sua implementagao teve inicio no ano de
2022 para as primeiras séries, no ano de 2023 para as primeiras e segundas séries e
para o ano de 2024 ja serd para todo o ensino médio.

Portanto a BNCC propoe o que é basico e o que é diverso. E o entendimento
¢ que as competéncias e as diretrizes comuns e os curriculos variados. Essa ideia
estabelece uma direcao que deve guiar os curriculos e define quais contetidos devem
ser aplicados para atingir as competéncias e elas devem ser garantidas a todos os
estudantes brasileiros. Assim, o que é proposto é o que sao aprendizagens essenciais
e nao conteiidos minimos.

Ao adotar essa maneira de pensar a educacao, a BNCC define as competén-
cias gerais que estruturam as trés fases do ensino basico, que estao relacionadas e vao
se desenvolvendo ao longo das etapas. O documento também define as competéncias
especificas que estao ligadas a cada area de ensino e aponta quais habilidades e com-
peténcias que sao desenvolvidas através das areas de conhecimento. Para o ensino
médio, sao quatro areas. Linguagens e suas tecnologias, matematica e suas tecnolo-
gias, ciéncia da natureza e suas tecnologias e ciéncias humanas e suas tecnologias.
O documento define também que portugués e matemética sao as tnicas areas que
devem ser desenvolvidas em todas as trés séries do ensino médio.

A defini¢do de competéncia usada no documento [BRASIL] é em suma a
mobilizagdo de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas,
cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para preparar o aluno para o
cotidiano, tornando-o um cidadao responsavel e apto a iniciar o seu processo de
insercao no mundo do trabalho. E nesse mesmo documento é possivel observar todas
as competéncias basicas que sao propostas para serem desenvolvidas nas trés etapas
da educacao bésica.

Como o foco do material de aplicacao desenvolvido aqui nesse trabalho é o
ensino médio, uma das maiores mudancas que a BNCC fez na estrutura do ensino
médio é a carga horéria. Antes a escola era obrigada e oferecer 2400 horas totais (800
para cada série), essa carga foi ampliada para 3000 horas totais, distribuidas pelos
trés anos do ensino médio. Desse total de horas, 60% deve ser destinado a formacao
basica e os outros 40% devem ser necessariamente destinadas a um curriculo flexivel

e fundamentado nos itinerarios formativos, permitindo o aluno a trilhar um caminho
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a sua escolha e exercer o seu protagonismo. Em outras palavras, a BNCC deixa claro
a definicao das competéncias gerais e dos conhecimentos essenciais que devem ser
oferecidos aos estudantes na parte comum do curriculo e deixa a cargo do aluno desde
as séries iniciais do ensino médio escolher sua area de interesse pessoal e profissional.

A parte flexivel do curriculo desenvolve as trilhas de aprendizagem, que sao
matérias criadas de acordo com a necessidade da regiao e realidade que aluno esta
inserido. Assim, o as trilhas de conhecimentos sao oferecidas no inicio do ano, e cada
aluno pode escolher as suas, de acordo com sua afinidade e vontade. No Estado de
Goiés por exemplo, sao 13 trilhas. Contudo, a escolha dos itinerarios é feita de acordo
com a capacidade da escola de oferecé-la, levando em consideragao o quantitativo
de alunos necessarios e a sua estrutura para atender a essa demanda. Entao, se a
escola tem condicoes de oferecer trés trilhas, as trés mais votadas sao escolhidas.
O Estado de Goias permite que o estudante faca a trilha que ele deseja em outra
unidade escolar diferente da que é matriculado. Mas nesse momento de implantagao
isso nao é comum. Vale comentar aqui que com a falta de organizagao dos curriculos
variados, os conteidos de matematica foram reduzidos drasticamente e isso ao longo
do tempo vai enfraquecer o letramento de mateméatica dos alunos em geral. Claro
que essa analise se d& pelo senso comum do que é visto atualmente em todas as
esferas de ensino, a matematica nao é a area de conhecimento mais popular e nem
a mais escolhida.

Visando construir um material que tenha utilidade a essa proposta de ensino
e seja um norte para a trilha de aprofundamento, e seja possivel de ser usada para
alunos da terceira série do ensino médio em uma trilha de aprendizagem, que também
pode ser tratada como um itinerario formativo no aprofundamento dos conceitos de
matematica. A proposta de aplicacao no ensino médio também pode ser utilizada
como um minicurso que associa a teoria de polinémios a de constru¢ao de ntmeros
usando apenas régua e compasso, para alunos do ensino médio ou graduandos de
licenciatura em matematica.

A 4area de matemaética e suas tecnologias no ensino médio tem o objetivo
de ampliar todo o conjunto de conhecimentos e habilidades acumulados no ensino
fundamental de modo a ampliar os conhecimentos matematicos e melhorar a tomada
de decisao na resolucao de um exercicio e também desenvolver uma maior capacidade
e criatividade de resolver problemas mais teéricos e que exigem um nivel maior de
abstracao.

Assim, as aprendizagens previstas para o ensino médio sao fundamentais
para o aperfeicoamento do letramento bem como a ampliacao das habilidades pro-
postas por meio dos conhecimentos adquiridos no ensino fundamental e proporcionar

condicoes melhores para compreender a realidade e propor ideias inovadoras.
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Partindo desse ideal, em conjuncao com as competéncias gerais da educagao
bésica propostas na BNCC e com as areas de matematica do ensino fundamental, no
ensino médio, a area de matematica e suas tecnologias deve garantir aos estudantes
o desenvolvimento de competéncias especificas, as quais sao apontadas a seguir e
foram retiradas de [BRASIL].

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos mateméticos para interpretas
situacoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das
ciéncias da natureza e humanas, das questoes socioecondémicas ou tecnologicas,
divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao
geral.

2. Propor ou participar de acoes para investigar desafios do mundo contempora-
neo e tomar decisoes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de
problemas sociais, como do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando
conceitos, procedimentos e linguagens proprios da matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, ana-
lisando a plausibilidade dos resultados e a adequacgao das solucoes propostas,
de modo a construir argumentacao consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes registros de re-
presentacdo matemaéticos (algébricos, geométricos, estatistico, computacional
etc.), na busca de solucao e comunicacao de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propri-
edades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagao de
padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou nao, de uma demonstracao cada vez mais formal na validacao das referidas

conjecturas.

Em cada competéncia listada acima, dentro da area de matematica e
suas tecnologias os contetidos desenvolvem habilidades que proporcionam o alcance
das competéncias. Tais habilidades previstas para a area de matemética e suas
tecnologias sao reconhecidas por codigos. Por exemplo, o codigo EM13MAT102

deve ser lido da seguinte maneira.

EM: O primeiro par de letras indica a etapa de Ensino Médio.

13: O primeiro par de ntimeros (13) indica que as habilidades descritas podem
ser desenvolvidas em qualquer série do Ensino Médio, conforme definicao dos
curriculos.

MAT: A segunda sequéncia de letras indica a area (trés letras) ou o compo-

nente curricular (duas letras): LGG = Linguagens e suas Tecnologias, LP =
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Lingua Portuguesa, MAT = Matematica e suas Tecnologias, CNT = Ciéncias
da Natureza e suas Tecnologias, CHS = Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas.
102: Os numeros finais indicam a competéncia especifica a qual se relaciona a
habilidade (1°2 ntimero) e a sua numeragao no conjunto de habilidades relativas

a cada competéncia (dois tltimos nimeros).

Todas as habilidades podem ser encontradas no documento online da BNCC.

Cada escola precisa oferecer, no minimo duas trilhas de conhecimento que
podem ser integradas com outras areas de ensino ou de aprofundamento. Os alunos
podem escolher a partir da 2% série qual trilha cursar. Essas trilhas tem o objetivo
de incentivar a criatividade, a investigacao cientifica, o empreendedorismo e a
intervencao sociocultural.

Pensando em um contexto para o Estado de Goiés a trilha a qual essa dis-
sertacao propoe uma contribuicao é: Imersao na matemdatica escolar: conhecimentos
essenciais para o desenvolvimento da sociedade. Que é um itinerario formativo que
se enquadra como uma trilha de aprofundamento e tem como principal intengao
aprofundar os conhecimentos acerca da matemética escolar desenvolvidos nas eta-
pas do ensino fundamental e médio a fim de ampliar os conhecimentos cientificos,
procedimentos e atitude vida da apropriacao desses. [GO]

No material desenvolvido na préoxima secao as principais habilidades da
BNCC desenvolvidas sao:

e (EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformacoes isométricas (trans-
lacao, reflexao, rotagdo e composicoes destas) e transformagoes homotéticas
para construir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes produgoes
humanas (fractais, construgoes civis, obras de arte, entre outras).

e (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica
e de outras &reas do conhecimento, que envolvem equacgoes lineares simulta-
neas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias
digitais.

e (EM13MAT401) Converter representacoes algébricas de fungoes polinomiais
de 1° grau em representacoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os
€asos nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares
ou aplicativos de algebra e geometria dinamica.

e (EM13MAT402) Converter representacoes algébricas de fungoes polinomiais
de 2% grau em representagoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo
0s casos nos quais uma variavel for diretamente proporcional ao quadrado da
outra, recorrendo ou nao a softwares ou aplicativos de algebra e geometria

dinamica, entre outros materiais.
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e (EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento
de duas variaveis numéricas, usando ou nao tecnologias da informacao, e,
quando apropriado, levar em conta a variacao e utilizar uma reta para descrever

a relagao observada.

3.2 Sugestao de trilha para o novo Ensino médio

Antes da aplicacao da BNCC na construgao dos curriculos, a teoria de
polindmios era apresentada com um viés algébrico. Visando ampliar essa abordagem,
o material deste capitulo propoe a construcao de nimeros reais usando apenas
régua nao graduada e compasso. E possivel determinar a possibilidade de construcio
através das raizes dos polindmios. Inicialmente, é apresentada a teoria de construcao,
depois a de polinomios e por fim, uma ligacao entre esses dois contetidos. O material
apresentado é dividido em 8 partes, e ao final de cada parte é proposto alguns
exercicios para fixacdo da teoria. E importante observar também que esse é apenas

um roteiro e outras fontes podem ser bastante uteis.

3.2.1 Parte 1 - Construcao de niimeros

Desde a Grécia antiga diversos problemas de construcao usando régua e
compasso sao estudados, e em alguns problemas nao conseguiram encontrar solugoes
e isso gerou diversos estudos ao longo da historia. Inicialmente, sao apresentadas

algumas definicoes e teoremas sobre construcao.

Defini¢ao 3.1. Diz-se que uma reta r € R? ¢ construtivel em P se r contém dois

pontos distintos de P.

Definigao 3.2. Diz-se que uma circunferéncia ¢ € R? é uma circunferéncia cons-
trutivel em P se o seu centro pertence a P e um outro ponto de P pertence a

c.
A seguir sao definidos o que sao chamados de operagoes elementares em P.

(i) Interseccao de duas retas em P;
(ii) Interseccao de uma reta em P e uma circunferéncia em P;

(ii) Intersecccao de duas circunferéncias em P.

Definicao 3.3. Diz-se que um ponto A € R? é construtivel a partir de P se for
possivel determinar A por uma das operacoes elementares em P. Denota-se (P) o

subconjunto dos pontos do plano que sao construtiveis a partir de P.
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Exemplo 3.4. Seja o conjunto Py formado pelos pontos O = (0,0) e U = (1,0).
A seguir serao encontrados todos os pontos construtiveis a partir de Fy seguindo os

seguintes passos:

1. Por O e U trace a reta construtivel r.

2. Com a ponta seca do compasso centrada em O, trace uma circunferéncia que
passe também pelo ponto U.

3. Com a ponta seca do compasso centrada em U trace uma circunferéncia que

passe também pelo ponto O.

Observe que a partir da interseccao da reta r e da circunferéncia \; obtém-se
o ponto C' = (—1,0), pois o raio da circunferéncia é uma unidade de comprimento.
Da mesma maneira, o ponto D = (2,0) que é a interseccdo entre a reta r e a
circunferéncia Ay foi construido. Agora, observe que os pontos O,U,E e F sao
os vértices de um losango de diagonais OU e EF. As coordenadas dos pontos F
e F' podem ser encontras observando que o triangulo OFU ¢ equilatero e como
argumentado acima, EF é perpendicular a OU, por serem as diagonais do losango.
Dai, a abscissa ¢ a metade do lado e a ordenada ¢ a altura do triangulo equilatero,

ou seja, B = (1, ‘/73) e F=(3, %g)

Conclui-se que Py = (Py) = {O,U,C, D, E, F}.

Para generalizar, faca Py = {O,U}, P1 = (Po), P2 = (P1),-es Pny1 = (Pn),
temos,

PoCPLCPyC ... C Py C Ppit C... CR

Definicao 3.5. Definimos Py = ;- Pn.
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Observe que P4, é um conjunto infinito, mesmo que P,, seja um subconjunto
finito de R? V n € N e que (P4 ) = Py e ainda que todo ponto formado por entradas

com nimeros inteiros é construtivel. Isto é, (a,b) € P, Va € Z e b € Z.

3.2.2 Parte 2 - Propriedades de construcao

A seguir sao apresentadas algumas proposicoes e alguns teoremas sobre a
construtibilidade sem o uso das condicoes algébricas, a construcao serd feita apenas

com a régua € 0 COompasso.

Proposicao 3.6. Sejam A e B dois pontos distintos construtiveis, entao o ponto
médio M do segmento AB é construtivel e as retas perpendiculares a AB passando

pelos pontos A, B e M tambeém sdo construtiveis.
Demonstracao. Siga os passos para efetuar a construcao.

1 Por A e B construa a reta r que passa nesses dois pontos distintos.

2 Com o compasso, coloque a ponta seca no ponto A e construa a circunferéncia
passando por B

3 Com o compasso, coloque a ponta seca no ponto B e construa a circunferéncia

passando por A

Observe que usando as operacoes elementares de construcao, pela interseccao das
duas circunferéncias os pontos C' e D sao construtiveis, e pela interseccao das
circunferéncias com a reta r os pontos E e F' sao construtiveis. Como C' e D sao
pontos construtiveis, construa a reta s passando por eles e intersectando a reta r no
ponto M, que também é um ponto construtivel, pois é a interseccao de duas retas

construtiveis.
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Como ABCD ¢ um losango cujas diagonais sio CD e AB tem-se que elas sio
perpendiculares e pelo caso de congruéncia de triangulos LAL (AB = CD; ACM =
BC’M; CM um lado comum) tem-se que AM = BM, entdo M é o ponto médio,
e por ser a interseccao de duas retas construtiveis também é construtivel. Agora,
como A é o ponto médio de EB e B ¢ o ponto médio de AF, seguindo os mesmos
passos acima, sao construidas as retas perpendiculares a r e que passa pelos pontos

A e outra que passa pelo ponto B.

<.

P H

]

Proposigcao 3.7. Sejam A e r, respectivamente um ponto construtivel e uma reta
construtivel tais que A € r. Se B e (' sao construtiveis, entao existe um ponto

construtivel X tal que X € r e os segmentos AX e BC' possuem a mesma medida.

Demonstracao. Usando circunferéncias centradas em B e centradas em A pode-se

assumir que A, B e C pertencem a reta r. Pois, caso ndo pertencam basta construi-
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los na reta r usando o compasso com a ponta seca em A e a outra no ponto ponto

desejado.

Agora, entre os pontos B e C construa o ponto médio M, e com o compasso
centrado no ponto B e raio |[AB| trace uma circunferéncia cuja a interseccio com
a reta r constréi o ponto N tal que |[AB| = |BN|. Assim, tem-se que os pontos
A, B, C, M, N € r sao todos pontos construtiveis.

Seja X € r o ponto construtivel tal que [NM| = |[M X|. Como M é o ponto

médio de BC, tem-se que

|BM| = |MC|
= |BN|+ |[NM| = |MX|+ |XC|
= [BN| = |XC|.

Logo, |AB| = |BN| = |XC]|.

Agora, observe que

|AX] = [AB| + |BX],

e como mostrado acima tem-se |AB| = |XC/|, dai
|AX| = |AB|+ |BX|
= |BX|+ |XC|
= [BC|
como se queria demonstrar. O

Proposicao 3.8. Sejam A, B e C trés pontos construtiveis nao alinhados. Entao
existe um ponto construtivel D tal que A, B, C, e D formam um paralelogramo.

Em particular, a reta passando por C' e paralela ao segmento AB é construtivel.

Demonstracao. Sejam A, B e C trés pontos construtiveis quaisquer, entao construa
as retas suportes r que contém A e B e a reta s que contém A e C'. Pela proposicao
3.7 existe X € r tal que |AC| = |BX| e ainda existe Y € s tal que |CY| = |AB].
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Agora, construindo a circunferéncia com centro no ponto B e passando por X e a
circunferéncia com centro no ponto C' e passando pelo ponto Y, temos que um dos
pontos de interseccao entre as duas circunferéncias sera o ponto D, que ¢ construtivel,

por ser a interseccao de duas circunferéncias construtiveis.

Por fim, como os pontos C' e D sao construtiveis, a reta que passa por eles também
¢ construtivel, e ainda como CD||AB sao congruentes, temos que A, B, C' e D

formam um paralelogramo. O]

Proposic¢ao 3.9. Um ponto A = (a,b) € R? é construtivel se, e somente se, as suas

coordenadas a,b € R sao numeros construtiveis.

Demonstracao. (=) Se A = (a,b) é construtivel, considere M o ponto médio de
OA que também é construtivel como visto anteriormente. Com a ponta seca do
compasso centrada no ponto M e a outra ponta em A, trace uma circunferéncia
que interceptara a reta suporte de OU no ponto Ay = (a,0), que é um ponto cons-
trutivel por se tratar da interseccao de uma reta construtivel e uma circunferéncia
construtivel, logo o nimero a é construtivel. Em seguida, como o ponto A = (a,0)
¢ construtivel e pertencente a reta suporte de OU, pela proposicdo 3.7 existe um
ponto By pertencente a reta suporte de OU tal que |OBy| = |A4q| onde By = (b,0)
é¢ um ponto construtivel e entao o niamero b é construtivel, como se queria mostrar.

Observe a figura abaixo.
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(<) Reciprocamente, suponha a e b dois nimeros reais construtiveis, isto é,
a,b € P,. Observe que a reta determinada por O e U ¢ construtivel. Trace uma
reta perpendicular a reta suporte de OU passando pelo ponto O, que como visto
anteriormente é também construtivel. Com a ponta seca do compasso centrada em
O e a outra no ponta em By = (b,0), construa a circunferéncia de centro O e
raio |OBy| que intercepta a reta perpendicular no ponto (0,b), que é construtivel
por ser a interseccao de uma reta e uma circunferéncia construtiveis. Assim, tem-se
trés pontos construtiveis nao colineares, deste modo o ponto A = (a,b) também é
construtivel por se tratar do quarto vértice de um paralelogramo cujos os outros trés

vértices sao construtiveis. O

Observe que como visto na proposicao acima pode-se perceber que oS
numeros construtiveis sao encontrados através das entradas das coordenadas dos

pontos construtiveis

3.2.3 Parte 3 - Introducgao a polin6mios

Na antiguidade existiam varios problemas praticos do cotidiano cuja sua
solucao se passava pela solucao de equagoes polinomiais.

Antes de definir um polinémio, lembre-se que um mon6mio é uma expressao
formada por uma parte literal (letra) e um coeficiente (nimero). Pode ser que o
expoente da parte literal seja zero e isso implicard em ter s6 o coeficiente, e mesmo
assim ele é considerado um monoémio de grau zero.

Agora, de modo informal pode-se dizer que um polinémio em uma indeter-

minada x é uma adicao de varios mondmios. Observe a seguir uma defini¢ao formal.

Definicao 3.10. Um polindmio na indeterminada = é uma expressao do tipo

p(z) = ag + a1x + ... + ap_12" + a,a"
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onde ayg, as, ..., a, sao nimeros reais.

A partir da definicao acima pode-se definir ainda o grau de um polinémio,
que é o maior numero natural que é expoente da indeterminada x caso seu coeficiente
seja diferente de zero. Isto é, se a,, # 0, diz-se que n é o grau do polindémio e

ag, ai, ..., a, Sa0 seus coeficientes.
Exemplo 3.11. Observe,

e p(x) =2z + 1 é um polinémio de grau 1.

e p(z) = 5x* — Tz =1 é um polindmio de grau 2.

V2

* pla) =7 ¢ um monomio de grau 3.

=

Exemplo 3.12. Encontre o valor de k para que o polinomio p(z) = (k* —4) - 2% +
(k+2) -z + 7 tenha grau 1.

Para que p(z) tenha grau 1, é necessario que os coeficientes de todos os
monodmio de grau maior ou igual & 2 sejam iguais a zero e o coeficiente do mondémio

de grau 1 seja diferente de zero. Dai

E>—4=0 e k+2#0
k=42 e k#-2
logo, k = 2 é o valor procurado.

Definicao 3.13 (Valor numérico). O valor numérico ¢ encontrado quando a
indeterminada do polinémio é substituida por um nimero qualquer. Isto é, apos
substituido o nimero na indeterminada do polinémio o resultado encontrado é o

que se chama valor numeérico.

Quando o objeto de estudo for funcoes polinomiais, esse valor numérico

também pode ser chamado de imagem.

Exemplo 3.14. Considere o polinéomio p(z) = 322 + 2z + 1, encontre o valor
numérico de 1 e 1.

Primeiro substitua 1 na indeterminada =,
p(1)=3-1"+2-1+1=6.
Agora, substitua a indeterminada por i,

p(i)=3-2+2-i+1=-2+2-1.
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Defini¢ao 3.15 (Igualdade de polindmio). Dois ou mais polindmios sao iguais
se possuem os coeficientes das variaveis de mesmo grau iguais. Em outras palavras,
se p(x) = ap+ a1z + ... + a,2" e q(x) = by + byx + ... + b, 2" sdo polindmios de grau

n, entdo p(z) = q(x) se a; = b; pra todo i = 1,...n.

Exemplo 3.16. calcule para quais niimeros complexos a e b os polindomios pi(x) =
(a* = 31) -2+ 22+ 2 e pa(x) = 52® + (a — b) - & + 2 sdo iguais na indeterminada x.

Basta que os coeficientes das incégnitas de mesmo grau sejam iguais. Dai,

a’?—31=5
a—b=2

resolvendo a primeira equacao tem-se

a>—31 = 5
a> = 36
a = 6.

Agora, isolando b na segunda equagao tem-se

a—b = 2
—b = 2—-a
b = a—2.
Assim, para a = —6 tem-se que b = —8 e para a = 6 que b = 4.

Defini¢ao 3.17 (Polindmios identicamente nulos). Diz-se que um polinémio é

identicamente nulo quando todos os coeficientes do polindémio sao iguais a zero.

Exemplo 3.18. Determine m,n e ¢ para que o polinoémio p(z) = (m+n—2) 22+
(n+p) -z + (p — 2) seja identicamente nulo.

Basta igualar todos os coeficientes a zero,

m+4+n—2=0
n+q=0
qg—2=0
dai, ¢ = 2 e substituindo na segunda equacdo encontra-se que n = —2. Agora,

substituindo o valor de n na primeira equacao tem-se que m = 4.

Lista de Exercicios Propostos
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1. Determine o grau de cada polinomio abaixo.
a) p(z) = 22% — 3x + 4
b) q(x) =5z - (23— 1)+ 7
c) t(z) = 2z — 32°

2. Determine o valor de m para que o polinomio p(x) = (m? — 1)z + 3z — 1 seja
do 29 grau.

3. Dado o polinémio p(z) = 5z* — 32 + 2z + 4, encontre os valores numéricos
pararz =2ex =4.

4. Determine o valor de k para que os polinomios p(z) = (k* —3)z3 +2x — 1 e
q(r) = 23 + 22 — 1 sejam iguais.

4. Determine o valor de k e m para que o polinomio p(z) = (k3 —1)-2% —(m+1)z

seja identicamente nulo.

3.2.4 Parte 4 - Operacgoes com polinémios

Na parte anterior foram abordadas as definicdes de polinomio, grau de
um polinémio, igualdade de polindmios e polindmios identicamente nulos. Em
continuidade com o estudo dos polinémios, aqui o objetivo é aprender as 4 operacoes
bésicas com polinémios. Além disso, serd iniciada uma discussao sobre as raizes de
um polinémio.

Adigao de polindmios: Na adicao de polinémios basta adicionar os termos

semelhantes, isto é, adicionar os coeficientes das indeterminadas de mesmo grau.

Exemplo 3.19. Sejam os polinomios p(z) = 3z% + 2x — 4 e g(z) = z° + 2, entdo o
polinémio p(x) + g(z) é encontrado adicionando os seus coeficientes dos monomios

de mesmo grau. Assim.

p(z) +q(x) = (3x2+2x—4)+(x5+2)
= 2>+ 322+ 22— 2.

Subtracao de polinémios: Na subtracao de polindmios basta subtrair os

termos semelhantes, ou seja, subtrair os coeficientes das variaveis de mesmo grau.

Exemplo 3.20. Sejam p(z) = 3z% + 2x — 4 e q(x) = 2x + 2 dois polindomios, entio
o polinomio p(x) — ¢(x) é dado por

p(z) —q(z) = (32* +21r—4)— (22 +2)
= 327+ (22 +(—4-2)
= 32% - 6.
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A seguir é definido o produto de polinémios, mas antes disso, observe como
é feito o produto de dois monoémios. Considere n,m € N, entao o produto dos

monomios t1(x) = a,z™ e ta(x) = byz™ é dado por
ti(x) - ta(x) = apbpa™™.

Dai, para fazer o produto do polinémio de grau n, dado por p(zr) =
ap + a1z + ... + apx, pelo polinémio ¢(z) = by + byx + ... + bx™ onde n < m.

Siga os passos:

e Complete a escrita de p(z) e ¢(x) até o termo n + m colocando ar = 0 para
k>mneb,=0para k>m.
e Define-se

t(x) =p(z) - qlx) = co+a1x + ... + Cppmaz™™

onde, ¢; = agb; + a1b;_1 + ... + a;_1bg + a;by para 0 < i < n+m.

Multiplicagao de polindmios: Em palavras, o que esta escrito acima, na pratica,
é que basta multiplicar cada monémio do primeiro polinémio por todos os mondémios

do outro polinémio e depois agrupar os termos de mesmo grau.

Exemplo 3.21. Sejam os polinoémios p(x) = 3z* + 2z — 4 e ¢(x) = 2z + 2 entdo o

seu produto é dado por

p(z) - q(x) = (3x2+2x—4)~(2x—|—2)
= 62° 4+ 422 —8r +62% +4x — 8
= 62° + 102> — 4z — 8.

Agora para a divisao de polindomios é preciso construir algumas ideias e
enunciar um teorema, mas aqui sera apresentado apenas o método das chaves. Esse
método funciona bem parecido com o algoritmo da divisao para niimeros inteiros.

diz-se que um polinémio a(z) divide o polinémio b(z) se existir ¢(x) tal que

b(x) = q(x) - a(x).

Exemplo 3.22. Observe o polinomio a(z) = z* + 2% + 22 + x + 1, ele divide o

polinémio z° — 1, pois
(z—1)-(@*+2°+2°+z+1)=2"—1

Teorema 3.23. Sejam a(z) e b(x) dois polindémios com coeficientes reais e b(x) # 0.

Entao existem polindmios com os coeficientes ¢(z) e r(z), com r(z) = 0 ou grau de
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r(z) menor que o grau de b(z) tais que

a(z) =b(x) - q(x) +r(z).
Além disso, g(x) e r(z) sdo determinados de modo tnico.

A demonstracio do teorema é omitida e pode ser encontrada em [Naves| O

método da chave sera explicado através de um exemplo.

Exemplo 3.24. Considere os polindomios p(r) = 623 — 222 +z+3 e t(x) = 2> —x+1,
ao efetuar a divisdo de p(x) por t(z) usando o método das chaves. Coloca-se os
polinémios em uma espécie de chave como a usada no algoritmo da divisao de

niimeros inteiros. Entao o processo se inicia com alguns questionamentos,

e Qual monoémio que multiplicado por 22 o seu resultado ¢ 6237 a resposta ¢ 6.
Que é colocada abaixo do polinémio ¢(x) nas chaves e esse 62 ¢ multiplicado por
todos os termos do polindmio #(x). O resultado dessa multiplicagao é subtraido
de p(x) obtendo como resultado o polinémio 4z% — 5z + 3.

e No segundo passo, pense em um monomio que multiplicado por t(x) o resultado
obtido aparecera 422. Esse monoémio é +4, que é posicionado ao lado de 6z
abaixo do polindémio ¢(x) nas chaves, obtendo a soma 6x + 4. Faz-se o mesmo
processo de multiplicacdo de 4 por todos os termos de ¢(z), e o resultado dessa
multiplicacdo é subtraido de 4% — 5z + 3 obtendo —x — 1.

e Como o grau de —z — 1 & menor que o grau de ¢(z) o processo se encerra ai.

Concluindo que o quociente ¢ g(z) = 6z + 4 e o resto é r(x) = —z — 1.

Observe todo esse processo que foi descrito logo acima algebricamente:

62 —22° +x+3|22—x+1

— 62° + 622 — 61 \6x+4

422 — bx + 3
— 4% + 4o — 4
—z—1

Esse método de divisao é o mais comum, existem outros métodos que nao
comentados aqui. Porém nas proximas partes é apresentado o método de divisao de

Briot-Ruffini, que trabalha com a divisdo de por polin6mios da forma ax + b.
Lista de Exercicios Propostos

1. Considere os polinomios p(x) = 2° — 2z + 4o — 1 e q(z) = 22* + = — 1.

Determine:
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2. Sejam p(x) = 22° — 3z + k e d(z) = z — 1. Determine o valor de k para que o

resto da divisdo de p(x) por d(z) seja igual a zero.

3.2.5 Parte 5 - Equacoes polinomiais ou zeros

Inicia-se essa parte definindo o conceito de raiz ou zero de um polindémio e
sao desenvolvidos alguns exemplos para ilustras a definicao.

Raizes ou zeros do polindémio: E o conjunto dos ntimeros complexos que
faz o valor do polinémio ser igual & zero quando a indeterminada é substituida por
esses nimeros. Isto é, k € C é raiz, entdo p(k) = 0.

Observe que quando p(x) = 0, se tem uma equacao polinomial. Equacoes
polinomiais foram objeto de estudos de grandes matematicos, como cardano e Tar-
taglia em batalhas matematicas do século XVII onde se tem registro do surgimento
da solucao por operacoes simples de adicao, multiplicacao, subtracao, divisao poten-
cias e raizes das equagoes de grau 3 [Krerley e Adan 2012|. Essa sologao é atribuida
a Tartaglia, mais tarde na historia vale destacar outros dois grandes matematicos
que sao Abel e Galois, que na sua busca da resolucao das equacoes de grau 5 en-
contraram que ¢ impossivel um método geral para sua resolucao usando apenas as

operacgoes acima citadas.

Exemplo 3.25. Sabendo que —1 é raiz de p(x) = 5% + 222 — mx + 1. Calcule o

valor de m.

Resolu¢do (1). Como —1 ¢ raiz de p(x) entdo p(—1) = 0. Dali,

p(=1) = 5- (=1 +2-(=1)2=m-(=1)+1
= 5+2+m+1

= m-—2,

logo m — 2 = 0. Entao o valor de m é 2.

Encontrar a solucdo de uma equacao polinomial pode ser extremamente
dificil e muitas vezes até impossivel. Porém, para algumas equacoes existem alguns
métodos que facilitam essa busca.

Antes de comecar, analise a equacdo 22 + 1 = 0. Se a procura se d4 apenas

para nimeros reais entao diz-se que essa equacao nao possui solucao real. Agora se
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a procura se d& por raizes complexas, entdao essa equacao terd duas raizes que sao
+i. Observe abaixo o teorema de D Alembert que inicia uma maneira de escrever

um polinémio em sua forma fatorada.

Teorema 3.26. Seja uma constante qualquer a. Um polinémio p(z) é divisivel por

x — a se, e somente se, a é raiz de p(z)
Exemplo 3.27. Determine se o polinomio p(z) = x° — 323 +32? — 4z — 12 é divisivel
por x + 2. Basta aplicar o teorema acima enunciado, tem-se que:

p(=2) = (=2)° =3 (=2 +3- (=22 —4-(=2) —12=—-324+24+124+8—-12=0.

Logo z + 2 divide p(x).
Considere agora, um polinémio qualquer p(x) de grau n com 7,79, ...,7,
suas raizes nao necessariamente distintas onde

p(:l:) =ay+ a1T + a2x2 + ...+ anflg;”*l + a,z"

com a, # 0 entao ele pode ser escrito em sua forma fatorada em fatores lineares
por

px)=a, - (x—r)) - (x—12) .o (T —1p).

Exemplo 3.28. Para polinomios do 2° grau do tipo p(x) = ax® + bz + ¢, onde ; e

X9 Sa0 suas raizes e a # 0, observe que

(- () =+5)

(27— (r1 + x2) -+ X1 - T0)

S

plx) =

Il
S

(2" =1 x— o+ 11 - )

I
o
— /g ~~ —~
~
S
|
8
-
|
8
5
=
|
8
2

¢ uma forma fatorada do polinémio.

Exemplo 3.29. Agora um exemplo numérico de um polinomio de grau 2. Seja

p(x) = 22 — 3z — 4, dai observe que a = 1, b = =3 e ¢ = —4. Usando o método de
—(—3

soma e produto para encontrar suas rafzes, tem-se que a soma S = (1 ) =3e

o produto P = _T = —4 tal que os nimeros procurados sao 4 e -1. Logo a forma

fatorada desse polinémio é

p(z) = (z+1) - (z—4).



3.2 Sugestao de trilha para o novo Ensino médio 72

Exemplo 3.30. Para encerrar, observe o polinomio p(x) = 2% + 1. Esse polinémio
nao pode ser fatorado se suas raizes estiverem definidas apenas no conjunto dos
nimeros reais, pois z2+1 = 0 ndo admite solucao real. Agora, se ele admitir solugoes
no conjunto dos ntimeros complexos, tem-se que suas raizes sao +i e —i. Logo, sua

forma fatorada é p(z) = (x — i) - (z + 7).

Lista de Exercicios Propostos

3

1. Dado o polinomio p(z) = 2® — 2* + z — 1, dos nimeros citados em cada item

abaixo diga quais sao raizes e quais nao sao. Justifique.

a)r =1
b) z=—-1
c)xr=4
d)z=1
e) r=—i

2. No exercicio anterior, considere o polinomio p(x) e escreva-o na sua forma

fatorada com raizes complexas.

3.2.6 Parte 7 - Fatoracao de polinémios

Considere um polinémio p(z) de grau n. Ao fazer p(x) = 0 o polinémio
se transforma em uma equacao de grau n. O problema é entdo encontrar as raizes
dessa equacgao e para isso serd apresentado um método que pode ajudar na procura
de raizes reais.

A equacdo apx™ + ap_12" 't + ...+ a, +ay = 0 onde a, # 0 é chamada
de equacao de grau n e ag,aq,...,a, sao seus coeficientes. O objetivo é descrever
maneiras de resolver esta equacao. De modo direto, pode-se dizer que resolver essa
equagao ¢ o mesmo que encontrar todas as n raizes de um polinomio de grau n.

O conjunto solucao de uma equagao de grau n é o conjunto formado
por todas as raizes de uma equacao algébrica. Caso nao mencionado o conjunto
universo que contém todas essas solucoes, o conjunto considerado sera o dos niimeros

complexos.

Exemplo 3.31. O conjunto solucao da equacao x? + 3z — 4 = 0, usando o processo
de soma e produto, tem que a soma é -3 e o produto ¢ -4. Pensando nas solucoes se

tem que 2’ = —4 e ” = 1. Portanto, o conjunto solugao é {—4, 1}.

Abaixo, seguem dois teoremas que garantem a existéncia de raizes para as

equacoes sob determinadas condicoes.

Teorema 3.32. Toda equacgao polinomial de grau n, com n > 1, admite pelo menos

uma raiz complexa.
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Teorema 3.33. Todo polinémio de grau n, n > 1, pode ser fatorado em n fatores

do primeiro grau.

Observe que os teoremas garantem a existéncia raizes complexas, e a partir
dessas raizes existe uma maneira de escrever o polindmio em sua forma fatorada.
Porém, se a procura for por raizes reais, vao existir polindbmios que nao possuem
raizes no conjunto. Assim, eles nao poderao ser fatorados. Os polindmios que nao
podem ser fatorados sao chamados de polinémios irredutiveis para o conjunto
dos numeros reais. De maneira anéloga, se a procura for por raizes racionais e esse
polindémio for irredutivel, ele é dito irredutivel por raizes racionais.

Pode acontecer ainda do polindmio ter raizes iguais e quando isso acontece,
diz-se que a raiz possui multiplicidade. Por exemplo, se a raiz r; aparece s6 uma vez
na fatoracao do polindmio em multiplicagao de fatores lineares, ela é dita simples.
Se a raiz aparecer duas vezes diz-se que a raiz tem multiplicidade 2. E se aparece n
vezes diz-se que ela tem multiplicidade n.

Considere a equacao 2> — 4x + 4 = 0, observe que 2 é raiz, usando
reducao por produtos notaveis é possivel observar que sua fatoracao é da forma
2? —4x +4 = (x — 2)? = 0. Nesse caso, diz-se que a raiz 2 tem multiplicidade dois.

Assim, seja a equagao polinomial de grau n, na indeterminada x e raizes
r1,79,...,7m. A fatoracdo dessa equacao resulta na seguinte expressao através do

teorema da fatoracao
an - (x—m11)-(x—r2) oe- (x—1,) =0.

Exemplo 3.34. Na equagiao (z — 3)% - (z + 1) - (x + 5)® = 0, tem-se que 3 tem

multiplicidade 2, -1 é raiz simples e -5 tem multiplicidade 3.

Agora, é apresentado um dispositivo pratico que permite dividir polinomios
quaisquer por um polinémio monico do primeiro grau do tipo x =+ a. Esse dispositivo
¢ chamado de método de Briott-Ruffini. Esse método vai auxiliar na fatoracao de
polinémios do terceiro grau. Vale comentar que aqui nao é feita a demonstracao do

método, porém caso haja interesse em [Naves| é encontrado.
Método de Briott-Ruffini:

1- Escreva os coeficientes do polinémio qualquer na horizontal, da esquerda para
direita, do coeficiente monémio de maior grau para o de maior grau. (se o
monomio de determinado grau nao aparecer coloque zero no coeficiente.)

2- Na esquerda dos coeficientes do polinémio qualquer escreva o termo indepen-
dente do polindbmio de primeiro grau e o separe dos demais por uma linha

vertical.
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3-

Agora, na linha de baixo repita o coeficiente que acompanha o mondémio de
maior grau. E o multiplique pelo termo independente do polindmio de grau
um. O resultado, adicione com o coeficiente do monoémio de grau inferior ao
que repetiu-se. Af sim, esse resultado coloque imediatamente abaixo desse
coeficiente.

Repita os passos 3 e 4 até chegar no ultimo coeficiente. Se o tltimo resultado
for zero a divisao é exata, e os ntimeros que ficaram na linha de baixo sao os
coeficientes de um polindémio de grau uma unidade menor que aquele polindémio
qualquer.

Por fim, reescreva o polindmio qualquer como o produto do polindémio de
grau um pelo novo polindmio cujos coeficientes foram encontrados pelos passos

anteriores.

Exemplo 3.35. Para exemplificar o método de Briott-Ruffinni divida os polinémios

p(x) = 2 + 23 — 2 por t(z) = x — 2. Colocando os coeficientes como indicado no

passo 1.

Descendo o coeficiente que acompanha o mondémio de quarto grau, que é o maior

grau dos monoémios que formam o polinémio p(z).

2‘ 1 1 0 0 -2

L

Agora multiplica-se 1 por 2 e o resultado adiciona-se com o proximo coeficiente que

nesse caso também é 1.

2‘11
I

X
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Seguindo 0s mesmos passos para 0s proximos ntmeros, tem-se que 3 -2 + 0 = 6,
coloca-se 6 em baixo do 0. Depois, 6 - 2 + 3 = 15, coloca-se 15 em baixo do 3. Por
fim, 15 -2 4 (—2) = 28, coloca-se 28 em baixo do —2.

Portanto o processo esta encerrado. O polindémio p(x) apos ser dividido por ¢(x) pelo
método de Briott-Ruffini, obteve o quociente ¢(z) =1 2> +3-22+6-x+18 ¢ o
resto r(z) = 34.

A seguir sao apresentadas as relagoes de Girrard para uma equacao de 3°
grau. Mas antes de demonstrar essas relagoes, vale destacar que, sao validas para
equagoes de grau n com (n > 1) e demonstradas por um processo chamado de
inducao.

Dada a equacao az®+ bx? +cx +d = 0 com a # 0, ela pode ser reescrita da

seguinte forma:

Sejam r1,ry e r3 suas raizes, pelo teorema da decomposicao tem-se

sl e i ) a—r) (-
e B s (x—r1) - (x—12) - (x —13)

multiplicando os elementos do 2° membro,

b

c
x3+a~x2+a-x+a = 2® — (ry+rg+rs) -2 (ry-ro by b re-ry) - —711 -5 = 0.

Utilizando a igualdade de polindmios obtém-se:

b

7’1+T2+T3:——
a

T To+T1-T3+T2 -T3=—
a

d

ryro- -rg = ——
a

Perceba que as relagoes de Girrard sao importantes quando se conhece

alguma informacao dobre suas raizes.

Exemplo 3.36. Se a soma de duas das rafzes da equacao 2° —7x+6 = 0 é 3, resolva

a equacao.
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Utilizando as relagoes de Girrard, suponha que r; 4+ ro = 3, assim reescre-

vendo a equacao z° +0- 22 — 7 +6 = 0 tem-se

0
7°1+7”2+7'3:—I:0

—7
7“1'7"2+7"1‘7"3+7°2'7"3:T:—7
6
7~1.712.7"3:—I:—6
Na primeira equacao ja é possivel encontrar r3, pois 3 +r3 = 0 e dai r3 = —3.

Agora que ji é conhecida uma das raizes, com o método de Briott-Ruffini fatore o

polinomio de tal maneira que

a equacao pode ser escrita como
P —Tr+6=0=(x+3) (2> —3x+2)=0.

Resolvendo a equacao do segundo grau 22 — 3z +2 = 0 tem-se que a soma das raizes

¢ 3 e o produto é 2, logo suas razoes sao 1, = 2 e r, = 1, 0 que conclui o problema.

Para encerrar essa secao, o teorema das raizes racionais ¢ enunciado. Ele um
teorema que nao garante a existéncia de raizes racionais, contudo, se elas existirem,

ele mostra como encontra-las.

Teorema 3.37. Em um equacao com coeficientes inteiros, se o ntimero racional
P . . . N o, - ~

a == (com p # 0, e p e ¢ inteiros e primos entre si) é raiz da equagao, entao tem-se

que g ¢ divisor do coediciente de maior grau da equacao e p é divisor do termo

independente na equagao.
Demonstragao. [Naves| O

Vale observar que o teorema acima possibilita a formagao de um conjunto
de possiveis raizes racionais. Se nenhum dos elementos desse conjunto for raiz entao

a equacao nao possui raiz racional.

Exemplo 3.38. Considere a equacao z° — 2z* — 2 4+ 2 = 0, encontre todas as raizes
racionais dela e escreva sua fatoracao com raizes racionais. Considere os divisores
do coeficiente do monoémio de maior grau D(1) = {£1} e os divisores do termo

independente D(2) = {£1,£2}. Assim, o conjunto das possiveis raizes racionais
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dado pela divisao dos elementos de D(2) pelos elementos de D(1) ¢ C' = {£1, +2}.

Testando todas as possiveis raizes tem-se que
25 -92.20-2492=32-32-2+2=0,

(=2)° =2 (=2)* = (=2)+2=-32—-32+2+2=—60 #0,

(1P =2-(-)'—(-)+2=-1-2+1+2=0,

-2 1*—-1+=1-2—-1+2=0.

Logo, as raizes racionais encontradas sao —1,1 e 2. Utilizando o método de Briott-
Ruffini para escrever o polindmio em sua forma fatorada. Primeiro considere o -1
como raiz para reduzir o polinémio de grau 5 para um produto de dois polinémios.

Um linear e o outro de grau 4.

| 12 0 0 g

‘ 1 -1 -1 -1-220
tem-se que o inicio da fatoragao é
2’2t~ —2=(z—-1)-(a* -2 —2? —2—2)=0.

Agora, considerando 2 como raiz e utilizando o método de Briott-Ruffini para fatorar

4 3 2

agora o equacao de 4° grau z* — 2% — 22 — 2z — 2 = 0, tem-se:

2‘1 1 -1 -1 2

l 11 1 1 0
Onde a fatoracao do polinébmio agora é
2’ -2t —r—2=(r—1)-(z—-2)- (@ +2°+2+1)=0.

Por fim, utilizando que -1 é raiz da equacao e fatorando a equacao de 32 grau
P+ 22+ 2+1=0, tem-se:

ﬂ 1 1 1 1

‘ 1 0 1 0
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Concluindo assim a fatoracao, que fica:
2’ -2t —r4+2=(r—1) - (x—2) - (x+1) (2> +1).
Observe que o 241 é irredutivel para raizes racionais, logo o exercicio esté concluido.

Lista de Exercicios Propostos

1. Fatore os polindmios a seguir no conjunto dos reais.

a) px) = 2t +4a® + 522 +8x + 6
b) p(z) =z + 32* + 38z — 120
¢) p(r) =2 +z—2.

3.2.7 Parte 8 - Construcao dos niimeros racionais e alguns

irracionais

Para inicio de conversa, defina o conjunto Cg = {a € R | é construtivel}
formado por todos os niimeros reais que podem ser obtidos por construcao usando
apenas régua nao graduada e compasso.

Como ja foi discutido anteriormente, ji ¢ de conhecimento comum que o
conjunto dos ntimeros inteiros é todo construtivel, a partir de O = (0,0) e U = (1,0).
Pois, basta fazer a interseccao das circunferéncias de raio 1 com a reta construtivel
que passa por O e U.

O objetivo é mostrar que o conjunto Cr é um subconjunto dos niimeros reais
que contém o conjunto dos ntimeros racionais e possui algumas propriedades que o
tornam um subcorpo dos reais, isto ¢, possui todas as propriedades nas operacoes de
adicao e multiplicacao dos reais, porém com os elementos que pertencem & Cr. Nao
se pode deixar de frisar o carater forte dessa afirmacao, que é: Todos os ntimeros
racionais sao construtiveis e além disso existem alguns nimeros reais que nao sao
racionais e também sao construtiveis.

Para mostrar oque todos os niimeros racionais sao construtiveis, basta que

as afirmacoes a seguir sejam validas.

(1) Dados a, (8 € Cg entdo f — « € Cg.
(2) Dados a, B € Cg entao a - € Cg.
1
(3) Dados 0 # « € Cg entao — € Cg.
a

Assim, sem perda de generalidade, considere > a > 0. Seja ainda, A = («,0)
e B = (B3,0) dois pontos construtiveis pertencentes a reta suporte de OU, pela

Proposigdo 3.7 existe um ponto construivel X = (z,0) a direita de O sobre a
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reta suporte de OU tal que OU e AB possuam o mesmo comprimento. Dai,
(x—0,0-0)=(—-,0-0)=(f—,0) = (z,0)=(f—,0) =2x=F—aéum
namero construtivel, logo 8 — a € Cg que é o que se queria mostra no item (1).
Para mostrar os itens (2) e (3), observe primeiro que existem retar construtiveis que
contém o ponto O diferentes das retas suportes de OU e OT onde T = (0, 1).

Seja r uma reta construtivel que passa por O diferente das retas suportes de OU
e OT. Considere ainda A = (a,0) e B = (3,0) pontos construtiveis sobre a reta
suporte de OU de modo que |OU, | = |OA| = a, e como os triangulos OA;U e OB, B
sdo semelhantes pelo caso angulo-angulo, ja que as retas suportes de UA; e BB; sdo

paralelas. Logo,

A

)

] ] (3,0

Af com a ponta seca do compasso centrada em O e a outra ponta em Bj trace a
circunferéncia até interceptar a reta suporte de OU, construindo o ponto (a - 3,0),
que é construtivel por ser resultado da interseccao de uma cricunferéncia e uma reta
construtivel. Logo, a - f é um ntimero construtivel.

Na figura acima, como |OU]| é raio da circunferéncia de comprimento 1 e U,

pertence a reta r, construa X € OU tal que XU, seja paralela a UA;. Observe,

By

Aq

AR

] (a,0)

O [oA]
2% oU]|

segue da semelhanga dos triangulos OAU; e OUA; que

e como
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|OU,| = |OU| =1 e |OA;| = a tem-se == = % logo |[OX| = 1. Isto é, o ntimero +
|OX| 1’ [ ) «
é construtivel.

Para essa demonstracao, ao considerar numeros construtiveis o, € Cg,
com as ferramentas que se possui nessa aula, a escolha esta restrita aos niimeros
inteiros. Portanto, ao mostrar que o inverso de um nimero inteiro diferente de zero
¢ construtivel e a multiplicacao de dois ntimeros inteiros ¢ construtivel, conclui-se

que o conjunto dos ntimeros racionais é todo construtivel.

Exemplo 3.39. Na demonstracao anterior mostrou-se que todos os nimeros ra-

cionais sao construtiveis. porém, foi comentado que existem nimeros que nao sao

L N . V2
racionais que também sao construtiveis. Observe que o nimero — ¢é um exemplo

de ntmero irracional construtivel, como ja mostrado no exemplo 3.4 da aula 1.

Definicao 3.40. Se A = (u,v) € P, diz-se que u e v sdo as coordenadas de P, e

denota-se por A, o conjunto de todas as coordenadas de P,,.

Exemplo 3.41. Observe que Py = (P;), onde

1 V3 (1 V3
=<(-1,0),(0,0),(1,0),(2,0), | =, —= o
Py ( 7)?(?)?(?)?(7)7 27 9 oy 2 ’
entao as coordenadas de P; é o conjunto A; = {—1, —73, 0, %, 73, 2}.

O conjunto A; possui dois exemplos de nimeros reais construtiveis que
nao sao racionais. Diz-se que esses nimeros pertencem ao que pode-se chamar de
extensao dos racionais, cuja a definicao é apresentada mais a frente nessa aula.

Observe que A, C Cr Vn € N, pois pela proposicao 3.9 todo ponto
construtivel do plano tem que suas entradas sao niimeros reais também construtiveis.

Agora, seja Ky = Q, K7 = Q[A4], ..., K,, = Q[A,],... e como Ay C A; C
.. C A,,...,Cg, temos:

Q=KyCKiCKyC..CK,CK,4; C...CCg.

Onde os corpos K[A;] sdo extensdes dos racionais, como por exemplo,
QlA)] = Q[V3] = {a+ V3 |a,be Q}.

Vale destacar ainda que se a € Cg entdo («,0) € P, para algum n € N, ou
seja, a € A, para algum n € N. e entdo o € K,,. Um outra maneira de definir p

conjunto dos nimeros reais que sao construtiveis usando o que acima foi exposto é

KOO—DKn—CR.
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A seguir é enunciada uma proposicao que destaca alguns niimeros irracionais
que nao sao construtivies, o que reforca o fato de que nem todo ntimero é real é

possivel de ser construtivel usando apenas régua sem marcacoes e compasso.

Proposicao 3.42. Se n é um nimero impar maior ou igual & 3 e p um nimero

primo maior ou igual a 2 entao {/p nao ¢ construtivel.

A raiz cubica de 2 é um nimero nao construtivel desde que usado apenas
régua nao graduada e compasso. A seguir seré feita um paralelo dos polinomios e a
construcao dos nimeros.

Um niimero é chamado de algébrico sobre o conjunto dos nimeros racionais
se ele for raiz de um polinémio com coeficientes racionais. Por exemplo, /2 ¢é
algébrico pois ¢ raiz do polinémios p(r) = 2 — 2. Agora, m nao ¢ algébrico, ele
é chamado de numero transcedente sobre os racionais pois nao é raiz de nenhum
polindémio com coeficientes racionais e entao nao é construtivel.

Observe que tanto o conjunto dos niimeros racionais Q quanto o conjunto
dos numeros reais R possuem estrutura de corpo. Além desse fato, é importante
observar que existem outros conjuntos com estrutura de corpo que contém os
niimeros racionais e estao contidos nos niimeros reais. FEsses conjuntos sao chamados
de extensées dos racionais. Um exemplo é o conjunto Q[v/2] = {a+b-v/2 | a,b € Q}.
Com efeito, qualquer elemento dos racionais esta contido em @[\/5], basta tomar
b = 0. E como a soma de um ntmero racional com um irracional ¢ irracional, e
portanto real, a afirmacao estéd justificada.

Considere uma extensao qualquer K dos racionais, se para todo a € K for
raiz de um poliné6mio com coeficientes em Q, diz-se que K é uma extensao algébrica.
Aqui, pode-se comecar a encontrar uma relacao entre a construcao dos niimeros e as
raizes de polinémios, pois o conjunto Cg é uma extensao algébrica dos racionais. Isto
é, todos os niimeros construtiveis devem ser raizes de um polinémios com coeficientes
racionais.

Para garantir a construcao de um ponto que pertence ao conjunto P, 1 =
(P,), e consequentemente das coordenadas desse ponto que pertencem ao conjunto
A, observe que se A = (ay, ;) construtivel é obtido por uma das trés operagoes
elementares de construcao, as coordenadas desse ponto obrigatoriamente tem que
ser raiz de um polinémio de grau um ou grau dois com coeficientes em A; ou A;,4.

Observe os exemplos a seguir.

Exemplo 3.43. Na construcao do conjunto A; que é formado pelas coordenadas

dos pontos construtiveis a gerados por Py encontrou-se dois ntimeros irracionais
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V3 V3

construtiveis que sao Ty e 5 Agora, a partir do conjunto P; = (Py), onde

Py = {<_170)7 (07 0)? (170)7 (270)7 (%7 ?) ’ <%7 _§> } )

considere os retas construtiveis r e s, onde a primeira passa pelos pontos (1,0)

e(;—ﬁ 1 V3

—) e a segunda pelos pontos (—1,0) e 375 | Como sao retas

27 2
construtiveis, sua interseccao constréi o ponto P. Observe a figura abaixo.

D

(0.5,0.87)

B =(-1,0) 10)

C = (0.5,—0.87)

Observe que a equacdo reduzida da reta r ¢ y = v/3z — V/3 e a equacdo da reta s é

3 3
Yy = g x4+ R Resolvendo o sistema formado por essas duas equacoes obtém-se as

coordenadas do ponto P = (2,1/3), que pertence ao conjunto P,. E assim o niimero
irracional v/3 que pertencerd ao conjunto das coordenadas de P, denominado por

Aj é raiz de um polinémio com coeficientes em Q[A;]. A saber o polinémio é dado

T \/§ 1 —\/§

por p(z) = 5 3 Perceba que os coeficientes desse polindomio sao 7€ 5

pertencem ao conjunto A;.

A construcio de v/3 é bastante trivial, desse modo é interessante construir

outro nimero irracional cujo os passos nao sejam tao simples.

Exemplo 3.44. Seja o polinémio p(z) = 42® — 10z + 1, observe que os coeficientes

V3 1 V3
5 07 5 17 5
2 2 2
coordenadas de P;. Perceba ainda que A; = Q[v/3] = {a + bV/3, a,b € Q}. Usando
V21

a formula resolutiva de uma equacao do segundo grau, sao encontradas 1 + -

pertencem a K; = Q[A;] onde A; = {—1, — ,2} ¢ o conjunto das
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Esses dois niimeros irracionais sao construtiveis, e mais, esses nimeros pertencem
ao conjunto A,. Os niimeros sio construtivies pois a extensio Q[v/3] é construida
logo apo6s os racionais, e o seu indice que é um numero natural calculado pela
quantidade de vetores que formam a sua base é dois. Em outras palavras, pode-
se afirmar que o nimero é construtivel sempre que tiver uma extensao seguida da
outra, com coeficientes pertencentes a uma delas e o niimero for raiz desse polinémio.

Como foi mostrado a construcao com passos algébricos, agora pode-se partir

para a construcao usando apenas a régua e o compasso. Partindo do conjunto dos

1 V3
27 2
e a circunferéncia que passa pelos pontos F' = (2,0) e O = (0,0) cujo o centro é F' e

pontos construtiveis P; construi-se a reta que passa por F = (—1,0) e C' =

o raio é 2. Considere entao, as equacoes da reta e da circunferéncia respectivamente

H
e
0
) o
g
C D
] O. (<] o
o
F
cuja interseccao é formada pelos pontos construtiveis P, = (% — —V221; %3 — g) e

4 2 1 4 3
das coordenadas de P,. Assim, é possivel construir uma infinidade de ntmeros

P, = (§ — v, 33 4 ﬁ) Esses niimeros sao irracionais e pertencem ao conjunto

irracionais e verificar se sua construcao ¢ possivel apenas pelos polinomios de grau

um ou dois, que tenham seus coeficientes na extensao dos racionais.

Nos tltimos dois exemplos, é possivel observar a relagao entre polindmios
e a construcao de nimeros, sejam eles racionais ou irracionais. Pois, basta que esse
nimero faca parte da coordenada de um ponto construtivel, que foi obtido por
uma das trés operacoes elementares de construcao e tambeém que seja raiz de um

polindémio de grau um ou dois com coeficientes nas extensoes Q[A,,] ou Q[A, 1] -



Consideracoes Finais

As construcoes de numeros usando apenas o compasso e a régua sem
medidas podem ser feitas usando apenas passos geométricos, porém, em alguns
problemas a deducao desses passos ou mesmo a descoberta de quais passos seguir
pode nao ser uma tarefa facil. Em alguns casos, a construcao é até impossiveis. Deste
modo, ao apresentar um teorema que descreve condicoes para dizer se um nimero
pode ou nao ser construido usando as operacoes elementares de construcao é uma
ferramenta muito 1til, e pode integralizar o estudo da algebra com a geometria.

Além disso, olhando para o ensino de matematica na educacao béasica, o
ensino da geometria construtiva nao é um habito comum entre os professores, dada
a carga horaria curta, a dificuldade em utilizar os materiais minimos ou qualquer
outro problema estrutural da educacao. Assim, ao propor um material que pode
ser seguido e apresenta uma espécie de roteiro ajuda na mudanga desse habito. No
ensino médio por exemplo, pouco se vé sobre construcoes, e a proposicao de uma
espécie de integracao entre a teoria de polinémios e a teoria de construcao usando
apenas régua nao graduada e compasso, algumas portas para uma nova visao de
ensino e aprendizagem desses contetidos se apresenta. Na maioria dos livros antes
da mudanca do curriculo com o inicio da implantacao da nova BNCC, a teoria de
polinémios e as construgoes geométricas eram abordadas totalmente independentes
uma da outra.

A necessidade dessa integracao de conceitos para uma formacao mais ampla
e de acordo com a nova proposta do novo ensino médio, deu inicio a proposicao
de uma sequéncia de passos e conceitos que interligam conceitos e teoremas de
construcao de nimeros usando apenas régua nao graduada e compasso com a teoria
de polinomios.

O material aqui desenvolvido se enquadra como uma das trilhas de conheci-
mento propostas pela documento da BNCC como um itinerario de aprofundamento
dentro de 4rea de matematica e suas tecnologias. Ele pode ser usado tanto para uma
trilha de aprofundamento quanto como base para um minicurso ou especifica de ma-
tematica. E assim, destacar que a construcao de nimeros pode ser interpretada e

usada como uma aplicacao algébrica para a teoria de polindmios garantindo uma
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abordagem interdisciplinar dentro dos proprios campos de estudos da matematica.

Dado o carater teérico do material, é de suma importancia que os alunos se
dediquem, a escolha dessa trilha implica em estudar conteiidos que geralmente ele
nao costumam dominar com facilidade. Porém, com a introducao de um carater mais
geométrico associado aos polinémios, caso o professor decida usar softwares como
o geogebra (inclusive todas as figuras aqui no material foram construidas usando o
geogebra) isso pode ser um atrativo a mais para a aula e o contetido em si. Destaco
aqui que o roteiro para ser usado esti pronto, e a sua utilizacao com éxito dependera

bastante do publico ao qual serd aplicado.
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