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“Aonde fica a saida?”
Perguntou Alice ao gato que ria.
“Depende”, respondeu o gato.
“De qué?”, replicou Alice;

;

“Depende de para onde vocé quer ir...”

Alice no pais das maravilhas - Lewis Carroll



Resumo

Laplace sem equiprobabilidade é um exemplo do que nao se deve fazer em Matematica,
¢ usar uma defini¢do onde ela nao se aplica. Pereira et al. (2020) fez um estudo minun-
cioso e comprovou que a definicao de probabilidade mais utilizada nos livros adotados,
nao apenas nos Ensinos Fundamental e Médio mas também nas dissertacoes do PROF-
MAT, é a definicao classica apresentada por Laplace (1749-1827). No entanto, o trabalho
chama atencao que, em intimeras dessas bibliografias estudadas, a hipétese fundamental
de equiprobabilidade para a aplicacao da definicao classica nem ao menos é mencionada.
O objetivo desse trabalho é mostrar os erros que se comete ao usar a defini¢ao de proba-
bilidade de Laplace quando nao se tem equiprobabilidade. Destacando diversas situagoes
onde nosso espaco amostral é nao equiprovavel e exemplos de variaveis aleatorias que
podem induzir um novo espaco amostral em um experimento aleatorio tanto equiprovavel
como nao equiprovavel.

Palavras-chave: Probabilidade, Equiprobabilidade, Laplace, Kolmogorov.



Abstract

Laplace without equiprobability is an example of what should not be done in Mathe-
matics, such as using a definition where it can not be applied. Pereira et al. (2020)
developed a study where many middle and high school textbooks, as well as many of
PROFMAT’s dissertations about probability were analysed and it was noted that the
most used definition of probability is Laplace’s (1749-1827) and such definition is also
called the classical definition of probability. However, Pereira et al. (2020) highlights the
fact that numerous bibliographies that were knowledged in the study, did not come to
mention the fundamental hypothesis of equiprobability. The goal of this paper is to show
the errors one commits when using the classical definition of probability when there is no
equiprobability. Highlighting several situations where our sample space is not equiproba-
ble and examples of random variables that can induce a new sample space in a random
experiment both equiprobable and non-equiprobable.

Keywords: Probability, Equiprobability, Laplace, Kolmogorov.
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INTRODUCAO

Em Morgado et. al (2004), é explicado que na natureza existem os fendémenos
deterministicos e os fenomenos aleatérios ou estocasticos. Os primeiros sao aqueles que
quando repetidos sob as mesmas condi¢oes geram sempre os mesmos resultados, e os
segundos sao aqueles que mesmo repetidos sob as mesmas condigoes nao necessariamente
geram os mesmos resultados.

A Teoria das Probabilidades é a parte da Matematica que estuda experimentos ou
fenomenos aleatorios. E como estudar fenomenos que mesmo repetidos sobre as mesmas
condicoes fornecem resultados diferentes?

No capitulo 1 introduzimos os conceitos necessarios para que possamos proceder
o estudo de fenomenos aleatérios. Comegamos com um conjunto que contém todos os
possiveis resultados do estudo que estamos realizando, conhecido como espaco amostral,
passamos pelo conjunto de todos os subconjuntos do espaco amostral, chamado do con-
junto de todos os eventos, e finalmente buscamos uma funcao que possa medir a chance
de ocorréncia de um evento. Na tentativa de encontrar tal fungao discutimos trés das
mais comentadas nos livros didaticos, a saber: A definicao frenquentista, a classica e a
axiomética. No estudo realizado em Pereira et al. (2020) ficou claro que a definigdo
mais utilizada nos livros didaticos é a classica, creditada ao matemaético francés Laplace
(1749-1827). O interessante é que, nessa defini¢ao, é requerido que a chance de ocorréncia
de qualquer evento elementar (subconjunto unitario do espa¢o amostral) seja a mesma
independentemente do subconjunto analisado. Quando isso acontece o espago amostral
se diz equiprovavel. Em Pereira et al. (2020), nas vérias dissertacoes e livros didaticos
analisados, foi verificado que a féormula de Laplace esta sendo utilizada como a definicao
de probabilidade sem citar a necessidade do espago amostral ser equiprovavel, o que um é
erro muito grave. Nesse mesmo trabalho foi apresentado o resultado de um teste aplicado
com alunos Universidade Federal do Rio Grande do Norte, e de escolas publicas e pri-
vadas das cidades de Natal e de Parnamirim, mais uma vez comprovando que a férmula
de Laplace é a definicao de probabilidade que eles conhecem, mas o preocupante é que
poucos estudantes se referiram a hipotese necessaria de equiprobabilidade. Nesse capitulo,
varios exemplos sao apresentados a fim de mostrar que mesmo em situacoes bem simples
o conceito de equiprobabilidade pode nao ser a hipétese mais adequada.

No Capitulo 2, introduzimos as fungoes que sao utilizadas na modelagem de fenomenos

aleatdrios que sdo chamadas de varidveis aleatérias (v.a.). Ao nos utilizarmos das varidveis



aleatorias para modelar um problema, induzimos um novo espaco de probabilidade. Essa
passagem (da criacdo de um novo espago de probabilidade) é omitida nos livros didaticos
o que prejudica o entendimento dessa ligacao entre o espago amostral inicial e o espaco
amostral induzido pela v.a.. Nesse capitulo desenvolvemos vérios exemplos a fim de escla-
recer essa passagem simples, muito importante e que sempre é omitida nos textos. Nesse
capitulo desenvolvemos outros conceitos como esperanca, variancia, erro médio quadratico
e erro médio absoluto, que serao utilizados no Capitulo 3 a fim de medirmos o erro que
cometemos ao supormos que um espaco amostral é equiprovavel quando ele nao o é.

O Capitulo 3 é o capitulo central do nosso trabalho no qual mostramos através de
exemplos as consequéncias de se supor equiprobabilidade de um espaco amostral quando
esse nao é equiprovavel. Em particular, o erro cometido ao usarmos equiprobabilidade é
bem maior que o erro cometido quando utilizamos as probabilidades corretas dos even-
tos. Notamos que a situacao em que mais ocorre essa confusao de considerar o espaco
equiprovavel sem questionamentos, é quando o experimento apresenta uma quantidade
finita de possibilidades. Essa informacao parece que induz o aluno a pensar que a chance
de cada evento elementar ¢ a mesma. Uma das consequéncias imediatas disso é que o
aluno acaba utilizando a férmula de Laplace para calcular a probabilidade, quando ele
nao poderia fazer isso devido ao fato da inexisténcia de equiprobabilidade.

Finalizamos esse trabalho com nossas consideracoes finais, onde além de recapitular
todos os problemas de se usar a formula de Laplace quando nao existe equiprobabilidade,
propomos a aplicacao da definicao axiomatica que resolve o problema de termos que

constatar a equiprobabilidade do espago amostral.



1 O que é Probabilidade?

1.1 Conceitos iniciais

Em Morgado et. al (2004), é explicado que na natureza existem os fendmenos
deterministicos e os fenomenos aleatérios ou estocasticos. Os primeiros sao aqueles que
quando repetidos sob as mesmas condi¢oes geram sempre os mesmos resultados, e os
segundos sao aqueles que mesmo repetidos sob as mesmas condigoes nao necessariamente
geram os mesmos resultados.

Segundo Magalhaes e Lima (2005) entende-se por experimentos aleatérios determi-
nada “situacao ou acontecimento cujos resultados nao podem ser previstos com certeza”.
Um exemplo de um fenémeno deterministico é que dgua e 6leo nao se misturam. Ao
misturarmos agua e 6leo, depois de um certo tempo o 6leo estard em cima e a dgua estara
em baixo. Isso acontece porque a agua e o 6leo possuem densidades diferentes, sendo
a do 6leo menor do que a da dgua. Além de possuirem densidades diferentes, eles sao
imisciveis, ou seja, nao se misturam. Um exemplo de um fenémeno aleatério seria retirar
sementes da mesma fruta, plantd-las em um solo com as mesmas caracteristicas, e depois
de um més observar as mudas. Veremos que as mudas tem formas e tamanhos diferentes.

Henri Poincaré (1946) em seu livro Ciéncia e Método, no Capitulo 4 também fala

sobre os fenomenos aleatérios sob o nome de chance, ele fala:

Para comecar o que é chance? Os antigos distinguiam en-
tre o fendomeno que parece obedecer leis harmoniosas, ja estabele-
cidas, e aqueles que eles atribuem a chance, que sao aqueles que
nao podem ser previstos por nao estarem sujeitos a qualquer lei.
(Gould(2001),p.401)

Quando falamos em fenomenos que obedecem leis, a primeira coisa que nos vem a
mente sao os fendomenos fisicos, por exemplo, movimento retilineo constante, movimento
retilineo uniformemente variado, queda livre, etc. Dizem que Einstein defendeu tanto
o fator deterministico da Fisica que cunhou a seguinte frase: “Insanidade é continuar
fazendo sempre a mesma coisa e esperar resultados diferentes”. Em outra feita, ao res-
ponder uma carta ao fisico alemao Max Born o qual falava que os choques das particulas,
quando do inicio da teoria quantica, pareciam acontecerem de forma aleatdria ou incerta,

Einstein respondeu: “A teoria produz um bom resultado, mas dificilmente nos aproxima



do segredo do Criador. Estou, em todos os casos, convencido de que Ele nao joga dados”.
Por essas frases vé-se claramente que, nessa época, ele nao acreditava que os fenomenos
fisicos pudessem ser fenomenos aleatérios. Mais a frente em sua vida ele se convenceu que
eventos aleatérios de fato existem (Henrique,D. (2022)).

A Teoria das Probabilidades é a parte da Matematica que produz e desenvolve
modelos que podem ser empregados para estudar experimentos ou fenémenos aleatorios.
E como estudar fendmenos que mesmo repetidos sobre as mesmas condigoes fornecem
resultados diferentes?

Em Pereira et al. (2015) é explicado que para estudar tais fendmenos nao precisa-
mos saber de antemao o resultado que vai aparecer, mas devemos saber quais resultados
podem acontecer. A esse conjunto que conterda todos os possiveis resultados é dado o
nome de espago amostral. No caso das plantas seriam todas as mudas depois de um
meés. Podemos citar outros exemplos, como jogar um dado e observar o nimero obtido,
remover uma carta do baralho e observar a carta retirada, arremessar uma moeda e olhar
o lado superior, etc.

Entretanto o objetivo de um estudo pode estar associado a ocorréncia ou nao de
alguns resultados particulares dentre todos os possiveis resultados, ou seja, vocé pode
estar interessado em subconjuntos do espaco amostral. No exemplo das plantas, suponha
que depois de um meés voce esteja interessado apenas nas mudas que atingiram a altura
de pelo menos 10 cm. A cada um desses subconjuntos do espago amostral é dado o nome
de evento.

Um exemplo cléssico é quando jogamos um dado e observamos a sua face que cai
voltada para cima, embora nao saibamos previamente o resultado, sabemos que existem
seis possibilidades de ocorréncia: 1,2,3,4,5,6. O conjunto de todos os resultados possiveis
do lancamento do dado é o espago amostral e denotamos esse conjunto por € (lé-se:
omega). Suponha que vocé esteja interessado somente nas ocorréncias que aparecem
nimeros pares. O subconjunto desse espaco que representa esse resultado desejado é o
evento {2,4,6}.

Segundo Morgado (2004) os eventos elementares sdo qualquer subconjunto unitério
do espago amostral 2, ou seja, se a,b, entao {a}, {b} C €, sdo eventos elementares. Se
considerarmos o experimento Jogar um dado, o espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6} e
os eventos elementares sdo {1},{2},...,{6}.

Sabemos que o conjunto vazio @ é subconjunto de qualquer conjunto, logo @ C 2
onde 2 é um espago amostral. Também sabemos que todo conjunto é subconjunto de si
proprio, ou seja, 2 C €. Dessa forma, ao montarmos o conjunto de todos os subconjuntos
de €2 devemos ter obrigatoriamente nesse conjunto o & e o €.

Imagine o seguinte exemplo: langa-se uma moeda e observa-se a face que cai voltada
para cima. O espago amostral é Q= {cara,coroa}, e ha 4 eventos possiveis: &, A =
{cara}, B = {coroa} e Q). @ é um evento que nao ocorre nunca (uma vez que ao langarmos

uma moeda esperamos como resposta ou cara ou coroa, ou seja, nao ter resultado é uma



situagao impossivel de ocorrer) e é chamado de evento impossivel. O evento A ocorre se e
somente se o lancamento resulta em cara. O evento B ocorre se e somente se o langcamento
resulta em coroa. Se A ocorre, como A C €) temos que €2 ocorreu. Da mesma forma se B
ocorreu, logo §2 ocorreu. Assim, €2 ocorre sempre e é chamado de evento certo.

Por fim, precisamos ser capazes de medir a chance de ocorréncia de tais eventos.
Em Pereira et al. (2020) sao apresentadas vérias formas de se definir uma funcao que faga
essa medicao, dentre elas as obtidas das abordagens: Frequentista, Classica e Axiomatica.
O artigo vai além das definicoes, ele faz um estudo minucioso de como o tema é abor-
dado tanto nos livros atualmente adotados nos ensinos fundamental e médio, quanto nas
disserta¢oes do PROFMAT (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional).

A probabilidade pode ser entendida como uma medida do grau de incerteza de
determinado evento aleatorio. Em varias situagoes o conceito de incerteza é levado em
conta: Um seguro (de vida, por exemplo) é proporcionalmente mais caro se os fatores
de risco envolvidos sdo maiores; jogos (como os de loteria) foram planejados levando-se
em conta as chances de ganho; a analise de eventos ligados ao clima e seus respectivos
resultados sao estudados em Meteorologia. Atualmente, os estudos sobre probabilidade
tém grande aplicabilidade em diversos ramos como: economia, politica, esporte, educacao,
medicina, administragao e fisica.

Hoje em dia, é comum encontrar frases do tipo “a probabilidade de chover hoje
é alta”, “a chance do jogador X fazer um gol na partida”, “é mais facil ser assaltado no
bairro A que no bairro B” ou “a chance de eu sair de casa hoje é quase 0”.

Em Hand (2014, p.44) sao apresentadas vérias palavras associadas a probabilidade

A longa histéria da palavra “probabilidade” bem como sua importancia
e a confusao que ainda a rodeia, sao reflexos do fato de que existem
muitas outras palavras para conceitos muito relacionados. Estas
incluem chances comparativas (“odd”), incerteza, aleatoriedade,
chance, sorte, sina, destino, acaso, risco, azar, verossimilhanca,
imprevisibilidade, propensao e surpresa, além de outros. Exis-
tem também outros conceitos que tocam ideias similares tais como
duvida, credibilidade, confianca, plausibilidade e possibilidade e
também ignorancia e caos.

Notamos entao que o uso da palavra chance, probabilidade sao utilizadas no coti-
diano quase que como sinonimos.
Rifo (2021, p.2) fala sobre probabilidade e se refere como sinénimo de modelar a

incerteza:

Em portugués, temos diversas palavras para qualificar a incerteza
sobre um evento: verossimil, provavel, crivel, plausivel, possivel,
tem pouca chance, tem muita chance, aleatorio, quase nunca ocorre,
impossivel etc.

Entretanto, o que é de fato probabilidade? Vejamos nas préximas se¢oes os con-

ceitos mais utilizados.



1.2 Definicao Frequentista de Probabilidade

A definicao de probabilidade de um evento A na ética frequentista, é definida como
a frequéncia relativa desse evento, quando o ntimero de repeticoes do experimento cresce
indefinidamente, ou seja,
n(A)

lim ——=
n—oo n

onde n(A) é quantas vezes o evento A aconteceu nas n repeticoes realizadas. Salsa e
Moreira (2008) creditam a Von Misses essa defini¢ao e segundo Berstein(1997), ela estd
bem estabelecida devido a lei dos grande niimeros de Jacob Bernoulli. Berstein (1997)
fala que para chegar a esse resultado Bernoulli imaginou um jarro repleto com 3 mil bolas
brancas e 2 mil bolas pretas de onde ele retirou um ntimero crescente de bolas, anotando
com cuidado a cor de cada bola antes de devolvé-la ao jarro. A retirada de um nimero
crescente de bolas do jarro deu uma aproximacao cada vez melhor da proporgao entre
bolas brancas e pretas. Ele chegou a conclusao que seriam necessarias 25550 repeticoes
para se obter a propor¢ao 3:2 com um erro de 2% no resultado.

O experimento acima pode ser adaptado para o caso de um evento A, ou seja,
repetindo o experimento e anotando se o resultado foi ou nao um elemento de A, a
medida que o nimero de realizagoes cresce chegaremos a uma aproximagao da propor¢ao
do evento A em relagao ao de nao ocorréncia do evento A, ou em relacao ao todo. Devido
a necessidade de muitas realizagoes, a definicao anterior se tornava restritiva. Entretanto,
com o advento dos computadores, esse nao € mais um empecilho. Exibimos abaixo o

grafico do seguinte experimento.
Exemplo 1.2.1.

Considere uma urna com 10 bolas enumeradas de 1 a 10, e que desejamos saber a
probabilidade do evento A = {1,2}. Se repetirmos o experimento de Bernoulli anotando
com 1 se a bola retirada for 1 ou 2 e 0 caso contrario, vemos que a proporc¢ao das bolas

retiradas que estao em A. Uma simulacao, nos da o seguinte grafico.



Figura 1.1: Experimento de Bernoulli 1
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Fonte: Autoria propria

No experimento acima notamos que quanto maior o valor de n, a chance do evento

A acontecer se aproxima mais de 0.2 = 10’ usando a definicao de probabilidade frequen-

L n(A) ) . . .. . 2

tista lim,,_,oc —— ¢ razodvel concluir que a probabilidade serd igual a 0,2 = 0
Agora vamos fazer um exemplo um pouco diferente, supondo agora que exista

diferenca entre as bolas das urnas.
Exemplo 1.2.2.

Considere novamente uma urna com 10 bolas enumeradas de 1 a 10, e que dese-
jamos saber a probabilidade do evento A = {1,2}. Porém, nesse exemplo as bolas sao
de formatos diferentes. Note que mesmo as bolas sendo de tamanhos diferentes de modo
que, de alguma forma, as bolas maiores sejam mais faceis de ser retiradas, o experimento
de Bernoulli continua sendo valido. E a lei forte dos grandes numeros em acao. Para
vermos isso acontecendo, imagine que as bolas 1 e 2 tenham a metade da chance de se-
rem retiradas que as demais. Fazendo o experimento de Bernoulli obteremos o seguinte

grafico.



Figura 1.2: Experimento de Bernoulli 2

015
- - W e = = = = e e .. —
010
=
=
<
=
0.05
0.00
0 10000 20000 30000 40000 20000
n

Fonte: Autoria propria

No experimento acima notamos que quanto maior o valor de n a chance do evento
1
A acontecer se aproxima mais de 0.1111 = 9’ usando a definicao de probabilidade fre-

n(A

quentista lim,, ., é razoavel concluir que a probabilidade serd igual a 0,11111 = —.

n
As simulagoes dos Exemplos 1.2.1 e 1.2.2 foram feitas no programa RStudio versao
2022.07.1.

1.3 Definicao Classica de Probabilidade

No estudo realizado em Pereira (2020) fica claro que a defini¢ao mais comumente
utilizada nos livros didéticos é a cldssica, creditada ao matematico francés Laplace (1749-
1827):

Se o espago amostral (2 é finito e A é um evento, a probabilidade de A é definida

por

P(A) = nimero de casos favordveis  n(A)

nimero de casos totais n(2)



desde que cada cada evento elementar, ou seja, qualquer subconjunto unitario de €2 tenha
a mesma chance de ocorrer. Aqui n(A) representa o niumero de elementos do evento A.
Poincaré (1946) em seu livro Ciéncia e Hipdtese discute a definicao classica de

probabilidade quando escreve:

A definig¢ao é bem simples. A probabilidade de um evento é a razao
do nimero de casos favoraveis ao evento sobre o nuimero total de
casos possiveis. Um simples exemplo mostra quao incompleta esta
definicao é: Eu jogo dois dados. Qual é a probabilidade de se
obter 6 em pelo menos um deles? Para cada dado temos 6 possiveis
resultados; o nimero total de casos possiveis é 6 x6 = 36. O nimero

11
de casos favordveis é 11, a probabilidade é %.(Gould(2001)p.138)

Essa solucao dada por Poincaré leva em consideracao que, por exemplo, o resultado
(1,2) é distinto do resultado (2,1), ou seja, sair a face 1 no primeiro dado e a face 2 no
segundo dado é diferente de sair a face 2 no primeiro dado e a face 1 no segundo dado,
conforme ilustramos na figura abaixo:

Figura 1.3: Espago amostral langamento de dois dados 1

. ° o o0 00 oo
G P o’ oo 0% |0 o
- (L) | (12) | (L3) | (L4 | (L5) | (L6)
- 210 | @22) | @3) | @9 | @5 | 26
ﬂ G | B2 | B3| B | 35 | 36
! 1) | 42) | @3) | @49 | @5 | 46)
ﬂ (51) | (52) | (53) | (54) | (55) | (5.6)
m 61) | (62) | (63) | 64) | 65 | (66)

Fonte: Autoria propria

Na figura apresentada acima observamos os 36 casos no langcamento de dois dados
distintos, e somente os casos: (1,6);(2,6);(3,6);(4,6);(5,6);(6,6);(6,1);(6,2);(6,3);(6,4);(6,5)

sao os que apresentaram 6 em pelo menos um deles, totalizando 11 casos.

11
Poincaré afirma que probabilidade de se obter 6 em pelo menos um deles é e

Por isso,

Além disso, Poincaré destaca a seguinte situacgao:
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Esta é a solugao correta, mas por que nao podemos proceder como
segue: Os numeros que aparecem nas faces ao jogarmos dois da-

dos formam - = 21 diferentes combinagoes. Entre estas com-

6
binacoes, seis sdo favordveis, a probabilidade é ﬁ.(GouId(QOOl),p.BS)

Ja nessa segunda solugao apresentada, note que os eventos (1,2) e (2,1) ndo foram
considerados distintos, eles representam o mesmo resultado: saiu a face 1 em um dos

dados e a face 2 no outro dado, conforme ilustramos na tabela abaixo:

Figura 1.4: Espago amostral langamento de dois dados 2

@ ® ® @ e o ® @

[ ] @ o ® O

o ® ® @ ® @ ® o

- (L) | 1L2) | @3) | 4 | @5 | (1Le)
- 22) | @3 | @1 | @5 | 26
u 33) | 34) | 35) | 3.6)
- (44) | 45) | (4.6)
m (5.5) | (5.6)
m (6,6)

Fonte: Autoria propria

Nessa situagao, temos 21 casos favoraveis no lancamento de dois dados, e somente
os casos: (1,6);(2,6);(3,6);(4,6);(5,6);(6,6) sdo os que apresentaram 6 em pelo menos um
deles, totalizando 6 casos. Por isso, Poincaré afirma que probabilidade de se obter 6 em

6
pelo menos um deles seria de o

E Poincaré complementa:

Agora porque o primeiro método de calcular o nimero de casos
favoraveis legitima mais do que o segundo? Em qualquer caso nao
¢ a definicao que nos responde. Somos obrigados entao a completar
a definicao dizendo “... sobre o ntumero total de casos possiveis,
desde que os casos sejam igualmente provaveis.(Gould(2001)p.138)

Segundo Kline (1967), a defini¢ao cldssica de probabilidade ji era usada muito

antes de Laplace, como podemos verificar no seu relato:
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Suponha que desejamos calcular a probabilidade de obter um trés

em um lancamento de um dado. Podemos recorrer a experiéncia,

como tanta gente faz, e jogar um dado 100.000 vezes. Encon-

trarfamos que o 3 aparece em aproximadamente um sexto dos lancamentos
1

e concluir que a probabilidade de obter um 3 é 6 (a abordagem de

Bernoulli).(Kline,1967,p.524)

Contudo, recorrer a experiéncia como forma de determinar a probabilidade ¢ dificil
e algumas vezes nao é possivel.

Kline (1967) continua seu relato:

Pascal (1623-1662) e Fermat (1607-1665) sugeriram a seguinte abor-
dagem. No caso do langamento de um dado, existem seis possiveis
resultados (se excluirmos a possibilidade do dado repousar sobre um
de suas arestas). Cada um desses resultados é igualmente provavel,
e desses seis, um é favoravel ao lancamento que resulta em tres.

Portanto a probabilidade que o 3 apareca é E.Se estamos interes-

sados na probabilidade que um 3 ou um 4 apareca na face superior

do langcamento de um dado, ainda teremos seis possiveis resultados,

mas agora dois de seis serao favoraveis. Neste caso, a abordagem de

Pascal e Fermat levaria a conclusao que a probabilidade de obter
. , 2

um trés ou um quatro é 6 Se o problema fosse para calcular a

probabilidade de nao obter um trés no lancamento de um dado a
5

resposta seria 6’ porque nesse problema existem cinco resultados

favoraveis dentre os seis possiveis.(Kline,1967,p.524)

Kline continua dizendo que, em geral, a definicao de uma medida quantitativa da
probabilidade é a seguinte: Suponha que de n resultados igualmente possiveis, m sao

favoraveis ao acontecimento de um certo evento. A probabilidade desse evento acontecer
n—m

, m - ~ ,
é — e a probabilidade do evento nao acontecer é

n
Desta definicao geral de probabilidade segue que se nenhum resultado possivel for

favoravel, isto é, se o evento for impossivel, a probabilidade do evento deve ser —, ou 0.
Se todos os n possiveis resultados forem favoraveis, isto é, o evento certo, a proba%ilidade
seria E, ou 1. Portanto a medida numérica da probabilidade pode variar de 0 a 1, da
impossibilidade a certeza.

Utilizando a definicao de Laplace no Exemplo 1.2.1, vemos que todos os eventos
elementares tém a mesma chance de ocorrer e, portanto: P(A) = — =0, 2.

Entretanto, no Exemplo 1.2.2 ja nao podemos usar a féormula de Laplace para
resolver a questao, pois existem eventos elementares com chances diferentes de acontecer.

Como Poincaré destacou, a formula de Laplace s6 é valida quando os eventos

elementares tém a mesma chance de ocorrer.

Exemplo 1.3.1.
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Um outro exemplo em que a definicao classica de probabilidade nao pode ser apli-
cada é o seguinte.

Um casal quer ter dois filhos. O primeiro filho podera ser do sexo masculino ou
do sexo feminino. O segundo também podera ser de um dos dois sexos. Sabendo que a
chance de nascer um filho do sexo masculino ¢ igual a de nascer um filho do sexo feminino,
independentemente do sexo dos filhos ja existentes. A probabilidade de nascer dois do
sexo masculino, dois do sexo feminino e um casal, é igual?

Se considerarmos como na segunda explicacao de Poicaré acima, que o evento
nascer um homem primeiro e depois uma mulher (H,M) é o mesmo evento que nascer
primeiro uma mulher e depois um homem (M,H), teremos trés casos (H,H);(M,M);(H,M).
Se imaginarmos que qualquer um desses eventos tém a mesma chance de ocorréncia, entao
a probabilidade de cada um deles ocorrer é igual a —.

Porém, sabemos que nascer um homem primeiro e depois uma mulher (H,M) tem
a mesma chance do caso de nascer primeiro uma mulher e depois um homem (M,H),

entretanto eles sao dois eventos diferentes. Ou seja, para o nascimento de dois filhos
temos 4 possiveis casos (H,H);(H,M);(M,H);(M,M) e a chance de ocorrer dois filhos do

. . . . 1
sexo masculino seria 7 chance de ocorrer dois filhos do sexo feminino seria 1 e chance de

.2 . . . .
ocorrer um casal seria 1 Logo, A probabilidade de nascer dois do sexo masculino, dois

do sexo feminino e um casal, nao sao iguais.

1.4 Definicao Axiomatica de Probabilidade

A definicao axiomética da probabilidade foi desenvolvida por Kolmogorov e for-
neceu uma base matematica solida a partir da qual toda a teoria de probabilidade pode
se desenvolver. Uma vez que nosso estudo esta concentrado no ensino de probabilidade
no ensino fundamental e no ensino médio, apresentaremos a definicao de Kolmogorov
adaptada a situacao em que o espago amostral €2 é finito.

Dado um espago amostral €2 finito e a cole¢do dos subconjuntos de Q,P(Q2) as
partes de €2, o conjunto formado por todos os subconjuntos de €2, uma probabilidade é
uma fungao P : P(2) — [0, 1] que a cada subconjunto A de €2 associa um numero entre
0 e 1, e essa funcao satisfaz:

(i) P(Q2) =1

(ii) Se Ay,..., A,, ¥n € N s@o eventos disjuntos entao

P(AyUAsU....UA,) = P(A)) + P(As) + ...+ P(A,)

Ao se usar essa abordagem, evita-se a necessidade de se comprovar a equiprobabi-
lidade do espaco amostral, que esta sendo negligenciado por alguns autores.
Observagao: No caso geral a condigao (ii) é dada da seguinte forma

(ii’) Se Ay, As, ... sado eventos disjuntos entao
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P (U= A,) = f: P(A,).

Voltando ao Exemplo 1.2.1, onde cada evento elementar tem a mesma chance de

ocorrer, aplicando as propriedades (i) e (ii) da definigdo axiomadtica, temos que:
1= P() = P({1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}) = P({1}) + P({2})... + P({9}) + P({10})
= P({1}) + P({2})... + P({9}) + P({10}) =p+p+..p+p=10p
= 10p=1

1

como queremos saber a probabilidade de A,

P(A) = P({1,2}) = P({1}) + P({2}) =p+p=2p

1 2
= PA)=2- — = —.
(4) 10 10
Ja no Exemplo 1.2.2, sem a equiprobabilidade, aplicando as propriedades (i) e (ii)
da definicao axiomatica, temos que:

1 = P(Q) = P({1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}) = P({1}) + P({2})... + P({9}) + P({10})

dado que a probabilidade de sair as bolas 1 ou 2 tém a metade da chance de ser retiradas
que as demais

= P({1}) + P({2})... + P({9}) + P({10}) = g g fp+.p+p=9p
=9p=1
B 1
=r=y

como queremos saber a probabilidade de A,

P(A) = P({1,2}) = P({1}) + P({2}) =

=P

N3
O |3

1

Se o espago amostral  possui n elementos, por exemplo, = {ay,aq,...,a,} e
todos os subconjuntos unitarios tém a mesma probabilidade de ocorrer, devemos atribuir

a cada evento unitario a probabilidade —, pois
n
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Q= {ay,a9,....,a,} e P({a1}) = P({az}) = ... = P({a,}) = p, pela defini¢ao de probabi-
lidade, temos

1=P(Q) =P{ar,a2,...,a,}) = Plar} U{ax} U...U{a,})

1= P({ar}) + P({az}) + ... + P({an})

l=p+p+...+p=np
p=—-
n
Assim, na situacao em que cada evento unitario tem a mesma chance de ocorréncia,

se um evento A = {a;,, a;,, ..., a;, } tem x elementos entao

P(A) - P({aiuaiz? "'7a’ik}) = ZP({GZP}) - Z

k
p=1 p=1

Kk
=

S|

Isto é, a probabilidade de um evento é a razao entre o niimero de casos favorareis

ao evento e o nimero total de casos possiveis.

Numero de casos favoraveis

P —

Ntmero de casos possiveis ’

que ¢é a definicao de Laplace.

Portanto, quando os eventos unitarios (que Morgado et al. (2020) chamam de
eventos elementares) tem a mesma chance de ocorréncia podemos calcular a probabilidade
do evento A da seguinte forma

n(4)
P(A) = m

Dizemos que um espago amostral finito é equiprovavel quando os eventos elemen-
tares (ou unitdrios) possuem probabilidades iguais de ocorréncia. Por exemplo, ao jogar
um dado honesto e observar o nimero que aparece, as chances de sair 1,2,3,4,5 ou 6 sao
iguais. Note que agora apareceu a palavra honesto, ela vai nos dizer que a probabilidade
de cada evento elementar ¢é igual.

E fato que a definicao de probabilidade de Laplace s6 é valida quando os eventos

sao equiprovaveis, mas equiprobabilidade nao é uma hipétese realista. Como diz Kline
(1967):

A definicao de probabilidade que estamos ilustrando ¢ notavelmente

simples e aparentemente de facil aplicacao. Suponha que alguém

argumente, contudo, que a probabilidade de uma pessoa atravessar
1

a rua em seguranca é 3 ja que existem dois possiveis resultados:

cruzar a rua Com seguranca ou sem seguranca. Se esse argumento
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fosse forte, pessoas em grandes centros urbanos nao poderiam espe-
rar ter vidas longas. A falacia nesse argumento é que dois possiveis
resultados, atravessar a rua em seguranca ou nao, nao sao igual-
mente provaveis.

Uma situagao do nosso cotidiano em que os eventos sao equiprovaveis sao alguns
jogos de loteria. Vamos falar um pouco sobre esses jogos e destacar o mais famoso no
Brasil: a mega-sena.

Os jogos de loteria estao presentes na vida do povo brasileiro desde 1784, quando
aconteceu o primeiro registro de loteria brasileira na, entao, capital de Minas Gerais, Vila
Rica, atualmente chamada de Ouro Preto. A partir disso, comegaram a surgir loterias
em todo o pais, fazendo sucesso até hoje. Desde 1961, as loterias brasileiras oficiais sao
administradas pela Caixa Economica Federal. Atualmente, existem 10 modalidades de
jogos, sao elas: loteca, federal, lotofacil, lotomania, quina, dupla sena, timemania, mega-
sena, dia de sorte e super sete. (XAVIER, 2021)

As loterias sao tradicionalmente jogadas, e fazem parte de uma cultura econémica
e social da vida de boa parte dos brasileiros. Milhoes de brasileiros jogam nas loterias
todos os anos, e eles bateram recorde de compra de loterias no ano de 2020, fazendo a
Caixa arrecadar cerca de R$ 17,1 bilhoes em apostas, superando o recorde de 2019 de R$
16,7 bilhoes. Sendo esse resultado o melhor ja registrado em toda a historia da Caixa
Economica Federal. A mega-sena foi considerada a favorita pelos jogadores, responsavel
por aproximadamente 40 % do total arrecadado. Em seguida, a lotofacil com cerca de 19
% e logo atrds a quina em torno de 17 % . (VIEIRA, 2021)

Agora vamos falar um pouco sobre a loteria mais popular do Brasil. A mega-sena,
¢ uma loteria que geralmente paga milhoes para o acertador dos 6 ntimeros sorteados. O
prémio bruto corresponde a 43,35% da arrecadacao. Para jogar vocé deve marcar de 6 a
15 ntimeros dos 60 nimeros disponiveis. A aposta minima, de 6 nimeros, custa 4,50 reais.
Quanto mais niimeros marcar, maior o preco da aposta. Utilizando a analise combinatoria
podemos calcular quantos jogos de 6 nuimeros sao possiveis formar com os 60 nimeros

disponiveis. Precisamos somente calcular a combinagao
(66O> = 50.063.860

Considerando apenas as possibilidades de fazer jogos simples, temos que o conjunto

de todos os possiveis jogos simples é dado por
Q= {(al,ag,ag,a4,a5,a6)/a1 <ag<az<ag<as<age€a;c {]_, 2, ,60}}

Note que a mega-sena tem 50.063.860 jogos simples possiveis, entao a chance de ganhar
fazendo um jogo apenas ¢ 1 em 50.063.860, ou seja, probabilidade de ganhar na mega-sena

é
1

P({(a1, a5, a3, a4, 5, a6)}) = o ars
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qualquer que seja (a1, as, as, aq, as, ag) € 2. Observe que aqui o espago amostral é equi-
provavel, pois a chance de qualquer jogo simples ser sorteado é a mesma, uma vez que
estamos imaginando que a forma que as bolas sao retiradas do globo utilizado no sorteio

se da de forma a nao privilegiar nenhuma bola em particular.

1.4.1 Teste Aplicado: Definicao Probabilidade

Em Pereira et al. (2020), nas vérias dissertagoes e livros didéticos analisados, foi
verificado que a férmula de Laplace esté sendo utilizada como a definicao de probabilidade
sem citar a necessidade do espaco amostral ser equiprovavel, o que um é erro muito grave.
Nesse mesmo trabalho foi apresentado o resultado de um teste aplicado a alunos tanto da
Universidade Federal do Rio Grande do Norte, bem como de escolas ptblicas e privadas
das cidades de Natal e de Parnamirim, mais uma vez comprovando que a férmula de
Laplace é a definicao de probabilidade que eles conhecem, mas o preocupante é que poucos
estudantes se referiram a hipétese necessaria de equiprobabilidade.

O teste envolvia outros assuntos da matematica, para que nao ficasse caracterizado
que a avaligao se direcionava ao assunto probabilidade. Entre 5 questoes aplicadas somente
uma questao foi usada para avaliar os estudantes, a pergunta era: a probabilidade de um
A4
n(Q)

de casos totais? Os alunos tinham duas opcoes SIM ou NAO, a resposta correta esperada

evento A é dada por , ou seja, pelo nimero de casos favoraveis dividido pelo niimero

apontava para a op¢ao NAO, pois nao havia a informacao de que o espaco era equiprovavel.
O levantamento coletado, entretanto, indicou que, do total de 252 respostas, houve 181
SIM (71,83%) e 71 NAO (28,17%).

Com o intuito de repetir a experiéncia relatada em Pereira(2020) e obter um novo
conjunto de dados que nos fornecesse a nocao dos alunos sobre a definicao de probabi-
lidade, foi montado um teste apresentado a seguir, envolvendo também outros assuntos,
para que nao ficasse caracterizado, a primeira vista para os alunos, que a avaliagao se
direcionava ao assunto probabilidade. Sua resolucao das questoes nao requeria calculos e
envolvia apenas conceitos basicos da matematica do ensino médio.

Executado durante o meés de julho de 2022 para os alunos do 2°ano e 3°ano do
ensino médio do Instituto Federal do Rio Grande do Norte Campus Parelhas, o teste
alcancou 119 alunos no total.

Visivelmente desprentensioso e simples, tinha como finalidade, detectar a percepcao
que os avaliados sabiam sobre as defini¢coes de probabilidade e equiprobabilidade.

O teste foi aplicado através de um formulario do Google Forms. O conteudo do

teste serd reproduzido abaixo.
Assinale SIM ou NAO em cada uma das questoes abaixo.

1. Na equacao ax? + bx + ¢ = 0, o delta de Bhaskara é calculado por b* — 4ac?

() SIM
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() NAO

2. O numero 1, é um nimero primo?
() SIM
() NAO

3. Para qualquer triangulo de lados a > b > ¢, vale a relacao a? = b2 + ¢*?

() SIM
() NAO
4. A probabilidade de um evento A é dada por %, ou seja, pelo nimero de casos
favoraveis dividido pelo nimero de casos totais?
() SIM
() NAO

5. A area de um circulo é 27 R, onde R ¢é o raio do circulo??
() SIM
() NAO

6. Ao lancarmos duas moedas, os resultados possiveis sao duas caras, duas coroas ou
uma cara e uma coroa. Entao a probabilidade de ocorréncia de qualquer um desses

resultados é %?
() SIM
() NAO

Da anélise do teste em seu todo, destacaremos apenas os aspectos referentes as
questoes 4 e 6. Vale destacar que nao foi falado nada aos alunos sobre equiprobabilidade
no espago amostral.

Na questao 4 a resposta correta esperada apontava para opgao NAO, pois nao
havia a informagcao de que o espaco amostral era equiprovavel. O levantamento coletado,
entretanto, indicou que, do total de 119 respostas, houve 95 SIM (78,9%) e 24 NAO
(20,2%).
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Figura 1.5: Grafico - Questao 4

4) A probabilidade de um evento A é dada por n(A)/n(S), ou seja, pelo
numero de casos favoraveis dividido pelo nimero de casos totais?
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Fonte: Autoria propria

Na questdo 6 a resposta correta esperada apontava para opcdo NAO, pois no

lancamento de duas moedas a chance de aparecer duas caras é 7 a chance de aparecer

1 2
duas coroas é — e a chance de aparecer uma cara e uma coroa € T O levantamento
coletado, entretanto, indicou que, do total de 119 respostas, houve 66 SIM (55,5%) e
53 NAO (44,5%). No préximo capitulo do nosso trabalho iremos resolver esse problema

utilizando os conceitos de probabilidade que iremos apresentar mais a frente.
Figura 1.6: Grafico - Questao 6

6) Ao lancarmos duas moedas, os resultados possiveis s3o duas
caras, duas coroas ou uma cara e uma coroa. Entdo a
probabilidade de ocorréncia de qualquer um desses resultados é
1132

. _44‘5%
o _ 55,5%

Fonte: Autoria propria
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Diante disso, podemos observar que essa amostra experimental e a aplicada em
Pereira el al.(2020) manisfesta certa tendéncia dos alunos considerarem o evento como
inserido em um espago amostral equiprovavel, mesmo quando nada for dito a respeito.

Pelo motivo explicitado no paragrafo anterior, os autores propoem para o ensino da
probabilidade, o uso da definicao axiomatica de probabilidade quando o espago amostral
é finito.

Exemplo 1.4.1.

No langamento de uma dado nao viciado (outra forma de dizer honesto), qual a
probabilidade de sair um ntmero par?

Ao jogar um dado em uma superficie plana, o espago amostral é = {1,2,3,4,5,6}.
Consideremos o evento: “sair um numero par na face voltada para cima”, logo o evento
desejado é £ = {2,4,6}. Dizemos que o evento E ocorreu se tiver ocorrido a face 2, 4 ou
6 na face voltada para cima.

Seja um A; = sair numero 1 na face voltada para cima. A, = sair nimero 2 na
face voltada para cima. Az = sair niimero 3 na face voltada para cima. A, = sair niimero
4 na face voltada para cima. As = sair nimero 5 na face voltada para cima. Ag = sair
nimero 6 na face voltada para cima. Assim, F = {2,4,6} = Ay U A4 U Ag. Como o dado
é honesto, a chance de sair um numero na face voltada pra cima é igual para qualquer
um dos 6 casos. Logo o espago amostral do nosso exemplo é equiprovavel.

Perceba que os eventos Ay, Ay, A, Ay, A5 e Ag sao disjuntos entao pelas proprie-
dades (i) e (ii),

P(Q) = P(AJUAUA3UAUA;UAg) = P(A1)+P(As)+P(As)+P(Ay)+P(A5)+P(Ag) =1

sabemos que

P(A)) = P(Ay) = P(43) = P(A;) = P(As) = P(4g) = ¢

note também que
E={2,4,6} = Ay U A, U Ag
logo,

1 1 1 3
P(B) = P(A;U Ay U Ag) = P(A) + P(Ay) + P(Ag) = o+ o+ o = .

Outra forma de resolver o nosso problema seria usando a informacao de que o

espaco amostral é equiprovavel. Se temos equiprobabilidade, entao
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Exemplo 1.4.2.

Considere a roleta indicada na figura abaixo. Toda vez que a seta gira, sempre
para em um dos setores circulares 1, 2 ou 3. Sabe-se que as areas dos setores circulares
definidos por 1 e 2 sao iguais e que a area do setor circular 3 é o dobro da area do setor

circular 1. Qual a probabilidade da seta cair no setor circular nimero 17

Figura 1.7: Roleta 1

Fonte: Autoria propria

Note que a chance da seta parar na roleta no nimero 1,2 ou 3 nao sao necessari-
amente todas iguais. Podemos observar que o nosso espago amostral é nao equiprovavel,
diferente do exemplo anterior.

Q= {1,2,3} = P(Q) = P({1} U{2} U {3}) = P({1}) + P({2}) + P({3}) = 1

Sabemos que P({1}) = P({2}) = ke P({3}) =2P({1}) = 2k

= P({1}) + P({2}) + P({3}) = 1
=>k+k+2k=1
=4k =1
1
k=-
R

Portanto,
1
P{1}) = k=
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Note que nesse exemplo nao podemos utilizar a definicao classica uma vez que os

eventos elementares nao tem a mesma chance de ocorréncia.
Exemplo 1.4.3.

Numa moeda “viciada”, a probabilidade de ocorrer cara no langamento é quatro
vezes a probabilidade de ocorrer coroa. Qual probabilidade de ocorrer cara no langcamento
dessa moeda?

Note que o espaco amostral do nosso experimento aleatorio é nao equiprovavel,
pois a chance aparecer cara no lancamento é diferente de aparecer coroa.

2 = {cara,coroa} nosso espaco nao é equiprovavel.

P(Q) = P({cara} U {coroa}) = P({cara}) + P({coroa}) = 1

P({cara}) = 4P({coroa})
P({cara}) + P({coroa}) =1

= 4P({coroa}) + 1P({cara}) =1

= 5P({coroa}) =1

= P({coroa}) = %

= P({cara}) + P({coroa}) =1

= P({cara}) + % =1

= P({cara}) =1— %

~ P({cara}) %



2 Topicos de Probabilidade

Nesse trabalho analisamos os prejuizos que podemos ter ao assumirmos equipro-
babilidade quando ela nao existe. Para isso usamos como ferramenta a esperanga ma-
tematica, o erro médio quadratico, etc. Para que possamos desenvolver os topicos dese-

jados precisamos definir o que usaremos.

2.1 Probabilidade Condicional

Nesta secao, estudamos a probabilidade condicional. Vamos mostrar que uma
informagao adicional sobre o experimento que estivermos realizando pode alterar a pro-
babilidade inicial que tinhamos sobre um determinado evento em estudo. Em muitas
situacoes nao € possivel realizarmos um experimento até o fim, sendo necessaria a cola-
boracao de outra pessoa, a qual pode nao saber a informagao especifica que desejamos
e nos informa apenas sobre o resultado. Com essa informacao adicional, o resultado
desejado sofre alteracao na sua chance inicial de ocorrer.

Suponha que voceé esta jogando com alguns amigos e o jogo é adivinhar o resultado
no lancamento de um dado. Vocé aposta que o resultado serd par, ou seja, que o evento
A = {o resultado é par} acontecerd. Sabemos que o dado é honesto, ou seja, que cada
face do dado (evento elementar) tem a mesma chance de ocorrer. Logo a probabilidade

de voceé ganhar é:

P(A) = P({2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P} = 5+ 5+ 5 = = = 0,5

D
D
D

Imagine que voce, entao, lanca o dado, mas nesse exato momento o telefone toca
e vocé vai atendé-lo antes de ver o resultado do lancamento. Dentre as muitas situagoes
provaveis, destacamos as que seguem.

Situacao 1: Depois de algum tempo, seus colegas gritam que o resultado foi maior
que 3. Qual a probabilidade de vocé ainda acertar, ou seja, de o resultado ser um nimero
par? Voceé pode ter pensado: eu tinha seis casos possiveis e trés favoraveis, entao, minha
chance era —; agora, tenho trés casos possiveis (j4 que alguém falou que o resultado foi

maior que 3 ({4,5,6}) e, dentre estes, me restaram dois favoraveis, ({4,6}) . Portanto,

trés casos possiveis e dois casos favoraveis, entao, minha chance é —.

Situacao 2: Depois de algum tempo, seus colegas gritam que o resultado foi 4.
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Qual a probabilidade de vocé ainda acertar, ou seja, do resultado ser um numero par?
Desenvolvendo o mesmo raciocinio usado na situagao 1, vocé chega a conclusao de que
sua probabilidade de ganhar serd 1.

Situagao 3: Apds algum tempo, seus colegas gritam que o resultado foi 3. Usando
o mesmo raciocinio das situagoes anteriores, conclui-se que a probabilidade de vocé ainda
acertar, ou seja, de o resultado ser um numero par sera 0.

O que esta acontecendo no final das contas? Uma informacao adicional pode
mudar tanto assim nossa probabilidade de ganhar? O resultado esté condicionado a essa
informacao adicional? Na interpretacao das trés situacoes estudadas, aconteceram alguns
fatos que merecem um olhar mais atento.

Inicialmente, quando modelamos um problema, precisamos ter bem definido o
espaco amostral €2, o conjunto A formado por todos os eventos possiveis e uma funcao
que mega esses eventos, a fungao probabilidade P. Quando calculamos a probabilidade,
observamos que os possiveis resultados se transformaram em ({4,5,6}) na situacdo 1,
({4}) na situac@o 2 e ({3}) na situacao 3. Isso estd indicando que o espago amostral esta

mudando? Isso nao pode acontecer! Entao, como estudar esse tipo de situacao?

2.1.1 Definicao

Para estudar este topico, precisamos definir uma probabilidade que leve em con-
sideracao a informagao adicional dada sem alterar o espago de probabilidade que cons-
truimos ao modelar o problema original.

Sejam dois eventos A e B tais que P(A) > 0. Define-se a probabilidade condi-
cional de B dado A, representada por P(B | A), como sendo

P(BNA)
P(B|A) = ——=
(B14) =5
Se P(A) =0, definimos P(B | A) = 0.
Aplicando essa definicao as situagoes anteriores 1, 2 e 3 temos que o conjunto B,
em todas as situagoes é o mesmo, ou seja, B = {2,4,6}.

1
Situacao 1: A = {4,5,6} cuja probabilidade é P(A) = 5 >0

2
_ P(BNA) P({2,4,6}N{4,5,6}) P({4,6}) 3 1
e ¥ (TR ) R R
2 2
Situagao 2: A = {4} cuja probabilidade é P(A) = é >0
1
_PBnA)  PH24,6;0{4}) PH4}) 6 _
PEIN="pay = Py~ 1 17!
6 6
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1
Situacdo 3: A = {3} cuja probabilidade é P(A) = 6> 0

CPBNA) PU2A6IN {3} P)
PEIN="py = Py

0

10
6 6

Quem mede a chance de um evento ocorrer ou nao é a funcao probabilidade. Entao,
chegamos a conclusao que a probabilidade condicional, dado um evento de probabilidade
positiva, é também uma funcao probabilidade. Em outras palavras, dado um evento A
tal que P(A) > 0, a funcao P(- | A) : A — [0,1] é um fungao de probabilidade.

Concluimos que o nosso experimento inicial de langar um dado honesto e observar
o numero que aparece na face é um experimento em um espaco equiprovavel, porém apos
uma informagao adicional em relacao ao resultado obtido no lancamento podemos ter

novas situacoes onde as chances de ocorrer eventos elementares nao sao mais iguais.
Exemplo 2.1.1.

Considere a Tabela 2.1, em que contém um total de 220 professores, sendo alguns
deles de matematica e outros portugues, e também com as nacionalidades brasileira e

argentina.

Tabela 2.1: Exemplo 2.1.1 - Probabilidade condicional

Matematica (M) | Portugués (P) | Total
Brasileiro (B) 70 50 120
Argentino (A) 30 70 100
Total 100 120 220

Fonte: Autoria propria

Considere que cada um desses professores tem a mesma probabilidade de ser esco-
lhido, ou seja, trata-se de um espago amostral equiprovavel. Dessa forma, escolhendo-se

um professor, ao acaso, desse grupo, qual a probabilidade de ele ser:

a) Professor de matematica?
b) Professor de matemadtica, sabendo que é argentino?
¢) Argentino, sabendo que é professor de matemdtica?

d) Professor de portugués, sabendo que é brasileiro?

No item a), tem-se 100 professores de matematica em um total de 220 professores.

Como o espaco amostral é equiprovavel podemos aplicar a definicao de Laplace
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P(M) = 20 _ 0
220 11
No item b), existe uma informagao adicional em comparagao ao item anterior, pois
agora, além de calcular a probabilidade de ser professor de matematica, esse professor
deve estar no grupo dos argentinos. Em primeiro instante, algumas pessoas podem achar
que essas perguntas sao idénticas, mas na verdade nao sao. A mensagem a mais fornecida
no segundo item significa dizer que o novo espaco amostral nao é mais aquele de 220
professores, e sim um espago amostral “reduzido” com 100 professores argentinos. Vamos
resolver o item b) usando probabilidade condicional

P(M|A):%
= PO | A)= ] =2

Vamos resolver o item c) aplicando a mesma férmula

P(A|M):%
= P(A|M) = 0 =2

Observe que o resultado do item b e do item ¢ foram iguais, serd que isto sempre
vai acontecer? A resposta é nao. Nesse caso como podemos perceber a quantidade de
professores de matemaética e de argentinos é igual a 100, essa peculiaridade faz com que
as probabilidades do item b e item ¢ sejam as mesmas. Vamos resolver a mesma situagao
para os brasileiros e observar que as respostas serao diferentes, pois a quantidade de
brasileiros é diferente da quantidade de matematicos.

P(M|B):%
;»P<M|B):17700:1—72.
P(B]M):%
= P(A| M) ==L

No item d) aplicando a férmula da probabilidade condicional temos

P(PN B)

P(P|B) = =55
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20 )

Exemplo 2.1.2.

Consideremos duas extracoes de duas bolas de uma urna contendo uma bola branca
e duas bolas pretas, e definamos os eventos Bj: obter bola branca na primeira extragao e
Bs: obter bola branca na segunda extragao. Analisaremos os dois casos, de as extragoes
serem feitas com ou sem reposicao.

No caso com reposicao, antes de cada extragao, conhecemos com certeza a confi-
guragao da urna, segundo a qual P(B;) = P(By) = —. Sendo assim, a informagao sobre
o resultado de uma das extracoes nao altera a probabilidade sobre o resultado da outra
extracao. Dizemos nessa situacao que os eventos B; e By sao eventos independentes,
ou seja, a informagao da ocorréncia de By nao altera a probabilidade da ocorréncia de B;.

Isto é,

P(By| By) = P(By) = 5 ¢ P(By | By) = P(B) = 1.

Se as extragoes forem sem reposicao, entao nao temos certeza da composicao da
urna antes da segunda extracao. Neste caso, a informacao adicional sobre um dos eventos
pode alterar a probabilidade do outro. Desse modo, para a primeira extragao, sabemos
que P(By) = 1 Agora, se ficarmos sabendo que a segunda bola é branca, ou seja, sabendo

que B, ocorre, entao, claramente, a primeira bola nao pode ter sido branca. Isto é,
P(B1 | By) = 0# P(By).
A situacao simétrica ocorre se sabemos ou supomos que a primeira bola é branca,

P(B;y | B1) =0 # P(Ba).

2.2 Variaveis Aleatérias

Segundo Rifo (2021) quando observamos a execuc¢ao de um experimento aleatdrio,
geralmente estamos interessados em explorar uma ou mais caracteristicas numéricas dos

resultados possiveis. Rifo (2021, p.50) nos cita um exemplo,

em um estudo sobre satide publica, um questionario sobre o estado
de saude individual tipicamente traz questoes com diversos tipos de
variaveis, nimericas ou nao. Por exemplo, dentre as nao numéricas,
pode haver questoes sobre sexo, regiao onde mora, estado civil, nivel
de sedentarismo (baixo, médio ou alto), nivel de escolaridade (ne-
nhuma, fundamental, médio, superior), etc. Dentre as numéricas,
podemos considerar idade, nimero de filhos, peso, altura, niveis de
colesterol, pressao sanguinea sistélica e diastolica, etc.
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Observe que muitas dessas caracteristicas podem estar em ambas as categorias, e
também podem ser relacionadas entre duas ou mais variaveis.

De acordo com Dantas (1997), os eventos que ocorrem quando se realizam ex-
perimentos aleatérios variam a cada execugao dos mesmos, também variarao os valores
nimericos que lhes sao associados. Em alguns experimentos os resultados ja sao descritos
numericamente; no Exemplo 1.2.1 se observarmos o nimero da bola que serd retirada da
urna, serd um numero inteiro de 1 a 10; no Exemplo 1.4.2 sabemos que a roleta ird parar
em um numero inteiro de 1 a 3; no exemplo citado por Poincaré o nimero que aparece na
face superior de um dado é sempre um numero inteiro de 1 a 6; a quantidade de mudas
de plantas que irao nascer em uma plantacao é uma quantidade inteira nao negativa, e
se observarmos o tempo de duracao de uma ligacao de celular, é um nimero real nao
negativo.

No entanto, em uma grande quantidade de situacoes, os elementos do espaco amos-
tral nao sao expressos numericamente. No Exemplo 1.3.1 o género do homem ¢é represen-
tado pela letra H e da mulher pela letra M, neste caso nosso espago amostral é o conjunto
{HH,MM,HM,MH}. No Exemplo 1.4.3 do langamento de uma moeda, destacamos
cara (c) ou coroa (k), nosso espago amostral neste caso é o conjunto {c, k} . Na maioria
das vezes modelamos via uma funcao que associa a cada elemento do espago amostral, ou

cada possivel resultado, a um nimero real.
Exemplo 2.2.1.

Consideremos que uma moeda honesta é lancada duas vezes. Seja X a fungao
definida no espago amostral que a cada elemento do espacgo associa o niimero de caras nos

dois lancamentos. Temos:

Tabela 2.2: Exemplo 2.2.1 - Langamento de duas moedas

Espaco Amostral | Valores de X
cc 2
ck 1
ke 1
kk 0

Fonte: Autoria propria

A correspondéncia entre os elementos do espaco amostral e os valores da variavel
X também podem ser expressas da seguinte maneira:
X(ee) =2, X(ck) =1, X(kc) =1, X(kk) =0
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2.2.1 Definicao Variaveis aleatoérias

Neste trabalho usaremos apenas variaveis aleatérias discretas por esse motivo de-
finiremos apenas esse tipo de funcao. Aproveitamos para lembrar que quando 2 é finito
o A é o conjunto das partes de €).

Uma variavel aleatéria discreta em um espago de probabilidade (€2, .4, P), onde
2 é finito, A é o conjunto das partes de 2 e P é uma funcao de probabilidade, é uma
funcao X : 2 — R tal que

X((—o0,7]) € A, para todo = € R.

No Exemplo 1.4.3 do lancamento de uma moeda, onde

O ={c ke A={@,Q,{c} ,{k}}e P:P(Q) —[0,1],

defina a fungdo X : Q@ — R da seguinte forma: X (c) =1 e X (k) = 0. Vamos calcular as

imagens inversas pela véridvel aleatéria X dos intervalos do tipo (—oo, z],
X H(~o00,7]) = {w € Q/X(w) € (—o0, 7]} = {w € Q/X(w) < x}.
Note que X s6 assume os valores 0 e 1, assim se x < 0, temos que
{w e Q/X(w) <z}

ou seja, sao os pontos de €2 em que X assume valores menores que zero. Nao existe tais

pontos, ou seja, para z < 0 temos que

{weQ/X(w)<z}=0¢cA

Para 0 < z < 1 temos que

{weQ/X(w)<z}={weQ/X(w)=0}={k} €A

Para 1 < x temos que

{weQ/X(w) <z}={weQ/X(w) <1} ={c,k} =0Q¢€ A
Vimos que se X : 2 — R é uma variavel aleatéria, entao

X ((~o0,12]) € A.

Por que isso é importante? Queremos ser capazes de medir a probabilidade de X

assumir certos valores, por exemplo,

P({w € Q/X(w) € (a,b)}) = P(X"'((a,))).
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Por X ser uma varidvel aleatéria temos que X ~*((a,b)) € A e portanto podemos
calcular a probabilidade acima.

Seja X uma varidvel aleatdria que assume apenas dois valores {a, b} onde a pro-
babilidade dela assumir o valor a ¢ igual a p (e portanto a probabilidade dela assumir o

valor b é 1 — p). Em outras palavras, Im(X) = {a, b} em que
P(X=a)=peP(X=0b)=1—p.

Diante disso, podemos elaborar uma tabela que nos apresenta as informacoes da
variavel aleatéria X.

Tabela 2.3: Variavel aleatéria X

X | P(X)
a p
b | 1—p

Fonte: Autoria propria

Esta tabela é chamada distribuicao da variavel aleatoria X.

Variaveis aleatérias que assumem apenas dois valores, sao usadas para modelar
problemas que envolvem respostas dicotomicas: V ou F, sucesso ou fracasso, funcionando
ou quebrado, etc. Quando é esse o caso, usamos o valor 0 para associar ao fracasso e 1
para associar ao sucesso.

Se a probabilidade de sucesso for p, temos a distribuicao dada por

Tabela 2.4: Variavel aleatoria X

lalisl
3
=

Fonte: Autoria propria

Vamos determinar a distribuicao de probabilidade da variavel aleatoria X do Exem-
plo 2.2.1. Para cada valor de X determinamos os pontos amostrais em que X ¢ igual a

esse valor, em outras palavras determinamos a imagem inversa de cada valor de X.
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Tabela 2.5: Varidvel aleatoria X - Exemplo 2.2.1

Valores de X | Imagem inversa | Probabilidades

0 {kk} i
1 {ck ,kc} 2
i

2 {cc}

Fonte: Autoria propria

Os valores das probabilidades, na tabela acima, sao obtidos da seguinte maneira:

P(X =0) = P(XT'({0)) = P(RKY) = |

P(X =1) = P(X~'({1})) = P({ck} U {ke}) = P({ck}) + P({kc}) =

|
+
|
SN V]

P(X =2) = P(X({2))) = P({ec}) =

Na pratica, investigar um fenomeno aleatorio significa estudar o comportamento
de uma variavel aleatéria associada a ele, e tal comportamento é descrito através da sua
distribuicao de probabilidade.

A distribuicao de probabilidade de uma v.a. X é uma funcao Px que associa a
cada subconjunto {i} da imagem da v.a. X, a probabilidade do evento cuja imagem pela

v.a. X é1, ou seja,
Px({i}) = P{w € Q/X(w) € {i}}) = P({w € Q/X(w) = i}),

também denotado por P(X = 1).
Para a v.a. definida no Exemplo 2.2.1, que assume os valores 0, 1 e 2, a funcao de

distribuicao ¢ assim calculada:
. 1
) Px({0}) = P(X = 0) = P({kk}) =
.. 2
i) Px({1}) = P(X =1) = P({ck}) + P({ke}) =
1
iii) Px({2}) = P(X =2) = P({cc}) = B
O valor Px({0}) significa a probabilidade de, ao lancar uma moeda, nao se obter
nenhuma cara. De maneira geral, Py é uma funcao de probabilidade definida no conjunto
dos subconjuntos da Im(X) = {0,1,2}. Desta forma, a v.a. X induz um novo espago
amostral Im(X) = {0,1,2} com uma nova funcéo de probabilidade, a Py. E interessante
notar, pelos célculos anteriores, que os eventos elementares {0}, {1} e {2}, nao tem mais

a mesma chance de ocorrer. Assim, apesar de Q = {kk,ck, kc,cc} ser equiprovavel, o
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novo espago amostral Im(X) = {0, 1,2} nao é equiprovavel. Portanto, ndo se pode usar
Laplace e afirmar que Py ({0}) = Py({1}) = Px({3}) = %

Confirmando assim que a questao 6 do teste aplicado, comentado no Capitulo 1
deste trabalho, tem como correta a resposta nao, como foi provado acima.

De maneira geral, dado um experimento aleatério tem-se inicialmente um conjunto
formado por trés elementos: o espago amostral €2, a colecao das partes de 2, P(),
e uma probabilidade P. Essa terna (£, P(Q2), P) é chamada espago de probabilidade.
Ao se modelar o experimento aleatério por uma v.a. X, obtém-se um novo espaco de
probabilidade, o espaco de probabilidade induzido: (Im(X),P(Im(X)),Px). Foi
visto no exemplo anterior, que o espaco de probabilidade induzido pode nao preservar a
equiprobabilidade do espaco de probabilidade inicial.

Apresentaremos agora quatro exemplos onde trabalhamos todas as possibilidades
quando modelamos um experimento aleatério por uma v.a. X, e obtemos um novo espago
de probabilidade, que pode ser equiprovavel ou nao, dependendo da funcao que foi defi-

nida. O esquema abaixo mostra as situagoes que iremos apresentar.

Figura 2.1: Equiprovavel x Nao Equiprovéavel

Espaco amostral inicial v.a Novo espago amostral induzido
. , —_—) ~ . ,
(Equiprovavel) pela v.a. (Nao Equiprovavel)
Espago amostral inicial v.a Novo espago amostral induzido
—) - ) .
(Nao Equiprovavel) pela v.a. (Ndo Equiprovavel)
Espaco amostral inicial v.a Novo espaco amostral induzido
_— , .
(Equiprovavel) pela v.a. (Equiprovavel)
Espaco amostral inicial v.a Novo espacgo amostral induzido
_— . .
(Nao Equiprovavel) pela v.a. (Equiprovavel)

Fonte: Autoria propria

Exemplo 2.2.2.

No langamento de dois dados D7 e D,, distintos e nao viciados, qual a probabilidade
da soma das faces observadas ser 37
Antes de iniciamos a resolucao desse exemplo, vamos definir a seguinte variavel

aleatoria X : a soma das faces observadas no lancamento de dois dados

X:QO—-R
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(dl,dg) — dl + d2 = X(dl,dg),

onde nosso espaco amostral serda todas as possibilidades de todos os pares de ntimeros
dos dados. Como temos 6 possibilidades {1,2,3,4,5,6} para cada dado, nosso espago

amostral serd o seguinte:

Figura 2.2: Espago amostral langcamento de dois dados 3

e . ° /o0 00 oo
@ P o’ oo 0% |0 o
- (L1 | (L2) | 13) | (L4 | 15) | (L6)
- @D | @2) | @3) | @9 | @5 | 26
u 31 | 32) | 33) | G4 | 35 | 36)
- @1 | @2) | @3) | ¢4 | @5 | 4.6)
n 1) | 52) | G3) | 54) | B5) | (5.6)
m (61) | (62) | (63) | (64) | (65) | (66)

Fonte: Autoria propria

O numero de elementos do nosso espaco amostral serd 36, ou seja, n(f)) = 36,

podemos perceber que para cada dado a chance de sair um nimero de 1 a 6 ¢ igual a —.
No lancamento de dois dados o niimero de casos possiveis é 6 - 6 = 36 e a probabilidade

de cada um desses casos ocorrer é a mesma, logo nosso espaco amostral é equiprovavel.

= P({(dd)}) = o

Para respondermos a pergunta do Exemplo 2.2.2; precisamos calcular P(X = 3),

ou seja, calcular a probabilidade da soma das faces observadas ser 3.
Px({3}) = P(X =3) = P(X"' {3}) = P({(1,2)} U{(2, 1)})

1 1

Pe({3}) = PUL2D + PUR DY) = 5 + 5

= Py({3}) = P(X =3) = —.
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Diante disso, podemos concluir que a probabilidade da soma das faces observadas
ser 3 é igual a —.

Para a v.a. definida no Exemplo 2.2.2, que assume os valores 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,
a funcao de distribuicao é assim calculada:

Py({2}) = P(X =2) = P(X {2)) = P 1)) = 5

Px({3}) = P(X =3) = P(X"'{3}) = P{(1,2)} u{(2. 1)})

1 1

Px({3) = P{L2)H) + PH(2. DY) = 55 + 35

= Py({3}) = P(X =3) = —.

Px({4}) = P(X = 4) = P(X" {4}) = P({(1,3)} U{(2,3)} U{(3, )})

Px({4}) = P3N + P21 + PUG DY = 5o+ 55+ o
= Px({4}) = P(X =4) = %

De maneira andloga ao que fizemos para 2,3 e 4 podemos fazer para os outros valores
assumidos pela nossa v.a. X, na Tabela 2.6. apresentamos todos os pontos amostrais de

X, ou seja, determinamos a imagem inversa de cada valor de X.

Tabela 2.6: Exemplo 2.2.2 - Lancamento de dois dados distintos

Valores de X Imagem Inversa Probabilidades
2 {(L,1)} 3
3 {(1,2),(2,1)} 5
4 {(1,3),(2,2),(3,1)} 36
5 {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} 36
6 {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2), (5, 1)} 50
7 {(1,6),(2,5),(3,4), (4,3),(5,2),(6,1)} 36
8 {(2.6).(3.5),(4,4),(5,3),(5,2)} %
9 {(3,6),(4,5),(5,4),(6,3)} 3
10 {(4,6),(5.5),(6,4)} 3
11 {(5,6),(6,5)} 3%
12 {(6,6)} %

Fonte: Autoria propria
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O valor Px({2}) significa a probabilidade de, ao langar dois dados distintos a soma
das duas faces ser igual a 2. De maneira geral, Px é uma funcao de probabilidade definida
no conjunto dos subconjuntos da Im(X) ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Desta forma, a
v.a. X induz um novo espago amostral Im(X) = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} com uma
nova funcao de probabilidade, a Px. E interessante notar, pelos calculos anteriores, que
os eventos elementares {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {9}, {10}, {11}, {12} ndo tém

mais a mesma chance de ocorrer. Assim, apesar de

Q={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), (2, 1), ..., (6,1),(6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6) }

ser equiprovéavel, o novo espago amostral Im(X) = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} nao é

equiprovavel. Portanto, nao se pode usar Laplace e afirmar que

Px({2}) = Px({3}) = Px({4}) = Px({5}) = ... = Px({10}) = Px({11}) = Px({12}) = f%,
Exemplo 2.2.3.

Considere o experimento aleatério que consiste em extrair duas bolas com reposigao
de uma urna com trés bolas vermelhas (V ) e duas bolas brancas (B). O espago amostral

associado a esse experimento é:
Q=A{WV,V),(V,B),(B,V),(B,B)}

Podemos definir a variavel aleatéria X : Q — Z, que a cada elemento de €2 associa o
nimero de bolas vermelhas obtidas nas duas retiradas, ou seja,

X((B,B)) =0, X((B,V)) =1, X(V,B)) = 1, X(V,V)) = 2.

Para a v.a. definida no Exemplo 2.2.3, que assume os valores 0, 1 e 2, a funcao de

distribuicao ¢ assim calculada:

) Px({0}) = POX =0) = PU(B.B)}) = 5 -5 = o
i) Px({1}) = P(X = 1) = PUBVIN + PUV B =5 -5 +5 5 = o>
i) Px({2)) = P(X =2) = PV V) =22 =

O valor Px({0}) significa a probabilidade de, ao extrair duas bolas com reposi¢ao
de uma urna com trés bolas vermelhas (V ) e duas bolas brancas (B), nao se obter bola
vermelha. De maneira geral, Py é uma funcao de probabilidade definida no conjunto
dos subconjuntos da Im(X) = {0,1,2}. Desta forma, a v.a. X induz um novo espago
amostral Im(X) = {0,1,2} com uma nova funcéo de probabilidade Px. E interessante
notar, pelos cédlculos anteriores, que os eventos elementares {0}, {1} e {2}, nao tem mais
a mesma chance de ocorrer. Assim como o Q = {(B,B),(B,V),(V,B),(V,V)} nao é
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equiprovavel, o novo espago amostral Im(X) = {0,1,2} também nao é equiprovavel.

Portanto, nao se pode usar Laplace e afirmar que Px({0}) = Px({1}) = Px({2}) = 3

Exemplo 2.2.4.

Considere agora o seguinte experimento aleatério: sera sorteado um ntumero de
uma rifa de 100 bilhetes numerados de 1 a 100 de mesmo formato. O espago amostral

associado a esse experimento é:
0=1{1,2,3,4,5,6,...,97,98,99, 100}

Figura 2.3: Bilhete rifa

1112|3456 |7|8)]9]|10

11 (1213141516 |17 | 18| 19|20

21|22 23|24|25|26 | 27| 28|29 |30

31132|33|34)35|36|37)38)39|40

41 |42 | 43| 44| 45|46 | 47| 48| 49 |50

51 |52 | 53| 54| 55|56 |57|58|59 |60

61 |62|63|64)|65|66 |67 |68|69|70

71 |72|73)|74)\ 75|76 |77 | 78|79 |80

81 |82|83|84)|85|86|87|88|89|90

91 92|93 |94| 95|96 |97| 98|99 |100

Fonte: Autoria propria

Note que 2 é equiprovavel. Podemos definir a variavel aleatoria X : Q — N, que
cada elemento de () associa com a paridade do bilhete sorteado da seguinte forma para
neNel<n<50:

X(2n)=0

X@2n—-1)=1

essa v.a assume os valores 0 (se for par) e 1 (se for impar), e sua distribuigdo é assim

calculada:

i)Px({0}) = P(X =0) = P({2y u {4} u {6} U...U {96} U {98} U {100}) =

P({2}) + P({4}) + P({6}) + ... + P({96}) + P({98}) + P({100}) =

LR S SIS SIS S SR
100 © 100 100 100 100 100 100 2
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i) Px({1}) = P(X = 1) = P({1} U {3} U {5} U... U {95} U {97} U {99}) =

= P({1}) + P({3}) + P({5}) + ... + P({95}) + P({97}) + P({99}) =
1 1 1 1 1 1 50 1
:m+m+m+...+m+m+l—00:m:§.

O valor Px({0}) significa a probabilidade de, ao sortear um bilhete o nimero pre-
miado ser par. Px({1}) significa a probabilidade de, ao sortear um bilhete o nimero
premiado ser impar. De maneira geral, Py é uma funcao de probabilidade definida no
conjunto dos subconjuntos da Im(X) = {0,1}. Desta forma, a v.a. X induz um novo
espaco amostral Im(X) = {0,1} com uma nova funcao de probabilidade Py. E interes-
sante notar, pelos célculos anteriores, que os eventos elementares {0}, {1} tem a mesma
chance de ocorrer. Assim como o Q2 = {1,2,3,4,5,6,...,97,98,99, 100} é equiprovével, o
novo espago amostral Im(X) = {0,1} também é equiprovavel. Portanto, nesse caso se

pode usar Laplace e afirmar que Px({0}) = Px({1})
Exemplo 2.2.5.

:é'

Considere a roleta indicada na figura abaixo. Toda vez que a seta gira, sempre
para em um dos setores circulares 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ou 8. Sabe-se que as areas dos setores
circulares definidos por 1, 2, 5, 6 sao iguais e que a area dos setores circulares 3 e 4 é o

dobro da area do setor circular 1.

Figura 2.4: Roleta 2

Fonte: Autoria propria

O espago amostral associado a esse esperimento é

Q=1{1,2,3,4,5,6}.
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Veja que €2 é nao equiprovavel, pois a darea do setor circular 3 e 4 é o dobro da area

do setor circular 1, e podemos concluir que a probabilidade de sair 3 ou 4 é o dobro da
probabilidade de sair 1.

PQ) = P{1} U {2t U {3y U{4} U {5} U{6}) = P({1}) + P({2}) + P({3}) +
P({4}) + P({5}) + P({6}) =1

Sabemos que P({1}) = P({2}) = P({5}) = P({6}) = k ¢ P({3}) = P({4}) =
2P({1}) = 2k
= P{1}) + P({2}) + P({3}) + P({4}) + P({5}) + P({6}) = 1

> k+kEk+2k+2k+Ek+k=1

=8k=1

1

k=-.

TS

Portanto,

1
P} =k =3
2
P({3}) =2k = 3

Podemos definir a variavel aleatéria X : €2 — N, que cada elemento de {2 associa

com a paridade do ntiimero do setor circular que a seta para da seguinte forma paran € N
el <n<3:

X(2n)=0
X@2n—1)=1

essa v.a assume os valores 0 (se for par) e 1 (se for impar), e sua distribuigdo é assim
calculada:

i)Px({0}) = P(X = 1) = P({2} U {4} U{6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) =

1 2 1 4 1

8 8 * 8 8 2
O valor Px({0}) significa a probabilidade de, ao girar a roleta a seta parar em

um numero par. Px({1}) significa a probabilidade de, ao girar a roleta a seta parar

em um numero impar. De maneira geral, Px é uma funcao de probabilidade definida
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no conjunto dos subconjuntos da Im(X) = {0,1}. Desta forma, a v.a. X induz um
novo espaco amostral Im(X) = {0,1} com uma nova funcio de probabilidade, a Px. E
interessante notar, pelos célculos anteriores, que os eventos elementares {0}, {1} tem a
mesma chance de ocorrer. Diferente de Q = {1,2,3,4,5,6} que nao é equiprovavel, o

novo espago amostral Im(X) = {0, 1} é equiprovavel. Portanto, nesse caso se pode usar

1
Laplace e afirmar que Px({0}) = Px({1}) = 5

2.3 Esperanca Matematica

A esperanga matematica é a média da variavel aleatoria ponderada pela sua dis-

tribuicao de probabilidade, ou seja,

B = 3 i Pe(i}).

ieIm(X)

Uma de suas importantes propriedades é a da soma de duas variaveis aleatérias:
dadas duas v.a.’s X e Y definidas no mesmo espago de probabilidade (2, P(Q2), P):

E(X +Y) = E(X)+E(Y).

Vamos agora calcular a esperanca matematica da variavél aleatoria do Exemplo
2.2.3. Para isso precisamos saber os valores da nossa v.a. e as suas probabilidades. Para
ter certeza que sabemos montar todas as etapas de acordo com o problema vamos fazer

passo a passo.
Z)Q = {<B7B)7 (B’ V)a (‘/a B)a (V7 V)}

iW)P A — [0,1]
PUB.BY) =2 2=
PUBVIN =7 2=
PUVBY =3 & =5
PUVVIN =22 = o
i) P(X = 1)

P(X =0)= P({(B,B)}) = o

P(X =1)=P{(B,V)}U{(V,B)}) = P{(B,V)}) + P{(V, B)})
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P(XZl):%—f‘%:%
P(X =2)= P(V.V)}) = o

iv) E(X)

E(X)=0-P(X=0)+1-P(X=1)+2-P(X =2)

4 12 9
E(X)=0 - —+1.--249. 2
(X)=0 25+ 25+ 25

30 6
=>EX)=—=-=1,2.
(X) 25 5
Mas o que esse valor significa? Segundo Rifo (2021) esse numero diz que ao se
realizar 25 vezes esse experimento, deve-se esperar que aparecam 30 bolas vermelhas ou

se realizarmos 5 vezes deve-se esperar que aparecam 6 bolas vermelhas.
Exemplo 2.3.1. Jogo Justo? Vamos apostar?

Imaginemos que o jogo é o seguinte: de uma urna com trés bolas brancas e duas
bolas pretas voceé vai tirar 2 bolas sem reposi¢ao. Vocé ganha 100,00 reais por cada bola
preta retirada.

O nosso jogo é um experimento aleatério que consiste em extrair duas bolas sem
reposi¢gao de uma urna com trés bolas brancas (B) e duas bolas pretas (P). O espago

amostral associado a esse experimento é:
Q0 =A{(P,P),(P,B),(B,P),(B,B)}.

Podemos definir a variavel aleatoria X : 2 — Z, que a cada elemento de €2 associa

o numero de bolas pretas obtidas nas duas retiradas, ou seja,
X((B,B)) =0, X((B,P)) =1, X((P,B)) = 1, X((P, P)) = 2.

Com isso concluimos que podemos ganhar R$ 0,00 (caso saia duas bolas brancas),
R$ 100,00 (caso uma preta e uma branca sejam escolhidas) ou R$ 200,00 (caso saia duas
bolas pretas). S6 que o primeiro caso acontece com probabilidade 0,3 (30%), o segundo
caso acontece com probabilidade 0,6 (60%) e o tltimo caso com probabilidade de 0,1
(10%).

Se a aposta fosse de 10,00, voceé jogaria? Com esse preco de aposta, temos que
vocé perderia R$ 10,00 com probabilidade 0,3 ou 30%, ganharia R$ 100,00 menos o valor
da aposta com probabilidade 0,6 (60%) e ganharia R$ 200,00 menos o valor da aposta
com probabilidade 0,1 (10%).

O valor esperado que voce receberia nessa situacao seria
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E(X) =-10-0,3+ (100 — 10) - 0,6 -+ (200 — 10) - 0,1 = 70, 00.

Se o preco da aposta aumentasse para R$ 200,007 Seu valor esperado nessa situacao
seria
E(X)=-200-0,3+ (100 — 200) - 0,6 + (200 — 200) - 0, 1
E(X)=-200-0,3—100-0,640-0,1 = —120,00.
O —100 que aparece é que mesmo ganhando R$ 100,00 vocé pagou R$ 200,00, logo
ainda perdeu R$ 100,00. E o 0 no final, vocé apostou R$ 200,00 e ganhou R$200,00, logo
vocé nao ganhou nada realmente. Dizemos que o jogo é honesto quando o valor esperado

do resultado ¢é zero, ou seja, ninguém tem vantagem. Nesse nosso problema, se o preco

da aposta for R$ z,00 qual o valor esperado do resultado?

E(X)=—x-0,3+ (100 —2z)-0,6+ (200 —z) - 0,1
E(X)=—x+ 60+ 20
= E(X) = —z + 80.

No jogo justo o valor esperado, ou seja, a esperanga, deve ser 0 de modo que as

chances de ganhos entre o dono do jogo e quem aposta deve ser a mesma. Entao,
E(X)=0=0=—-2+80= z =80.

Esse é o valor da aposta para que o jogo seja justo.

Agora pense no seguinte problema: qual deveria ser o prémio pago na mega-sena
para que o jogo fosse considerado justo?

Vamos considerar o problema para uma aposta simples, ao preco de R$ 4.,50.

(Desconsidere os prémios da quina e da quadra).
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Figura 2.5: Cartela fisica da mega-sena

VOCE PODE JOGAR MARCANDO EM UM OU NOS DOIS QUADROS ABAIXO
LI | ==

101] [02] (03] [04] [05] (06) (07] [08] (09I (10!
(1] (12] (13) (14) [15) [16) [17) (18] (19 201
(21] [22) [23) [24] [25] (26] [27] (28] [29] [30]
(31] (32] [33] [34] (35 [36] (37] [38] (391 [40]
[41] [42] (43] (44] [45] [46] [47] (48] 149] (50!
(51] [52 (53] [54] [55] [56] (57] (58] [59] [60]

Para anular este jogo, marque ac lado: 28

[01] (02] (03] (04] [05) (06! [07] (08) [09] (10!
[11] [12] (18] [14] [15] [16] [17) [18] [19] [20]
[21) [22] (23] [24) (25) (26] [27) [28] [29] [30]
[31] (32] [33] [34] [35] [36] (37] (38] [39] [40]
[41] [42] [43] [44] [45] [46] [47] (48] [49] (50
[51] [52] 53] [54] [55] I56) [57) (58] [59] [60)

Para anular este jogo, marque ao lado: |

Assinale quantos numeros vocé esta marcando neste jogo:

(6] [7] (8] 1[9] (101 [11] [12) [13] [14] [15]

SURPRESINHA - Aqui o sistema escolhe os numeras por vacé. Indique quantas
apostas deseja fazer:

= (11 (213l L4 s 163 7] ['8]

TEIMOSINHA - Escolha em quantos concursos vocé quer participar com
este mesmo jogo (nao é valido para Boldo):

= [2] 4] [8]

BOLAD - Aqui vocé faz seu boldo de até 100 colas, Assinale abaixo o n® de colas:
(41121031 (4] [5](6) [7]18] [9)]peena
(00 (91 (210031 14) (81 [6] (71 18] 197 unisess

1100] cow timits

CONFIRA O BILHETE IMPRESSD PELO TERMINAL ELEE O UNICO COMPROYANTE DA APOSTA.
1 45 CAIXA -
45 Loterias CAl ™

Preenicha foda o trea dos nimeros escolhidos com canslo esterogréfica azul ou pretg.

Fonte: Autoria propria

Lembrando que uma aposta simples é uma aposta de 6 nimeros do total de 60, a

quantidade de jogos simples possiveis é

(660> = 50.063.860

Como no jogo da mega-sena o espaco amostral é equiprovavel, podemos afirmar

que
P(Ganh ) !

nhar na mega-sena) = —————

Anar e esa e = 50.063.860

50.063.859

P(Perder na mega-sena) = =0.063.860"

Como desejamos que 0 jogo seja justo, devemos ter £ = 0. Assim, temos que

E = P(Ganhar) - (Prémio — 4,50) + P(Perder) - (—4, 50)
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1 20.063.859

. (Prémio—4 20 009.897 1y
0= 50063860 (L remio —4,50) + =g (74:50)

Prémio = 225.287.370, 50.

Assim, quando o prémio estiver em torno de R$ 225 milhoes, o jogo se torna justo

para o apostador.

2.4 Variancia

A variancia é uma medida que mostra o quao distante estao os valores assumidos

pela v.a. da sua esperanca matematica, ou seja,

Var(X)= Y (i— BE(X))*- P(X =1i).

teIm(X)

Calculemos a variancia da v.a. do Exemplo 2.2.3,

30\?% 4 30\?% 12 30\% 9

X) = — =) .= 1—=) .= 2_—) .=

Var(X) <O 25) 25+( 25) 25+( 25) 25
900 4 25 12 400 9

=625 25 7625 25 625 2

~ 3600 . 300 . 3600
© 15625 15625 15625

Var(X)

7500 12
= Var(X) = TEGE — o8 = 0,48.

2.5 Erros

Erros podem ser entendidos como discrepancias entre o que se espera e o que re-
almente ocorre em um processo. Na ciéncia, os erros podem ser classificados como erros
aleatorios ou erros sistematicos. Erros aleatérios sao aqueles que ocorrem de forma impre-
visivel, enquanto os erros sistematicos ocorrem devido a um problema com a metodologia
ou instrumentos utilizados na pesquisa. Em matematica, os erros comumente usados sao
os erros absolutos, que sao a diferenca entre o valor real e o valor medido ou calculado.

O matematico alemao Carl Friedrich Gauss desenvolveu uma curva para descrever

a distribuicao de probabilidade dos erros em suas observacoes astronomicas. Ele percebeu
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que os erros experimentais tendiam a seguir uma distribuicao de probabilidade simétrica

em forma de sino, onde a maioria dos erros era pequena e poucos erros eram grandes.

Figura 2.6: Curva Gaussiana

Fonte: Autoria propria

Um problema bastante comum em estatistica é estudar se duas grandezas se relaci-
onam de alguma forma, ou seja, num estudo sobre obesidade podemos estar interessados
em saber se o IMC (indice de massa corporal - essa é uma das formas de se medir a
adiposidade corporal) estd relacionado com a altura das pessoas. Entao o procedimento
realizado para responder a essa pergunta é coletar dados de vérias pessoas e medir seus
IMC e alturas.

No exemplo a seguir, montamos uma tabela de uma coleta de dados ficticia.

Observacao IMC Altura

1 16,7 1,55
2 183 1,55
3 17,7 1,55
4 19,05 1,55
5 19,7 1,65
6 20,3 1,65
7 20,7 1,65
8 22,05 1,65
9 23,7 1,75
10 243 1,75
11 25,7 1,75
12 25,05 1,75
13 26,7 1,85
14 28,3 1,85
15 27,7 1,85
16 2905 1,85

Tabela 2.7: Tabela do IMC e altura
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Nesse conjunto de dados temos pessoas de mesma altura com IMCs diferentes. Ao
plotarmos os pontos (IMC;, h;) onde IMC; e h; sao respectivamente o IMC e altura da

1-ésima pessoa analisada, obtemos:

Figura 2.7: Grafico de dispersao

IMC

16 1.7 18
Altura

Fonte: autoria propria

A primeira relagao que se tenta é a relagao linear, ou seja, uma relagao da forma
IMC = a+ p.Altura. Sabemos que o grafico dessa relagdo é uma reta, portanto ao
plotarmos essa reta independentemente dos parametros «, 3 € R essa reta nao passara

por todos os pontos.
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Figura 2.8: Reta de regressao linear 1

IMC x Altura

30

25-

IMC

20=

16 1.7 18
Altura

Fonte: Autoria propria

Note que para a altura 1,55 m temos as 4 primeiras observacoes da Tabela 2.7
e agora ainda temos o valor de IMC(1,55) = a + (5.1,55. Considerando ¢; = IMC; —
IMC(h;), ou seja, a diferenca entre o valor do IMC de uma pessoa e o valor da coordenada
IMC(h;) da altura daquela mesma pessoa. Podemos entdo escrever o conjunto de dados
como
IMC; = a+ Bh; + ¢,

onde IMC;, h; e €; sao respectivamente o IMC da i-ésima pessoa analisada, a altura dessa
pessoa e o erro cometido entre a relagao proposta e o valor do IMC observado.

A préxima etapa é construir uma medida que expresse o erro que comete-se ao
utilizar a relagao IMC = « + p.Altura para modelar o IMC como fungao da altura.
Como ja comentamos, nao vai ter uma reta que passe por todos os pontos, logo qualquer
que seja a reta utilizada teremos erro. O que queremos é conseguir uma reta que apresente
0 menor erro possivel.

Duas dessas formas sao o erro quadratico médio e o erro absoluto médio, ou seja,

N N
EQM(a, f) = —Zi;[l o BAM(a,5) = —Zi} el

onde o «, 8 que aparecem na expressao diz respeito aos coeficientes da reta que estd sendo

utilizada e que esta gerando esses erros.
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O passo seguinte é encontrar, com base nos dados apresentados, os valores de « e
B que fazem com que o erro cometido ao se utilizar os valores o e § como os parametros

da reta, seja minimo. Em outras palavras,
(&, B) = argmin, sEQM (a, ) ou (&, B) = argming, sgEAM (a, B).

Esses valores &, B sao chamados estimadores de «, 3, respectivamente e [ CM,;, = &+
BAlturai ¢é chamada de equagao da regressao.

Em seguida assume-se que o modelo é representado por essa equacao e podemos
fazer previsoes para outros valores de IMC de alturas que nao aparecem na tabela. Por

exemplo, a estimacao do IMC de uma pessoa com 1,70 é dado por
IMCy 79 = é + 31, 70.

Uma vez conhecido o IMC, 7y da pessoa com 1,70m de altura, o erro quadratico da
previsao é dado por (IMC 7o — IMAC'MO)Q, ou seja, o quadrado da diferenca entre o valor
real e a previsao.

Entretanto, pode acontecer de termos apenas uma grandeza, e nao vai ser possivel

obter uma relacao como a apresentada na Tabela 2.7 e nosso conjunto de dados sera da

forma:

Observagao X
1 3

2 3

3 3

4 2

5 2

6 3

7 3

8 2

9 2

10 3

11 2

12 3

13 2

14 3

15 3

16 2

Tabela 2.8: Tabela do IMC e altura

Quando isso acontece imaginamos que os dados sao provenientes de realizagoes
de uma variavel aleatoria que possui uma dada distribuicao Py. O que significa pro-
venientes de realizacbes de uma v.a. com distribuicao Px? Imagina que temos um

dado honesto, podemos imaginar uma v.a. que assume os valores 1,2,....5 ou 6 com
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de fato, considere Q = {1,2,3,4,5,6} e

7. Definida dessa maneira, pela definicao

probabilidade Px({1}) = ... = Px({6}) =
X :Q —{1,2,3,4,5,6} definida por X (7)
da probabilidade induzida temos que Px({i}) = P(X =) = P({i}) = é uma vez que o
dado é honesto. Fazer uma realizacao da v.a. é escolher aleatoriamente um ponto em 2

1
_67

e calcular X (i), isso serd igual a i o que significa que naquela realizac¢do o resultado foi i.
Isso esta sendo equivalente a jogar um dado.

Assim, quando trabalhamos com uma v.a. discreta X, que assume uma quantidade
finita de valores com distribuicao Py, e quando fazemos realizacoes de X, obtemos uma
sequéncia de valores que X pode assumir e esses niimeros vao aparecendo de acordo com
Px, ou seja, aqueles com maiores probabilidades aparecerao mais frequentemente nessa
sequéncia de realizagoes. A Tabela 2.8 foi obtida de realizagoes de uma v.a. X que assume
os valores {1,2,3} com probabilidades (0.1,0.3,0.6) respectivamente. Note que embora
o 1 seja um possivel valor que X pode assumir, nas realizagoes realizadas nao apareceu
esse valor. Isso é equivalente a voce jogar 20 vezes o dado e nessas 20 vezes nao aparecer
algum dos possiveis nimeros. Da mesma forma que plotamos esses dados, podemos fazer
isso usando o eixo x para marcar a realizacao e no eixo y o valor obtido naquela realizacao

como na figura abaixo.
Figura 2.9: Reta de regressao linear 2

Observagdes x X

300~ L] L] . . L] L] L ] L ] L ]
275+
> 250~
225
2.00= L L] - L] - - -
3 a 12 16
Observacac

Fonte: Autoria propria
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Novamente vemos que se tracarmos uma reta para passar por esses pontos a reta
tera que ser paralela ao eixo x e nao passara por todos os pontos, ou seja, uma reta cuja
equacao seja da forma y = a, onde a € R. Logo se utilizarmos a reta para fazermos
previsao obrigatoriamente cometeremos erro, que pode ser medido pelo EQM ou pelo
EAM. Utilizando a mesma ideia desenvolvida anteriormente, vemos que os erros sao dados
por ¢; = X (i) — a onde X (i) representa o valor que X assume na i-ésima realizagao e a
representa o valor horizontal que a reta assume em todos seus pontos. Mais uma vez a

ideia é em encontrar a que minimiza a soma dos erros:

N
1
EQM(a, X) = N; 2e EAM (a, X) i) — al.

||Mz

Em Rifo (2021), o Teorema 5.6 estabelece que: Dada uma v.a. X, o preditor de
X com menor EQM é a sua esperanca a = E(X). Podemos demonstrar esse resultado da

seguinte forma: dada uma varidavel X, a previsao a de X tem EQM dado por
EQM(a; X) = E[(X — a)’]

EQM(a; X) = E[X? - 2Xa + a?]
EQM (a; X) = E(X?) — 2aE(X) + a®
EQM(a; X) = [a — B(X)]? + E(X?) — [B(X)]?

Na maioria das situagoes estamos interessados em encontrar o menor erro, ou seja,
queremos a previsao com o menor FQM, o valor minimo do erro sera alcancado quando
a— E(X) =0, ou seja, quando a previsao é a = E(X). Logo,

EQM(a; X) = [a — E(X)] + E(X?) — [E(X)]”
EQM (a; X) = [0]" + E(X?) - [BE(X)]*
EQM(a; X) = E(X?) - [E(X)]?

Logo no nosso exemplo, temos que o a procurado é
E(X)=1-0142-03+3-0.6=2.5.

Agora que sabemos o que estamos procurando, vamos ilustrar em alguns exemplos
o que acontece com as previsoes de uma v.a. X, que assume uma quantidade de valo-
res finitos com uma certa distribuicao Py, quando usamos erroneamente que o espaco

(Im(X),P(Im(X)), Px) como um espago equiprovavel quando ele de fato nao o é.



3 Prejuizos ao se supor equiprobabi-

lidade quando ela nao existe

Neste capitulo utilizaremos o EQM para medir o erro que comete-se ao usar a

equiprobabilidade quando ela nao existe.

3.1 Exemplos

Exemplo 3.1.1.

Imagine que vocé estd em um jogo onde, em caso de vitéria, vocé recebe R$ 1,00
e, em caso de derrota, paga R$1,00. Quanto vocé espera ganhar ou perder depois de n
partidas?

Se voce supor que a probabilidade de ganhar ou de perder é a mesma, ou seja, se
voce acredita que seu adversario tem a mesma habilidade que vocé, entao voce estara na

seguinte situacao:
P(ganhar uma partida) = P(perder uma partida).
Uma maneira de modelar esse problema ¢é definir a seguinte variavel aleatéria:

X { 1 se voce vencer a i-ésima partida
7; pu—

—1 se voceé perder a i-ésima partida

Assim, a soma 5, = X; + Xo + X3+ ... + X, representa o quanto vocé ganhou ou

perdeu depois de n partidas. Ja que a probabilidade de ganhar uma partida é a mesma
1

de perder uma partida, ou seja, P(X; = 1) = P(X; = —1) = Y depois de n jogadas o

valor esperado é:

n

E(S,) = BE(Xi+ Xa + Xz + .. + X,) = > E(X;)

E(S,) =) (1-P(X;=1)—1-P(X; = 1))
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i=1
ou seja, depois de n partidas, em média, voceé tera ganho 0 reais. Mas, e se vocé mensurou

erroneamente a chance de ganhar? Se, por exemplo, seu adversario é bem melhor que

voce e a sua chance de ganhar é 5? Veja como o resultado esperado se altera:

-5 ()5

i=1

. . . P N , . n .
ou seja, depois de n partidas, em média, voce tera perdido 3 reais. Note que pelo fato de
existirem duas possibilidades, imaginar que elas sao equiprovaveis, quando nem sempre

n
elas o sao, pode levar a um resultado final inesperado como a perda de 3 reais.
Exemplo 3.1.2.

Suponha agora um jogo que, ao lancar uma moeda, se sair cara, seu capital é
dobrado; se sair coroa, seu capital é reduzido a metade. Vocé comeca com R$1,00. Quanto
voceé espera ganhar ou perder depois de 2 partidas?

Se vocé supor que a probabilidade de ganhar ou de perder é a mesma, ou seja, a

probabilidade de sair cara e coroa sao iguais, entao vocé estara na seguinte situagao:

P(sair cara) = P(sair coroa).

Tabela 3.1: Jogo das moedas

X | P(X)
0,25 | 1
1,00 2
4,00 | 1

Fonte: Autoria propria

1 2 1 25
EX)=0,25--+1--+44-—=—=1,562
(X) 0,54+ 4—|— 1= 16 , D625
Nessa situagao, podemos concluir que o valor esperado apds dois lancamentos é de
25

6= 1,5625 > 1, ou seja, superior ao valor inicial, logo o jogo é lucrativo para o jogador
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em dois lancamentos. Mas, e se a moeda nao for balanceada e por exemplo a probabilidade

de sair cara é 3" Quanto voceé espera ganhar ou perder depois de 2 partidas?

Tabela 3.2: Jogo das moedas

X | PX)

4
0,25 14

4
1,00 4

1
4,00 1

Fonte: Autoria propria

4 4 19
FX)=0,25--41--44-—==-=1
(X) ’ 9 + 9 * 9 9
Nessa situagao, podemos concluir que o valor esperado apods dois lancamentos é de
9

= 1, ou seja, igual ao valor inicial, logo é de se esperar que o jogador continue com o

9
dinheiro inicial.
Exemplo 3.1.3.

Imagine que uma distribuidora de remédios atende a 3 cidades: A, B e C, onde
a distancia de A até B é de 100 km e a de B até C é de 300 km. Essa distribuidora
sO recebe uma ligacao por dia vinda de alguma das trés cidades, e atende ao chamado
imediatamente. Pelo historico de ligagoes verificou-se que a probabilidade da ligagao
recebida ser da cidade A é 0,1, ser da cidade B é 0,2 e ser da cidade C é 0,7. Em
qual ponto sobre a reta que liga as trés cidades, o dono deve construir o depdsito da sua
empresa de modo a minimizar a distancia ao quadrado dos deslocamentos?

Para modelar o problema suponha que a cidade A esteja no ponto 0, a cidade B
no ponto 100, a cidade C' no ponto 400 e que o depdsito seja construido em um ponto D

sobre a reta que liga as trés cidades.
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Figura 3.1: Modelagem do problema

o— km
400

A
o
0

Fonte: Autoria propria

Seja X a variavel que representa a cidade que ligou. A resposta para o dono da
distribuidora, segundo o Teorema 5.6 em Rifo (2021), é o ponto a = E(X), que minimiza

a distancia média quadratica do deslocamentos até D, ou seja, que minimiza a funcao:
EMQ(D,X)=d(A,D)* - P(X = A)+d(B,D)* - P(X = B) +d(C,D)*- P(X = O).

Como X representa a cidade que ligou, entao X assume os valores 0, 100 e 400

com probabilidades 0,1, 0,2 e 0,7, respectivamente. Portanto,
E(X)=0-0,1+100-0,2+400-0,7 = 300

Assim, o depdsito deve ficar a uma distancia de 300 km da cidade A, 200 km da
cidade B e 100 km da cidade C.
Se tivéssemos assumido a equiprobabilidade, o depédsito ficaria situado a uma
distancia
1 1 1 500
E(X):0~§+100-§+400~§:T,
ou seja, aproximadamente a 166,67 km da cidade A, 66,67 km da cidade B e 233, 33 km
da cidade C.

Vamos calcular agora o erro quadratico médio nas duas situacoes:

EMQ(300, X) = 300%- 0,1+ 200%- 0,2+ 100% - 0,7 = 24000
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EMQ(166,67,X) = (166,67)* - 0,33 + (66,67)* - 0,33 + (233,33)? - 0, 33 = 28599, 99

Analisando o EMQ(300, X)) = 24000 e EMQ(166, 67, X ) = 28599, 99 fica compro-
vado que a distancia média quadratica diaria, ao se usar equiprobabilidade, quando de
fato ela nao existe, leva a uma diferenca dos erros médios quadraticos , em valores absolu-
tos, de mais de 4599. Lembrando que o erro médio quadratico esta relacionado a distancia

média quadratica didria percorrida, isso da um acréscimo consideravel de quilometragem.



CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho abordou a importancia de definir corretamente o que é proba-
bilidade, destacando a definicao axiomatica de Kolmogorov que pode ser usada em todos
0S casos sem precisar supor a equiprobabilidade e frisou a impossibilidade em usarmos a
definicao de Laplace sem supor a equiprobabildiade. Muitos livros e trabalhos cometem
esse erro usando somente Laplace e nao falando sobre equiprobabilidade. Para que os
alunos compreendam corretamente o conceito de probabilidade destacamos as diversas
situacoes no nosso cotidiano em que usamos a probabilidade e que na maioria dessas
situacoes temos que o nosso espago amostral é nao equiprovavel.

Em muitas situagoes até nos professores deixamos a desejar pelo fato de destacar
muito a definicao de Laplace, resolvendo muitos exemplos com Laplace e supondo muitas
vezes que as chances de eventos ocorrerem sao iguais. E necessdrio mudar essa visao e
apresentar aos alunos diversos exemplos e situagoes. No nosso trabalho apresentamos um
teste aplicado para os alunos do 2°ano e 3°ano do ensino médio do Instituto Federal do Rio
Grande do Norte Campus Parelhas. O teste alcangou 119 alunos no total. Visivelmente
desprentensioso e simples, tinha como finalidade, detectar a percepcao que os avaliados
sabiam sobre as definicoes de probabilidade e equiprobabilidade. Pelos resultados, ficou
claro que uma énfase precisa ser dada no conceito de equiprobabilidade e também na
apresentacao de uma outra maneira de proceder quando nao existir a probabilidade e a
formula de Laplace nao puder ser usada.

Diante disso, podemos observar que essa amostra experimental manisfesta certa
tendéncia dos alunos considerarem o evento como inserido em um espaco amostral equi-
provavel, mesmo quando nada for dito a respeito.

De acordo com as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio (2006), ao estudar
probabilidade, os alunos serao capazes de compreender conceitos e palavras relacionadas
a chance, incerteza e probabilidade, que aparecem na nossa vida diariamente. Além
disso, outras ideias importantes que incluem a compreensao de que a probabilidade é
uma medida de incerteza, que os modelos sao teis para simular eventos e para estimar
probabilidades.

Durante o desenvolvimento desta dissertacao, apresentamos também alguns exem-
plos, mais precisamente 4 exemplos, de experimentos aleatérios onde definimos uma
variavel aledtoria e criamos um novo espago amostral induzido a partir da variavel aleatéria

que pode ser equiprovavel ou nao equiprovavel, dependendo da funcao que vocé definiu.
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Esses exemplos muitas vezes passam despercebidos por nés professores ou em mui-
tas vezes nao temos o conhecimento sobre. Destacamos isso no nosso trabalho com obje-
tivo de trazer esse conhecimento para os nossos docentes e discentes também.

Por fim, trouxemos também no nosso trabalho alguns exemplos que destacam
os prejuizos ao supor a equiprobabilidade quando ela nao existe. Frisando o erro que
cometemos quando fazermos essa suposicao.

Acreditamos também que este trabalho venha a contribuir no processo de ensino-
aprendizagem, auxiliando o fundamental papel do professor enquanto orientador, me-
diador e instigador de reflexoes entre seus alunos, mais do que conduzi-los a resolucao

mecanica de exercicios e aplicacao de férmulas.
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1) Na equacdo ax?+ bx + ¢ = 0, o delta de Bhaskara é calculado por b2 - 4ac? *

4) A probabilidade de um evento A é dada por n(A)/n(S), ou seja, pelo nimero de *
casos favoraveis dividido pelo nimero de casos totais?

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSd_jluBPOp0Ov4pUHJiémyt-xeuGpJbR6Yrhfbhb4_IrcxGlQ/viewform 2/4



30/05/2023, 14:38 Teste de conhecimentos basicos matematicos - IFRN/PAAS

6) Ao lancarmos duas moedas, os resultados possiveis sdo duas caras, duas *
coroas ou uma cara e uma coroa. Entao a probabilidade de ocorréncia de
qualquer um desses resultados é 1/3?
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