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RESUMO

O presente trabalho apresenta diferentes demonstragoes do Teorema de Pitagoras gene-
ralizado por triedro tri-retangular. Inicialmente, é apresentado um breve contexto his-
torico sobre Pitagoras, Teorema de Pitdgoras e sua reciproca, além de algumas de suas
demonstragoes existentes, que envolvem abordagens geométricas, algébricas e vetoriais.
Em seguida, sao explorados os conceitos de triedro tri-retangular e sua relagao com o
teorema, bem como as generalizacoes e aplicacoes do teorema de acordo com alguns au-
tores. Além disso, sao discutidas as generalizacoes no espaco tridimensional. O trabalho
também analisa a importancia da inclusao da generalizagao do teorema de Pitadgoras na
educacao basica, ressaltando os beneficios para o estudante. Sera apresentada nos resul-
tados da pesquisa as demonstracoes do Teorema de Pitadgoras generalizado por triedro
tri-retangular de diferentes formas. A dissertagao conclui destacando a relevancia de cada
uma das generaliza¢oes do teorema de Pitagoras generalizado por triedro tri-retangular,
sugerindo qual é mais adequada para se trabalhar no ensino médio e qual a mais indicada
para o ensino superior.

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras; Triedro Tri-retangular; Generalizacoes; Aplica-

goes.



ABSTRACT

The present work presents different demonstrations of the generalized Pythagorean Theo-
rem by the tri-rectangular trihedron. Initially, a brief historical context about Pythagoras,
the Pythagorean Theorem and its converse is presented, along with some of its existing de-
monstrations, involving geometric, algebraic, and vector approaches. Then, the concepts
of the tri-rectangular trihedron and its relation to the theorem are explored, as well as
generalizations and applications of the theorem according to some authors. Furthermore,
generalizations in three-dimensional space are discussed. The work also analyzes the im-
portance of including the generalization of the Pythagorean Theorem in basic education,
emphasizing the benefits for the student. The research results will present demonstrations
of the generalized Pythagorean Theorem by the tri-rectangular trihedron in different ways.
The dissertation concludes by highlighting the relevance of each of the generalizations of
the generalized Pythagorean Theorem by the tri-rectangular trihedron, suggesting which
one is most suitable for working in high school and which one is most recommended for
higher education.

Keywords: Pythagorean theorem; Tri-rectangular tetrahedron; Generalizations; Appli-

cations.
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1 INTRODUCAO

A Geometria é uma disciplina matematica que tem sido estudada desde a an-
tiguidade e é conhecida por seu papel importante na resolugao de problemas préticos
relacionados a medidas, formas e posi¢oes de objetos, (ALMEIDA, 2016). Um dos teo-
remas mais conhecidos e relevantes nessa érea é o Teorema de Pitagoras, que estabelece
a relagao entre os lados de um triangulo retangulo e tem aplicagoes amplas em diversas
areas, desde a construcao civil até a cartografia.

Além de ser fundamental em diversas areas, como engenharia e arquitetura, o
Teorema de Pitagoras é um dos conceitos mais importantes da geometria ensinados na
educagao basica. No entanto, muitas vezes o ensino do teorema fica restrito a triangulos
retangulos e o potencial de generalizacoes desse teorema para outras formas de figuras
nao sao explorados.

Nesse sentido, esta pesquisa propoe a compreensao das demonstracoes do Teo-
rema de Pitdgoras generalizado por triedro tri-retangular. Para atingir esse objetivo, sera
feito um breve contexto histérico sobre Pitagoras, Teorema de Pitagoras, sua reciproca e
serd apresentada algumas demonstracoes do Teorema de Pitagoras usando as abordagens:
geométricas, algébricas e vetoriais.

Em seguida, na se¢ao 4, vamos definir triedro tri-retangular de acordo Dulce (2013),
citar seus elementos e sua relacao com Teorema de Pitdgoras, além disso, mostrar a
importancia do triedro tri-retangular na geometria.

J& na secao 5, serda apresentada algumas discussoes e aplicacoes sobre a genera-
lizacao do teorema Pitagoras de acordo com alguns autores, mostrando as contribuicoes
de matemaéticos ao longo do século para a generalizacao do teorema. Ainda nesta se¢ao
destaca-se a importancia das aplicagoes do teorema no espaco tridimensional para varias
areas da ciéncia e da engenharia, bem como as vantagens e desvantagens. Por tultimo,
nesta se¢ao, mostraremos algumas generalizacoes do teorema de Pitagoras no espago.

Na secao 6, iremos apontar que nos documentos normativos da educagao, a ge-
neralizacao do teorema de Pitagoras é considerada uma habilidade matematica essencial
para os alunos do ensino fundamental e médio e que sua insercao traz diversos beneficios
para os estudantes.

Na secao 7, serao exploradas diferentes formas de se demonstrar o Teorema de

Pitagoras Generalizado por triedro tri-retangular, a partir do seguinte teorema: “Num
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triedro tri-retangular o quadrado da area do triangulo ABC' é igual & soma dos quadrados
das areas dos outros trés triangulos”.

Na secao 8, faremos uma breve discussao das generalizacoes do teorema de Pi-
tagoras por triedro tri-retangular mostradas na secao 7, destacando em cada uma, sua
relevancia para o estudante. Iremos sugerir qual dessas generalizacoes ¢ a mais adequada
para o ensino bésico e qual é mais apropriada para o ensino superior, em seguida, sera
feita as consideracoes finais. Portanto, espera-se que esta pesquisa possa contribuir para o
avanco do conhecimento na area da geometria e suas aplicacoes, especialmente no que se
refere ao Teorema de Pitagoras generalizado por triedro tri-retangular. Além disso, essa
pesquisa pode permitir novas formas de ensino do Teorema de Pitagoras, que possibilitam

uma compreensao mais ampla e profunda do conceito.
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2 BREVE CONTEXTO HISTORICO

Pitagoras foi um notéavel filésofo e matematico grego que viveu no século VI a.C.
Sua influéncia na matemaética e na filosofia é inegavel, tendo sido reconhecido por suas
contribuicgoes significativas em ambos os campos, incluindo a descoberta do famoso Teo-
rema de Pitagoras, uma das ideias fundamentais da geometria, que tem sido amplamente
aplicada em diversas areas praticas, desde a construcao de edificios até a criacao de tec-
nologias modernas.

Embora o Teorema de Pitagoras seja conhecido por muitos, pouco se sabe sobre a
reciproca do teorema e sua importancia para a matematica. E importante destacar que
a reciproca do teorema também tem sido aplicada em diversas areas praticas e é uma
contribuicao significativa de Pitagoras para a matematica.

Neste contexto, serd abordado brevemente um pouco da histéria de Pitagoras, a
descoberta do Teorema de Pitagoras e algumas demonstragoes da reciproca do teorema,

enfatizando suas significativas contribui¢oes para o mundo da matematica e da filosofia.

2.1 Pitagoras

Pitédgoras é um dos grandes nomes da matematica e filosofia da Grécia Antiga.
Segundo Boyer (2012), ele foi um filésofo e mateméatico que viveu no século VI a.C. na
ilha de Samos e fundou a escola pitagoérica, dedicada ao estudo da matemaética, filosofia
e religiao. Entre suas principais contribuigoes, destaca-se a descoberta do teorema que
leva seu nome, que é considerado uma das descobertas mais importantes na histéria da
matematica. Sua influéncia transcendeu sua época, tendo exercido um impacto significa-
tivo sobre a matemética e a filosofia por séculos. Boyer (2012) ainda destaca ligacao de

Pitagoras com o teorema que leva seu nome.

Mesmo o teorema ao qual o nome de Pitdgoras ainda estéa ligado, muito
provavelmente, veio dos babilénios. Sugeriu-se, como justificativa para
chamé-lo teorema de Pitagoras, que foram os pitagéricos os primeiros a
dar uma demonstracao dele; mas nao hé meios de se verificar essa con-
jetura. As lendas de que Pitagoras sacrificou um boi (cem bois, segundo
outras versoes) ao descobrir o teorema sao implausiveis, tendo em vista
as regras vegetarianas da escola. Além disso, sdo repetidas, com idéntica
incredibilidade, em conexao com varios outros teorema. (BOYER, 2012,
p.56)

Assim, o teorema de Pitagoras foi conhecido pelos babilonios e egipcios, mas foi o
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trabalho de Pitdgoras e seus seguidores que o elevou a um status de grande importancia na
matematica. O teorema diz que “em todo triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa

¢ igual a soma dos quadrados dos catetos”.

Figura 1: Imagem de Pitagoras

Fonte: https://www.todamateria.com.br/pitagoras

As primeiras fontes detalhadas sobre sua vida datam de 150 a 250 anos apos
sua morte e sao baseadas em histérias transmitidas oralmente, o que contribui para a
existéncia de muitas diferencas entre elas. Mesmo diante dessas limitacoes, o nome de
Pitagoras ainda é lembrado por suas importantes contribui¢oes para a Matematica, como
o famoso teorema que leva seu nome. (RIBEIRO, 2013).

A escola pitagorica se notabilizou por sua crenca na existéncia de um universo
matemaéatico e harmonico, no qual “todas as coisas sao numeros”’ e as leis matemaéticas
governam o universo. No entanto, apesar de sua importancia, a influéncia da escola
pitagoérica na matemaética e filosofia foi breve, atingindo seu auge por volta de 500 a.C.
e declinando rapidamente apos a morte de Pitadgoras. Ainda assim, a obra de Pitagoras
e seus seguidores deixou uma marca indelével na histéoria da matematica e da filosofia.
(BOYER, 2012).

Desse modo, a escola pitagorica foi responsavel por importantes contribuigoes tanto
para a matematica quanto para a filosofia. Sua visao de um universo governado por leis
matemaéticas e harmoniosas foi uma ideia pioneira, que teve influéncia em muitos pensa-
dores posteriores. No entanto, é importante ressaltar que a influéncia da escola pitagorica
foi relativamente breve e sua historia é cercada de mistérios e lendas. Apesar disso, suas
ideias e ensinamentos foram fundamentais para o desenvolvimento da matematica grega

e continuaram a ser estudados e debatidos ao longo dos séculos. E notéavel como a obra
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de Pitagoras e seus seguidores foi capaz de deixar uma marca tao duradoura na historia

da matematica e da filosofia.

2.2 O Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras é um dos conceitos mateméaticos mais conhecidos e estu-
dados em todo o mundo. Desde a sua formulagao h& mais de dois milénios, ele tem sido
aplicado em diversas areas do conhecimento, como a fisica, a engenharia e a arquitetura.

Ha diversas formas de apresentar o enunciado do Teorema de Pitagoras nos livros
de matematica.

No livro Meu Professor de Matemaética e Outras Historias de Lima (1991), o enun-
ciado do Teorema de Pitagoras é o seguinte: “A area do quadrado cujo lado é a hipotenusa
de um triangulo retangulo ¢ igual & soma das areas dos quadrados que tém como lados
cada um dos catetos”.

Se a representa a medida da hipotenusa e b e ¢ sao as representacoes das medidas

dos catetos, o enunciado acima equivale a afirmar que:

a’> =b* + &2

O enunciado do Teorema de Pitagoras é mostrado geometricamente na Figura 2.

Figura 2-Representacao geométrica do Teorema de Pitagoras

Fonte: (LIMA, 2006, p. 65)

O livro Temas e Problemas Elementares de Lima et al. (2006) enuncia o Teorema

de Pitagoras da seguinte forma: “Em qualquer tridngulo retdngulo, a area do quadrado
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cujo lado ¢é a hipotenusa ¢ igual & soma das areas dos quadrados que tém como lados cada
um dos catetos”.

Barbosa (1993), em seu livro Descobrindo Padroes Pitagoricos, define o Teorema
de Pitagoras da seguinte maneira: “A area do quadrado construido com a hipotenusa é
igual a soma das areas dos quadrados construidos com os catetos”.

Cintra e Cintra (2003), em seu livro O Teorema de Pitagoras cita a seguinte defi-
nicao: “A area do quadrado cujo lado é a hipotenusa de um tridngulo retangulo é igual a
soma das areas dos quadrados cujos lados sao cada um dos catetos desse mesmo triangulo”.

Eves (2011), define em seu livro Introdugao a Historia da Matemaética o Teorema
de Pitagoras assim, “O quadrado sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo é igual a
soma dos quadrados sobre os catetos”.

No livro “Os Elementos”, escrito por Euclides, h4 duas proposicoes que podemos
relacionar com o Teorema de Pitdgoras. A primeira é a proposicao 47, escrita da seguinte
maneira: “Em todo o tridngulo retangulo o quadrado feito sobre o lado oposto ao angulo
reto, é igual aos quadrados formados sobre os outros lados que fazem o mesmo angulo
reto”. A segunda proposigao é a 48. Nela esté escrito: “Se o quadrado feito sobre um lado
de um triangulo for igual aos quadrados dos outros dois lados, o angulo compreendido
por estes dois lados sera reto”.

Muitos professores de matemaética, para facilitar a compreensao dos alunos, anun-
ciam o Teorema de Pitagoras da seguinte forma: “O quadrado da hipotenusa é igual
a soma dos quadrados dos catetos”. Barbosa (1993) diz que devemos ter cuidado para
nao repetir este enunciado que ele chama de simplista, pois serve apenas para facilitar a
compreensao.

E interessante notar como existem varias formas de apresentar o enunciado do
Teorema de Pitagoras, como descrito nos diferentes livros citado. Independente da forma
de apresentacgao, o Teorema de Pitdgoras continua sendo um dos conceitos matematicos
mais fundamentais e complementares.

Esse teorema é uma das mais antigas e importantes relagoes mateméaticas conhe-
cidas, e sua historia remonta aos antigos gregos. Embora o teorema seja atribuido a
Pitédgoras de Samos (ver Figura 1), que viveu no século VI a.C., evidéncias indicam que
o conhecimento do teorema foi adquirido e utilizado por muitas culturas antes disso,

incluindo os babil6nicos, os chineses e os egipcios.
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De acordo com Lima et al. (2006), ha evidéncias concretas de que os antigos
babilonios tinham conhecimento do Teorema de Pitdgoras. Durante o periodo de 1800
a 1600 a.C, muitos tabletes de argila foram descobertos e decifrados, e hoje estao em
exibicao em diversos museus. Entre esses tabletes, destaca-se o chamado Plimpton 322
(Figura 3), que estéa localizado na Universidade de Columbia. O fragmento preservado
desse tablete mostra uma tabela de 15 linhas e 3 colunas de nimeros. Os pesquisadores
descobriram que esta tabela continha ternos pitagoricos, ou seja, as medidas dos lados de

um triangulo retangulo.

Figura 3-Plimpton 322

Fonte: (BOYER,2011, p.48)

Mas, uma indicacgao de que os babilénios possuiam conhecimento sobre como encon-
trar esses niimeros pode ser encontrada em um tablete guardado hoje no Museu Britanico.

O referido tablete contém a seguinte inscri¢ao:

4 é o comprimento

5 é a diagonal

Qual é a altura?

4 vezes 4 da 16

5 vezes b da 25

Tirando 16 de 25 o resto ¢ 9
Quanto vezes quanto devo tomar para ter 97

3 vezes 3 da 9

3 é a altura.
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Outro tablete digno de destaque pode ser encontrado no museu da Universidade
de Yale e, é o tinico que contém figuras: um quadrado e sua diagonal. No fragmento desse
tablete (Figura 4), o lado do quadrado é considerado como tendo 30 unidades de medidas,

enquanto o comprimento da diagonal é expresso como sendo igual a 42, 25, 35.

Figura 4-Fragmento de tablete

Fonte: (LIMA,2006, p. 63)

Os chineses ja conheciam o Teorema de Pitdgoras cerca de 600 anos antes de
Pitédgoras. No famoso livro chinés, Zhoubi Suanjing, encontra-se um dos problemas muito
antigo, o “Gou Gu”, o equivalente chinés do Teorema de Pitagoras, que se pode ver na

Figura 5.

Figura 5-Gou Gu

%

Fonte: (LIMA,2006, p. 64)

Ao observar com atengao, pode-se notar que esta figura apresenta uma demonstra-
¢ao do teorema de Pitagoras utilizando o conceito érea.

Segundo Eves (2011), ha registro de que os agrimensores egipcios antigos, do tempo
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dos farads, construiam triangulos 3,4,5 com uma corda dividida em 12 partes iguais por
11 noés para demarcar angulos retos.

Este teorema foi fundamental para o desenvolvimento da matematica grega, pois
forneceu a base para a construcao de conceitos matematicos mais avancados, como geome-
tria, trigonometria e célculo. Além disso, o teorema de Pitdgoras teve aplicacoes praticas
em diversas areas, incluindo arquitetura, engenharia, astronomia e cartografia.

De acordo com a Encyclopadia Britannica (2003), o teorema de Pitagoras foi
demonstrado de muitas maneiras diferentes ao longo dos séculos, e sua importancia foi
reconhecida por muitos matemaéticos e filosofos notéveis, incluindo Euclides, Arquimedes,
Leonardo da Vinci e Isaac Newton.

Assim, o teorema de Pitagoras é uma das contribui¢bes mais importantes da mate-
matica antiga e tem sido uma parte fundamental da educagao matemética ha séculos. Sua
simplicidade e aplicabilidade em uma ampla gama de areas continuam a fazé-lo relevante
e valioso até hoje.

Existem varias demonstracgoes do teorema de Pitagoras, cada uma com seu proprio

nivel de complexidade e enfoque matematico.

2.3 A Reciproca do Teorema de Pitagoras

A reciproca do Teorema de Pitagoras é uma proposicao matematica que estabelece
uma relagao fundamental entre os comprimentos dos lados de um tridngulo retangulo.
Essa reciproca afirma que, “Se em um triangulo o quadrado de um lado é igual a soma dos
quadrados dos outros dois lados, entao o triangulo é retangulo” (POMPEQ, 2009, p.219).

Existem vérias formas de demonstrar essa reciproca, algumas mais simples e outras
mais complexas, que utilizam técnicas e conceitos matemaéticos. A escolha da demons-
tracao pode depender do nivel de conhecimento e da abordagem do aluno ou professor,
mas todas elas permitem compreender e apreciar a elegancia da geometria euclidiana.
Nesse sentido, apresenta-se duas demonstragoes da reciproca do teorema de Pitagoras:
uma utilizando o conceito de congruéncia de triangulos e outra por meio de uma prova
por contradigao.

Ambas as demonstragoes fornecem uma fundamentacao solida para a reciproca do
teorema de Pitagoras, permitindo assim uma compreensao mais profunda dessa impor-

tante relacao entre os lados de um triangulo retangulo.
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Demonstracao por congruéncia de tridngulos:

Considere um triangulo ABC com AB = ¢, BC' = a e CA = b (Figura 6).

Figura 6-Triangulo ABC
A

B a C
Fonte: Produzida pelo autor, 2023

Construiu-se o triangulo MNP (Figura 7), retangulo em M, com os catetos M N

e M P congruentes a AB e AC, respectivamente. Observa-se o seguinte:

Figura 7-Triangulo retdngulo MNP
P

m

U
L

M P zi"

Fonte: Produzida pelo autor, 2023

O triangulo M N P é retangulo em M, o que implica em

m® =n®+p°.

Considerando que n = b e p = ¢, tem-se

m? = b? + 2.

Logo, podemos deduzir que m? = a?, ou seja, m = a.

De acordo com o caso LLL (Lado-Lado-Lado), o triangulo ABC' & congruente ao
triangulo M N P. Além disso, como o triangulo M N P é retangulo em M, conclui-se que
o tridangulo ABC também é retangulo em A.

Demonstracao por contradi¢ao:
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Para demonstrar se um triangulo de lados a,b e ¢, onde a® = b + ¢2, é retangulo,

consideremos um tridangulo ABC' com AB = ¢, BC = a e AC = b. Deve-se considerar

Figura 8-Tridngulo

C'

b

A c B
Fonte: Produzida pelo autor, 2023

dois casos.
1% Caso: O triangulo é acutangulo, ou seja, A < 90°.
Neste caso, suponh que b < ¢. Dessa forma, o ponto D, que é a projecao de C

sobre AB, esté localizado dentro do segmento AB. Sejam AD = x e CD = h (Figura 9).

Figura 9-Tridngulo acutangulo

C

Fonte: Produzida pelo autor, 2023
Como ADC' é retangulo, aplicando o Teorema de Pitagoras, tem-se:
bV =h*+ 2% = h* =0 — 22

O triangulo BDC também é retangulo, e aplicando novamente o Teorema de Pi-
tagoras, obtém-se:

a®>=h*+(c— )
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Substituindo A? por b* — 22 na equacdo anterior, tem-se:

a? = -2+ (c—x)?
= -2+ -2+ 2°

= P+ =2z

Logo,

a’> < b+ &2

Mas, isso contradiz a hipdtese inicial, portanto, nao é possivel que A < 90°.
22 Caso: O triangulo é obtusangulo, ou seja, A > 90°.
Nesse caso, o ponto D esta localizado fora do segmento AB, como mostrado na

Figura 10.

Figura 10-Tridngulo obtusangulo

D x A c B

Fonte: Produzida pelo autor, 2023

De acordo com a Figura 10, observa-se que AD =x, CD =he BD =c+ .

O triangulo ADC' é retangulo.Aplicando o Teorema de Pitégoras, tem-se:

¥=hmw+a2=h=0—2%

O triangulo BDC' também é retangulo, e aplicando novamente o Teorema de Pi-
tagoras, obtém-se:

a’> = h*+ (c+ )%
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Substituindo A? por b* — 22 na equacdo anterior, tem-se:

a> = b -2+ (c+a)
= bV —2> 4+ 42+ 22

= b+ + 2.

Logo, a® > b* + ¢2. Mais uma vez, isso contradiz a hipotese inicial, entdo nao é possivel
que A > 90°.

Portanto, demonstra-se que em um triangulo ABC', com lados medindo a,b e ¢,
com a® = b% + ¢, se:

2<90°ja2<62—1—c2
A>90° = a® > b + 2

Logo, se

a® :b2+02,

entdo A = 90°, ou seja, o triAngulo é retangulo.
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3 ABORDAGENS E DEMONSTRACOES DO TEOREMA DE PITAGO-
RAS

Segundo Lima (1991, p.53), o professor de Matematica em Cheveland, Ohio (Es-
tados Unidos) Elisha Scott Loomis (1852-1940), era um apaixonado pelo teorema de
Pitagoras. Durante 20 anos, de 1907 a 1927, colecionou demonstracoes desse teorema,
agrupou-as e as organizou num livro, ao qual chamou “The Pythagorean Proposition”. A
primeira edi¢ao, em 1927, continha 230 demonstragoes. Na segunda edi¢ao, em 1940, este
numero foi aumentado para 370.

Ainda de acordo com Lima (1991, p.53), Loomis classifica as demonstragoes do
Teorema de Pitagoras em basicamente dois tipos: As baseadas nas relagdoes métricas no
triangulo retangulo, ou seja, as provas “algébricas” e as baseadas em comparagoes de areas,
isto é, as “geométricas”. Mas, existem ainda as provas vetoriais, ou seja, as que utilizam
os conceitos de vetores.

Atualmente existem mais de 400 demonstragoes diferentes do Teorema de Pitégo-
ras, algumas feitas por personalidades como Bhaskara e Leonardo da Vinci e até mesmo

um presidente dos Estados Unidos (em 1871), James Abram Garfield (1831-1881).

3.1 Abordagem geométrica

A abordagem geométrica é a mais comum para apresentar e compreender o teorema,
de Pitagoras. Ele afirma que, em qualquer tridngulo retangulo, o quadrado da medida
da hipotenusa ¢ igual & soma dos quadrados das medidas dos catetos. Essa relacao pode
ser visualizada geometricamente através da figura de um tridngulo retangulo, onde a
hipotenusa é o lado oposto ao angulo reto e os catetos sao os lados que o formam.

A seguir, serao destacadas duas demonstracoes geométricas do Teorema de Pité-

goras.
Demonstracao geométrica cldssica: Esta é a forma mais comum de demonstragao do teo-
rema de Pitagoras. E uma demonstracdo puramente geométrica que usa propriedades de
triangulos retangulos e areas de figuras planas para mostrar que o quadrado da hipotenusa
é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados.

Agora sera apresentada a demonstragao de Euclides (ver Figura 11) abordada por

Lima (1997, p.25-26)
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Figura 11-Demonstragao de Euclides

/\‘\\

L G

Fonte: Adaptado (LIMA, 1997, p. 25)

Demonstracao. No triangulo retangulo ABC', para provar que a area do quadrado cons-
truido sobre a hipotenusa BC' é igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre
os catetos AB e AC, Euclides traca AF perpendicular a BC' e a prolonga até GG. Traca
também AFE e CD.

Os tridngulos ABE e C'BD tém a mesma area porque sao congruentes (um angulo
igual entre dois lados iguais).

Os triangulos ABE ¢ FEB tém é&reas iguais pois tém a mesma base e alturas
iguais. Assim, a drea de ABF ¢é a metade da area do retangulo BEGF.

Analogamente, CDB tem area igual a de ADB, que é a metade do quadrado
ABDH. Segue-se que a éarea deste quadrado ¢é igual a area do retangulo BEGF'.

Do mesmo modo se mostra que a area do quadrado e do retangulo hachurados
verticalmente na figura sao iguais. Assim, resulta o Teorema de Pitégoras.

A demonstracao apresentada a seguir, que é atribuida a Pitagoras, é uma demons-
tragao geométrica que utiliza a comparagao de areas para provar o Teorema de Pitagoras.
E uma demonstracdo simples e intuitiva, que permite visualizar claramente a relacdo entre
os lados de um triangulo retangulo e a hipotenusa.

Nao hé um registro escrito da demonstragao dada por Pitagoras, portanto, nao
é possivel afirmar com certeza qual método ele utilizou. A maioria dos historiadores
acredita que ele tenha utilizado uma demonstracao geométrica, baseada na comparacao

de areas. A demonstragao mais conhecida do Teorema de Pitagoras é encontrada nos
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“Elementos” de Euclides, no entanto, essa demonstracao foi concebida por Euclides, e nao
por Pitagoras.

Uma possivel demonstracao geométrica que poderia ter sido utilizada por Pitagoras
de acordo com Lima (2012, p. 53-54) é a seguinte:
Demonstracao. Considere um quadrado de lado a+b e retiramos 4 triangulos congruentes
ao triangulo retangulo de catetos a e b, como mostra a Figura 12. Fazendo essa operagao
de maneira que os triangulos formem um quadrado dentro do quadrado original, obtém-se

um quadrado de lado c¢. Isso pode ser visto na figura 12.

Figura 12-A mais bela prova

a b b a

Fonte: Adaptado (LIMA, 2012, 53)

Porém, se fizer essa mesma operagao de maneira que os triangulos formem dois
quadrados distintos, um com lado a e outro com lado b, como mostra a Figura 12, obtém-

se a seguinte relacao entre as areas:
(a+b)2—a2+62+4-%b.
Simplificando essa expressao, obtém-se:
a® + 2ab + b* — 2ab = a* + V?,

que é o Teorema de Pitagoras:

a’ + b =2

Portanto, essa demonstracao poderia ter sido utilizada por Pitagoras para provar o seu

famoso teorema.
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3.2 Abordagem algébrica

A abordagem algébrica do teorema de Pitdgoras envolve a utilizacao de férmulas
matemaéticas para encontrar a relacao entre as medidas dos lados do triangulo retangulo.

Uma forma de demonstrar isso é através da equagao

a’ =b+ ¢,

onde b e c sao os catetos e a é a hipotenusa.

A seguir, seré apresentada duas demonstragao algébrica do teorema de Pitagoras
bem presente nos livros didaticos da educagao basica. A primeira, por semelhanca de
triangulos, enquanto que a segunda, sera usada a féormula de Heron.

Primeira demonstracao: Por semelhanca de Triangulos.

Essa demonstragdo é baseada no livro didatico (DOLCE e POMPEO, 2013, p
.218).

Considere o triangulo retangulo ABC da Figura 13, onde a hipotenusa é o segmento

BC' e os catetos sao os segmentos AC' e AB de medidas a, b e ¢, respectivamente.

Figura 13: Tridngulo Retangulo

Fonte: Adaptado (DOLCE e POMPEO, 2013, p. 218).

A altura relativa a hipotenusa, AD tem medida h e determina os segmentos BD
e DC', de medidas m e n, que sao as projegoes ortogonais dos catetos AB e AC' sobre a
hipotenusa. Note que m +n = a. Os triangulos ABC, ABD e ACD sao semelhantes e h
é média geométrica entre m e n, conforme mostra a Figura 14. Decompos-se o triangulo
retangulo ABC, em 2 triangulos retangulos ABD e ACD para que sejam escritas as

seguintes proporcionalidades entre os lados homoélogos:
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Figura 14 -Tridngulos retangulos

Fonte: Adaptado (DOLCE e POMPEO, 2013, p. 218)

O triangulo ABD é semelhante ao triangulo ABC"

= — =" =am. (3.1)

O triangulo AC'D é semelhante ao triangulo ABC

n
- ==V =an. 3.2
~ =3 (3.2)
As relagoes (3.1) e (3.2) sdo enunciadas numa tnica proposicao: “cada cateto ¢ a

média geométrica entre a hipotenusa e sua projecao na hipotenusa” .

Somando membro a membro as equagoes (3.1) e (3.2), obtém-se

b+ =a(m+n) = b+ =d’.
Portanto, o quadrado da hipotenusa a ¢é igual a soma dos quadrados dos catetos b e c,
como enunciado no Teorema de Pitagoras.

Sequnda demonstracdao: Demonstragao de Heron.

A férmula
S(ABC) =/ (p(p— 2)(p — v)(p — 2),
T+y+z, o = .,
onde p = — 5 é o semiperimetro do triangulo ABC|, serve para calcular a area de

um triangulo em funcao das medidas dos lados e é conhecida como férmula de Heron.

Utiliza-se a férmula de Heron para demonstrar o Teorema de Pitagoras. Assim,
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substituindo o valor de p e, em seguida, simplificando obtém-se

r+y—+=z r+y—+=z r+y—+z r+y—+z
s~ [ (S ) () ()

) () () ()
\/(9€+y+z)-(—x+y+z)-(x—y+z)-(x+y_z)

16
= VA -

Como a area do triangulo retangulo pode ser o semiproduto dos catetos, podemos escrever

a igualdade

1

sve= VIt =2 [ — (5 — 271

Elevando os dois membros da equacao anterior ao quadrado, temos:

Fazendo as simplificagoes adequadas, tem-se:

42 = [ly+2)°—2% 2" = (y - 2)7]
= Ply+2°+@y—2)%—-(y+2)?° (y—2°—a*

= 22(2y% +22%) — (v — 2B — 2t

Assim:

vt =202 4+ )+ (P + )P =0= [2* — (* + )] =0.

Portanto,

z? :y2+22.

Essas sao apenas algumas das muitas demonstracoes algébricas do teorema de
Pitagoras, e cada uma oferece uma visao diferente e enriquecedora da relacao entre os
comprimentos dos lados de um triangulo retangulo. Essa abordagem permite que o te-
orema de Pitadgoras seja aplicado em problemas matemaéticos mais complexos, como no
calculo de areas e volumes de figuras geométricas. Além disso, ele também é usado na

trigonometria para encontrar angulos e distancias em um triangulo.
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3.3 Outras abordagens

Existem outras abordagens do teorema de Pitdgoras. Uma dessas abordagem ¢ a
de vetores, que se utiliza do conceito de vetores para estabelecer a relagao entre as medidas
dos lados de um triangulo retangulo. Nessa abordagem, a hipotenusa é vista como a soma
vetorial dos catetos conforme ilustra a demonstragao a seguir.

Demonstracao: Considere o triangulo ABC', retangulo em A, Figura 15, onde @ = E e

7= CA.

Figura 15-Vetorial

=

A - B

uw

Fonte: Produzida pelo autor, 2023

Nesse triangulo, tem-se que: ©+ 7 =0+ 4 = C@

Provar o Teorema de Pitagoras é provar que
la@l* + 119> = 1|7+ al .

De fato, como u e ¥ sao ortogonais, tem-se que < u,v >= 0, ou seja, o produto escalar

de @ e U é nulo. Dessa forma,

— o d — - — —

|[T+4]|> = <@+0,0+0>=<1id,d>+ <7

vV

+<U,U>+<U,U>
= <UU>H2<UT>+ <V, 0>=<u,u>+2 -0+ <U,0>

= |l@]]* + [[2]]*.

Portanto, estd mostrado que ||i@|[* + ||7]|* = ||+ ] |*.
Essas sao apenas algumas das muitas demonstracoes do teorema de Pitagoras, e
cada uma oferece uma visao diferente e enriquecedora da relagdao entre os comprimentos

dos lados de um triangulo retangulo.
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4 TRIEDRO TRI-RETANGULAR

O triedro tri-retangular é um conjunto de trés segmentos de reta que se interceptam
em um ponto e forma angulos retos entre si. Uma das suas propriedades mais importantes
¢ que as medidas das arestas que compoem cada plano estao na propor¢ao de 3:4:5, o
que implica que o triedro é tri-retangular. Essa proporc¢ao tnica torna possivel calcular
as medidas das arestas desconhecidas de um triedro tri-retangular, desde que se conheca
a medida de pelo menos uma das arestas.

Os autores lezzi, Dolce e Degenszajn (2010) apresentam uma explica¢ao detalhada
sobre o triedro tri-retangular e suas propriedades. Uma das afirmacgoes desse livro é que
a proporcao 3:4:5 ¢é tinica para um triedro tri-retangular, e que, portanto, se as medidas
das arestas nao estiverem nessa proporc¢ao, o poliedro nao ¢ um triedro tri-retangular.

Além disso, como mencionado anteriormente, a proporcao 3:4:5 pode ser usada
para calcular as medidas das arestas desconhecidas de um triedro tri-retangular, desde
que se conhega a medida de pelo menos uma das arestas. Isso torna o triedro tri-retangular
ainda mais util para célculos em &reas que envolvem geometria espacial.

E importante ressaltar que a compreensio das propriedades do triedro tri-retangular
é fundamental para um bom desempenho em geometria espacial. A seguir, sao apresenta-
dos alguns dos conceitos e elementos relacionados a triedros de acordo com Dulce (2013,
p. 98-99).

Definicao: Um triedro é definido como a intersecao de trés semiespagos nao co-
planares que possuem a mesma origem V. Esses semiespacos sao representados por &1, s

e €3, que contém as semirretas V,, V, e V., respectivamente. Veja Figura 16.

Figura 16-Triedro

R et aal el WENE

~=~A C

b
Fonte: (DOLCE, 2013, p.98)
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O triedro é representado por V' (a, b, ¢) e ¢ dado pela intersegao dos trés semiespagos:
€1MNegNes.

Também ¢é possivel definir o triedro como a reuniao de trés setores angulares for-
mados pelas semirretas V,, V;, e V.. Nesse caso, ele é chamado de setor triedral ou angulo
solido de trés arestas. A orientacao do triedro pode variar, mas ele sempre serd a interse-
¢ao dos trés semiespacos ou a uniao dos trés setores angulares.

Elementos:

1. Os elementos de um triedro incluem o vértice V, as trés arestas V,, V4, V. e as trés

faces ou angulos de face: aVb,aVe e bV ¢ (ou ab, ac e l;\c)

2. Os diedros do triedro sao denotados por di(a), di(b), di(c) e cada um deles é deter-

minado por duas faces do triedro.

3. Uma secao do triedro é um triangulo ABC' com um tnico vértice em cada aresta.

Veja Figura 17.

Figura 17-Elementos de um Triedro

C
-

=
- 's’\’\l\7

L~

TN

b
Fonte: (DOLCE, 2013, p.99)

Um triedro notéavel é o triedro tri-retangulo (ou triedro tri-retangular), que possui
faces com angulos retos e diedros retos. Veja Figura 18.

A presenca do triedro tri-retangular na geometria espacial é amplamente estudada
e explorada em diferentes livros, demonstrando a relevancia desse poliedro na matematica
e em areas praticas. O estudo do triedro tri-retangular permite a solucao de problemas
envolvendo calculos de medidas desconhecidas em poliedros, tornando-o uma ferramenta

util para aplicagoes em areas como engenharia, arquitetura e arte.
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Figura 18-Triedro Notéavel

a

B

Fonte: (DOLCE, 2013, p.99)

4.1 Relagao entre o teorema de Pitagoras e o triedro tri-retangular

Como j4 foi dito anteriormente, o teorema de Pitdgoras ¢ uma das mais importantes
e fundamentais descobertas da matematica, e tem sido utilizado por iniimeras geracoes de
estudantes e profissionais em todo o mundo. O teorema, como ja vimos, estabelece que,
em um tridngulo retangulo, o quadrado da hipotenusa (o lado oposto ao angulo reto) é
igual a soma dos quadrados dos catetos (os outros dois lados).

O triedro tri-retangular, por sua vez, € um conjunto de trés planos que se intersec-
tam em um angulo reto e formam um sistema de coordenadas cartesianas tridimensionais.
Esse sistema ¢ fundamental para a geometria analitica e para diversas areas da matematica
e da fisica.

A relagao entre o teorema de Pitagoras e o triedro tri-retangular é bastante in-
teressante e relevante, uma vez que o teorema pode ser usado para calcular a distancia
entre dois pontos em um sistema de coordenadas tridimensionais. Para entender essa re-
lagao, podemos imaginar um ponto P no triedro tri-retangular, com coordenadas (z,y, 2),
e outro ponto Q com coordenadas (2',y', 2').

A distancia entre esses dois pontos é dada por:

d= (@ =2+ =9+ (7 = 2P).

Essa formula pode ser facilmente derivada a partir do teorema de Pitagoras (STEIN-
BRUCH e WINTERLE, 1991).

Além disso, o triedro tri-retangular também pode ser usado para visualizar as
relagoes entre os diferentes angulos e lados de um triangulo retdngulo. Por exemplo,

pode-se imaginar um triangulo retangulo ABC' com a hipotenusa AB e os catetos AC' e
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BC'. Se tracarmos um plano que contém a hipotenusa AB e a reta perpendicular a ela
que passa pelo ponto C, tem-se um dos planos do triedro tri-retangular.

Esse plano também ira conter o angulo reto C'; e pode-se usar as relagoes trigono-
métricas do triangulo retangulo para calcular os valores dos outros angulos e lados. Por
exemplo, pode-se usar a tangente do angulo C' para calcular a medida do cateto oposto
AC, ou a cossecante do angulo C' para calcular a medida da hipotenusa AB.

Assim, a relacao entre o teorema de Pitadgoras e o triedro tri-retangular é funda-
mental para a geometria analitica e para a visualizacao das relacoes entre os diferentes
angulos e lados de um triangulo retangulo em trés dimensoes. Essa relagao é amplamente
explorada em diversos campos da matemética e da fisica, e é encontrada em diversas

referéncias bibliograficas, como Steinbruch e Winterle (1991) e Swokowski (1984).
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5 GENERALIZACOES E APLICACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

Segundo Cooke (2005), hé discussdes sobre a generaliza¢ao do Teorema de Pitégo-
ras para outros tipos de figuras geométricas. Segundo o autor, a ideia de que a relacao
entre os lados de um triangulo retangulo é dada pelo quadrado da hipotenusa é uma das
mais fundamentais e amplamente utilizadas na geometria e na matematica em geral. Por
isso, o Teorema de Pitagoras é considerado uma das mais importantes descobertas da
geometria.

Cooke (2005) destaca que, ao longo dos séculos, matemaéticos de diversas culturas
exploraram as possibilidades de generalizar o Teorema de Pitagoras para outros tipos de
figuras geométricas, como quadrados, retangulos, pentagonos e até mesmo esferas e outros
solidos tridimensionais. Ele cita exemplos de matematicos como Thales, Euclides, Arqui-
medes, Omar Khayyam, Bhaskara e Leonardo da Vinci, entre outros, que contribuiram
para o desenvolvimento do Teorema de Pitagoras e suas generalizagoes.

Maor (2007) apresenta diversas contribui¢oes de matematicos ao longo dos sécu-
los para a generalizacao do teorema de Pitadgoras. Alguns dos principais nomes e suas

contribuigoes incluem:

(a) Euclides: criou a primeira prova formal do teorema de Pitagoras em seu livro “Os
Elementos”, e demonstrou a relacao entre as medidas de um tridngulo retangulo e

as raizes quadradas.

(b) Ptolomeu: desenvolveu a primeira generalizagdo do teorema de Pitagoras para tri-
angulos isosceles, usando o principio de que os angulos na base de um triangulo

isOsceles sao iguais.

(c) Bhaskara: apresentou vérias generalizagoes do teorema de Pitdgoras em seu tratado

“Lilava-ti”, incluindo o uso de triangulos escalenos e conicas.

(d) Euler: desenvolveu uma generalizagdo do teorema de Pitdgoras para n-dimensdes,

conhecida como “Teorema de Euler”.

(e) Cayley: provou que as equagoes polinomiais de grau n correspondem a comprimentos
de segmentos em um espago euclidiano n-dimensional, o que é uma generalizagao

do teorema de Pitagoras.
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Essas sao apenas algumas das contribuigoes apresentadas no livro. Cada matemé-
tico trouxe sua propria perspectiva e avangos para a generalizacao do teorema de Pitdgoras
ao longo do tempo.

O autor Loomis (1968) apresenta um contexto historico interessante sobre a ge-
neralizacao do teorema de Pitdgoras. A ideia do teorema de Pitagoras no espaco foi
desenvolvida a partir da necessidade de se calcular distancias em trés dimensoes, mas
suas origens remontam a Grécia antiga.

Com o tempo, a geometria evoluiu e novas dimensoes foram adicionadas. No
século XVII, a geometria analitica permitiu a representagao de figuras geométricas em um
espago tridimensional, o que levou ao desenvolvimento do teorema de Pitagoras no espaco.
Matemaéaticos como René Descartes e Pierre de Fermat contribuiram significativamente
para a evolucao do teorema de Pitagoras, especialmente na compreensao da relacao entre
as dimensoes.

A generalizagao do teorema de Pitdgoras para espagos com mais de trés dimensoes
sO foi possivel gracas ao desenvolvimento da geometria nao euclidiana. Matemaéaticos como
Bernhard Riemann, Eugenio Beltrami e Henri Poincaré contribuiram para a compreensao
da geometria em espacos com varias dimensoes. A partir dai, a aplicacao do teorema de
Pitagoras foi estendida para espagos com quatro ou mais dimensoes, o que permitiu seu
uso em varias areas da matematica e ciéncia.

Contudo, o contexto historico da generalizagao do teorema de Pitagoras comeca
na Grécia antiga com os pitagoricos e evolui ao longo dos séculos com a adi¢ao de novas
dimensoes e o desenvolvimento da geometria analitica e nao euclidiana. Isso permitiu
que o teorema de Pitadgoras se tornasse uma ferramenta essencial em varias areas da
matematica e ciéncia.

O autor Loomis (1968) destaca as aplica¢oes do teorema de Pitagoras no espago
tridimensional e sua importancia para vérias areas da ciéncia e da engenharia. Algumas

dessas areas sao:

(f) Geometria: A generalizacao do teorema de Pitagoras para o espago tridimensional
¢ importante na geometria, permitindo que se calcule distancias em trés dimensoes

e se resolvam problemas envolvendo figuras tridimensionais.

(g) Fisica: A aplicac¢do do teorema de Pitagoras no espago tridimensional é importante

na fisica, permitindo que se calculem distancias e deslocamentos em trés dimensoes,



39

bem como se resolvam problemas envolvendo forgas, movimento e energia.

Engenharia: O teorema de Pitadgoras é usado na engenharia para calcular distancias
e angulos em problemas de construcao e design, bem como para resolver problemas

envolvendo mecanica, hidraulica e outras areas.

Ciéncias da Terra: O teorema de Pitédgoras é aplicado em diversas areas das ciéncias
da Terra, como na geologia, na cartografia e na topografia, para calcular distancias

e altitudes em terrenos acidentados e para construir mapas tridimensionais.

Ciéncia da computagao: A generalizacao do teorema de Pitagoras para espagos com
mais de trés dimensoes é importante na ciéncia da computacao, onde é usado em
algoritmos de aprendizagem de maquina e processamento de imagem e som, entre

outras aplicagoes.

Desse modo, o teorema de Pitagoras no espago tridimensional é importante em

varias areas da ciéncia e da engenharia, permitindo que se calculem distancias e angulos

em trés dimensoes e se resolvam problemas envolvendo figuras tridimensionais.

Ainda de acordo Loomis (1968), a generalizacao do teorema de Pitagoras para o

espago ¢ discutida, e nesse contexto, é possivel destacar algumas vantagens e desvantagens

desse teorema.

Vantagens:

(k)

(1)

(m)

O teorema de Pitagoras no espaco é uma ferramenta fundamental na geometria,
fisica e engenharia para calcular a distancia entre dois pontos em um espaco tridi-

mensional, além de ser uma férmula simples e facil de aplicar.

A generalizacao do teorema de Pitagoras para espacos com mais de trés dimensoes

também é util em diversas areas, incluindo a teoria das cordas em fisica.

O teorema de Pitdgoras é amplamente ensinado em escolas e universidades, o que

ajuda a promover o interesse e o conhecimento em matemaética e ciéncia.

Desvantagens:

(n)

O teorema de Pitagoras no espaco é limitado a espacos euclidianos tridimensionais,
e nao pode ser aplicado em outros tipos de espacos, como espacos hiperboélicos ou

esféricos.
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(o) A generalizagao do teorema de Pitagoras para espagos com mais de trés dimensoes
pode ser dificil de visualizar e entender para aqueles que nao tém um conhecimento

avangado em ma-tematica.

(p) Em algumas areas, como a teoria das cordas, o teorema de Pitagoras é usado em
conjunto com outras férmulas e teorias, o que pode tornar sua aplicacao mais com-

plexa.

Lakatos (1976) aborda em sua obra intitulada “Proofs and Refutations” a discussao
da generalizagao do Teorema de Pitagoras por meio de um didlogo dindmico entre um
professor e seus alunos. Essa discussao é a espinha dorsal do livro e constitui um exemplo
convincente da maneira como a matematica é descoberta e validada.

Ao longo do didlogo, os personagens examinam uma variedade de conjecturas sobre
a generalizagao do Teorema de Pitdgoras e desenvolvem uma série de argumentos e contra-
argumentos, desafiando e refinando constantemente suas hipoteses. Esse autor utiliza
essas discussoes para explorar a natureza da matemética, enfatizando a importancia do
raciocinio critico e da revisao constante das hipoteses.

A discussao da generalizacao do Teorema de Pitagoras é um exemplo vivido de
como a matemaética é uma atividade humana, envolvendo a criatividade, a incerteza e a
colaboragao. O livro mostra que, embora a mateméatica possa parecer rigida e formal, ela
é, na verdade, um processo dinamico que exige uma abordagem criativa e flexivel.

Além disso, a discussao da generalizacao do Teorema de Pitagoras oferece insights
(percepgdes ou compreensoes) valiosos sobre a natureza da validade matematica. O livro
demonstra que a validade matemética nao é uma questao de encontrar a resposta certa,
mas sim de desenvolver uma compreensao mais profunda e ampla do problema em questao.

Contudo, a discussao da generalizacao do Teorema de Pitagoras, segundo Lakatos
(1976) é uma leitura envolvente e perspicaz que oferece uma visao tnica do processo de
descoberta e validagao matematica.

No entanto, como muitas teorias matematicas, o Teorema de Pitagoras, como ja
visto, pode ser generalizado para situagdes mais complexas e abstratas. Knorr (1975)
explora uma dessas generalizacoes: o Teorema de Pitagoras para triangulos isosceles re-
tangulos com lados incomensuraveis.

Um triangulo isoscele retangulo é aquele que tem dois lados iguais e um angulo

reto. Na geometria euclidiana classica, os lados desses triangulos sao considerados comen-
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suraveis, o que significa que seus comprimentos sao expressos em termos de um nimero
inteiro ou fragao. No entanto, na teoria das magnitudes incomensuraveis de Eudoxo, como
discutido no livro de Knorr (1975), existem triangulos isosceles retangulos com lados in-
comensuraveis, que nao podem ser expressos dessa maneira.

Para lidar com esse problema, o Teorema de Pitagoras foi generalizado para incluir
esses triangulos. A generalizagao afirma que, em um triangulo isésceles retangulo com
lados incomensuraveis, o quadrado da hipotenusa ¢é igual a area de um retangulo cujos
lados tém comprimentos iguais aos dois outros lados do triangulo.

Essa generalizacao ¢ importante porque expande a aplicabilidade do Teorema de
Pitagoras além dos limites da aritmética e da geometria euclidiana classica. Também de-
monstra como a teoria das magnitudes incomensuraveis, que foi inicialmente considerada
uma ameaca a matemaéatica pitagorica, acabou por levar a novas descobertas e generaliza-
¢oes matematicas.

Para demonstrar o Teorema de Pitagoras para triangulos isésceles retangulos com
lados incomensuraveis, é necessario provar que o quadrado da hipotenusa ¢é igual & area
de um retangulo cujos lados tém comprimentos iguais aos dois outros lados do triangulo.
Demonstrac¢ao. Considere um triangulo isoésceles retangulo com lados incomensuraveis
AB, AC' e hipotenusa BC'. Trace a altura a partir do vértice A, que intercepta o lado
BC no ponto H. Assim, os tridangulos ABC' e ABH sao semelhantes, pois possuem dois
angulos ordenadamente congruentes: os angulos BAC e BH A, que sao retos e B que é

comum aos dois triangulos. Logo,

BC AB

- = 2: N
“5 = g — (AB)’=BC-BH.

Como o triangulo ABC' é isosceles, a altura AH coincide com a mediana e, assim,
1
BH = -BC.
2
Logo,

(AB)? = BC - %BC — (BC)? = 2(AB)? = (BC)* = (AB)? + (AB)*.
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Mas, AB = AC, pois o triangulo ABC' ¢é isésceles. Portanto,
(BC)? = (AB)? + (AC)2.

Isso prova que o quadrado da hipotenusa BC' é igual a soma dos quadrados dos outros
dois lados, AB e AC, que é a forma classica do Teorema de Pitagoras.

Portanto, a demonstracao do Teorema de Pitagoras para triangulos isésceles re-
tangulos com lados incomensuraveis é concluida.

A demonstragao da generalizagao do Teorema de Pitagoras para n-dimensoes, como
ja visto, Coxeter, H. S. M., & Greitzer, S. L. (1967), é baseada na defini¢ao do produto
escalar e vetor:

o+ wl]* = [Jo]]* +2(v - w) + [Jw][*.

Essa é a generalizagao do Teorema de Pitagoras para n-dimensoes.
Um exemplo de aplicagao dessa férmula é em um tridngulo retdngulo em trés
dimensoes. Suponha que ABC' seja um triangulo retangulo em que o angulo reto esta em

A. Seja P o ponto médio de BC' e sejam os vetores v = AP e w = PB. Entao,
v+ wl|* = [[v]|* + 2(v - w) + |[w]]*.

Substituindo as normas dos vetores e o produto escalar v - w, obtém-se
AB%* = AP?> + PB? + 2(AP - PB).

Essa é uma generalizacao do Teorema de Pitagoras para um triangulo retangulo em trés

dimensoes.

5.1 Algumas Generalizacoes no Espaco

5.1.1 Vetores coordenados no plano

Considerando um sistema de coordenadas XY Z fixo no espago, podemos analisar
os vetores cujo ponto de origem é a origem desse sistema. Dessa forma, um vetor v fica

perfeitamente determinado pelas coordenadas do ponto (x1, ¥, 21), conforme Figura 19.
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Figura 19-Um vetor coordenado no espago

Fonte: (DANTAS, 2006, p.20)

Dado um vetor v = (z,y, z), mostra-se que o comprimento de v é dado por

[lv]| = Va2 + y? + 22

Demonstracao. Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo do plano xy de

hipotenusa ||u|| e de catetos = e y, apresentado na Figura 20, obtém-se ||u||* = 2* + y°.
Figura 20-O comprimento do vetor v

1

Fonte: (DANTAS, 2006, p.20)

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo da Figura 20, de hipo-
tenusa ||v|| e de catetos ||ul| e z, obtém-se |[v||* = ||u||* + 2%, onde ||v||* = 2 + y* + 2%,

ou seja,

[lv]| = V22 + y? + 22
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5.1.2 Calculo da diagonal de um paralelepipedo retangulo

Uma generalizacao classica do Teorema de Pitagoras no espaco frequentemente
encontrada em livros de matematica da educagao béasica, é a relagao entre as arestas e a
diagonal de um paralelepipedo retangulo, ou seja, a soma dos quadrados das arestas de

um paralelepipedo retangulo é igual ao quadrado de sua diagonal:
a’ +b* + ¢ = &% (5.1)

Demonstrag¢ao. Considere um paralelepipedo retangulo (Figura 21) de dimensoes a,b e c.
Para estender de forma natural a trés dimensoes, o espaco R?, calcula-se a diagonal deste
paralelepipedo retangulo. Para isso, utiliza-se duplamente o Teorema de Pitagoras dado
pela relagao (5.1), conforme a Figura 21. Para isso, assuma-se que no primeiro triangulo

retangulo ABC'.

Figura 21-Paralelepipedo Retangulo

Fonte: Produzida pelo autor, 2023

Na Figura 21, tem-se o segmento AC' que corresponde a diagonal da face ABC'D

ou (EFGH). Aplicando pela primeira vez o Teorema de Pitagoras tem-se que

a® +b* = 2.

Agora considere o segundo tridngulo retangulo AC'G de hipotenusa d, e catetos x e c.

Mais uma vez, aplica-se a o Teorema de Pitdgoras e obtém-se:

a’ + b+ = d%
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Observe que para a obtencao do Teorema de Pitadgoras no espago, fez-se uso apenas

de suas arestas.

5.1.3 Relacao entre os trés angulos de um triedro tri-retangulo.

Exemplo. Considere um pontoP no interior de um triedro tri-retangulo de arestas
OX,0Y e OZ. Tragando por P planos paralelos aos planos OXY,0Y Z e OX Z, forma-se
um bloco retangular cuja diagonal é OP. Sejam OA = a, OB =b, OC = ce OP = d.
Supondo que POX = a, POY = B e POZ = v. Que relacao existe entre esses trés

angulos? (LIMA, 2006). Soluc¢ao. Na figura 22, observa-se que a face do paralelepipedo

Figura 22-Paralelepipedo no eixo

&
C‘T
c P
d
0 b il S 7
>

Fonte: (LIMA, 2006, p.76)

que contém P e A (a face da frente) é perpendicular a OX. Logo, o triangulo AOP ¢é
retangulo em A e, portanto,

a
coso = —.
d

A face do paralelepipedo que contém P e B (a face lateral direita) é perpendicular a OY'.

Logo, o triangulo BOP é retangulo em B e, consequentemente,

b
cosfB = —.

d

A face que contém P e C' (a face de cima) é perpendicular a OZ. Logo, o triangulo

COP é retangulo em C' e,
c

cos Y = .

Como a® + b* + ¢ = d?, temos, dividindo tudo por d?,
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ou seja, cos? o 4 cos? B+ cos? v =1

5.1.4 Distancia entre Dois Pontos no Espaco

Uma das aplicagoes mais importantes do teorema de Pitagoras é em relacao a
distancia entre dois pontos no espaco.

A partir desse teorema, pode-se calcular a distancia entre dois pontos no espaco.
Para isso, basta considerar esses pontos com as extremidades de um segmento de reta,
que sera a hipotenusa de um tridngulo retangulo. Os catetos desse triangulo serao as
diferengas entre as coordenadas dos pontos nas diferentes dimensoes do espago (x,y, 2,
etc.).

Assim, se tiver dois pontos P e P no espaco tridimensional com coordenadas
(x,y,2) e (x/,y/, z/) respectivamente, a distancia entre esses dois pontos dados é dada

pela formula

d(P, P') =\/(x =22 + (y—¢)? + (z — =)

Demonstra¢ao (LIMA, 2014, p.172-173). Para a demonstracao da formula da distancia
entre dois pontos no espaco, observa-se inicialmente que se, num determinado sistema

OXY Z, os pontos P(a,b,z) e Q(a, b, 2') tém as duas primeiras coordenadas iguais entao
d(P,Q) =z — 7|,

pois esta é a distancia entre dois pontos no eixo formado por todos os pontos (a, b, z), z €
R. Um resultado analogo vale para a primeira e terceira, ou para a segunda e a terceira
coordenadas.

Dados P(z,y,z) e P'(z',y , %), considere os pontos auxiliares Q(z, y, ') e R(x, i, 2'),
conforme Figura 23.

Aplicando o Teorema de Pitagoras aos tridngulos retangulos PQP’ e QRP’, tem-se:
d(P,P')* = d(P,Q)* +d(Q, P')* = d(P.Q)* + d(Q, R)* + d(R, P')*.

Como (P,Q), (Q,R) e (R, P') sao pares de pontos com duas coordenadas iguais, resulta
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Figura 23-Calculando a distancia entre P e P’

Z A

| m_mﬂﬂ]mm o

Q R

Fonte: (LIMA, 2014, p.173)

da observacao inicial que

AP P = (5= 2P+ (y—y P+ (o — )

Portanto,

AP, P) = /(e =2+ (= 9+ (= )P

Esta férmula é conhecida como distancia euclidiana, que é uma generalizagao do
Teorema de Pitagoras no espago tridimensional. Ela nos permite calcular a distancia entre
dois pontos em qualquer niimero de dimensoes.

A distancia do ponto P = (z,y, z) a origem O = (0,0,0) é dada por:

d(O, P) = \/x% 4+ y? + 22.

E importante destacar que a relacao entre o teorema de Pitagoras e a distancia
entre dois pontos no espaco nao se limita ao espago tridimensional. A férmula da distancia
euclidiana pode ser aplicada a qualquer nimero de dimensoes, e o teorema de Pitagoras

¢ uma base tedrica que permite essa generalizacao.
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6 A GENERALIZACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS NO CONTEXTO
ESCOLAR

Nos documentos normativos da educacao, a generalizagao do teorema de Pitagoras
é considerada uma habilidade matemaética essencial para os alunos do ensino fundamental
e médio.

A generalizagao do teorema de Pitagoras refere-se a sua extensao para além do
contexto de triangulos retangulos, ou seja, sua aplicacdo em outros tipos de figuras geo-
métricas. No Brasil, por exemplo, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) estabelece
que, no final do 9° ano do ensino fundamental, os alunos devem ser capazes de aplicar o
teorema de Pitagoras e suas generalizacoes em diferentes situagoes, utilizando ferramentas
tecnologicas e modelos geométricos.

Além disso, o documento curricular ressalta a importancia de desenvolver nos alu-
nos a capacidade de generalizar, ou seja, de extrapolar as ideias e conceitos aprendidos
em uma determinada situacao para outras situagoes semelhantes. Nesse sentido, a gene-
ralizacao do teorema de Pitagoras é um exemplo de como o ensino de matemética pode
promover o desenvolvimento do pensamento critico e da resolucao de problemas.

No entanto, ¢ importante ressaltar que a generalizacao do teorema de Pitagoras
¢ um conceito mais avancado e pode exigir um maior nivel de abstracao e compreensao
matemaética. Por isso, os documentos curriculares nacionais geralmente indicam que esse
tema deve ser introduzido gradualmente ao longo do ensino fundamental e médio, em uma
abordagem que leve em conta o nivel de desenvolvimento dos alunos e suas necessidades
individuais de aprendizagem.

A generalizagao do teorema de Pitdgoras é um tema importante e valorizado nos
documentos curriculares nacionais, pois se trata de uma habilidade matematica essencial
para o desenvolvimento de competéncias e habilidades fundamentais para a vida.

A insercao da generalizacao do teorema de Pitagoras na educacgao bésica traz di-

versos beneficios para os estudantes, dentre eles:

(q) Desenvolvimento do pensamento critico: A generalizagao do teorema de Pitagoras
exige que os estudantes sejam capazes de extrapolar as ideias e conceitos aprendidos
em uma determinada situagao para outras situagoes semelhantes. Essa habilidade

¢ essencial para o desenvolvimento do pensamento critico e resolugao de problemas.
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(r) Aprendizagem mais significativa: A generalizagdo do teorema de Pitdgoras permite
que os estudantes facam conexoes mais profundas entre os conceitos mateméticos e
sua aplicacao em situagoes do mundo real, tornando a aprendizagem mais significa-

tiva e motivadora.

(s) Desenvolvimento de habilidades tecnologicas: A aplicagao da generalizacao do te-
orema de Pitagoras muitas vezes exige o uso de ferramentas tecnologicas, como
softwares de geometria dindmica e planilhas eletronicas. Isso pode ajudar os estu-

dantes a desenvolver habilidades tecnologicas importantes para sua formagao.

(t) Preparagao para estudos avangados: A generalizacao do teorema de Pitagoras ¢ um
conceito mais avangado e pode preparar os estudantes para estudos mais complexos
no ensino médio e superior, tais como calculo diferencial e integral, dlgebra linear,

geometria nao euclidiana, entre outros.

(u) Maior compreensao da matematica: O estudo da generaliza¢do do teorema de Pita-
goras pode contribuir para uma compreensao mais profunda da matemaética como
um todo, permitindo que os estudantes percebam a conexao entre diferentes topicos

e conceitos.

Silva (2014), aborda o uso do software Geogebra na generalizagdo do Teorema de

Pitagoras. O autor relata que obteve resultados positivos e cita

Percebi que os alunos gostaram muito da atividade, foi muito proveitoso
e que eles gostariam que atividades como essa fossem feitas com maior
frequéncia. Particularmente, foi uma atividade muito prazerosa de ser
realizada, ainda mais com o questionamento do aluno, da 62 série/7°
ano, sobre as extensoes do Teorema de Pitagoras (SILVA, 2014, p. 100).

Portanto, a insercao da generalizacao do teorema de Pitdgoras na educagao bésica é
uma medida positiva que pode contribuir para uma formagao mais completa e abrangente

dos estudantes, preparando-os para os desafios do mundo atual.
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7 RESULTADOS DA PESQUISA

Nesta secao, serao apresentadas algumas demonstracoes do Teorema de Pitagoras
Generalizado que sao aplicaveis ao triedro tri-retangular. Serao exploradas diferentes
formas de se chegar a relacao matematica que descreve a relagao entre os comprimentos
dos lados de um triedro tri-retangular.

Partindo do Teorema: “Num Triedro Tri-Retangulo, o quadrado da area do trian-
gulo ABC' é igual a soma dos quadrados das areas dos outros trés tridngulos”, (LIMA et

al, 2006, p.81).

7.1 Generalizagao 1

Para esta generalizacao, considere um triedro tri-retangulo de vértice D, cortado
por um plano qualquer, formando o tetraedro ABC'D com AD = a,BD =be CD = c,

como mostra a Figura 24.

Figura 24-Tetraedro Tri-retangular ABCD

Fonte: Produzida pelo autor, 2023

Sejam S7, S5 e S3 as areas dos tridngulos retangulos BC'D, ACD e ABD, respec-
tivamente, e seja X a area do triangulo ABC.

Assim, tem-se que:

Deve-se mostrar que:

St+ S5+ 55 = X>.

Tracando um plano « passando por C'D perpendicular a x, conforme a Figura 25,

obtém-se os segmentos k e h perpendiculares a x.
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Figura 25-Tetraedro Tri-retangular ABCD com interse¢ao de um plano «

A

Fonte: Produzida pelo autor, 2023

Assim,

h k
X:Tx, R=k+c e 53:%.

x
Elevando a equacao X = 5> ao quadrado, tem-se

h2z?

X2
4

Como h* = k* + ¢*, tem-se

¥ (k* + *) - 2? :kz-x2+02-x2 :4S§++02-(a2+b2 :4S§++(ac)2—l—(bc)2
4 4 4 4
483 + 453 + 453
_ 3*42* Lo $24824 82

Logo, X? = S} + S5 + S5.

7.2 Generalizacao 2

Para essa generalizagao, considere a Figura 26, que é um tetraedro com um triedro
tri-retangular.

Uma generalizagao do Teorema de Pitdgoras no Espago, que advém de maneira
semelhante ao Teorema de Pitagoras classico, é apresentada por esse tetraedro.
Demonstracao. Nesta prova, assume-se que seja a area da face frontal do triangulo ABC),

ou seja, deve-se provar que:

S? 4+ 53+ 55 = X2
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Figura 26-Tetraedro Tri-retangular

Fonte: QUERGINALDO, 2012, p.23)

Sejam S, 5 e S3 as areas dos triangulos retangulos BCD, ACD e ABD dadas por:

be

Si =5 =25 =be— (be)® = (251)* = b*c® = 457

Sy = % = 25, = ac = (ac)?® = (29)* = a*’c® = 45,
b

Sy = % —> 253 = ab = (ab)? = (253)? = a®b* = 452

Somando membro a membro essas equacoes, obtém-se
bc? + a®c® + a*b* = 457 + 4S5 + 455 = 4(S} + S5 + S3)

1
e, assim, S7 4S5+ 52 = Z(b202+a262+a2b2). Dessa forma, para completar a demonstracao,
deve-se mostrar que

1
X? = 1(6262 + a’c® + a*b?).

A férmula de Heron sera utilizada, visto que todos os trés triangulos BC'D, AC'D e
ABD sao retangulos. A area de um triangulo em funcao das medidas dos seus trés lados

€ expressa por:

X=vVp-(p—2)-(p—y) (p—2).

rT+y+z

Sendo p = 5

, tem-se:

X = p-p—x)-(p—y - (p—2

_ rty+zy :c—l—y—l—z_x (rtyt+z ‘ a:+y—|—z_z
- 2 2 2 Y 2 '
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Desenvolvendo, obtém-se:

1
X2 = 1_6(3/2 + 2%+ 2yz — 2%) - 2yz — (v + 22 — 2?)). (7.1)

Aplicando o teorema de Pitagoras classico, nos trés triangulos retangulos BC' D, AC'D
e ABD, obtém-se as seguintes relagoes

(

y2:b2+02
zQZa2~|—c2

2 =a*+

\

Somando membro a membro as equacoes do sistema, tem-se
2?2 22 =2(a® + VP 4 2. (7.2)

Substituindo cada equagao do sistema na equagao (7.2), obtém-se

Pyt = 2P+ ) =20 + 27 = 22 = —2? + g + 2P (7.3)
Pyt = 2274 0) =222+ 20 = 20 =2ty - 2 (7.4)
Pyt 4+ = 200+ a?) =27 +20° = 2a° =2 — P+ 27 (7.5)

A substituigao da Equagao (7.3) na Equagao (7.1) resulta

1
X? = E(202 + 2y2)(2yz — 2¢7)
4
- -
1
= 0% =) (7.6)

Substituindo y* e 2* pelos seus valores (ver o sistema), na equacio (7.6), obtém-se

4X? = P+ AP+ !
= PP +vE+ A+ A=A

1
= a’P* 4+ +d’F = X = Z(asz +b*c® + a*c?).
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Com isso, conclui-se a demonstragao generalizada do Teorema de Pitagoras.

7.3 Generalizacao 3

Uma abordagem vetorial para o Teorema de Pitdgoras Generalizado por Triedro
Tri-retangular.

Para esta nova demonstracao do Teorema de Pitagoras Generalizado, utiliza-se a
Figura 27 do Triedro Tri-retangular sobre os eixos coordenados no espago, Oz, Oy e Oz,
e assume-se que A = (0,¢,0), B = (b,0,0) e C' = (0,0, a). Para este proposito, considere

as seguintes relagoes cléassicas dos trés triangulos retangulos envolvidos na Figura 27.

Figura 27-Tetraedro Tri-retangular sobre os eixos

B = (b,0,0)

‘/:1 : (0,¢,0) ® -

Fonte: Produzida pelo autor, 2023

Sejam S7,.5; e S3 as areas dos triangulos retangulos AOC, BOC e AOB dadas

pelas relacoes

ac

51 = 5 — ac = 281 (77)
SQ = %b =— ab = 252 (78)
53 = % = bc = 253 (79)

Dividindo-se a Equagao (7.7) pela Equagao (7.8 ) produz-se a seguinte relagao

ac 25 c 5 S1
_ = — - = — = . 1
ab 252 — b SQ ¢ b SQ (7 0)
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Substituindo-se a Equagao (7.10) na Equagao (7.9) tem-se

S253 S253

b-b— =253 = b" =2 = b=4/2- : 7.11
Sy S S (=)
Substituindo-se a Equagao (7.11) na Equagao (7.10) tem-se
SQSg Sl 5153
=4/2- c—=/2- . 7.12
¢ S, S, S, (7.12)
De forma anéloga, deduz-se que
5155
—=./2. . 7.13
a N (7.13)

Agora, considere os vetores
AB = B=A = (b,0,0)=(0,¢,0) = (b,—c,0) ¢ AC = C—A = (0,0,a)—(0,¢,0) = (0, —¢, a).

Geometricamente, sabe-se que o médulo do produto vetorial dos vetores /@ e /ﬁ

mede a area do paralelogramo ABC'D determinado pelos seus vetores (Steinbruch, 1991).
Dai,

Areaapen = |AB x AC. (7.14)

Entao, a partir do triangulo ABC, é possivel construir um paralelogramo ABCD,

cuja area ¢ o dobro da area do triangulo,
. 1
Areaupe = 5|ﬂ§ x AC. (7.15)

Mas, do produto vetorial entre os vetores E e 1@ tem-se a area do paralelogramo
ABCD:
AB x AC == (—ac) -7+ (=be) - k + (—ab) - J. (7.16)

Da definicao de médulo
\@ X @F = a*c® + a®b® + b (7.17)

Das Equagoes (7.7), (7.8) e (7.9), tem-se que

AB x AC|2 = 48% 1 452 + 452 — |AB x AC| = 2,/S? + S2 + S2. (7.18)
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Substituindo-se a Equagao (7.18) na Equacao (7.15) e sabendo-se que a area S é dada por
. 1 1
szAreaABczé-yﬂﬁxﬁy =22/ + B+ = 5=/ + 53+,

ou seja,

S* = S+ 53+ 53,

conforme desejava-se demonstrar.
Com isso, mostrou-se uma nova abordagem de demonstrar o Teorema de Pitagoras

Generalizado, utilizando-se os conceitos de vetores, o que era o nosso objetivo.

7.4 Generalizagao 4

Integral de Superficie para o Teorema de Pitagoras Generalizado no Triedro Tri-
retangular.

Para demonstrar do Teorema de Pitagoras Generalizado utilizando-se a Integral
de Superficie para o calculo de area segundo o proposito deste trabalho, considera-se
a Equagdo Segmentaria do plano que contém os pontos A = (0,¢,0),B = (b,0,0) e
C =(0,0,a).

r Yy oz

—+=+-=1 7.19

b N c i a (7.19)

Isolando-se z na Equagao (7.19), temos:z = a(l — % - Q) Fazendo-se uma para-
c

metrizacao usual para a equacdo (7.19) no R?, tem-se

r(z,y) = (xy a (1 - % - g)) (7.20)

C

Uma vez que as derivadas parciais correspondem as tangentes, obtém-se:

s = (10=5). g = (01-5) e

Mas, do Célculo Diferencial e Integral, sabe-se que a area da Integral de Superficie

) )
—T(x,y) X —T(x,y)H é estabelecida por

ox oy
A

do)

or or
L (,y) @w,y)Hdasdy (7.22)




O produto vetorial em questao é dado por

or or a - a - -
o - A ST
M(iv,y)x(sy(:v,y) ittt
Tomando o modulo da equagdo (7.23), tem-se
or or a?  a? Va2e? + a2b? + b2¢2
_ — — — 1= .
‘ 5 (@ Y) X 5y<x,y)H sttt ” dzdy

Substituindo a equagao (7.24) na equagao (7.22), obtém-se

202 - 22 & D22
S://\/ac—l—z i Cdxdy
S

C

Utilizando novamente as Equagoes (7.7), (7.8) e (7.9), obtém-se

152 + 452 + 452 NS
S://\/ R R P Sl+S2+SS//dxdy.
s 25, Ss s

Como // dxdy = S3, tem- se que:
s

§=VILIPET g o \[Sp+ 53+ 53 = SE= St SE+ 5%,
3

conforme deseja-se demonstrar.
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(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)
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8 DISCUSSOES

Nesta secao, faz-se um breve comentério sobre as demonstracoes do Teorema de Pi-
tagoras generalizado por triedro tri-retangular, destacando suas relevancias para o ensino
médio e o superior.

As generalizagoes 1 e 2 sao apropriadas para os estudantes do ensino médio, uma
vez que elas envolvem alguns contetidos bésicos de geometria e algebra, tais como, areas
de figuras (area de tridngulos), reta perpendicular a um plano, Teorema de Pitagoras,
triedro tri-retangular, tetraedro, equacoes, sistema de equagoes e a férmula de Heron.
Esses conceitos sao ensinados no ensino médio e sao importantes para compreensao da
geometria espacial e da algebra.

Assim, pode-se dizer que as generalizagoes 1 e 2 s@o uma oportunidade para os
alunos do ensino médio aprofundarem seus conhecimentos em geometria e dlgebra e verem
a aplicacao préatica desses conceitos em uma situacao real. Além disso, a compreensao
dessas generalizagoes podem abrir portas para novas descobertas na area da matematica.

J& as generalizagoes 3 e 4, que usa produto vetorial e integral dupla para demons-
trar o teorema de Pitdgoras generalizado em um triedro tri-retangular, sao especialmente
relevantes para estudantes de ensino superior que desejam aprofundar seus conhecimentos
em Matematica e Fisica.

O produto vetorial, como mencionado anteriormente, ¢ uma ferramenta funda-
mental em geometria, e permite a construgao de triangulos e paralelogramos a partir de
vetores, além de ser 1til para calcular areas e volumes. No caso do triedro tri-retangular, o
produto vetorial pode ser usado para calcular o médulo da hipotenusa de um triangulo re-
tangulo formado por dois vetores, e assim demonstrar o teorema de Pitagoras generalizado.
A integral dupla, por sua vez, é uma ferramenta poderosa em calculo multivariavel, que
permite calcular areas e volumes de regioes no espago. No caso do triedro tri-retangular, a
integral dupla pode ser usada para calcular o volume de um paralelepipedo formado pelos
vetores que definem o triedro. Esse volume pode ser calculado como o produto escalar
entre o vetor que representa a terceira dimensao do triedro e o produto vetorial dos outros
dois vetores. Esse resultado também pode ser utilizado para demonstrar o teorema de
Pitagoras generalizado.

Portanto, a utilizacao combinada do produto vetorial e da integral dupla em um

triedro tri-retangular pode ser uma abordagem interessante e desafiadora para os estu-
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dantes de ensino superior, pois permite a aplicacao de diferentes técnicas matematicas
para resolver um mesmo problema. Além disso, a demonstragao do teorema de Pitagoras
generalizado através dessas
ferramentas pode fornecer uma visao mais abrangente e aprofundada da mateméa-
tica, e incentivar os estudantes a explorar mais esses conceitos em suas carreiras acadé-
)

micas e profissionais.
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CONSIDERACOES FINAIS

A partir das diferentes abordagens de demonstragao do Teorema de Pitagoras,
incluindo a sua generalizagao por triedros tri-retangulares, é possivel perceber a relevancia
histérica e atual desse tema na matemaética e em outras areas do conhecimento.

A generalizagao do Teorema de Pitagoras tem sido objeto de estudo hé séculos e, ao
longo do tempo, diferentes matematicos contribuiram para o desenvolvimento dessa teoria,
como o matematico indiano Baudhayana, o matemético grego Euclides e o matematico
persa Al-Khwarizmi. Essa evolugao histérica demonstra a importancia do Teorema de
Pitagoras e sua generalizacao para a resolucao de problemas praticos.

As diferentes abordagens de demonstracao, como a abordagem vetorial e a integral
dupla, apresentam vantagens e desvantagens em relagao a sua aplicagao pratica e com-
preensao. Enquanto a abordagem vetorial pode ajudar a visualizar as relagoes entre os
segmentos de reta e as suas magnitudes, a abordagem com integral dupla pode fornecer
uma maneira de calcular o volume de s6lidos com formas complexas, mas pode ser mais
dificil de ser compreendida pelos estudantes.

No entanto, independentemente da abordagem escolhida, a generalizacao do Te-
orema de Pitdgoras para triedros tri-retangulares ¢ uma importante contribuicao para a
matemaética e outras areas do conhecimento, pois possibilita a resolugao de problemas
praticos em situagoes tridimensionais, como a medigao de volumes de sélidos ou o célculo
de distancias em espaco tridimensional.

Ademais, a inser¢ao desse estudo no ensino médio pode auxiliar no desenvolvi-
mento do raciocinio légico e no aprendizado da matematica de forma mais significativa e
interdisciplinar. A utilizacao de exemplos préticos e a conexao com outras areas do conhe-
cimento podem ajudar a despertar o interesse dos estudantes e a promover a compreensao
mais ampla e profunda dos conceitos matematicos.

Diante do exposto, é possivel concluir que a dissertagao apresentada contribui
significativamente para o aprofundamento do conhecimento matematico e sua aplicagao
pratica, além de oferecer uma nova perspectiva para o ensino do Teorema de Pitagoras
generalizado por triedro tri-retangular. A continuidade dos estudos e pesquisas nessa
area pode ampliar ainda mais a compreensao do teorema e suas possiveis aplicacoes na
solugao de problemas praticos, além de contribuir para o desenvolvimento do ensino da

matemaética de forma mais interdisciplinar e significativa.
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