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RESUMO

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) é atualmente um dos principais meios de acesso
as universidades publicas e privadas do pais. Em 2009, o exame passou por uma reformulacéo,
dividindo-se em areas do conhecimento, entre as quais esta a area de Matematica e suas
Tecnologias, que contempla o conteddo de Analise Combinatéria. Para fortalecer o ensino de
Analise Combinatoria na preparacdo para a prova do ENEM, o presente trabalho propde trés
sequéncias didaticas baseadas na elaboracdo de questbes pelo autor sobre o tema. Neste sentido,
desenvolvemos este trabalho com o objetivo de produzir essas sequéncias que serdo compostas
por questdes de Analise Combinatdria que envolvem a situacdo-problema, a contextualizacéo
ou a interdisciplinaridade, com exercicios que permitam aos alunos contato com questdes
semelhantes as aplicadas no ENEM. Além disso, sugere-se a utilizacdo do software GeoGebra
como uma metodologia adicional para introduzir o contetdo de Analise Combinatdria por meio
de valores booleanos em sua programacdo. Na metodologia destas sequéncias didaticas, é
proposto um plano de oito aulas de Analise Combinatoria, dividida em quatro etapas cada uma
delas. Durante cada sequéncia, é utilizado o software GeoGebra para aplicacdo das questdes
propostas pelo autor em momentos especificos das aulas. Além disso, apresentaremos a
resolucdo das questbes que foram aplicadas no ENEM no periodo de 2009 a 2022 sobre o
assunto. Espera-se que as discussdes aqui presentes possam contribuir para uma reflexdo sobre
a importancia do ensino de Matematica fundamentado na contextualizacdo e
interdisciplinaridade, buscando aproximar, de forma mais efetiva, 0 processo
ensino/aprendizagem o mais possivel da matriz de referéncia do ENEM.

Palavras-chave: ENEM. Analise Combinatoria. Software GeoGebra. Contextualizacdo e

Interdisciplinaridade.



ABSTRACT

The National High School Examination (ENEM) is currently one of the main means of access
to public and private universities in the country. In 2009, the exam underwent a reformulation,
dividing itself into areas of knowledge, among which is the area of Mathematics and its
Technologies, which includes the content of Combinatorial Analysis. In order to strengthen the
teaching of Combinatorial Analysis in preparation for the ENEM test, the present work
proposes three didactic sequences based on the elaboration of questions by the author about the
subject. In this sense, we developed this work with the aim of producing these sequences that
will be composed of Combinatorial Analysis questions that involve the problem situation,
contextualization or interdisciplinarity, with exercises that allow students to contact questions
similar to those applied in ENEM. In addition, it is suggested the use of GeoGebra software as
an additional methodology to introduce the content of Combinatorial Analysis through Boolean
values in your programming. In the methodology of these didactic sequences, a plan of eight
classes of Combinatorial Analysis is proposed, divided into four stages each one of them.
During each sequence, the GeoGebra software is used to apply the questions proposed by the
author in specific moments of the classes. In addition, we will present the resolution of the
questions that were applied in ENEM in the period from 2009 to 2022 about the subject. It is
hoped that the discussions present here may contribute to a reflection about the importance of
teaching Mathematics based on contextualization and interdisciplinarity, seeking to approach,
in a more effective way, the teaching/learning process closer as possible to the ENEM reference
matrix.

Keywords: ENEM. Combinatorial Analysis. GeoGebra Software. Contextualization and
Interdisciplinarity.
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1. INTRODUCAO

O Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) conquistou, ao longo dos anos, uma
grande credibilidade na vida dos brasileiros. Implantado em 1998, pelo Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP), 6rgdo vinculado ao Ministério da
Educacéo (MEC), o exame tinha como um dos objetivos a avaliacdo do desempenho geral dos
participantes, fornecendo parametros para a continuidade dos estudos ou ingresso no mercado
de trabalho (BRASIL, 1998a). Essa proposta inovadora é marcada pelo seu carater de ensino
baseado em contextualizagdo e interdisciplinaridade, com énfase nas competéncias e
habilidades desenvolvidas pelos alunos ao final do ensino bésico. As inscrigdes eram realizadas
pelos proprios alunos, e a sua adesdo era voluntaria.

O sucesso do ENEM pode ser observado desde os primeiros anos de existéncia, com a
adesdo de instituicbes de ensino superior publicas e privadas na utilizacdo das notas do exame
como processo de selecdo. A criagdo do Programa Universidade para Todos (PROUNI), em
2004, que oferece bolsas de estudos em instituicGes particulares de ensino superior, tem como
finalidade, até os dias atuais, aumentar o acesso dos candidatos as universidades, por meio da
concessao de bolsas de estudo parciais (50% de descontos) ou integrais (100% de descontos)
em instituicdes privadas. O PROUNI representa, portanto, uma iniciativa relevante para
fomentar a democratizagdo do acesso ao ensino superior no Brasil.

Em 2009, o ENEM passou por sua maior reformulacdo desde a sua criacdo em 1998,
com destagque para 0 aumento no namero de questdes, que passou de 63 para 180, sendo que
25% dessas questdes estdo relacionadas a area de Matematica e suas Tecnologias. Além disso,
os candidatos podiam utilizar as notas do ENEM para obter a certificagdo de conclusdo do
Ensino Médio. O processo de inscricdo também se tornou mais exigente, passando a ser
necessario que o candidato se identifigue com algum documento oficial com foto para a
realizacdo do exame. Nesse mesmo ano, foram criados critérios de isencéo da taxa de inscrigéo.

As mudancas no ENEM continuaram com a divisdo das disciplinas em quatro areas do
conhecimento: Linguagens, Cddigos e suas Tecnologias; Ciéncias da Natureza e suas
Tecnologias; Matematica e suas Tecnologias e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias
(BRASIL, 2009). Com essa divisdo, foi criada uma matriz de referéncia por area do
conhecimento, dividindo as areas por competéncias e habilidades. A matriz de referéncia de
Matematica e suas Tecnologias passou a ser composta por sete competéncias, divididas em 30
habilidades, sendo que a competéncia | € objeto de estudo deste trabalho.
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No processo de expansao do acesso as universidades, importantes reformulag¢fes foram
incorporadas a0 ENEM, entre as quais se destaca a criacdo do novo Fundo de Financiamento
ao Estudante do Ensino Superior (FIES) em 2010, cujo propdsito era financiar cursos em
instituicOes privadas. Nesse mesmo ano, foi lancado o Sistema de Selecdo Unificada (SISU),
um programa de selecdo de estudantes para institui¢cGes publicas de ensino superior.

Gragas a essas melhorias, houve uma democratizagdo do acesso ao ensino superior,
sobretudo com a adesd@o das universidades publicas ao SISU, permitindo que os candidatos
selecionem seu curso em qualquer instituicdo do pais a partir das notas conquistadas no exame.
As vagas ofertadas pelo SISU podem ser totais (100% das vagas) ou parciais (50% das vagas).
As Universidades que adotarem o sistema parcial podem selecionar as vagas restantes por meio
do seu proprio vestibular.

O ENEM passou por uma mudanca significativa em sua estrutura, que envolve a
eliminacdo de questdes mecanicas, como as palavras “calcule”, “efetue”, “demostre” e “prove
que”, as quais eram muito presentes nos vestibulares tradicionais. Em vez disso, foram
apresentados enunciados mais extensos, cuja interpretacdo é fundamental, bem como a
aplicacdo do raciocinio logico, interdisciplinaridade e contextualizacdo. Groenwald e Filipsen
(2003) definem que: “ndo é mais possivel apresentar a Matemética aos alunos de forma
descontextualizada, sem levar em conta que a origem e o fim da Matematica é o de responder
as demandas de situacdes-problema da vida diaria.”

A integracdo do conhecimento na elaboracédo dos itens da prova do ENEM é uma forma
eficaz de resgatar o sentido do ensino de Matematica e aplica-la de maneiras mais significativas
para os estudantes. Isso ocorreu porque a contextualizacdo dos conteddos matematicos
possibilita aos alunos a compreensao de como esses conhecimentos estdo presentes em diversas
situagdes do seu cotidiano e como podem ser aplicados em diferentes areas do conhecimento.

A situagdo-problema, por sua vez, € uma abordagem que incentiva o desenvolvimento
do raciocinio logico e critico dos estudantes, ao propor desafios que exigem o uso da
Matematica para a sua resolucdo. Desse modo, os alunos sdo estimulados a buscar solugfes
criativas para problemas reais, o que torna a aprendizagem mais interessante e desafiadora.

Por fim, a interdisciplinaridade ¢ uma forma de demonstrar aos estudantes como a
Matematica estd presente em outras areas do conhecimento, como a Fisica, Quimica e Biologia,
por exemplo. Isso auxilia a quebrar a visdo fragmentada que muitos alunos possuem sobre 0
conhecimento, evidenciando como as diferentes areas se inter-relacionam e como a Matematica

é uma ferramenta essencial para a compreensao de diversos fenbmenos naturais e sociais.
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Dessa forma, ao integrar esses trés eixos na elaboracdo dos itens da prova do ENEM, é
possivel responder perguntas importantes, tais como: “Para que serve a Matematica?” e “Onde
eu posso utilizar esse contetdo na minha vida?”. Essa relevancia da Matematica na vida dos
estudantes torna o ensino mais significativo e motivador.

D’ Ambrosio (1996) enfatiza a importancia da contextualizacdo da Matemaética para uma

aprendizagem mais significativa:

Contextualizar a Matematica é essencial para todos. Afinal, como deixar de relacionar
os Elementos de Euclides com o panorama cultural da Grécia Antiga? Ou a adocdo da
numeracéo indo-arabica na Europa como florescimento do mercantilismo nos séculos
XIV e XV? E ndo se pode entender Newton descontextualizado. [...] Alguns dirdo que
a contextualizagdo ndo € importante, que o importante é reconhecer a Matematica
como a manifestacdo mais nobre do pensamento e da inteligéncia humana e assim
justificam sua importancia nos curriculos. (D’AMBROSIO, 1996, p. 114-115)

Diante dessa perspectiva, considerar os conhecimentos prévios dos estudantes para a
resolugdo de problemas contextualizados no ensino da Matematica pode ser uma solucéo
possivel para atrair os estudantes.

Desde 2010, quando iniciei minha carreira docente, tive 0 meu primeiro contato com
turmas da 22 série do Ensino Médio, em que o primeiro contetdo a ser trabalhado era Analise
Combinatoria. Nesse periodo, pude perceber a grande dificuldade que os alunos apresentavam
em relacdo a esse conteudo, principalmente em relagdo ao raciocinio e compreensdo dos
exercicios. Conversando com outros professores que ja haviam trabalhado esses assuntos,
percebi que muitos evitavam o contetdo em seus planejamentos e, quando era obrigatorio
abordéa-los, faziam de forma superficial, limitando-se ao uso de férmulas e do livro didatico.

Outro fato que justifica a realizacdo deste trabalho é que o recurso mais utilizado pelos
professores de Matematica é o livro didatico. No entanto, na maioria das vezes, os livros ndo
trazem exemplos e exercicios contextualizados, o que prejudica o processo de ensino-
aprendizagem dos alunos. Uma analise feita por Costa (2021) em dois livros didaticos constatou
que as questdes do ENEM séo tratadas de forma superficial, com respostas dadas apenas pelo
gabarito, sem uma solugdo mais detalhada.

O estudo de Anélise Combinatoria ganhou maior importancia com a homologagdo, em
2018, da Base Nacional Comum Curricular (BNCC). A partir dessa homologagéo, os alunos
passaram a ter acesso a conceitos de contagem, nocdes de acaso, ideias de aleatorio em situacoes
do cotidiano e analise das chances de ocorrer um evento, ja nos anos iniciais do Ensino
Fundamental (BRASIL, 2018).



16

Segundo (BRASIL, 1998), 0 ENEM enfatiza trés aspectos: “(i) mudanca de énfase de
avaliacdo de contetidos memorizados para a avaliagdo de processos gerais de raciocinio, (ii)
utilizacdo de situacdes-problema contextualizadas e (iii) a interdisciplinaridade das questdes”.
Ja Rodrigues (2013) reforca que “para um estudante obter um bom resultado na avaliacdo, ndo
basta que tenha decorado foérmulas e conceitos, mas que busque a contextualizacdo e
interdisciplinaridade de tudo que aprendeu no decorrer da Educacdo Basica”.

Em uma anélise realizada nas provas de Matematica do Novo ENEM? | no periodo de
2009 a 2016, Rodrigues, Nascimento e Brito (2018) constataram que 86% das questbes das
provas de Matematica sdo contextualizadas e apenas 38% sao interdisciplinares, relacionando-
se com 12 areas ou disciplinas, sendo Geografia, Fisica e Biologia as com maior recorréncia.
De acordo com esses dados, percebe-se que a contextualizacdo € um principio fundamental na
elaboracdo das questfes do Novo ENEM e tem sido muito valorizada na area de Matematica e
suas Tecnologias.

Nesse contexto, 0 objetivo principal desse estudo é apresentar trés sequéncias didaticas
de facil acesso que abordam os contetudos de Analise Combinatoria, com o intuito de auxiliar
professores e alunos a obterem melhor desempenho no ENEM, tendo em vista que trabalhar
esse conteido é fundamental na preparacao de qualquer aluno que tenha interesse de prestar o
exame. Essas sequéncias didaticas serdo compostas por questdes que envolvem a situacdo-
problema, a contextualizacdo ou a interdisciplinaridade, com exercicios que permitam aos
alunos contato com questfes semelhantes as aplicadas no ENEM, a partir da utilizacdo do
software GeoGebra. Além disso, 0 material contera as questdes comentadas do ENEM que
abordaram os temas de Analise Combinatdria no periodo de 2009 a 2022.

Como intuito de construir um material que ofereca subsidios na preparacdo dos
candidatos que fardo o ENEM, o presente trabalho objetiva fazer um levantamento de dados
que mostrem a evolucdo do ENEM, desde a sua criacdo em 1998 até os dias atuais; apresentar
0 conceito histérico relacionado ao surgimento do estudo de Analise Combinatdria; expor o
conteddo de Analise Combinatoria que é trabalhado em sala de aula, com a utilizacdo do
software GeoGebra, para formar alicerces de conhecimentos que sdo cobrados no ENEM,;
analisar as questdes referentes ao assunto, a fim de garantir aos estudantes melhor assimilagao;
construir trés sequéncias didaticas que incluam a elaboracdo de questdes contextualizadas,

abordando o tema de Anéalise Combinatoria de forma interdisciplinar.

! Utilizamos o termo “Novo ENEM” para se referir ao Exame Nacional de Ensino Médio realizado a partir de
2009, em que se configurou a nova proposta de avaliagdo dos alunos.
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A partir da pesquisa realizada em literatura técnica e cientifica, documentos oficiais,
dissertacdes e artigos cientificos sobre a evolucéo histérica do ENEM, desde quando foi criado
até os dias atuais, foram produzidas trés sequéncias didaticas que serdo divididas em quatro
etapas cada uma, com a abordagem de quest6es elaboradas pelo autor que abrangem a situacéo-
problema, a contextualizacdo, ou a interdisciplinaridade.

As sequéncias serdo divididas em duas ou trés aulas de cinquenta minutos, nas quais
serdo abordadas as competéncias e habilidades da BNCC e do ENEM em cada aula, para
garantir que os estudantes estejam se preparando adequadamente para a prova. Sera
oportunizado aos candidatos um contato com questfes que abordam a contextualizacéo, pois
essa € uma das caracteristicas mais importantes da prova. Outrossim, a interdisciplinaridade
permite que os estudantes vejam como a matematica se relaciona e se conecta em diferentes
areas do conhecimento.

O software GeoGebra é uma das ferramentas utilizadas na aplicacdo dessas sequéncias
didaticas devido a sua gratuidade e grande funcionalidade. Uma dessas fun¢des € a programacao
de exercicios por meio de valores booleanos, os quais sdo apresentados pelo autor como uma
forma de abordar o contetdo.

A utilizacdo de software em sala de aula pode desempenhar um papel fundamental ao
promover uma aprendizagem mais interativa entre 0s estudantes, fortalecendo o
desenvolvimento do raciocinio dedutivo. Segundo Borba, Silva e Gadanidis (2015), ao longo
dos anos, o software Geogebra tem se consolidado como uma tecnologia extremamente
inovadora na educacdo matematica, ao explorar uma ampla gama de conceitos e ideias que
estimulam o interesse dos alunos pela matematica. O processo de visualizacdo oferecido pelo
Geogebra desempenha um papel significativo no aprimoramento do ensino-aprendizagem,
permitindo que os estudantes compreendam conceitos complexos por meio de representagdes
visuais interativas e dinamicas. Essa abordagem pedagdgica, centrada na tecnologia, ajuda a
tornar o aprendizado da matematica mais envolvente, desafiador e relevante para os alunos,
promovendo uma experiéncia educacional mais estimulante e efetiva.

Costa (2020) reforga alguns beneficios que os professores podem obter ao utilizar
software GeoGebra para fortalecer o ensino-aprendizagem de conteidos da Matematico. Dentre
eles, “destacam-se 0 aumento do interesse, dinamismo, participacao e envolvimento dos alunos
nas aulas, alem das facilidades no processo de ministrar tais aulas, visto que ndo precisa usar

somente os pincéis para desenhar figuras nas lousas convencionais”. Além disso, as novas
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tecnologias representam um recurso didatico fundamental para fortalecer o processo de ensino-
aprendizagem.

Sera disponibilizada uma série de exercicios programados, nos quais o aluno podera
interagir com a interface do GeoGebra. Além disso, o aluno recebera dicas para auxilia-lo na
obtencdo da resposta correta e podera reiniciar a atividade quantas vezes julgar necessario. Essa
atividade poderéa ser desenvolvida no laboratério de informatica, desde que haja acesso a
internet, ou por meio de dispositivos mdveis, como smartphones, tablets e notebook.

Este trabalho estd estruturado em cinco capitulos, sendo este o primeiro capitulo
referente a introducdo. O segundo capitulo aborda a evolugdo do ENEM desde sua primeira
edicdo em 1998 até os dias atuais, incluindo a criagdo de programas como o0 PROUNI, FIES e
SISU, bem como as mudangas ocorridas no exame a partir de 2009. No terceiro capitulo, é
realizado um levantamento historico sobre o surgimento da Analise Combinatdria, seguida da
exploracdo dos topicos de Principio Multiplicativo, Permutacfes e Combinagdes. No quarto
capitulo, sdo propostas as trés sequéncias didaticas para melhor preparacao dos candidatos que
irdo realizar a prova do ENEM. Essas sequéncias utilizam ferramentas como os valores
booleanos do GeoGebra e questdes que envolvem situacdo-problema, contextualizacdo e
interdisciplinaridade. Por fim, o quinto capitulo é a Gltima parte da pesquisa, em que s&o
apresentadas as consideracgdes acerca do trabalho realizado.
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2. ENEM E BNCC NA FORMACAO DE UM CONHECIMENTO COMUM

Este capitulo apresenta uma trajetoria histérica do ENEM, incluindo uma apresentacédo
da matriz de referéncia do ENEM na area de Matematica e suas Tecnologias, com énfase na
Anélise Combinatoria. Além dessa, também sera apresentado um relato desse tema na BNCC
e uma andlise da quantidade de questdes do contetdo que foram cobradas nas provas do ENEM
no periodo de 1998 a 2022. Por fim, um relato da importancia de levar em consideragdo o
cotidiano do aluno, a interdisciplinaridade e a contextualizacdo como principio fundamental na
preparacdo para o0 ENEM. Este capitulo foi embasado em Costa (2021), Tataia (2019),
Gongcalves e Dias (2018), Luz e Veloso (2014), Borges e Borges (2021) ¢ D’ Ambrosio (2007).

2.1. Um levantamento da trajetéria do ENEM de 1998 a 2008

O ENEM foi criado em 1998 pelo INEP, na gestdo do entdo presidente Fernando
Henrique Cardoso, na qual atuava como ministro da Educacdo Paulo Renato Souza (1995-
2002). O exame foi regulamentado pela Portaria n® 438, de 28 maio de 1998, e integrava um
conjunto de reformas implementadas na Educacdo Publica ap6s a promulgacdo da Lei de
Diretrizes e Bases da Educacao (LDB). De acordo com Gongalves e Dias (2018), “o Sistema
de Avaliacdo da Educacdo Bésica (SAEB) e 0 ENEM, organizados pelo INEP, s&o as principais
avaliagdes em larga escala do Brasil”, esse primeiro foi criado no inicio da década de 90.

O principal objetivo do programa, em seu inicio, era avaliar a aprendizagem dos alunos
ao final do seu Ensino Médio e, com esses resultados, buscar estratégias e melhorias para
aprimorar as politicas educacionais, principalmente na rede publica.

O ENEM representava, para a educacdo nacional, apenas um instrumento avaliativo do
desempenho do aluno, e seus objetivos foram detalhados no Art. 1° da Portaria de n° 438, de 28
maio de 1998 (BRASIL, 1998a).

Instituir o ENEM, como procedimento de avaliacdo do desempenho do aluno, tendo
por objetivos: | — conferir ao cidaddo parametro para autoavaliagdo, com vistas a
continuidade de sua formacdo e a sua insercdo no mercado de trabalho; Il — criar
referéncia nacional para os egressos de qualquer das modalidades do ensino médio;
111 — fornecer subsidios as diferentes modalidades de acesso a educagao superior; 1V
— constituir-se em modalidade de acesso a cursos profissionalizantes pos-médio.
(BRASIL, 1998a)

Na sua primeira edicdo, em 1998, o exame foi aplicado em um Unico dia, com duracéo

de quatro horas. O exame daquele ano foi realizado em 30 de agosto, em 184 municipios,
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incluindo todas as capitais da federagdo. A prova era composta de uma proposta de redagédo
dissertativa e de 63 questdes de mdaltipla escolha, nas quais seus itens apresentavam como
finalidade a contextualizacdo, situacdo-problema e interdisciplinaridade, sem uma ligacéo
direta com os conteudos ministrados no Ensino Médio, sem o propoésito de comparacao das
notas dos alunos de um ano para o outro. De acordo com o0 Documento Bésico (BRASIL, 1998),
a prova era desenvolvida sobre uma matriz de 21 habilidades, em que cada uma era avaliada
por trés questdes, esse modelo de avaliacdo foi aplicado de 1998 a 2008. Em seu primeiro ano
de aplicacdo, duas Universidades Publicas do pais resolveram aceitar a nota do ENEM como
processo de selecdo para os cursos de graduacao, sendo estas a Pontificia Universidade Catdlica
do Rio de Janeiro (PUC-RJ) e a Universidade Federal do Ouro Preto (UFOP).

O ENEM passa ser organizado de acordo com uma matriz compostas por competéncias
e habilidades, em que as competéncias “sdo compreendidas como as modalidades estruturais
da inteligéncia, ou melhor, acdes e operacOes que se utilizam para estabelecer relagbes com e
entre objetos, situacdes, fendmenos e pessoas que desejamos conhecer” (BRASIL, 1998). As
habilidades sdo consequéncias das competéncias adquiridas e estdo relacionadas ao “plano de
saber fazer”. Por meio das a¢des, as habilidades tornam-se mais articuladas, propondo, assim,
uma nova reorganizagdo das competéncias.

No seu segundo ano, 0 ENEM mostra sua confiabilidade ao apresentar a possibilidade
de utilizar os resultados como forma de acesso Unico ou complementar as InstituicGes de Ensino
Superior (IES). Até o final daquele ano, o nimero de instituicdes que se manifestaram a adogédo
dos resultados do ENEM como forma de acesso ao ensino superior, seja como forma Unica ou
complementar, subiu de 2 para 93 (BRASIL, 1999).

A utilizacdo da nota do ENEM como forma de acesso aos cursos de graduagdo nas
Universidades Publicas fez com que o nimero de inscritos crescesse ao longo dos seus
primeiros 11 anos. Esse aumento também pode ser explicado pelas novas politicas publicas de
acesso ao ensino superior, como a implementacdo de bolsas de estudos em Instituicdes
Privadas, como observado na Figura 1.

O aumento significativo no nimero de inscritos, a partir de 2005, ver Figura 1, deve-se
ao fato de o governo federal ter criado o (PROUNI) no ano anterior, por meio da medida
provisdria n° 213 e oficializado pela Lei n® 11.096, em 13 de janeiro de 2005. O programa

apresenta a finalidade de concessdo de bolsas de estudos parciais ou integrais nos cursos de
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graduacao em institui¢des privadas de ensino superior. Ao aderirem ao programa, as instituicdes

de ensino ficariam isentas de alguns impostos federais? (BRASIL, 2005).

Figura 1: NUmero de inscritos ENEM (1998 a 2008)
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Transcricdo do autor a partir de dados retirados do INEP (2022). Fonte: <https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-
atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem/historico>. Acesso em: 24 nov. 2022.

Os candidatos sem curso superior, que tivessem participado da ultima edicdo do ENEM,
com nota maior ou igual a 450 pontos na média das notas, e ndo tivessem zerado a redacéo,
puderam concorrer as vagas do PROUNI. Além disso, para concorrer a bolsa integral, os
candidatos deveriam comprovar renda familiar bruta mensal de até um salario-minimo e meio
por pessoa. Ja para bolsas parciais, a renda familiar bruta mensal deveria ser de até trés salarios-
minimos por pessoa.

Para participar do PROUNI, o estudante deveria atender aos requisitos de renda e ter
participado do ENEM, além de atender a uma das seguintes condic@es: ter cursado 0 ensino
médio completo em escola da rede publica ou em escola da rede privada, na condicao de bolsista
integral da propria escola; ser pessoa com deficiéncia ou ser professor da rede publica de ensino
e concorrer a bolsas em cursos de licenciatura destinados a formagdo do magistério da educacgao
basica (BRASIL, 2014).

2Art. 8° A instituicdo que aderir ao PROUNI ficara isenta dos seguintes impostos e contribuicdes no periodo de
vigéncia do termo de adesédo: (Vide Lei n° 11.128, de 2005); | - Imposto de Renda das Pessoas Juridicas; Il -
Contribuicdo Social sobre o Lucro Liquido, instituida pela Lei n° 7.689, de 15 de dezembro de 1988; IlI -
Contribuicdo Social para Financiamento da Seguridade Social, instituida pela Lei Complementar n® 70, de 30 de
dezembro de 1991; e IV - Contribuigdo para o Programa de Integragdo Social, instituida pela Lei Complementar
n° 7, de 7 de setembro de 1970. (BRASIL, 2005)


http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_Ato2004-2006/2005/Lei/L11128.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/LEIS/L7689.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/LEIS/LCP/Lcp70.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/LEIS/LCP/Lcp70.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/LEIS/LCP/Lcp07.htm
http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/LEIS/LCP/Lcp07.htm
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2.2. O novo ENEM: de 2009 até os dias atuais

A reformulacdo do ENEM em 2009 teve como objetivo democratizar 0 acesso ao ensino

superior. Segundo Tataia (2019),

A proposta de reestruturacdo do ENEM em 2009 veio para evidenciar o papel que o
exame ja vinha cumprindo, que extrapolava sua funcdo inicial de promover a
avaliacdo do Ensino Médio brasileiro: ao longo de onze edi¢des (1998 a 2008), a
procura pelo ENEM subiu de 150 mil para mais de 5 milhGes de inscritos, sendo que,
em um questionério aplicado, mais de 70% dos participantes afirmaram que faziam a
prova com o objetivo maior de chegar a universidade. (TATAIA, 2019, p. 17)

A Portaria de n° 109, de 27 de maio de 2009, apresenta as principais mudangas no
ENEM, que ocorreram nos objetivos, na matriz de referéncias e na estrutura da prova. Antes, a
prova constava com 63 questdes, mas, a partir da reformulacdo, passou a ter 180 questdes
objetivas de multipla escolha e uma redacdo, além de ser aplicada em dois dias (BRASIL,
2009).

A nova prova foi dividida em quatro areas do conhecimento: Linguagens, Codigos e
suas Tecnologias; Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias; Matematica e suas Tecnologias; e
Ciéncias Humanas e suas Tecnologias, cada uma com 45 questdes objetivas de multipla
escolha. Além disso, de acordo com (BRASIL, 2009), os novos objetivos do novo ENEM?®

passaram a ser:

I. oferecer uma referéncia para que cada cidaddo possa proceder a sua autoavaliagdo
com vistas as suas escolhas futuras, tanto em relagdo ao mundo do trabalho quanto em
relagdo a continuidade de estudos; Il. Estruturar uma avaliagéo ao final da Educacédo
Bésica que sirva como modalidade alternativa ou complementar aos processos de
sele¢do nos diferentes setores do mundo do trabalho; 111. Estruturar uma avaliagéo ao
final da Educacdo Bésica que sirva como modalidade alternativa ou complementar
aos exames de acesso aos cursos profissionalizantes, pés-médios e a Educacdo
Superior; V. Possibilitar a participacdo e criar condi¢fes de acesso a programas
governamentais; V. promover a certificacdo de jovens e adultos no nivel de concluséo
do Ensino Médio nos termos dos artigos 38, 88§ 1° e 2° da LDB; VI. Promover
avaliacdo do desempenho académico das escolas de Ensino Médio, de forma que cada
unidade escolar receba o resultado global; VII. Promover avaliacdo do desempenho
académico dos estudantes ingressantes nas Instituices de Educacdo Superior.
(BRASIL, 2009, p. 56)

3 Segundo 0 MEC, o Novo ENEM incentiva o raciocinio com questdes que medem o conhecimento dos alunos
por meio de enfoque interdisciplinar, contendo questdes contextualizadas, que exigem do estudante a aplicacéo
pratica do conhecimento, e ndo a mera memorizagdo de informagoes.
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Na sua nova Matriz de Referéncia da &rea de Matematica e suas Tecnologias, séo
apresentadas sete competéncias, em que cada competéncia apresenta um determinado ndmero
de habilidades. A presente pesquisa terd foco nas competéncias e habilidades que se referem

aos objetivos de estudo da Analise Combinatoria. De acordo com (BRASIL, 2009), a:

Competéncia de area 1 — Construir significados para os nimeros naturais,
inteiros, racionais e reais.

H1 — Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representacfes dos
nameros e operagdes — naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 — Identificar padrGes numéricos ou principios de contagem.

H3 — Resolver situagdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 — Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcéo de argumentos
sobre afirmacfes quantitativas.

H5 — Auvaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos
numeéricos. (BRASIL, 2009, p.60-61)

No ano de 2009, o ENEM assumiu a fungdo de substituir a prova unica do Exame
Nacional de Certificacdo de Competéncias de Jovens e Adultos (ENCCEJA), que havia sido
criado em 2002. Essa mudanca foi parte de uma ampla reformulacédo do sistema educacional
brasileiro, com o objetivo de promover uma avaliagdo mais abrangente e eficiente das
habilidades e competéncias dos alunos. Durante esse periodo, 0 ENCCEJA foi realizado
anualmente até o ano de 2016, quando o MEC interrompeu sua aplicacao.

Ademais, 0 ENEM passou a utilizar a Teoria de Resposta ao Item (TRI) em suas provas
a partir de 2009. Essa técnica estatistica permitiu a comparacédo dos resultados entre 0s anos e
a possibilidade de avaliar varias competéncias e habilidades dos candidatos. A partir de 2017,
0 MEC retomou a realizacdo anual do ENCCEJA, visando fornecer uma opc¢éo de certificagcdo
para jovens e adultos que ndo concluiram seus estudos no tempo regular.

A implementacéo do SISU foi outra mudanga significativa introduzida no ENEM, por
meio da Portaria Normativa MEC n° 02, de 26 de janeiro de 2010. O SISU foi criado com o
objetivo de democratizar 0 acesso dos estudantes as instituicdes publicas de ensino superior.
Trata-se de um sistema informatizado, gerenciado pela Secretaria de Educagdo Superior, por
meio do qual as instituicdes publicas gratuitas oferecem vagas em cursos de graduacdo para
alunos que sdo selecionados exclusivamente pelas notas obtidas no ENEM (BRASIL, 2014).

Desde a sua implementacdo, o SISU se tornou uma das principais formas de ingresso
nas Universidade Pablicas do pais, representando uma importante ferramenta de inclusdo social
e democratizacdo do acesso ao ensino superior. Em 2014, o MEC destacou a importancia do

SISU como parte da politica de expanséo do ensino superior no Brasil.
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De acordo com Luz e Veloso (2014), “o discurso da oportunidade de concorrer em nivel
nacional, tdo enfaticamente defendido pelo MEC e pela midia, consegue criar uma aparente
democratizacdo do acesso, sem levar em consideracdo a realidade desigual no ensino medio
brasileiro”.

O SISU realiza dois processos de selegdo por ano: um no inicio do primeiro semestre e
outro no inicio do segundo semestre. As inscri¢es sdo realizadas apenas pela pagina do SISU*
na internet, sem cobranca de taxas. Para realizar a inscri¢do no sistema, o candidato precisa do
nimero de seu Cadastro de Pessoa Fisica (CPF) e de uma conta no portal gov.br®.

O FIES foi mais um programa de acesso ao ensino superior, destinado a financiar a
graduacdo na educacdo superior de estudantes de baixa renda devidamente matriculados em
curso de graduacdo em instituicbes privadas (BRASIL, 2001). Foi criado em 1999 e
reformulado por meio da Medida Provisdria de n® 2094-98, de 13 junho de 2001, posteriormente
convertida na Lei n° 10.260, de 12 de julho de 2001, passando a ser 0 mais importante
mecanismo de financiamento estudantil desde a sua cria¢do até os dias atuais.

O FIES é um programa de financiamento estudantil que tem como objetivo auxiliar os
alunos de baixa renda a ingressarem e concluirem um curso de graduacdo em instituicdes
privadas de ensino superior. Por meio do programa, o Governo Federal financia as despesas
com matricula e mensalidades durante todo o curso, e o valor financiado pode variar de 50% a
100% do montante total, dependendo do perfil e interesse do contratante. O reembolso do
capital comeca ap0s um periodo de caréncia, ou seja, apos a conclusao do curso. A taxa de juros
sobre 0 montante financiado é fixa, sendo de 3,4% ao ano. Para ser elegivel, é necessario que a
renda familiar bruta total nfo ultrapasse vinte salarios-minimos. E dada prioridade aos
estudantes mais bem colocados no ENEM (BRASIL, 2014).

Com o objetivo de expandir o ingresso dos estudantes ao ensino superior, o FIES passou
por varias mudangas ao longo de sua existéncia. Uma delas foi a promulgagéo da Lei n® 12.202,
de 14 de janeiro de 2010, que transferiu a gestdo do fundo de investimento para o Fundo
Nacional de Desenvolvimento da Educacdo (FNDE). Com a nova lei, o FNDE passou a
administrar os ativos do programa e ampliou-se a participacdo de agentes financeiros, incluindo
a Caixa Econdmica Federal e o0 Banco do Brasil.

Podem solicitar o financiamento os estudantes devidamente matriculados em cursos

superiores e que sejam aprovados pelas avaliacbes conduzidas pelo MEC, que tenham

4 Disponivel em: http://sisu.mec.gov.br/
> Disponivel em: https://acessounico.mec.gov.br/
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participado da edi¢do mais recente do ENEM e tenham obtido média aritmética nas notas das
provas objetivas igual ou superior a 450 pontos e ndo tenham tirado nota zero na redacao.

O FIES possui a especificidade de poder ser combinado com a bolsa do PROUNI, ou
seja, 0 estudante que for contemplado com a bolsa parcial do programa pode solicitar o
Financiamento Estudantil para custear o restante do curso. Assim, procura-se garantir 0 acesso
e a permanéncia dos estudantes de baixa renda no ensino superior.

Pode-se inferir que o FIES e 0o PROUNI sdo dois importantes instrumentos de acesso a
educacdo superior do pais e, embora tenham contribuido para a democratizacdo do acesso, €
importante destacar que 0s recursos investidos nesses programas representam um bom uso do
dinheiro publico. (Borges e Borges, 2021).

Apdbs as mudancas ocorridas a partir de 2009, houve um aumento significativo no
numero de inscritos no ENEM, como mostrado na Figura 2, ultrapassando a marca de oito
milhdes de inscritos em duas ocasides em 2014 e 2016, mantendo um ndmero sempre superior
a cinco milhdes de inscritos de 2011 a 2020. No entanto, nos Gltimos dois anos, observamos
uma queda consideravel nesse nimero. Essa reducao pode ser explicada por dois fatores: em
primeiro lugar, a falta de perspectivas e politicas publicas que incentivem a participacdo dos
candidatos; em segundo lugar, o agravamento da pandemia da COVID-19, que,

indiscutivelmente, afetou a educacéo.

Figura 2: Numero de inscritos ENEM (2009 a 2022)
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Transcricdo do autor a partir de dados retirados do INEP (2022). Fonte: <https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-
atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem/historico>. Acesso em: 24 nov. 2022.
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Outro fator que impulsionou o crescimento no nimero de inscritos foi a implementacdo
da Lei 12.711, conhecida como Lei de Cotas, que foi promulgada em 29 de agosto de 2012 e é
de carater obrigatdrio para todas as universidades federais e escolas federais de ensino técnico
de nivel médio.

A lei foi regulamentada pelo Decreto n° 7.824/2012, que define as condic¢des gerais de
reservas de vagas e estabelece a sistematica de acompanhamento das reservas de vagas. Ha
também a Portaria Normativa n° 18/2012 do MEC, que estabelece os conceitos basicos para
aplicacdo da lei, prevé as modalidades das reservas de vagas e as formulas para calculo, fixa as
condigBes para concorrer as vagas reservadas e estabelece a sistematica de preenchimento das
vagas reservadas (BRASIL, 2012).

De acordo com Borges e Borges (2021), a dindmica da Lei de Cotas acontece da seguinte

maneira:

As instituicdes federais devem reservar no minimo 50% de suas vagas para candidatos
que estudaram integralmente o ensino médio em escolas publicas, sendo que essa
populagdo se divide em dois grupos, com nlimero de vagas iguais para cada um; esses
dois grupos sdo constituidos por alunos com mais que 1,5 salario minimo de renda
familiar per capita e alunos com renda familiar per capita igual ou inferior a 1,5
salario minimo; cada grupo se divide em um subgrupo de pretos, pardos e indigenas
e um outro subgrupo pelos candidatos restantes; nos subgrupos, o nimero de vagas
depende da proporcdo de pretos, pardos e indigenas representada em cada estado da
unido. (BORGES; BORGES, 2021, p. 3455)

Pode-se observar que 0 ENEM passou por grandes mudancas desde a sua criacao até 0s
dias atuais, mas todas essas mudancas tém um Gnico objetivo comum, abrir e ampliar 0 acesso
aos cursos de Ensino Superior para alunos de baixa renda. Isso significa que pessoas que antes
ndo poderiam cursar uma Universidade tém a oportunidade de concorrer a uma vaga nas

Universidades Publicas ou Privadas, por meio dos varios programas implementados.

2.3. Analise Combinatériae a BNCC

A BNCC foi incluida na legislagdo nacional em 16 de fevereiro de 2017, por meio da
Lei 13.415, ap6s aprovacao da Resolucdo do Conselho Nacional de Educacdo (CNE) n° 2, de
22 de dezembro de 2017, que estabelece e orienta a implementagédo da BNCC, formalizando o
conjunto das aprendizagens fundamentais para as etapas que compdem a Educacao Basica.

No ano seguinte, em 2018, foi entregue o documento final com orientacbes para a

implementacdo dos conteddos a serem integrados em cada fase da Educacdo Basica. A
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construcdo da BNCC contou com a participacdo de professores, gestores e outros profissionais
da educacédo, que faziam parte de comissfes e apresentavam sugestdes de melhorias para o
texto. Além disso, foi aberto um prazo para a consulta pablica, em que a sociedade poderia
manifestar as suas contribuicdes.

Ap0s as sugestdes da sociedade e da equipe técnica, a BNCC passa a estabelecer uma
conexao entre os curriculos das trés etapas da Educacdo Bésica: Educacdo Infantil, Ensino
Fundamental e Ensino Médio, conforme previsto na LDB em seu Art. 26 (BRASIL, 1996).

Art. 26. Os curriculos da educacéo infantil, do ensino fundamental e do ensino médio
devem ter base nacional comum, a ser complementada, em cada sistema de ensino e
em cada estabelecimento escolar, por uma parte diversificada, exigida pelas
caracteristicas regionais e locais da sociedade, da cultura, da economia e dos
educandos. (BRASIL, 1996)

Vale ressaltar que, mesmo apresentando uma parte diversificada do curriculo, o
documento deve ser planejado de acordo com as diretrizes e normas apresentadas pela BNCC.

A BNCC, por sua vez, divide as aprendizagens na etapa do Ensino Médio em quatro
areas, sendo estas: a) Linguagens e suas tecnologias; b) Matematica e suas tecnologias; c)
Ciéncias da natureza e suas tecnologias; d) Ciéncias humanas e sociais aplicadas. Devido ao
objetivo deste trabalho, daremos enfoque a area de Matematica e Suas Tecnologias, uma vez
que “o conhecimento matematico € necessario para todos os alunos da Educacéo Baésica, seja
por sua grande aplicacdo na sociedade contemporanea, seja pelas suas potencialidades na
formagdo de cidaddos criticos, cientes de suas responsabilidades sociais” (BRASIL, 2018).

A Matematica, assim como as demais areas do Conhecimento, apresenta as habilidades
compreendidas em cada uma das etapas do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Antes de
comegar a apresentar essas habilidades que fazem referéncia ao contetdo de Analise
Combinatoria, € necessario compreender o processo de identificagdo deste cddigo
alfanumérico, que simplifica a localizacdo dessas habilidades em cada etapa da Educacdo
Basica. Por exemplo, no codigo EM13MAT311, existem quatro sequéncias, sendo duas
alfabéticas e duas numéricas, que estdo intercaladas e variam de acordo com cada etapa da
Educacdo Basica. De acordo com Costa (2021), essas sequéncias apresenta 0s seguintes

significados:

e EM: A primeira sequéncia de letras representa a etapa da educacdo basica, ou seja:
El — Educacéo Infantil;
EF- Ensino Fundamental;
EM- Ensino Médio.
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e 13: O primeiro par de nimeros indica que as habilidades descritas podem ser
desenvolvidas em qualquer série do Ensino Médio, conforme definicdo dos
curriculos.

e MAT: A segunda sequéncia de letras indica a area da seguinte forma:

LGG - Linguagens e suas Tecnologias;

MAT — Matematica e suas Tecnologias;

CNT - Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias;
CHS - Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas.

e 311: Os numeros finais indicam a competéncia especifica a qual se relaciona a
habilidade (1° nimero) e a sua numeracgdo no conjunto de habilidades relativas a
cada competéncia (dois Ultimos nimeros). (COSTA, 2021, p. 30)

No Ensino Fundamental, € possivel destacar trés habilidades que estdo diretamente
ligadas ao estudo de Contagem, Principio Aditivo e Principio Multiplicativo e, para o Ensino
Médio, sdo apresentadas apenas duas habilidades que estdo relacionadas a Contagem e Analise
Combinatoéria. De acordo com (BRASIL, 2018), essas habilidades séo:

(EFO4MAO08) Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipulavel,
problemas simples de contagem, como a determinacdo do nimero de agrupamentos
possiveis ao se combinar cada elemento de uma colecdo com todos os elementos de
outra, utilizando estratégias e formas de registro pessoais.

(EFO5MA09) Resolver e elaborar problemas simples de contagem envolvendo o
principio multiplicativo, como a determinagdo do nimero de agrupamentos possiveis
ao se combinar cada elemento de uma cole¢do com todos os elementos de outra
cole¢do, por meio de diagramas de arvore ou por tabelas.

(EFO8BMAO03) Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolucéo envolva a
aplicacéo do principio multiplicativo.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo
agrupamentos ordenaveis ou ndo de elementos, por meio dos principios multiplicativo
e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.
(EM13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatdrios,
realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que
envolvem o célculo da probabilidade. (BRASIL, 2018)

As habilidades que abordam o contetildo de Analise Combinatoria estdo presentes desde
a criacdo do ENEM e adquiriram maior relevancia com a implementacdo da BNCC, tornando-
se temas de grande importancia na Educacéo Basica, bem como na prova de selecdo para cursos

superiores.

2.4. Questdes de Analise Combinatoria no ENEM

O INEP, orgéo responsavel pela elaboracao e aplicagdo do ENEM, disponibiliza, em

sua pagina na internet®, um banco de provas e gabaritos com todas as edicdes realizadas desde

® Disponivel em: https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem/provas-
e-gabaritos.


https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem/provas-e-gabaritos
https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem/provas-e-gabaritos
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a sua criagdo em 1998 até 2022. Esta andlise considerou as questdes presentes nos cadernos de
cor amarela de Matematica e suas Tecnologias, conforme indicado em (BRASIL, 2009). O
levantamento realizado apresenta a incidéncia de questdes sobre Analise Combinatoria
presentes no exame a partir de 1998.

Apos analise do banco de provas do ENEM, entre os anos de 1998 e 2009, foi constatado
um total de 18 questdes que abordam o conteudo de Anélise Combinatéria e Probabilidade.
Dessas, 5 questdes poderiam ser respondidas com o conhecimento de Analise Combinatoria e

13 questdes relacionadas ao contetdo de Probabilidade. Costa (2021) afirma que

[...] da incidéncia das questdes cujo contedo é Analise Combinatéria nas provas
posteriores a 2009, quando o exame foi reformulado pela Matriz Curricular, [...].
Observamos que esse contelido tem razoavel incidéncia no quantitativo geral e, por
vezes, é utilizado como suporte para resolver as questdes de Probabilidade. (COSTA,
2021, p. 68)

E apresentado na Tabela 1 o nimero das questdes por contetido de Anélise Combinatoria

e Probabilidade e o ano de aplicacdo de cada questdo.

Tabela 1: Questdes de Analise Combinatoéria por ano ENEM (1998 a 2009)

Ano de ENEM ltem das questdes Total de questdes
presentes em cada provas

1998 0 0
1999 2 1
2000 0 0
2001 0 0
2002 27 1
2003 14 1
2004 13 1
2005 0 0
2006 0 0
2007 0 0
2008 11 1

Total de Questbes 5

Transcricdo do autor a partir de dados retirados do INEP (2022). Fonte: <https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-
atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem/provas-e-gabaritos>. Acesso em: 04 dez. 2022.

A andlise das questdes de Matematica e suas Tecnologias aplicadas nas provas do
ENEM, entre os anos de 2009 e 2022, relacionadas aos conteudos de Analise Combinatoria
revela que 4,45% exigem o dominio sobre o conhecimento de Anéalise Combinatoria.

O conteudo de Andlise Combinatdria é bastante presente nas provas do ENEM,

aparecendo pelo menos uma questdo do assunto em todas as edi¢cdes desde 2009, conforme
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mostra a Figura 3. As questdes que envolvem Analise Combinatoria geralmente requerem
conhecimento do Principio Fundamental da Contagem (PFC), Permutacdo, Combinagdo e
Arranjo. E comum que essas questdes sejam contextualizadas, o que exige boa interpretacéo de
texto por parte do candidato, sendo que a resolu¢do depende mais da compreensédo do problema
do que do calculo de quantidades de agrupamentos. E importante que o candidato domine
conceitos basicos de matematica, visto que precisa aplica-los em situacGes-problema bem
elaboradas.

E apresentada na Figura 3 a quantidade de questdes que estdo presentes em cada ano do

ENEM sobre o contetido de Analise Combinatoria.

Figura 3: Questdes de Andalise Combinatdria por ano ENEM (2009 a 2022)
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Transcri¢do do autor a partir de dados retirados do INEP (2022). Fonte: <https://www.gov.br/inep/pt-br/areas-de-
atuacao/avaliacao-e-exames-educacionais/enem/provas-e-gabaritos>. Acesso em: 03 dez. 2022.

2.5. A Contextualizacdo e Interdisciplinaridade nas Provas de Matematica do ENEM

A contextualizacdo da matematica permite que alunos compartilhem suas percepcoes
em sala de aula, o0 que ajuda na interagdo da turma e aprimora a interpretacdo de situagdes-
problema presentes no cotidiano.

D’Ambrosio (2007) enfatiza a importancia de se considerar as distintas maneiras de
problematizar o “saber/fazer matematico”, oportunizando ao estudante “maneiras de lidar com

0 ambiente”, pois:

O cotidiano esta impregnado dos saberes e fazeres proprios da cultura. A todo instante,
os individuos estdo comparando, classificando, quantificando, medindo, explicando,
generalizando, inferindo e, de algum modo, avaliando, usando os instrumentos
materiais e intelectuais que séo préprios a sua cultura. (D’AMBROSIO, 2007, p. 22)
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Assim sendo, compreendemos que os conteddos de Matematica podem parecer
descontextualizados e distantes da realidade dos alunos. Desse modo, é necessario que 0S
professores adotem uma abordagem mais aplicada e pratica na sala de aula, envolvendo
situacOes-problema e exemplos que estejam relacionados com o cotidiano dos estudantes,
tornando a Matemaética mais significativa e relevante para eles.

Além disso, é importante que os professores sejam capazes de apresentar 0s conceitos
matematicos de maneira clara e compreensivel, utilizando uma linguagem acessivel e exemplos
concretos. 1sso ajudara a reduzir a ansiedade e o0 medo que muitos alunos sentem em relacédo a
Matemaética, permitindo que eles se sintam mais confiantes e engajados na aprendizagem.

Os professores podem utilizar exemplos do cotidiano dos alunos, tais como questdes
financeiras, problemas de geometria espacial, graficos estatisticos, entre outros. Dessa forma,
os alunos séo capazes de relacionar os conceitos matematicos aprendidos em sala de aula com
situacBes praticas do seu dia a dia.

Segundo Rodrigues (2013), os professores de Matematica do Ensino Médio devem

considerar a contextualizacdo como um processo de ensino, pois

A contextualizacdo € um eixo que devemos considerar no processo de ensino e
aprendizagem da matemaética, principalmente no Ensino Médio, pois entendemos ser
muito importante que os alunos possam reconhecer as possibilidades de associar os
conteudos estudados com o contexto em que estdo inseridos. (RODRIGUES, 2023, p.
8)

Em relacdo a interdisciplinaridade, consta na Matriz de Referéncia do Novo ENEM, que
a interdisciplinaridade € um dos eixos tedricos que estruturam e caracterizam as questfes do
referido exame. Isso significa que as questdes do exame ndo se limitam a apenas uma disciplina,
mas buscam relacionar conceitos de diferentes areas do conhecimento para resolver problemas

complexos. Rodrigues (2013) afirma que

Uma vez identificadas questdes interdisciplinares, buscamos justificar a importancia
da interdisciplinaridade no aprendizado do aluno, ndo s6 no espaco escolar como
também na vida social, pois a Matemética é uma ferramenta importantissima para
auxiliar o aluno para compreensdo do mundo, do qual ele faz parte. (RODRIGUES,
2023, p. 10)

O ensino de matematica de maneira interdisciplinar € uma abordagem pedagdgica que
busca estabelecer conexdes entre conteddos matematicos e outros campos do conhecimento,

bem como a vida do aluno. Dessa forma, o objetivo é ndo apenas ensinar matematica de maneira
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isolada, mas mostrar como 0s conceitos e técnicas matematicas podem ser aplicados em
diferentes contextos e resolver problemas préticos.

Essa abordagem busca integrar diferentes disciplinas e areas de conhecimentos,
permitindo que os alunos possam entender a matematica de uma maneira mais ampla e
significativa, aplicando-a em situacdes reais. Por exemplo, em vez de ensinar apenas geometria,
o0 ensino interdisciplinar pode conectar esses conceitos com a fisica, mostrando como a
geometria pode ser usada para entender o movimento dos objetos ou a dindmica dos fluidos.

O ensino de matematica interdisciplinar também pode ser combinado com outras
disciplinas, como historia, geografia, biologia e outras ciéncias. Podemos explorar o ensino de
matematica usando os conhecimentos dos antigos egipcios para medir terras, ou como 0s
modelos matematicos sdo usados para entender a dindmica populacional em biologia.

De acordo com o levantamento realizado nas provas do ENEM no periodo de 2009 a

2012 por Rodrigues (2013), foi observado que

[...] de maneira timida, por meio dessa analise, identificamos que 0 Novo ENEM tem
procurado vincular a forma estrutural das questdes com diversos conteidos das outras
areas do conhecimento, como € o caso da Geografia, Artes, Sociologia e Musica. No
entanto, as disciplinas da area das Ciéncias Exatas (Biologia, Fisica e Quimica) ainda
sdo as mais enfatizadas no formato das questdes interdisciplinares. (RODRIGUES,
2023, p. 11)

Ao adotar uma abordagem interdisciplinar, o ensino de matematica torna-se mais
dindmico e desafiador, permitindo que os alunos desenvolvam habilidades e competéncias em
diferentes areas, enquanto aprendem a aplicar a matematica de maneira significativa. Além
disso, essa abordagem pode ajudar a superar a visdo limitada da mateméatica como uma
disciplina isolada e abstrata, mostrando sua importancia para a compreensdo do mundo e para
a resolucéo de problemas reais.

Portanto, ap6s a conclusdo do levantamento, serdo apresentados, no capitulo seguinte,

alguns resultados que sdo pré-requisitos necessarios para o estudo de Analise Combinatdria.
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3. ANALISE COMBINATORIA

Este capitulo apresenta fatos histéricos relacionados ao ramo da Analise Combinatdria
presentes no Ensino Médio, que ajudardo a compreender um pouco mais da evolucdo de tais
estudos. Serdo apresentados 0s conceitos bésicos, tais como o Principio Fundamental da
Contagem, Permutagdes Simples, Combinagdes Simples, Permutacbes com Elementos
Repetidos. Além disso, comentaremos as questdes dos ENEM que estdo relacionadas aos
contetdos de Anélise Combinatoria.

O texto a seguir € baseado em Lima et al (2016), Hazzan (2013), Morgado et al. (2016),
Morgado e Carvalho (2015) e Costa (2021).

3.1. Aspectos Historicos Sobre Anélise Combinatoria

Durante muito tempo, o estudo de Analise Combinatoria foi desligado do célculo
aritmeético. Segundo Costa (2021, p.16), “o estudo da Analise Combinatoria ndo se trata da
teoria formulada tal qual conhecemos hoje, mas ja demonstra a habilidade de organizar e
enumerar quantidades”. Ao se fazer uma pesquisa sobre a origem da Andlise Combinatdria,
observa-se que ela esta ligada a um motivo tdo inusitado quanto ao jogo de azar. A necessidade
de calcular o nimero de possibilidades existentes gerou o estudo dos métodos de contagem.

Segundo Eves (2011), a matematica mais antiga € aquela resultante dos primeiros
esforcos do homem no sentido de formalizar os conceitos de grandeza e nimero, focando no
homem primitivo conceitos de nimero e do processo de contar. Os métodos de contagem

surgiram bem antes da escrita ou mesmo da prépria civilizagdo, em que

O conceito de numero e 0 processo de contar desenvolveram-se tdo antes dos
primeiros registros histéricos (hé evidéncias arqueoldgicas de que o homem, ja ha uns
50 000 anos, era capaz de contar) que a maneira como ocorreram € largamente
conjectural. N&o é dificil, porém, imaginar como isso provavelmente se deu. E
razoavel admitir que a espécie humana, mesmo nas épocas mais primitivas, tinha
algum senso numérico, pelo menos ao ponto de reconhecer mais e menos quando se
acrescentavam ou retiravam alguns objetos de uma colegdo pequena, pois ha estudos
gue mostram que alguns animais sdo dotados desse senso. Com a evolucéo gradual da
sociedade, tornaram-se inevitaveis contagens simples. Uma tribo tinha que saber
quantos eram seus membros e quantos eram seus inimigos e tornava-se necessario a
um homem saber se seu rebanho de carneiros estava diminuindo. (EVES, 2011, p. 25-
26)

Desde a Antiguidade, grandes matematicos como o italiano Niccollo Fontana (1499-
1559), conhecido como Tartaglia, e os franceses Pierre de Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal
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(1623-1662), vinham buscando uma maior compreenséo sobre o assunto. Segundo Morgado et
al. (2016), Jaime Bernoulli (1654-1705) em seu livro Ars Conjectandi, de 1713, j& usa a
interpretacdo de Pascal e a segunda parte desse mesmo livro é dedicada a teoria das
combinacges e permutacdes.

Euclides traz em um de seus livros, Os Elementos’, o desenvolvimento do bindmio
(14 x)™ Esse problema estd entre um dos primeiros a compor o estudo de Anélise
Combinatoria. O caso n = 2, j& era observado nos Elementos de Euclides, isto €, em torno de
300 a.C. O matematico hindu Bhaskara (1114-1185) ja sabia calcular o nimero de permutacdes,
de combinac0es e de arranjos de n objetos, de acordo com Morgado et al., (2016). O triangulo
de Pascal ja era conhecido na China por Chu Shih-Chieh, ver Figura 4, em que, naquela época,

levava o0 nome de Triangulo Aritmético (em torno de 1300) e antes disso pelos hindus e arabes.

Figura 4: Triangulo Aritmético de Chu Shih-Chieh

Fonte: <https://matematics.wordpress.com/2018/03/26/chu-shih-chieh/>. Acesso em: 12 dez. 2022.

Em Vazquez (2011), o autor destaca:

[...], outras referéncias sobre o tridngulo em textos arabes, escritos em maioria por al-
Kashi, por volta de 1427, onde os nimeros do tridngulo eram usados para encontrar
raizes de uma expansdo binomial. Posteriormente, o Tridngulo Aritmético é
encontrado em trabalhos europeus como no tratado de Apianus (1495-1552) em 1527,
na Arithmetica integral, de Stifel (1486-1567) em 1544 e no Curso Matematico, de
Herigonus (1580-1643) em 1634. (VAZQUEZ, 2011, p. 34)

" Elementos de Euclides: A obra de Euclides, escrita em torno de 300 a. C é composta de 13 livros ou capitulos e
reine os conhecimentos de geometria, algebra e aritmética.



35

Outra contribuigdo no estudo de Anéalise Combinatoria deixado pela civilizagéo chinesa
é um fato demonstrado nos Quadrados Maégicos, contido na obra I-King ou Livros das

permutacdes, que é considerado um classico da matematica chinesa, segundo Eves (2011).

[...] Trata-se do exemplo conhecido mais antigo de quadrado méagico; conta uma lenda
que o primeiro a vé-lo foi o imperador Yu, por volta de 2200 a.C., decorando a
carapaca de uma tartaruga divina que Ihe apareceu as margens do rio Amarelo. [...] é
um arranjo quadrado de numerais expressos por noés em cordas; nds pretos para
nGmeros pares e brancos para nimeros impares. (EVES, 2011, p. 268)

Um quadrado magico (de ordem n) é formado por uma figura de n linhas e n colunas,
ou seja, um arranjo de nimeros 1, 2, 3, ..., n%, no qual existem n x n espagos em um quadrado,
de modo que cada linha, coluna e diagonal obtenha a mesma soma. Como podemos observar

na representacdo da Figura 5.

Figura 5: Quadrado Mégico de Lo Shu

<> Ve 4 9 2
I o_% = | 3 | 5 | 7

GF e e

Transcricdo do autor a partir de dados retirados da imagem. Fonte:
<https://pt.frwiki.wiki/wiki/Carr%eC3%A9_de_Luo_Shu >. Acesso em: 13 dez. 2022.

A civilizacdo egipcia também teve contribuigdes fundamentais para a Anélise
Combinatoria. Uma dessas contribuicfes é observada no Papiro de Rhind, que recebeu esse
nome devido ter sido descoberto pelo escocés Alexander Henry Rhind (1833-1863). Segundo
Boyer e Merzbach (2012, p.30), o Papiro de Rhind (ou Ahmes) foi copiado por volta de 1650
a.C. O manuscrito foi comprado por Rhind na cidade de Luxor em uma de suas viagens ao
Egito em 1858. O papiro é considerado um dos mais antigos manuscritos matematicos e contém
85 problemas escritos em hieratica pelo escriba Ahmes.

Eves (2011) afirma que

O papiro foi adquirido no Egito pelo egiptélogo escocés A. Henry Rhind, sendo mais
tarde comprado pelo Museu Britanico. Esse papiro e 0 papiro Moscou sdo nossas
principais fontes de informacGes referentes a matematica egipcia antiga. O papiro



36

Rhind foi publicado em 1927. Tem cerca de 18 pés de comprimento por cerca de 13
polegadas de altura. (EVES, 2011, p. 69-70)

Segundo Eves (2011), o papiro chegou ao Museu Britanico, situado em Londres, em
1864. Ao adquirir o manuscrito, foi observado que ele era menor, formado por duas partes,
faltando-lhe a parte central. O egiptélogo americano Edwin Smith, em uma de suas viagens ao
Egito, cerca de quatro anos ap0s a aquisicdo de Rhind, comprou um pedaco de papiro, 0 que
pensava ser um manuscrito médico, mas na verdade era a parte central que faltava do papiro de
Rhind. O papiro foi doado por Edwin a Sociedade Histérica de Nova York em 1932 e,
posteriormente, a Sociedade doou essa parte ao Museu Britanico, completando, assim, todo o
trabalho de Ahmes. Atualmente, o papiro de Ahmes Figura 6 pode ser visualizado publicamente

no site do Museu Britanico.

Figura 6: Parte do Papiro de Rhind (ou Ahmes)
g

s

e et

Fonte: Museu Britanico Online. Disponivel em:
<https://www.britishmuseum.org/collection/object/Y EA10058>. Acesso em: 04 de fev. 2023.

Ap0s a traducdo do papiro de Rhind, foi observado que as regras basicas de contar tém
evidéncias enfatizadas desde as antigas civilizacbes. Um exemplo disso é observado no
Problema 79, presente no papiro de Rhind, que se relaciona a contagem.

[...] o Problema 79 cita apenas “sete casas, 49 gatos, 343 ratos, 2.401 espigas de trigo,
16.807 hécates”. E presumivel que o escriba estava tratando de um problema, talvez
bem conhecido, em que em cada uma das sete casas havia sete gatos, cada um deles
come sete ratos, cada um dos quais havia comido sete espigas, cada uma delas teria
produzido sete medidas de grdo. O problema evidentemente ndo pedia uma resposta
pratica, que seria 0 nimero de medidas de grdo poupadas, mas a ndo pratica soma dos
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nameros de casas, gatos, ratos, espigas e medidas de grdo. (BOYER; MERZBACH,

2012, p. 33)

De acordo com Eves (2011), em 1907, o historiador Moritz Cantor apresentou a
interpretacdo mais interessante e a provavel compreensdo do problema. Cantor observou uma
relacdo entre esse problema e um problema da Idade Média, presente no livro Liber abaci
(1202) de Leonardo Fibonacci (1170-1250). Dentre todos os problemas presentes nesta obra,

um se destaca como sendo:

“H4 sete senhoras idosas na estrada de Roma. Cada senhora tem sete mulos; cada
mulo transporta sete sacos; cada saco contém sete péaes; com cada pao ha sete facas;
para cada faca ha sete bainhas. Entre mulheres, mulos, sacos, pées, facas e bainhas,

quantos estdo na estrada de Roma?” (EVES, 2011, p. 76)

O Problema 79, presente no papiro de Rhind, assim como o problema relacionado por

Leonardo Fibonacci, apresenta um mesmo raciocinio, que envolve o uso de operagdes de
multiplicacdo repetidas vezes e, posteriormente, a operacdo de adicdo. Em outras palavras, 0s

dois problemas tém relacdo com o Principio Fundamental da Contagem.
O Stomachion é um “quebra-cabeca” formado por 14 formas geométricas, compostas,

na maioria de suas pecas, por triangulos. Quando todas as pecas sdo unidas, formam um
quadrado. Essa estrutura foi atribuida a Arquimedes (287 a.C —212 a.C), 0 que remonta o estudo
da Anéalise Combinatoria a antiga civilizacdo grega. O Stomachion Figura 7 € um jogo que se

assemelha ao nosso famoso Tangram.

Figura 7: O Quebra-Cabeca de Stomachion

.A'.

|7
/ i F
L

Fonte: Wikipédia. Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Stomachion>. Acesso em; 04 de fev. 2023.
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Segundo Santos (2013), o historiador da Matematica Reviel Netz publicou um artigo
em dezembro de 2013, no jornal americano The New York Times, intitulado de In Archimedes
Puzzle da Universidade de Stanford, Califérnia. Nertz conclui que Arquimedes buscava

determinar a quantidade de formas de encaixar as 14 pecas para formar o quadrado.

A resposta recentemente provada dessa questdo pode ser 17.152 ou, desprezando-se
as solugdes simétricas, 268, 0 que nos parece ser razoavel, e ndo se sabe ao certo se 0
préprio Arquimedes obteve essa resposta. De qualquer forma, o fato fundamental é
que a origem da Analise Combinatéria ndo se encontra no estudo do bindbmio de
Newton, como se acreditava, mas mais uma vez remota a genialidade de um homem
que sempre esteve a frente de seu tempo, Arquimedes. (SANTQS, 2013, p. 6-7)

O jogo de Stomachion néo deve ser observado apenas como um passatempo em que as
pessoas devem organizar as 14 pecas para formar um quadrado ou outras figuras. E notério que
os gregos foram uma civilizacdo fundamental na evolucdo do estudo da matemaética, tendo
grande destaque os estudos de Arquimedes em técnicas de contagem, sendo ele um precursor

dos estudos de Analise Combinatéria.

3.2. Defini¢des de Analise Combinatoria

A Anélise Combinatdria é a ciéncia responsavel pelo estudo das combinacdes, arranjos,
permutacdes e de outras técnicas mais poderosas. O Principio da Inclusdo-Exclusdo e o
principio das gavetas ou Dirichlet sdo exemplos de aplicagdo da Anélise Combinatoria. Na
maioria das vezes, os problemas de combinatdria exigem do estudante uma engenhosidade e
uma maior compreensdo do problema. Esse € um dos encantos no estudo dessa parte da
matematica, em que problemas de natureza facil requerem, majoritariamente, solugdes de alto

nivel de criatividade. Morgado et al. (2016) relata

Por que privilegiar o estudo das combinacdes, arranjos e permutacées em um primeiro
curso de Andlise Combinatoria? Em primeiro lugar, entre os varios tipos de “nimeros
para contagem” da Analise Combinatéria eles sdo certamente os mais simples e de
uso mais amplo. Além disso, eles permitem resolver uma grande quantidade de
problemas de Analise Combinatéria. Outra razdo para seu estudo é a aplicabilidade
destes nimeros a problemas de probabilidade finita, um campo de aplicacdo
importante da Analise Combinatéria. (MORGADO et al., 2016, p. 2)

A ideia basica para resolver problemas de Analise Combinatoria esta relacionada a
reducdo de problemas pelo método da divisao e conquista, que sdo mais faceis de analisar. A
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Anélise Combinatdria pode ser definida como uma técnica utilizada para quantificar objetos de
um conjunto sem a necessidade de listar todos esses objetos.

Segundo Lima et al. (2016), para a resolucao de um problema de Anélise Combinatoria,
€ necessario o aluno ter alguma estratégia, sendo essa dividida em trés pontos:

l. Postura. “Devemos sempre nos colocar no papel da pessoa que deve fazer a agdo
solicitada pelo problema e ver que decisdes devem ser tomadas.”

Il. Divisdo. “Devemos, sempre que possivel, dividir as decisdes a serem tomadas em
decisbes mais simples.”

M. Né&o adiar dificuldades. “Pequenas dificuldades adiadas costumam se transformar
em imensas dificuldades. Se uma das decisGes a serem tomadas for mais restrita que
as demais, essa é a decisdo que deve ser tomada em primeiro lugar.”

A partir do momento em que os estudantes conseguem aplicar essas trés estratégias,
eles deixam de ver a Analise Combinatoria como um processo mecanico ou sO aplicacdo de
férmulas, passando o aluno a fazer uma analise cuidadosa do problema. Existem dois principios
que sdo fundamentais no estudo de Analise Combinatdria, sendo estes o principio aditivo e 0
principio multiplicativo, em que os mesmos sdo aplicaveis em grandes variedades de problemas
de Anélise Combinatdria.

Definicao 1.1. (Principio Aditivo) Se um objeto A pode ser escolhido de x maneiras, e um outro
objeto B pode ser realizado de y maneiras e se as escolhas ndo puderem ser feitas a0 mesmo
tempo, entdo o numero de maneiras de escolher A ou B € x + y maneiras.

Definicdo 1.2. (Principio Multiplicativo) Se uma decisdo A pode ser tomada de x maneiras, e
uma decisdo B pode ser tomada de y maneiras, entdo o nimero de maneiras de se tomar as

decisbes A e B é x - y maneiras.

3.3. Principio Fundamental da Contagem

A procura por técnicas de contagem estd diretamente vinculada a historia da
Matematica e a forma pela qual as pessoas tém seu primeiro contato com esta
disciplina. A primeira técnica matematica aprendida por uma crianga é contar, ou seja,
enumerar os elementos de um conjunto de forma a determinar quantos sdo 0s seus
elementos. (MORGADO et al., 2016, p. 15)

O Principio Fundamental da Contagem (PFC), também conhecido como Principio
Multiplicativo, € considerado um dos métodos mais eficientes de resolugdo de problemas

envolvendo Analise Combinatdria. Segundo Morgado et al. (2016), “se uma decisdo d, pode
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ser tomada de x maneiras e se, uma vez tomada a deciséo d;, a deciséo d, puder ser tomada de
y maneiras, entdo o numero de maneiras de se tomarem as decisbes d, e d, é x - y”.

O autor refor¢a ainda que “pequenas dificuldades adiadas costumam transformar-se em
grandes dificuldades. Se alguma decisdo é mais complicada que as demais, ela deve ser tomada

em primeiro lugar.” Vamos entender melhor com o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1. Com 4 homens e 3 mulheres, de quantos modos pode-se formar um casal?
Solucéo. Considere os homens de h4, h,, hs, h, e as mulheres de m,, m,, m3 podemos notar
que para formar um casal € equivalente a tomar as decisdes:
d,: Escolher um homem (hy, hy, hs, hy).
d,: Escolher uma mulher (m,, m,, ms).
Observe que d; pode ser escolhido de 4 maneiras e, depois disso, d, pode ser escolhido de 3
maneiras, entdo o nimero de maneiras de se formar um casal € 3-4 =12, ]
Um outro método para resolver o Exemplo 1 é o diagrama da arvore, em que nele
podemos visualizar todas as possiveis sequéncias de escolhas, ver Figura 8. O losango preto
representa o nivel zero, também conhecido como a raiz da arvore, neste nivel ndo foi tomada
qualquer decisdo; no primeiro nivel é indicado as possiveis escolhas para as mulheres e, no
segundo nivel, sdo indicadas as possiveis escolhas para os homens. O nimero total de casais
possiveis esta indicado no ultimo nivel. Além disso, cada caminho percorrido pela raiz da arvore
representa a formacdo de um casal que pode ser executado. Neste exemplo, € possivel observar

que, no altimo nivel, temos 12 elementos, o que coincide com a resposta do Exemplo 1.

Figura 8: Diagrama da Arvore
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.
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3.4. Permutacdo Simples

Definicdo 1.3. Seja X um conjunto com n elementos distintos, define-se como Permutacéo
Simples cada uma das sequéncias ordenadas, formada pelos n elementos de X. O nimero de

permutacdes simples de n  objetos € denotado por:

P(n) =n! (3.2)

Pelo Principio Multiplicativo, temos n modos de escolher o objeto que ocupard o
primeiro lugar, n — 1 modos de escolher o que ocupara o segundo, n — 2 modos para se
escolher o terceiro lugar, e assim por diante, até 1 modo de escolher o objeto que ocupara o
ultimo lugar. Lembramos por definicdo que 0! = 1 e 1! = 1, portanto define-se P, = 1. Logo,

0 numero de modos de ordenar n objetos distintos é

Pn)=n-n-1)n—-2)..-3:-2-1=n! (3.2)

Cada ordem que se da aos objetos é chamada de uma Permutacdo Simples dos objetos.
Assim, por exemplo, as permutac6es simples das letras a, b e ¢ sdo (abc), (ach), (bac), (bca),
(cab) e (cha).

3.5. Arranjo Simples

Definigéo 1.4. Seja X um conjunto com n elementos distintos, define-se como Arranjo Simples
dos n elementos, tomados p a p, com p menor do que ou igual a n, cada um dos agrupamentos
formados por p elementos distintos entre si pela ordem ou pela espécie, do conjunto X.

Para essa demonstracdo, utilizaremos o Principio Multiplicativo, uma vez que, para
formar um agrupamento ordenado de p elementos, o primeiro lugar pode ser preenchido de n
maneiras diferentes, o segundo lugar pode ser preenchido de (n — 1) maneiras, e assim
sucessivamente, até se ter (n — p + 1) maneiras de se escolher o p-ésimo elemento.

Denotando Arranjo Simples de n de p a p por A, teremos:

App = n-(n—l)-(n—Z)-(n—3)-...-(n—(p+1)). (3.3)
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Multiplicando e dividindo o segundo termo da Equacéo 3.3 por (n — p)!, teremos

[n-(n—l)-(n—Z)-(n—S)-...-(n—p+1)]-(n—p)!.

Anp = (n—p)!

Ou seja, calculamos arranjos simples como segue,

n!

e = Gy o9

emquen€N;peNen=p.
Esta Gltima igualdade é usualmente apresentada em livros didaticos do Ensino Médio.
Lima et al. (2016), reforca que o uso constante de foérmulas na resolugdo de célculo

combinatdria, obscurece as ideias gerais e torna as coisas mais complicadas.
3.6. Combinacéo Simples

Definicédo 1.5. Seja X um conjunto com n elementos distintos, define-se como combinagdes
simples dos n elementos, tomados p a p, com p menor do que ou igual a n, cada um dos
agrupamentos formados por p elementos, distintos entre si, do conjunto X, ou como o nimero
de subconjuntos com p elementos de um conjunto com n elementos.

Por outro lado, é possivel determinar o nimero de combinages Cy, ,,, a partir da diviséo

de um Arranjo Simples (3.4) pela Permutacéo (3.1):

n!
c A _(-p!__n 1 __ n (3.5)
p! p! (n—p)! p! pl(n—p)’

n,p

Ainda podemos representar as Combinagdes Simples de classe p com n elementos, por

C

np OU (Z) De (3.5), tem-se a seguinte propriedade, conhecida como igualdade das

Combinagdes: C,, = Cpp—p.

Podemos verificar essa igualdade da seguinte forma,

n! n! n!
pl(n—p)! (m-p)lp! m-p)(n—(m-p)

Cop = Con—p - (3.6)
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Cada selecdo de p objetos € chamada de uma combinacgdo simples de classe p dos n
objetos. Assim, por exemplo, as Combinagdes Simples de classe 3 dos objetos a, b, c, d, e s&o
{a, b, c}, {a, b,d}, {a, b, e}, {a,c,d}, {a, c e}, {a, d, e}, {b,c,d}, {b,c,e}, {b,d, e} e

. 5! 5!
{C, d, e}. Assim, C5’3 = m =37 = 10.

Aqui, vale ressaltar a diferenca entre Arranjo Simples, Permutacao e Combinacéo, tendo
em vista que: o arranjo é uma sequéncia ordenada de elementos; a permutacdo também é uma
sequéncia, mas com a particularidade de incluir todas as possiveis disposi¢des dos elementos
do conjunto; a combinacdo, por sua vez, € um conjunto ndo ordenado de elementos

selecionados, sem considerar a sequéncia em que eles aparecem.
3.7. Permutagdo com Elementos Repetidos

Permutacdo com Elementos Repetidos € uma varia¢do da Permutacdo Simples e ocorre
quando, dentre o total de elementos do conjunto, existe algum ou alguns deles que se repetem.
Nesse caso, esses elementos repetidos ou iguais ndo permutam entre si.

Definicédo 1.6. Uma permutacdo com repeticdo de n objetos, com n, deles iguais a a,, n, deles
iguais a a,, ..., ny deles iguais a a;, de modo que, n; + n, + ... + n;, = n.
O nGmero de modos de escolher os lugares onde serdo colocados os a, € C, ,,. Depois

de colocar os objetos a,, temos C,,_,, », Modos de escolher os lugares para colocar os objetos

a, e assim sucessivamente, obtendo, dessa forma:

nqi,ny,.. Nk

Pn =Chny " Cangny ™ " Ciongng—omnp_ymge =
n! (n —ny)! n—n;, —n, — - —ny_q)!
- ny! (n—ny)! . ny!(n—n; —ny)! - "'-nk! (n—n; —ny, — - —ng_q —ny)! -
n!
T gl . ng!- 0!

Comon; + n, + ... + n, = ne0!l =1, segue que,

n!
nq,ny,...,n
p, TR = : (3.7)
ny!onyle LLnyl!
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4. SEQUENCIAS DIDATICAS

Neste capitulo, serdo abordados o0s conceitos e caracteristicas de sequéncia didatica nas
concepcdes de Zabala (1998) e Oliveira (2013), bem como o modelo adotado para o estudo de
Anélise Combinatdria. Em seguida, serdo apresentadas trés sequéncias didaticas para trabalhar
0s seguintes contetdos, Principio Fundamental da Contagem (PFC), Permutacdo e Arranjo
Simples, Permutacdo com Elementos Repetidos e Combinacdo Simples. Serdo descritas
também as etapas do processo que serdo aplicadas durante o desenvolvimento de cada

sequéncia.

4.1. Principios Basicos

A sequéncia didatica é uma estratégia utilizada pelo professor para organizar as
atividades de ensino de forma intuitiva e estruturada em torno de temas e procedimentos
especificos. Ela visa a construcdo gradual do conhecimento pelos alunos, permitindo que eles
desenvolvam habilidades e competéncias ao longo do processo.

Zabala (1998, p.18) define uma sequéncia didatica como sendo “um conjunto de
atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos objetivos
educacionais, que tém um principio e fim conhecidos tanto pelos professores como pelos
alunos”. Ou seja, uma sequéncia didatica consiste em um conjunto de atividades intuitivas e
programadas de forma sequencial sobre um determinado conteldo. Essas atividades sdo
organizadas de maneiras a aprofundar o tema de estudo, permitindo o uso de estratégias
diversas, como leituras, debates, experimentos, jogos, contextualizagao, interdisciplinaridade,
entre outras. Dessa forma, o conteldo é estudado de forma progressiva, durante um conjunto
de aulas, proporcionando ao aluno a oportunidade de apropriar-se do tema estudado. A
sequéncia didatica deve ser elaborada levando em consideracdo as necessidades e
caracteristicas dos alunos, suas habilidades e conhecimentos prévios, para que possa ser
adequada e efetiva.

Segundo Oliveira (2013, p.39), sequéncia didatica € um mecanismo simples que
“compreende um conjunto de atividades conectadas entre si, € prescinde de um planejamento
para delimitacdo de cada etapa e/ou atividade para trabalhar os conteudos disciplinares de forma

integrada para uma melhor dindmica no processo ensino-aprendizagem”.
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Para que a prética de ensino seja bem-sucedida, independentemente da visdo pedagogica
adotada, é fundamental realizar um planejamento cuidadoso e organizado. Esse planejamento
envolve definir os objetivos que se deseja alcancar, estabelecer estratégias e metodologias que
serdo utilizadas para atingir esses objetivos e escolher as ferramentas de avaliacdo que
permitirdo verificar o progresso dos alunos. A sequéncia didatica é uma préatica de ensino que
exige um planejamento detalhado e eficiente que oriente as acdes do professor em direcdo aos
resultados esperados.

Dolz e Schneuwly (2004) defendem que sequéncias didaticas sdo recursos uteis para
orientar os professores na conducgédo das aulas e no planejamento das intervencdes educativas.
A sequéncia de atividades pode ser projetada com base no conhecimento prévio dos alunos. Em
cada etapa, busca-se aumentar o grau de complexidade, expandindo, assim, seus conhecimentos
existentes. Dessa forma, a atividade deve permitir uma transicdo gradual do conhecimento dos
alunos.

As Tecnologias Digitais de Informacdo e Comunicagéo (TDIC) vém ganhando cada vez
mais forca no cenario das pesquisas educacionais, sendo consideradas ferramentas atrativas e
significativas para a melhoria do processo de ensino-aprendizagem dos estudantes. O aumento
na busca por essas tecnologias foi especialmente observado durante o periodo da COVID-19,
quando se procurava por novas ferramentas para aprimorar as aulas remotas.

Soares et al. (2015) afirmam que o uso das TDIC na educacgdo amplia consideravelmente

as possibilidades de desenvolvimento das habilidades dos estudantes.

Para que as TDIC sejam importantes meio de fomento no desenvolvimento das
habilidades do estudante, as praticas e recursos do processo educacional precisam ser
reestruturados, acompanhando o avango das tecnologias e o desenvolvimento das
habilidades para seu uso. (SOARES et al., 2015, p. 1)

A BNCC, em sua implementacéo, ja contempla competéncias e habilidades relacionadas
ao uso critico e responsavel das TDIC em todas as areas de ensino. Reforca-se, ainda, que as
tecnologias devem estar presentes no cotidiano da escola, atuando como suporte para
proporcionar uma aprendizagem mais significativa e atraente aos estudantes. As TDIC s&o
abordadas em diversas areas do conhecimento, mas seu uso se destaca especialmente nas

abordagens de praticas sociais, conforme ressaltado pela competéncia geral 5.

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e comunicacdo de
forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo as
escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacgdes, produzir
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conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal
e coletiva. (BNCC, 2018, p. 9)

Neste sentido, o uso de tecnologia na educacdo ndo substitui a presenca do professor,
mas funciona como uma ferramenta de suporte para promover o fortalecimento da
aprendizagem e despertar o interesse dos estudantes sobre o contetdo abordado. Ela permite o
contato direto com situacfes-problema e possibilita uma abordagem mais interativa e dinamica
do ensino, contribuindo para tornar o processo de aprendizagem mais significativo.

Sabe-se que a utilizacdo de recursos didaticos variados é uma abordagem eficaz para
atender as necessidades de muitos alunos em sala de aula, uma vez que permite que eles tenham
contato com diferentes formas de aprendizado. Nesse sentido, é fundamental que os professores
busquem integrar uma variedade de recursos metodoldgicos ao desenvolver sequéncias
didaticas, incluindo software, materiais de escrita, calculadoras, objetos concretos,
acompanhamentos, entre outros, a fim de promover uma compreensdo mais abrangente dos
contetdos ensinados.

Criado em 2001, pelo austriaco Markus Hohenwarter na University of Salzburg e
continuando seu desenvolvimento na Florida Atlantic University, o software GeoGebra
apresenta inimeras vantagens para o ensino de Matematica. Com sua funcionalidade gratuita e
ampla aplicabilidade em diferentes etapas da formacéo escolar, o software possibilita uma
transformacdo na pratica pedagdgica do professor. Isso proporciona uma abordagem mais
dindmica e interativa, envolvendo o estudante de forma mais participativa no processo de
aprendizagem. Wolff e Silva (2013) defende que a utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas
“podem contribuir com situagdes de aprendizagem, em que sejam utilizados como recurso
facilitador e ndo somente como substituto de outras técnicas como o quadro e o pincel”.

Por ser um software livre e ter seus codigos abertos, permitindo que seus usuarios
possam criar possibilidades para programar suas atividades pedagogicas, o referido trabalho
apresenta uma das funcionalidades desse software, que € a utilizacdo de valores booleanos na
programacéo das atividades de fixacdo dessas sequéncias didaticas.

Para que uma sequéncia didatica seja eficiente, é fundamental que ela possua objetivos
claros, publico-alvo, objetos dos conhecimentos que serdo abordados, atividades que serdo
aplicadas e, por fim, as expectativas de aprendizagem para os alunos. Diante disso, as se¢des
seguintes apresentam trés sugestdes de sequéncias didaticas para trabalhar os contetudos de
Anélise Combinatdria com foco na preparacdo para 0 ENEM.
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4.2. Primeira Sequéncia Didatica: Principio Fundamental da Contagem

A sequéncia didatica proposta nesta secdo destina-se ao professor de Matematica que
atua na preparacdo dos alunos para 0 ENEM sobre o assunto de Analise Combinatoria. O
objetivo principal dessa sequéncia € auxiliar os professores a diversificarem suas aulas,
apresentando atividades dindmicas com o auxilio do software GeoGebra e a aplicagdo de
exercicios, focados no PFC.

As atividades descritas a seguir envolvem o uso do software GeoGebra em um ambiente
de laboratério de informatica ou sala de aula com acesso a internet. E importante enfatizar que,
no inicio de cada aula, o professor deve apresentar aos alunos os conceitos, configuragdes e
exemplos dos contetdos especificos que serdo experimentados, antes de aplica-los no
GeoGebra.

A seguir, serdo vistos detalhes sobre como a sequéncia didatica serd desenvolvida em
cada encontro, bem como orientacdes aos professores sobre como aplicar ou adaptar essa

sequéncia didatica as suas turmas.

Materiais utilizados: Quadro branco, apagador para quadro branco, pincel, internet,
(computadores, smartphones ou tablets) e o software GeoGebra.

Duracao: Este plano de aula foi elaborado para durar 3 horas/aulas (150 minutos).
Publico-alvo: Alunos que tiveram pouco ou nenhum contato com o conteudo do Principio

Fundamental da Contagem.

Objetivos da sequéncia didatica:
e Construir os conceitos do Principio Fundamental da Contagem;
e Utilizar o software GeoGebra para determinar o numero de resultados possiveis;

e Realizar o célculo do Principio Fundamental da Contagem em situag¢des problemas.

Procedimentos metodologicos:
Primeira etapa

Nesta primeira etapa, o professor dard inicio & aula com a apresentacdo da sequéncia
didatica aos estudantes, definindo os objetivos que serdo contemplados, o assunto que sera

abordado e o processo a ser realizado em cada tempo de duracao.
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Ap0s essa explanacao o professor deve fazer alguns questionamentos aos alunos sobre
0 contetdo a ser abordado em sala de aula, com as seguintes indagacdes: O que vocé
compreende pela palavra contagem? Em quais situacdes do cotidiano a contagem esta presente?
Como a contagem contribuiu para a evolucdo da humanidade? Dessa forma, objetiva-se que 0s
alunos tenham um papel de protagonista no processo de aprendizagem. O professor pode
realizar um diagnostico da turma, analisando os conhecimentos prévios dos alunos sobre o
assunto. Essa analise é importante para que o professor possa fazer as modificacbes no
planejamento se achar necessario, elevar ou diminuir o nivel das atividades, a fim de adaptar a

melhor sequéncia para a turma.

Segunda etapa

Neste momento, o professor devera levar a turma ao laboratorio de informatica ou usar
0s smartphones dos estudantes com acesso a internet para realizar a atividade de fixacao, que
estard disponivel através do link: https://www.geogebra.org/m/mafktbev. Logo apoés, €

apresentado um problema aos estudantes, envolvendo o principio multiplicativo, ver Figura 9.

Figura 9: Interface inicial da atividade do PFC

Em uma festa, todos os convidados se cumprimentam com um  yma forma de encontrar o niimero de apertos de méos, ¢ localizando

aperto de maos. Se houver 10 pessoas presentes na festa, o numero de segmentos distintos do poligono abaixo.
quantos apertos de maos sao possiveis?
RESPOSTA o o
® °
L ] [ ]
° ®
® °

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

A interface do GeoGebra é dividida em duas partes: na primeira, o aluno registra a sua
resposta no “campo de entrada” e clica em “VERIFICAR”. Se a resposta do aluno estiver
correta, a palavra “CERTO” e a Figura 10 aparecerd na tela. J& na segunda parte, serd
apresentada uma forma de resolver o mesmo problema: os vertices do poligono representam a
quantidade de pessoas e 0 nimero de segmentos diferentes representa a resposta do problema.
Esta segunda forma explora um pouco da visdo geométrica da situacdo, de forma a deixar a

atividade mais concreta para o aluno.


https://www.geogebra.org/m/mqfktbev
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Figura 10: Interface da atividade certa do PFC

wsrosr 8

VERIFICAR

REINICIAR

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Caso a resposta registrada no “campo de entrada” esteja errada, a interface mostrara a
mensagem “TENTE NOVAMENTE”. Errando pela segunda vez, ¢ apresentada ao aluno a
“Dica 17, ver Figura 11.

Figura 11: Dica 1 da atividade do PFC

I«

TENTE NOVAMENIE

-
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Persistindo o erro, a interface mostrara a “Dica 2”, ver Figura 12. Apds essas duas dicas,

se 0 aluno néo acertar a questdo, o sistema mostra a resposta correta, como visto na Figura 10.
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Figura 12: Dica 2 da atividade do PFC
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Ap6s o aluno acertar a resposta ou errar quatro vezes, a interface exibira a palavra
“REINICIAR”, permitindo que uma nova questao seja apresentada ao aluno. O sistema é capaz
de gerar varias questfes diferentes para cada aluno, o que torna a atividade mais dindmica e
cooperativa. Além disso, como a atividade € on-line e acessivel por meio de um link na internet,
os alunos podem acessa-la em qualquer lugar e a qualquer momento, facilitando o processo de
aprendizagem e oferecendo maior flexibilidade para o estudo.

Apos a interacdo dos alunos com a atividade do PFC, sera apresentada uma nova

atividade que pode ser acessada através do link: https://www.geogebra.org/m/cdbwjfwg. Nesta

atividade, serdo abordados os conceitos de Diagrama de Arvore, que é um assunto de suma
importancia para a fixagéo dos conceitos do PFC. Apos o aluno acessar o link, a interface do
GeoGbra apresentard a questdo sugerida e o “campo de entrada”, em que sera registrada a

resposta da atividade, ver Figura 13.

Figura 13: Interface inicial da atividade do Diagrama de Arvore

RESPOST -

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).


https://www.geogebra.org/m/cdbwjfwg
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Apds o aluno registrar sua resposta no “campo de entrada” e clicar no botdo
“VERIFICAR?”, caso sua resposta esteja correta, o sistema mostrara a palavra “CERTO”, como
apresentado na Figura 14. No outro lado da interface, serd apresentada a mesma resposta
processada através do método do Diagrama de Arvore, concomitante ao célculo

correspondente.

Figura 14: Interface da atividade certa do Diagrama de Arvore

wisrosti [0
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VERIFICAR REINICIAR

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Caso a resposta registrada no “campo de entrada” pelo aluno esteja incorreta, a interface
mostrara a palavra “TENTE NOVAMENTE”. Persistindo o erro, o sistema fornecera uma dica

ao aluno, como observado na Figura 15.

Figura 15: Dica da atividade de Diagrama de Arvore

RESPOSTA -
TENTE NOVAMENTE

VERIFICAR

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Ap0s o aluno ter acertado a questdo ou errado pela quarta vez, a interface mostrara o
botdo “REINICIAR”. Ao clicar no botdo, o aluno seré direcionado a um novo problema, podera

reiniciar a atividade quantas vezes achar necessario.

Terceira etapa

Ap0s a explicacdo do conteudo, o professor ird guiar os alunos no processo de fixacao
do assunto através da aplicacdo de uma atividade apresentada no Apéndice A, contendo
questdes elaboradas pelo autor sobre PFC. O objetivo é fomentar a discussao e aumentar a
compreensdo do tema. As questdes propostas abordam situages-problema, contextualizacéo e
interdisciplinaridade, considerado os trés pontos chave para o desenvolvimento das habilidades
necessarias a resolucéo das questdes do ENEM.

E importante destacar que o foco sera no desenvolvimento das habilidades dos alunos
em relacdo ao tema, e ndo apenas ha memorizagdo de conceitos isolados. Através da discussdo
e andlise critica das questdes, os alunos serdo capazes de aprimorar suas habilidades de

resolucdo de problemas, além de adquirir uma versdo mais ampla e integrada do tema estudado.

Quarta etapa

Neste momento, o professor ird fazer a correcdo das questdes em sala de aula, também
pode ser uma oportunidade para esclarecer davidas, sanar possiveis erros, reforcar o contetdo
e ainda promover o debate entre os estudantes. Dessa forma, é importante que o professor
conduza a correcdo de maneira clara, objetiva e participativa, incentivando os alunos a

participarem e compartilharem suas ideias e solugdes.

Proposta de avalia¢édo da aprendizagem

O método avaliativo sugerido sera a participa¢do dos alunos durante a aula, tanto nas
respostas as perguntas quanto na oferta de opinides e dicas. O segundo momento avaliativo se
dara por meio da pratica de resolucdo das questdes propostas no Apéndice A, bem como na

interacdo com o software GeoGebra.

Exercicios propostos e resolvidos

Finalizado o momento de explicacdo, interagdo com o software GeoGebra e resolugédo
das questdes propostas no Apéndice A, o professor indicard os exercicios propostos no
Apéndice D. Nele estdo contidas as questdes que foram aplicadas no ENEM no periodo de 2009
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a 2022, junto as solucbes comentadas pelo autor. Essas questdes abordam o Principio
Fundamental da Contagem, e esse material serd utilizado para fortalecer a aprendizagem dos

alunos em relacéo a Analise Combinatoria para 0 ENEM.

4.3. Segunda Sequéncia Didéatica: Permutacéo e Arranjo Simples

Nesta secdo, serd apresentada uma segunda sugestdo de sequéncia didatica para
trabalhar os conceitos de Permutacdo e Arranjo Simples e, a seguir, serdo expostos os detalhes
da sequéncia proposta.

Materiais utilizados: Quadro branco, apagador para quadro branco, pincel, internet,

(computadores, smartphones ou tablets) e o software GeoGebra.
Duracao: Este plano de aula foi elaborado para durar 2 horas/aulas (100 minutos).
Publico-alvo: Alunos com que tiveram pouco ou nenhum contato com o conteudo de

Permutacao e Arranjo Simples.

Objetivos da sequéncia didatica:
e Identificar os conceitos de Permutacdo e Arranjo Simples;
o Utilizar o software GeoGebra para fortalecer o estudo de Permutagéo e Arranjo Simples;

e Compreender o calculo de Permutacdo e Arranjo Simples em situagdes-problema.

Procedimentos metodoldgicos:
Primeira etapa

Para iniciar a sequéncia didatica, o professor devera fazer uma revisdo do assunto
trabalhado na aula anterior. Em seguida, apresentara aos alunos os objetivos especificos da
atividade. Logo apds, o professor pode apresentar um breve relato histérico da evolugdo do
estudo das PermutacOes e Arranjos Simples, a fim de contextualizar o assunto e despertar o
interesse dos alunos. O professor questionara os alunos sobre como e onde se aplica o estudo
deste tema, para que os alunos possam compreender a sua importancia. Usando o quadro branco
e o0 pincel, serdo apresentados exemplos simples para demonstrar a utilizacdo desse conceito,

como o nimero de anagramas possiveis para uma palavra.

Segunda etapa
Nesta etapa, o professor direciona a turma ao laboratorio de informatica ou solicitara

aos alunos que acessem atividade de fixagdo por meio do link:
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https://www.geogebra.org/m/svux29dr em seus smartphones. Ao acessar a atividade, a

interface do GeoGebra mostrara a tela inicial da atividade, contendo a situagdo-problema e o

“campo de entrada” para registrar sua resposta, CoOmo segue.

Figura 16: Interface inicial da atividade de Permutacdo Simples

essrosu

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Ap0s o registro da resposta, a interface mostrara o botao “VERIFICAR”. Se a resposta
registrada estiver correta, a tela apresentara a palavra “CERTO”, ver Figura 17, além de mostrar
a formula que se refere a atividade e o botdo “REINICIAR”, que levara o aluno a uma nova

situacdo-problema.

Figura 17: Interface da atividade certa de Permutacdo Simples
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VERIFICAR REINICIAR

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).



https://www.geogebra.org/m/svux29dr
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Caso a resposta submetida ao “campo de entrada” esteja incorreta, a interface mostrara
a mensagem “TENTE NOVAMENTE”. Ap6s uma nova tentativa sem sucesso, o sistema

apresentara uma dica de ajuda ao aluno, como segue.

Figura 18: Dica da atividade de Permutacéo Simples
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Quando o aluno acerta a questdo ou erra a resposta pela quarta vez, a interface apresenta

0 botdo “REINICIAR”, levando o aluno a uma nova questao.

Terceira etapa

Apbs os alunos terem interagido com o software GeoGebra, o professor apresentara as
questdes de fixa¢do do contetido, conforme descrito no Apéndice B. O objetivo dessa etapa é
fornecer aos alunos modelos de questBes elaboradas pelo autor, semelhantes as que aparecem
na prova do ENEM, a fim de prepara-los para esse exame.

Quarta etapa

Nesta etapa da aula, € importante que o professor abra espaco para a correcao e discussao
das solucdes construidas pelos alunos, visando sanar quaisquer dificuldades que ainda possam
existir. Para alcancar esse objetivo, é fundamental que o professor incentive a participacdo de
todos os alunos, a fim de identificar se ainda ha alunos com dificuldade na compreensao do
contetdo apresentado. Dessa forma, o professor podera fornecer uma abordagem mais
personalizada, abordando as davidas e dificuldades especificas de cada aluno e fortalecendo

ainda mais os conceitos e defini¢cdes apresentadas na aula.
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Proposta de avaliacdo da aprendizagem
A proposta de avaliacdo para essa etapa consistird na participacdo ativa dos alunos
durante a resolucédo das questbes propostas no Apéndice B e na interacdo dos estudantes com o

software do GeoGebra.

Exercicios propostos e resolvidos

Ap0s a explanacdo do contetdo no quadro, a interagdo com o software GeoGebra e a
corre¢do da atividade de fixacdo proposta no Apéndice B, o professor direcionara os estudantes
para os exercicios propostos no Apéndice E. Neste apéndice, sdo apresentadas as questdes que
foram aplicadas no ENEM entre 2009 a 2022 e solugbes comentadas pelo autor,

respectivamente, abordando o assunto de Permutacdo e Arranjo Simples.

4.4. Terceira Sequéncia Didatica: Permutacdo com Elementos Repetidos e Combinacéo

Simples

Esta Gltima proposta de sequéncia didatica ird abordar uma aplicacdo do software
GeoGebra para 0 ensino de Permutacdo com Elementos Repetidos e Combinacdo Simples.
Além disso, serdo apresentados os objetivos especificos desta aula, que incluem a resolucéo de
questBes que se assemelham as que contemplam a prova do ENEM.

Materiais utilizados: Quadro branco, apagador para quadro branco, pincel, internet,
(computadores, smartphones ou tablets) e o software GeoGebra.

Duracao: Este plano de aula foi elaborado para durar 3 horas/aulas (150 minutos).
Publico-alvo: Alunos que tiveram contato com os contetdos do Principio Fundamental da

Contagem, Permutacéo e Arranjo Simples.

Objetivos da sequéncia didatica:
e Construir os conceitos de Permutagdo com Elementos Repetidos e Combinacdo
Simples;
e Utilizar o software GeoGebra para fortalecer o estudo de Permutacdo com Elementos
Repetidos e Combinagédo Simples;
e Compreender o calculo de Permutagdo com Elementos Repetidos e Combinagao

Simples em situagdes-problema.
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Procedimentos metodoldgicos:

Primeira etapa
Para o inicio desta etapa, € necessario fazer revisdo dos contetidos apresentados nas duas

sequéncias didaticas propostas nas SecOes 4.2 e 4.3. Apds essa revisdo, o professor apresentara
a turma os objetivos especificos dessa aula, bem como os conceitos historicos que apoiaram o
desenvolvimento do estudo de Permutagdes com Elementos Repetidos e Combinagédo Simples.
Essa contextualizacdo historica é de suma importancia para despertar o interesse dos alunos em
relacdo ao contetido. E importante que, nesse momento, o professor estimule a participacdo da
turma para ter uma avaliacao diagndstica dos conhecimentos prévios dos alunos, bem como dos

conteldos ja trabalhados nas sequéncias didaticas anteriores.

Segunda etapa
Para esse momento, é necessario que os alunos sejam direcionados ao laboratorio de
informatica ou que tenham acesso aos seus smartphones para realizar a atividade através do

link: https://www.geogebra.org/m/ubngdb4j. Ao acessar o link, os alunos serdo direcionados

para a interface do GeoGebra, na qual estardo presentes a tela inicial da Figura 19, bem como
o “campo de entrada”, local onde a resposta do aluno sera registrada e na outra parte da interface

estdo os pontos que liga A até B.

Figura 19: Interface inicial da atividade de Permutacdo com Elementos Repetidos
A figura ao lado representa o mapa de uma cidade, na qual hd 9
avenidas na diregfio norte-sul ¢ 3 avenidas na diregio leste-oeste,

Quantos caminhos sem repetigoes sao possiveis, partindo do ponto
A até o ponto B? ¢

RESPOSTA B e

@ ¢+ &
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

A segunda parte da interface apresenta a quantidade de pontos que ligam A até B. Apés
o0 aluno registrar sua resposta no “campo de entrada”, se a resposta estiver correta, o sistema
mostrard a mensagem “CERTO” e exibird a formula de solugdo do problema juntamente com

o calculo correto, como segue.


https://www.geogebra.org/m/ubnqdb4j
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Figura 20: Interface da atividade certa de Permutacdo com Elementos Repetidos
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Caso a resposta registrada no “campo de entrada” esteja incorreta, aparecerd uma

mensagem solicitando que o aluno “TENTE NOVAMENTE”, como segue.

Figura 21: Dica 1 da atividade da Permutacdo com Elementos Repetidos

2

TENTE NOVAMENTE
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Se 0 erro persistir, a segunda parte da interface mostrara a “Dica 1”. Mesmo apos a dica
ser fornecida, se a resposta registrada estiver errada, ver Figura 22, o sistema fornecera mais

duas dicas para as etapas seguintes, como segue.
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Figura 22: Dicas 2 e 3 da atividade da Permutacdo com Elementos Repetidos
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Caso a resposta registrada no “campo de entrada” esteja correta, ver Figura 20, ou se 0
aluno ndo conseguir acertar a questao ap0s quatro tentativas, o sistema apresentara a solucéo e
o botao “REINICIAR”, permitindo que o aluno passe para uma nova questdo. Esse
procedimento pode ser repetido quantas vezes o aluno desejar.

Neste momento, sera apresentada a atividade que envolve o estudo das Combinages

Simples por meio do link: https://www.geogebra.org/m/a2bgppd8. Apds o acesso ao link, o

aluno seré direcionado para a interface inicial do problema no GeoGebra, conforme a Figura
23, contendo o enunciado do problema e o “‘campo de entrada”, no qual 0 aluno devera submeter

a sua resposta.

Figura 23: Interface inicial da atividade de Combinacdo Simples

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).


https://www.geogebra.org/m/a2bgppd8
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Ap0s o registro da resposta do aluno no “campo de entrada”, o sistema ird habilitar o
botdo “VERIFICAR”. Se a resposta estiver correta, a interface do GeoGebra exibira a palavra
“CERTO”, juntamente com férmula para o calculo de Combinacdo Simples e a resposta correta,
ver Figura 24.

Figura 24: Interface da atividade certa sobre Combinagdo Simples
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Caso o aluno nio acerte a resposta submetida no “campo de entrada”, o sistema exibira
a mensagem “TENTE NOVAMENTE”. Se, na segunda tentativa, o aluno ainda ndo acertar a
questdo, o sistema mostrara a “Dica 17, conforme a Figura 25. Persistente o erro na terceira

tentativa, sera apresentada a “Dica 2”.

Figura 25: Dica da atividade de Combinagdo Simples
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Fonte: Elaborado pelo autor (2023).
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Se a resposta registrada no “campo de entrada” estiver correta ou apds quatro tentativas
sem acertar a resposta, 0 sistema mostrard a resposta correta ¢ a mensagem “REINICIAR”,

permitindo que o estudante reinicie o problema gquantas vezes achar necessario.

Terceira etapa

Neste momento, o professor apresentara as questdes que compdem o exercicio de
fixacdo, questbes apresentadas no Apéndice C. Estes exercicios estimulam os alunos a terem
contato com questdes elaboradas pelo autor que abordam a contextualizacdo e a

interdisciplinaridade, em um formato semelhante as questdes apresentadas na prova do ENEM.

Quarta etapa

Finalizado o momento de discussdo das questbes com os alunos, o professor deve
proceder a0 momento de corre¢do. Esse € um momento de suma importancia para a turma, pois
€ uma oportunidade para o professor promover uma discussdo entre os alunos que possa

aprimorar a compreenséao do contetdo.

Proposta de avaliacdo da aprendizagem
Sugere-se como método avaliativo a participacdo dos alunos durante a aula, tanto nas
respostas as perguntas quanto na oferta de opinides e dicas, bem como na utilizacdo do software

GeoGebra e na resolucédo das questdes propostas no Apéndice C.

Exercicios propostos e resolvidos

Apos conclusdo dos processos de explanacdo do conteddo, interacdo do software
GeoGebra, aplicagdo das questdes propostas no Apéndice C e correcdo dessas questdes, 0
professor apresentara aos alunos as questfes comentadas pelo autor no Apéndice F. Essas
questdes foram aplicadas no ENEM no periodo de 2009 a 2010 e abordam o assunto de
Permutacdo com Elementos Repetidos e Combinacdo Simples. A partir disso, oferecer aos

alunos mais uma oportunidade de aprimorar sua preparagdo para o exame.



62

5. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como proposito a elaboracdo de um material sobre o contetdo de
Analise Combinatdria para alunos que buscam uma preparacao para a prova do ENEM, visando
contribuir com estudantes e professores nesse processo preparatorio. E fundamental que os
professores busquem constantemente novas formas de transmitir conhecimento de maneira
eficaz, atendendo as necessidades de todos os alunos. Desse modo, a utilizacdo do software
GeoGebra como uma das estratégias para abordar o contetdo de Analise Combinatdria revela-
se uma opc¢do promissora. Além disso, a elaboracdo de questdes feitas pelo autor, que se
assemelhem as aplicadas no ENEM sobre esse assunto oferece aos alunos uma oportunidade
adicional de se familiarizarem com o tipo de questdes que enfrentardo na prova.

No desenvolvimento dessa pesquisa, foi possivel compreender um pouco mais da
evolucdo do ENEM e dos programas que levam os jovens do pais a universidade. Dessa forma,
ter uma boa preparagdo para essa prova aumenta significativamente as chances de os alunos
ingressarem no ensino superior. Ao longo do texto, foram apresentadas as vantagens de ser
oportunizado aos estudantes o contato com questdes que abordam as situacGes-problema,
contextualizacdo e a interdisciplinaridade, que sdo os trés pilares das questdes da area de
Matematica no ENEM.

Ademais, 0 uso da tecnologia na apresentacdo do contetudo de Analise Combinatdria
traz aos alunos uma maior seguranca na realizacdo dessa prova. Diante dessa abordagem,
conclui-se que o software GeoGebra é uma ferramenta valiosa na constru¢do do conhecimento,
devendo ser utilizado como apoio a pratica pedagogica do professor.

Nesse sentido, esse trabalho apresentou trés sequéncias didaticas para contribuir com o
estudo de Andlise Combinatoria na preparacdo desse conteudo para o ENEM, em que a
utilizacdo de valores booleanos no software GeoGebra desempenha um papel fundamental na
elaboracdo dessas sequéncias. O material oferece uma programacao com diversos exercicios,
permitindo que os alunos pratiquem o conteddo por meio de computadores, tablets ou
smartphones, promovendo uma maior interacdo dos alunos no decorrer das aulas.

A utilizacdo do software GeoGebra, apenas, ndo possui a habilidade de transmitir o
conhecimento necessario para garantir a entrada dos estudantes no ensino superior. Ele precisa
da figura do professor para que essa ferramenta seja aproveitada ao maximo na construgédo do
conhecimento. Diante do exposto, espera-se que 0s professores possam refletir sobre a

importancia de trabalhar alguma ferramenta tecnoldgica em suas aulas, aléem de apresentar aos
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estudantes questdes que fazem parte do seu cotidiano e estejam ligadas a matriz de referéncia
do ENEM.

Por fim, espera-se que esta pesquisa possa auxiliar os professores e alunos em uma
melhor preparacdo do conteldo de Analise Combinatdria para a prova do ENEM e colaborar
com o desenvolvimento de outras pesquisas sobre a utilizacdo de valores booleanos no software
GeoGebra, além da abordagem de questBes que envolvam situagdes-problema,

contextualizacdo e interdisciplinaridade.
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APENDICE A — Questdes elaboradas sobre o Principio Fundamental da Contagem

QUESTAO 01:

O professor Luis Ricardo comprou um Samsung Galaxy Watch 4 na promocéo por R$
1000,00 e dividiu esse valor em 24 vezes no cartdo. Sua compra gerou um cashback de 10%
referente ao valor do produto. Com esse retorno, Ricardo adquiriu 7 pulseiras de cores distintas,

conforme € descrito na imagem abaixo:

lilés, azul, vinho, preto, amarelo, vermelho, rosa.

Disponivel em: https://www.joom.com/pt-br/products/613aff457f0c4701a1996b35.
Acesso em: 01 de abr. 2023 (adaptado).

Luis deseja usar uma pulseira por dia, sendo que ao final de 7 dias (1 semana) ele deve
ter usado todas as 7 pulseiras. Considere a semana iniciando no Domingo e que néo seja possivel
repetir a mesma sequéncia em semanas distintas.

Veja dois exemplos de sequéncias possiveis.

Lilas, azul, vinho, preto, amarelo, vermelho, rosa.
Rosa, azul, vinho, preto, amarelo, vermelho, lilas.
Admitindo que Luis usou a primeira pulseira no Domingo. Qual a quantidade maxima
de semanas que Ricardo pode utilizar essas pulseiras, obedecendo as condi¢cdes acima?
(A) 5040.
(B) 720.
(C) 49.
(D) 18.
(E) 16.

Solugdo: Supondo que estejamos no Domingo, neste dia da semana, existem 7 opcdes de
escolha de cores. Ja segunda-feira, 0 nimero de opg¢des diminui para 6, pois ndo é possivel
escolher a cor que foi utilizada no dia anterior. Na terca-feira, restam somente 5 opcdes, ja que
duas cores foram utilizadas nos dias anteriores. Assim, na quarta-feira, 0 nimero de opgdes cai
para 4, na quinta-feira para 3, na sexta-feira para 2 e no sabado, resta apenas 1 opcao. Pelo PFC,

temos:


https://www.joom.com/pt-br/products/613aff457f0c4701a1996b35
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7:6-5-4-3:2-1=5040
Portanto, a quantidade maxima de semana que Ricardo pode utilizar essas pulseiras é 5040.
Resposta correta: Letra (A).

QUESTAO 02:
A bandeira da Alemanha é um dos simbolos nacionais do pais. Ela é composta por trés
faixas horizontais nas cores preta, vermelha e dourada, como mostra a figura abaixo, e

representa a democracia, a unido e a liberdade da Alemanha.

A inspiracdo para as cores da bandeira tricolor alem& foi o uniforme dos soldados
voluntarios que lutaram na Guerra da Prussia contra a Franca em 1813. Ela foi apresentada pela
primeira vez em 1832 e passou por algumas modificacfes ao longo da historia do pais. Foi

oficializada novamente em 1990, apo6s a reunificacdo da Alemanha.

Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/geografia/bandeira-da-alemanha.htm.
Acesso em: 01 de abr. 2023 (adaptada).

Supondo que a bandeira da Alemanha va passar por uma nova mudanca, em que sera
acrescentada mais uma faixa, que deve ser colorida usando as mesmas trés cores da bandeira
original e sequindo a regra de que listras adjacentes ndo podem ter a mesma cor. A figura abaixo

representa um modo possivel de efetuar esse processo.

De quantos modos pode ser colorida a nova bandeira da Alemanha?
(A) 12.
(B) 16.
(C) 24.
(D) 54.
(E) 81.


https://brasilescola.uol.com.br/geografia/bandeira-da-alemanha.htm
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Solucdo: A primeira faixa pode ser colorida de 3 maneiras diferentes, ja que é possivel escolher
qualquer uma das trés cores. A segunda faixa pode ser colorida de 2 maneiras diferentes, pois
ndo pode ter a mesma cor da primeira faixa. A terceira faixa pode ser colorida de 2 maneiras
diferentes, ja que ndo pode ter a mesma cor da segunda faixa. Finalmente, a quarta faixa pode
ser colorida de 2 maneiras diferentes, seguindo a mesma regra.

Portanto, pelo PFC o nimero total de maneiras diferentes de colorir a nova bandeira da
Alemanhaé3:-2-2-2=24. u

Resposta correta: Letra (C).

QUESTAO 03:

A abertura do portdo da casa de um amigo depende de dois cadeados. Para abrir o
primeiro cadeado, é preciso digitar sua senha, que consiste hum numero de trés algarismos
distintos escolhidos de 1 a 9. Aberto o primeiro cadeado, € necessario abrir o segundo, cuja
senha obedece as mesmas condicdes do primeiro.

Nessas condigdes, determine o nimero méximo de tentativas necessarias para abrir o
portéo.

(A) 504.
(B) 728.
(C) 680.
(D) 1008.
(E) 540.

Solucdo: Para abrir o primeiro cadeado, temos 9 opcdes para escolher o primeiro digito, pois
ele pode ser escolhido entre os 9 algarismos diferentes de 1 a 9. Para o segundo digito temos 8
opcoes disponiveis, pois ndo podemaos repetir o algarismo escolhido no primeiro digito. Ja para
o terceiro digito, temos apenas 7 op¢Oes disponiveis, ja que foram utilizados dois dos nove
algarismos possiveis.

Portanto, pelo PFC o numero total de possibilidades de senhas para o primeiro cadeado é
9-8-7=504.

Analogamente, como as condicGes para o segundo cadeado sdo as mesmas do primeiro, temos
504 possibilidades para abrir o segundo cadeado.

Logo, o nimero maximo de tentativas é 504 + 504 = 1008.

|
Resposta correta: Letra (D).
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QUESTAO 04:
Projeto Professor Diretor de Turma — PPDT

Vigente desde 2008, o projeto propde que o professor, independentemente de sua area
de conhecimento, responsabilize-se por uma determinada turma, cabendo-lhe conhecer os
estudantes individualmente, para atendé-los em suas necessidades. Além disso, sdo atribuicdes
do professor diretor de turma (PDT) a mediacdo das relagdes entre a sua turma e os demais
segmentos da comunidade escolar, bem como o trabalho de formacao cidada e desenvolvimento
de competéncias socioemocionais, junto aos seus estudantes.

No ano de 2018, todos os Professores Diretores de Turma estdo participando de um
programa de formacdo continuada intitulado Dialogos Socioemocionais, que tem por objetivo
o0 desenvolvimento de competéncias socioemocionais de forma intencional, com vistas a uma

formacéo integral do educando.

Disponivel em: https://www.seduc.ce.gov.br/projeto-professor-diretor-de-turma-ppdt/.
Acesso em: 01 de abr. 2023 (adaptada)

Na escola EEMT]I Capelédo Frei Orlando, localizada na cidade Canindé-CE, cada turma
tem que ter um lider, um vice-lider e um secretério. A professora diretora de turma, Michele
Barros, pretende escolher trés alunos em sua turma para exercer essas fungdes.

De quantas maneiras diferentes ela pode fazer essa escolha, sendo que a turma tem 43
alunos, todos querem concorrer a essas vagas € que um aluno so pode exercer, N0 maximo, um
cargo:

(A) 1520
(B) 1560
(C) 68921
(D) 74046
(E) 79507

Solucéo: Para a escolha do lider, a professora tem 43 opc6es. Apos escolher o lider, restam 42
alunos para a escolha do vice-lider e 41 alunos para a escolha do secretario. Portanto, 0 nimero
total de maneiras diferentes que ela pode fazer essa escolha é dado por:

43-42-41=74046 g
Logo, existem 74046 maneiras diferentes de escolher o lider, vice-lider e o secretario dentre os
43 alunos dessa turma.
Resposta correta: Letra (D).


https://www.seduc.ce.gov.br/projeto-professor-diretor-de-turma-ppdt/
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QUESTAO 05:
Um notebook estd a venda com diferentes op¢des para as seguintes caracteristicas: tipo

de processador, cor e capacidade de memoria. S&o elas:

e Tipo de processador: A, B, C ou D;

e Cor: preta, marrom, vermelha ou azul;

e Capacidade de memdria: 3 Gb ou 4 Gb.
Eduardo vai comprar um notebook, mas ndo quer que ele seja de cor marrom. O nimero de
possibilidades para Eduardo escolher o notebook ¢ um nimero natural. Podemos afirmar que
esse namero é:

(A) menor que 10.

(B) entre 10 e 20.

(C) entre 20 e 30.

(D) entre 30 e 40.

(E) maior que 40.

Solucdo: Para escolher um notebook, Eduardo pode selecionar 4 opgBes para o tipo de
processador (A, B, C ou D), 3 op¢bes para a cor (preta, vermelha e azul) e 2 opg¢des para a
capacidade de memdria (3 Gb ou 4 Gb). Portanto, 0 nimero de possibilidade para Eduardo
escolher o notebook é dado por:

4-3-2=24 g
Logo, Eduardo pode escolher seu notebook dentre as 24 possibilidades.

Resposta correta: Letra (C).
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APENDICE B — Questdes elaboradas sobre Permutacio e Arranjo Simples

QUESTAO 01:

O ENEM foi criado em 1998, com o objetivo de avaliar o desempenho dos estudantes
concluintes do ensino médio. A partir de 2004, a prova passou a ser utilizada como ferramenta
para ingresso em instituicdes do ensino superior e, em 2010, com sua inclusdo no Sistema de
Selecdo Unificada (SISU), foi reconhecido como o maior e mais completo exame educacional

do BRASIL.

Disponivel em: https://www.educamaisbrasil.com.br/programas-do-governo/enem/o-que-e.
Acesso em: 06 de abr. 2023 (adaptada)

Sé&o colocados todos os anagramas da palavra destacada em negrito em ordem alfabética,
0 anagrama BAILRS ocupard a:
(A) 1192 posicao.
(B) 1202 posicdo.
(C) 1212 posicdo.
(D) 2402 posicao.
(E) 2412 posicao.

Solucdo: Ao permutar as letras B, R, A, S, l e L, obtém-se P, = 6! =6-5-4-3-2-1 =720

anagramas distintos. Ao escrever esses anagramas em ordem alfabética, até a palavra BAILRS,

temos:
a) A
! Y ]
P; = 5! = 120 anagramas iniciando com a letra A
b) B | A | I L|R/|S

Assim, a posicdo da palavra BAILRS € 120 + 1 = 1218, g
Resposta correta: Letra (C).

QUESTAO 02:

Canindé no Ceara é uma excelente opcao para quem gosta de fazer turismo religioso e
tem uma das maiores romarias do Brasil, recebendo todos os anos milhares de pessoas, sendo
gue muitas delas se hospedam em hotéis. Um certo hotel da cidade sorteara aleatoriamente trés
hospedes e de brinde lhes dardo a oportunidade de visitar trés pontos turisticos distintos da


https://www.educamaisbrasil.com.br/enem
https://www.educamaisbrasil.com.br/sisu
https://www.educamaisbrasil.com.br/programas-do-governo/enem/o-que-e
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cidade, o primeiro hospede escolhido visitara a estatua de S&o Francisco, 0 segundo visitara a
Basilica de Séo Francisco e o terceiro, 0 Museu. Vale salientar que cada hospede escolhido s6
podera visitar um unico ponto turistico. Sabendo que no hotel ha 20 hospedes concorrendo a
essas trés visitas e que um hdspede s6 podera ser escolhido uma Unica vez, de quantas maneiras
distintas o hotel podera fazer essa escolha?

(A) 8000

(B) 6840

(C) 3040

(D) 380

(E) 56

Solucdo: Como cada hospede s6 pode ser escolhido uma Unica vez para visitar um ponto
turistico, temos um problema de Arranjo Simples. Portanto, a solucdo sera dada por A(20, 3),

que corresponde ao numero de modos distintos que o hotel podera escolher os trés hdspedes.

n!
"W —p)
A203:—20! =@=20-19-18=6840.
2T (0-3) 17!

Logo, o hotel tem 6 840 maneiras de escolher os trés hospedes.

A

Resposta correta: Letra (B).

QUESTAO 03:

Duas vans acessiveis chegaram a Santos na tarde desta quinta-feira (01/12/2022) para
auxiliar no transporte de pessoas com deficiéncia fisica ou mobilidade reduzida até os servicos
municipais. Os veiculos sdo parte das entregas que o Municipio recebera até o final do ano, por
meio do Programa Cidade Acessivel da Secretaria de Estado dos Direitos da Pessoa com
Deficiéncia, do Governo Estadual.

As vans facilitardo o deslocamento de PCDs que moram em locais de dificil acesso ou
que ndo tenham condic¢des de utilizar o transporte pablico, até os servigos municipais pelos
quais precisem passar. Cada van conta com quatro poltronas para acompanhantes e trés lugares

para cadeirantes, além de plataforma elevatoria.

Disponivel em: https://www.santos.sp.gov.br/?g=noticia/santos-recebe-duas-vans-acessiveis-para-transporte-de-
pessoas-com-deficiencia. Acesso em: 07 de abr. 2023 (adaptada)


https://www.santos.sp.gov.br/?q=noticia/santos-recebe-duas-vans-acessiveis-para-transporte-de-pessoas-com-deficiencia
https://www.santos.sp.gov.br/?q=noticia/santos-recebe-duas-vans-acessiveis-para-transporte-de-pessoas-com-deficiencia
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Ao chegar em certo local para buscar um grupo de pessoas, 0 motorista de uma dessas

vans verificou que se encontrava no local 4 pessoas que faziam o acompanhamento de 3
cadeirantes. De quantas maneiras diferente ele pode acomodar essas 7 pessoas de acordo com
as especificacdes da van?

(A) 35.

(B) 72.

(C) 144.

(D) 1225.

(E) 5040.

Solucédo: O nimero total de maneiras diferentes de acomodar as 7 pessoas, sendo 3 cadeirantes
e 4 acompanhantes é dado por: 3! para a escolha dos 3 cadeirantes e 4! para a escolha dos 4
acompanhantes. Logo, o total de maneiras é dado por 3! -4!=6-24=144. m

Resposta correta: Letra (C).

QUESTAO 04:

Uma das diretrizes do projeto Professor Diretor de Turma - PDT, implementada nas
escolas publicas de ensino médio do Ceara, consiste na elaboracdo do mapeamento da turma.
O mapeamento de sala, de acordo com o projeto, visa auxiliar os alunos a sairem dos grupos
habituais e estabelecer um disciplinamento, uma vez que, com essa ferramenta, cada um tem
um lugar especifico dentro da sala.

A professor Marcia € diretora de turma em uma escola no estado do Cearéa e, ao perceber
que a turma necessitava de um novo mapeamento, decidiu modificar o mapeamento da primeira
fila da turma. A imagem abaixo ilustra como esta atualmente a disposicdo dos alunos na

primeira fila do mapeamento da sala.

JUSLSLSU LI B E

J0 Ru JOSE SAMUEL MARINHO KEYVILA FERREIRA DE LEV KNA C H NTO DA LUCIELLY PEREIRA MARIA CLAUDENIA MARIA DANIELE
DA SILVA OLIVEIRA FERREIRA 5‘“ PEREIRA DA SILVA SAMPAIO BRAZ

—
~

e i

Quantas sdo as maneiras possiveis para a professor Marcia realizar a mudanca da
primeira fila da turma, de modo que a fila continue com os mesmos oito alunos e Jorge, José e

Keyvila figuem sempre em cadeiras consecutivas?
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(A) 8!
(B) 5040
(C) 4320
(D) 2160
(E) 720

Solucdo: Como Jorge, José e Keyvila devem ficar sempre em cadeiras consecutivas, podemos
considera-los como um Unico bloco, o que pode ser feito de 3! modos. Além disso, esse bloco
pode ser posicionado em qualquer um dos outros seis lugares disponiveis na fila, o que pode
ser feito de 6 maneiras. Por outro lado, os outros 5 alunos podem ser posicionados em 5!
maneiras, ja que ndo ha restri¢bes para a suas posi¢oes.

Portanto, 0 nimero de maneira possiveis para a professora reorganizar a fila, mantendo os
mesmos oitos alunos e garantindo que Jorge, José e Keyvila estejam sempre sentados em
cadeiras consecutivas é dado por:

31-6-51=6-6-120=4320. g
Resposta correta: Letra (C).

QUESTAO 05:

A origem do nome Pernambuco esteve sempre ligada ao tupi. A soma dos
termos parand e buka, que significaria “buraco no mar” ou “mar furado”, é a versao mais aceita
por pesquisadores, mas que agora passa a ser contestada na pesquisa do professor Jaques
Ribemboim, do Departamento Economia UFRPE. Em seu mais novo livro, “Pernambuco de
Ferndo"”, o pesquisador afirma que a etimologia da palavra Pernambuco estaria ligada ao
portugués, e ndo ao tupi.

Disponivel em: https://www.ufrpe.br/br/content/etimologia-de-pernambuco-teria-origem-no-portugu%C3%AAs-
e-n%C3%A30-no-tupi-diz-pesquisador-da-ufrpe-

em#:~:text=A%20soma%20dos%20termos%20paran%C3%A3,Ribemboim%2C%20d0%20Departamento%20E
conomia%20UFRPE. Acesso em: 07 de abr. 2023 (adaptada)

O ndmero de anagramas da palavra “Pernambuco” que comegam com consoante e
terminam com vogal é representado por:
(A) 24 - Pg
(B) Pg- P Py
(C) C& - Cé
(D) 6 - P,
(E) 4- P,


https://www.ufrpe.br/br/content/etimologia-de-pernambuco-teria-origem-no-portugu%C3%AAs-e-n%C3%A3o-no-tupi-diz-pesquisador-da-ufrpe-em#:~:text=A%20soma%20dos%20termos%20paran%C3%A3,Ribemboim%2C%20do%20Departamento%20Economia%20UFRPE
https://www.ufrpe.br/br/content/etimologia-de-pernambuco-teria-origem-no-portugu%C3%AAs-e-n%C3%A3o-no-tupi-diz-pesquisador-da-ufrpe-em#:~:text=A%20soma%20dos%20termos%20paran%C3%A3,Ribemboim%2C%20do%20Departamento%20Economia%20UFRPE
https://www.ufrpe.br/br/content/etimologia-de-pernambuco-teria-origem-no-portugu%C3%AAs-e-n%C3%A3o-no-tupi-diz-pesquisador-da-ufrpe-em#:~:text=A%20soma%20dos%20termos%20paran%C3%A3,Ribemboim%2C%20do%20Departamento%20Economia%20UFRPE
https://www.ufrpe.br/br/content/etimologia-de-pernambuco-teria-origem-no-portugu%C3%AAs-e-n%C3%A3o-no-tupi-diz-pesquisador-da-ufrpe-em#:~:text=A%20soma%20dos%20termos%20paran%C3%A3,Ribemboim%2C%20do%20Departamento%20Economia%20UFRPE

78

Solugdo: A palavra “Pernambuco” apresenta 6 consoantes e 4 vogais. Como a primeira letra
deve ser uma consoante, temos 6 opgdes (P, R, N, M, B ou C). J& para a Ultima letra, que deve
ser uma vogal, temos 4 opcdes de escolhas (E, A, U ou O). Para as oito casas restantes, temos
8! opcoes, ja que ndo pode repetir a primeira consoante ou a Ultima vogal.

Portanto, 0 numero de anagramas da palavra ‘“Pernambuco” que comega com consoante e
terminam comvogal €6-8!-4=24-81=24-P;. g

Resposta correta: Letra (A).
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APENDICE C — Questdes elaboradas sobre Permutacdo com Elementos Repetidos e
Combinacdo Simples

QUESTAO 01:

Vocé sabe 0 que € um nUmero capicua? Vocé, com certeza, ja cruzou com um desses
por ai. De origem catald, a palavra capicua significa “cabega e cauda” e se refere ao nimero
que permanece 0 mesmo ao ser lido na ordem direta ou inversa. Por exemplo: 88, 545, 8.448,
97.279.

Para encontrar um nimero capicua a partir de outro, € bem simples! Basta inverter a
sequéncia dos algarismos e somar com o0 nimero dado. Esse processo deve ser repetido até se
encontrar 0 numero capicua. Partindo do nimero 84: 84 + 48 = 132; 132 + 231 = 363, que é um

namero capicua.

97279
SHHS

Disponivel em: https://www.facebook.com/IMPABR/photos/a.518998071634136/791118707755403/?type=3.
Acesso em: 06 de abr. 2023 (adaptada)

Quantos séo os anagramas da palavra CAPICUA?
(A) 210.
(B) 2520.
(C) 720.
(D) 5040.
(E) 1260.

Solucéo: Observe que na palavra CAPICUA as letras C e A aparecem duas vezes, 0 que indica

que estamos diante de um problema de Permutacdo com Elementos Repetidos, cuja formula é:

a-By-..8 _ nl

b _oz!-/;!-y-...-&:>
p2i2l _ 71 _7-6-5-4-3-2-1_5040_1260
7 T 21 2-1-2-1 T4 "

Portanto, o nimero de anagramas da palavra CAPICUA ¢ 1260.

Resposta correta: Letra (E).


https://www.facebook.com/IMPABR/photos/a.518998071634136/791118707755403/?type=3
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QUESTAO 02:

A prova de Quimica do professor Laécio Gomes é composta de 10 questdes, sendo que
cada questdo tem 5 itens, onde apenas um deles é correto. Um aluno deseja responder 7 questdes
desta prova, de quantos modos ele pode fazer essa escolha?

(A) 71.
(B) 720.
(C) 120.
(D) 70.
(E) 252.

Solucdo: Observe que, para fazer a escolha das 7 questbes dentre as 10 disponiveis, e
considerando que a ordem das questfes escolhidas ndo importa, temos um problema que
envolve Combinagédo Simples. Logo, temos que:

n!
pi-pl
Cior = 10! :10!:10-9-8:720:120.
’ 7'(10-=7)! 713! 3-2-1 6

Resposta correta: Letra (C).

Cop =

QUESTAO 03:

A loteria mais famosa do pais é a Mega-Sena, que costuma pagar prémios superiores as
demais. No entanto, nesta semana os apostadores tém uma grande chance de embolsar uma
bolada estimada em R$ 180 milhdes no concurso 2.610 da Lotofécil da Independéncia,
comemorativa a semana do bicentenario da Independéncia do Brasil. Se for confirmado, este
sera 0 maior prémio da historia do concurso especial. O sorteio sera realizado pela Caixa
Econdmica Federal neste sabado (10), as 20h, com transmissdo ao vivo pela RedeTV! e pelo
canal da Caixa no Youtube. Os apostadores tém até as 18h do sabado para realizar suas apostas.
O apostador deve marcar entre 15 e 20 nimeros, dentre os 25 disponiveis no volante; ou deixar

0 sistema escolher os numeros por meio da Surpresinha no caixa das agéncias lotéricas.

Disponivel em: https://www1.folha.uol.com.br/cotidiano/2022/09/lotofacil-da-independencia-sorteia-r-180-
milhoes-sabado-10-saiba-como-jogar.shtml. Acesso em: 06 de abr. 2023 (adaptada)

Uma aposta simples é composta de 15 nameros, custa R$ 2,50. Sdo premiados 0s jogos

que acertarem 11, 12, 13, 14 ou 15 ndmeros.


https://www1.folha.uol.com.br/cotidiano/2022/09/lotofacil-da-independencia-sorteia-r-180-milhoes-sabado-10-saiba-como-jogar.shtml
https://www1.folha.uol.com.br/cotidiano/2022/09/lotofacil-da-independencia-sorteia-r-180-milhoes-sabado-10-saiba-como-jogar.shtml
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O texto acima refere-se ao concurso da Lotofécil que ocorreu em 10/09/2022 tendo 79
apostas vencedoras, ou seja, que conseguiram acertar a quantidade maxima de numeros
sorteados (15 numeros). Considerando que um milionario deseje ganhar na Lotofacil efetuando
apenas apostas simples, o nimero total de apostas que ele devera fazer para ter certeza de que
ird acertar os 15 numeros sorteados serd igual a:

25!
(A) (25-15)!
25!
| ==
(B) 15! o
25!
(C) 5!10!
25!
(D) 15!10!

25!

B

Solucéo: Para que o milionario possa ganhar o sorteio da Lotofacil com aposta simples, ele

precisa acertar 15 nimeros dentre 0s 25. Logo, temos uma Combinacdo Simples.

n!
Cpp=——c
Wi n—p)
A 25! _ 25!
2515 7 151 (25— 15)!  15!10" ™
25!

Portanto, o nimero de apostas simples é Tonor

Resposta correta: Letra (D).

QUESTAO 04:

As saladas sdo uma preparacdo culindria composta pela mistura de alimentos, como
vegetais, frutas, leguminosas, castanhas, acrescidas ou ndo de temperos e molhos. Séo
geralmente servidas frias e cruas, mas podem também ser quentes e cozidas. Essa preparacao
geralmente compde nossas principais refeicdes. Ter salada no prato diariamente € essencial para
uma alimentacdo saudavel. Esse mix de ingredientes naturais garante uma refei¢do rica em
vitaminas, minerais, fibras e compostos bioativos com propriedades antioxidantes e anti-

inflamatorias.

Disponivel em: https://www.ifg.edu.br/attachments/article/263/E-book%20Saladas.%201FG.pdf.
Acesso em: 06 de abr. 2023 (adaptada)

Quantas saladas contendo exatamente 4 frutas podemos formar se dispomos de 10 frutas

diferentes.


https://www.ifg.edu.br/attachments/article/263/E-book%20Saladas.%20IFG.pdf
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(A) 210
(B) 5040
(C) 40
(D) 105
(E) 120

Solucdo: Para escolher 4 frutas dentre as 10 disponiveis, podemos fazer atraveés de uma
combinacéo simples.

n!

Cop=—— =

P pl(n—p)!
oo .10 _10!_10-9-8-7_5040_210
10474110 - 4)! ~ 416! 4-3-2-1 24 T m

Portanto, de acordo com as condicdes acima podemos fazer 210 saladas.

Resposta correta: Letra (A).

QUESTAO 05:

Duas retas distintas sdo paralelas quando ndo possuem pontos em comum. O professor
de Matematica fez o0 esboco no quadro de duas retas paralelas r e s e pediu para que um aluno
assinalasse 3 pontos em r, e 2 em s. A figura abaixo faz referéncia a uma representacéo do

desenho feito no quadro.

D
@ @

s
Apbs a escolha dos pontos, foi solicitado que o aluno construisse triangulos com os vértices
nesses pontos. A quantidade méaxima de tridngulos que esse aluno pode desenhar é:

(A) 15.

(B) 10.

C) 9.

(D) 7.

(E) 5.

Solucéo: Para formarmos um tridngulo, € necessario temos trés pontos ndo colineares. Portanto,

para resolver o problema, podemos dividi-lo em dois casos:



1° caso: Selecionar dois pontos na reta r e um ponto na reta s.
n!
—_—
p! (n —p)!
3! 2! 3! 2!

Cop =

C3,2 ’ Cz,1 =

2° caso: Selecionar dois pontos na reta s e um ponto na reta r.
n!
_— =
p! (n —p)!
2! 3! 2! 3!

Cop =

2063 -2)! 112-1)! 2011 11

Cz,z ’ C3,1 =

Dai, o numero de tridngulos que podemos formar é 6 + 3 = 9.

Resposta correta: Letra (C).

202-2)! IB—1)! 210! 12!
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APENDICE D — Questdes comentadas do ENEM de 2009 a 2022 sobre o Principio

Fundamental da Contagem

As questdes apresentadas a seguir sdo aplicacbes do Principio Fundamental da
Contagem ou Principio Multiplicativo, que foram utilizadas no ENEM no periodo de 2009 a

2022 nos cadernos do segundo dia de cor amarela.

Questdo 01: (ENEM 2012 — Item 136)

O diretor de uma escola convidou os 280 alunos do terceiro ano a participarem de uma
brincadeira. Suponha que existem 5 objetos e 6 personagens numa casa de 9 coémodos; um dos
personagens esconde um dos objetos em um dos comodos da casa. O objetivo da brincadeira é
adivinhar qual objeto foi escondido, por qual personagem e em qual cdmodo da casa 0 objeto
foi escondido.

Todos os alunos decidiram participar. A cada vez um aluno € sorteado e da a sua
resposta. As respostas devem ser sempre distintas das anteriores, e um mesmo aluno ndo pode
ser sorteado mais de uma vez. Se a resposta do aluno estiver correta, ele é declarado vencedor
e a brincadeira é encerrada.

O diretor sabe que algum aluno acertara a resposta porque ha

(A) 10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
(B) 20 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
(C) 119 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
(D) 260 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
(E) 270 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

Solugéo: O numero total de possibilidades de um personagem esconder um dos 5 objetos em

um dos 9 cobmodos é

\ Objetos \ Personagens | CoOmodos
5 x 6 X 9 = 270 respostas distintas

P.F.C

Como o numero de convidados é 280 alunos, algum aluno acertou a resposta porque ha 10

alunos a mais do que as possiveis respostas distintas. ]

Resposta correta: Letra (A).
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Questdo 02: (ENEM 2012 — Item 142)

Jogar baralho é uma atividade que estimula o raciocinio. Um jogo tradicional é a
Paciéncia, que utiliza 52 cartas. Inicialmente sdo formadas sete colunas com as cartas. A
primeira coluna tem uma carta, a segunda tem duas cartas, a terceira tem trés cartas, a quarta
tem quatro cartas, e assim sucessivamente até a sétima coluna, a qual tem sete cartas, e o0 que
sobra forma o monte, que sdo as cartas néo utilizadas nas colunas.

A quantidade de cartas que forma o monte é

(A) 21.
(B) 24.
(C) 26.
(D) 28.
(E) 31.

Solucdo: A quantidade de cartas que devem ser retiradas para que a sobra forme o monte é dada
pelasomade:1+2+3+4+5+6+7= 28 cartas. Logo, 0 monte de cartas é formado por
52 — 28 = 24 cartas. [ ]

Resposta correta: Letra (B).

Questéo 03: (ENEM 2012 — Item 144)

Uma pesquisa realizada por estudantes da Faculdade de Estatistica mostra, em horas por
dia, como os jovens entre 12 e 18 anos gastam seu tempo, tanto durante a semana (de segunda-
feira a sexta-feira), como no fim de semana (sabado e domingo). A seguinte tabela ilustra os

resultados da pesquisa.

) ) Durante a No fim de
Rotina Juvenil
semana semana
Assistir a televisdo 3 3
Atividades domésticas 1 1
Atividades escolares 5 1
Atividades de lazer 2 4
Desca_nso, h|g~|ene e 10 12
alimentacéo

Outras atividades 3 3

De acordo com esta pesquisa, quantas horas de seu tempo gasta um jovem entre 12 e 18
anos, na semana inteira (de segunda-feira a domingo), nas atividades escolares?
(A) 20
(B) 21



(C) 24
(D) 25
(E) 27

Solucgédo: A quantidade de horas semanais, de segunda-feira a domingo, que 0s jovens entre
12 e 18 anos gastam com atividades escolares pode ser dividida em dois casos:

1° caso: Durante a semana (de segunda-feira a sexta-feira):

5 X 5 =25 horas
\ {
5 dias da 5 horas
semana diarias

2° caso: Durante o final de semana (de sabado a domingo):

2 X 1 =2 horas
| |
2 dias no 1 hora
fim de diaria
semana
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Portanto, 0 tempo gasto pelos jovens na semana com atividades escolares € 25 + 2 = 27 horas.m

Resposta correta: Letra (E).

Questéo 04: (ENEM 2012 — Item 173)

O designer portugués Miguel Neiva criou um sistema de simbolos que permite que

pessoas dalténicas identifiquem cores. O sistema consiste na utilizacdo de simbolos que

identificam as cores primarias (azul, amarelo e vermelho). Além disso, a justaposi¢do de dois

desses simbolos permite identificar cores secundarias (como o verde, que é o amarelo

combinado com o azul). O preto e o branco sdo identificados por pequenos quadrados: o que

simboliza o preto é cheio, enquanto o que simboliza o branco é vazio. Os simbolos que

representam preto e branco também podem estar associados aos simbolos que identificam cores,

significando se estas sdo claras ou escuras.

Folha de S&o Paulo. Disponivel em: www.folha.uol.com.br. Acesso em: 18 fev. 2012 (adaptado).

De acordo com o texto, quantas cores podem ser representadas pelo sistema proposto?

(A) 14
(B) 18
(C) 20
(D) 21
(E) 23
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Solugéo: Considerando os simbolos x, y e z para representar as cores primarias azul, amarelo
e vermelho, respectivamente, podemos formar novas cores combinando-as dois a dois {x, y},
{x, z} e {y, z}, 0 que representa mais trés cores.

Cada uma das seis cores x; y; z; {x, v}, {x, z} e {y, z} pode aparecer em sua cor natural ou
ser associadas a um quadrado cheio (que representa a cor preta) ou um quadrado vazio (que
representa a cor branca), totalizando 6 - 3 = 18 possibilidades. Adicionando os quadrados que
representam as cores preta e branca, obtemos mais duas possibilidades. Portanto, a quantidade
de cores que podem ser representadas pelo sistema proposto € 18 + 2 = 20 cores. ]

Resposta correta: Letra (C)

Questdo 05: (ENEM 2013 — Item 158)

Um banco solicitou aos seus clientes a criacdo de uma senha pessoal de seis digitos,
formada somente por algarismos de 0 a 9, para acesso a conta corrente pela internet.

Entretanto, um especialista em sistemas de seguranca eletrénica recomendou a direcéo
do banco recadastrar seus usuarios, solicitando, para cada um deles, a criacdo de uma nova
senha com seis digitos, permitindo agora o uso das 26 letras do alfabeto, além dos algarismos
de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada letra mailscula era considerada distinta de sua versdo
minuscula. Além disso, era proibido o0 uso de outros tipos de caracteres.

Uma forma de avaliar uma alteracdo no sistema de senhas € a verificacdo do coeficiente
de melhora, que € a razdo do novo namero de possibilidades de senhas em relagédo ao antigo.

O coeficiente de melhora da alteracdo recomendada é

62°
(A) 7%

62!
B) &

62! 41
©) o5

(D) 62! — 10
(E) 626 — 10°

Solucéo: Dividindo a analise do problema em dois casos, obteremos:

1° caso: A quantidade de senhas iniciais de seis digitos (distintos ou ndo) que podemos formar

NANRTANRIAN

10-10- 10-10-10- 10 = 10°

com os algarismos de 0 a 9 é:
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2° caso: A quantidade de novas senhas de seis digitos (distintas ou ndo) que podem ser formadas
com os 62 digitos possiveis (26 letras maiusculas, 26 letras minasculas e 10 algarismos) é:

[ANRNANRTAN

62:62-62-62 62 62 =62°
Portanto, o coeficiente de melhora da alternativa recomendada é igual a razdo de
626
106

Resposta correta: Letra (A).

Questéo 06: (ENEM 2013 — Item 161)

Um artesdo de joias tem a sua disposicdo pedras brasileiras de trés cores: vermelhas,
azuis e verdes.

Ele pretende produzir joias constituidas por uma liga metélica, a partir de um molde no
formato de um losango ndo quadrado com pedras nos seus vertices, de modo que dois vértices
consecutivos tenham sempre pedras de cores diferentes.

A figura ilustra uma joia, produzida por esse artesdo, cujos vértices A, B, C e D

correspondem as posi¢oes ocupadas pelas pedras.

Com base nas informacgGes fornecidas, quantas joias diferentes, nesse formato, o artesao
podera obter?
(A) 6
(B) 12
(C) 18
(D) 24
(E) 36

Solucéo: Dividindo a solugdo do problema em trés casos, teremos:
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1° caso: Os vertices A e C sejam ocupados com pedras da mesma cor e 0s vértices B e D sejam

ocupados também com pedras da mesma cor, porém de cor diferente das pedras A e C.

Figura 26: Vértices opostos ocupados com pedras de mesma cor

5

Fonte: Caderno amarelo ENEM, 2013. Adaptado pelo autor, 2023.

De acordo com a Figura 26, observamos que existem trés maneiras de escolher uma cor para 0s
veértices A e C. Escolhida a cor dos vértices A e C, restam duas maneiras de escolher a cor dos
veértices B e D, totalizando 3 - 2 = 6 joias possiveis.

2° caso: Os vértices A e C sejam ocupados com pedras da mesma cor e o0s vértices B e D sejam

ocupados com pedras de cor diferente uma da outra e diferente de A e C.

Figura 27: Vértices A e C com a mesma cor e B e D com cores diferentes uma da outra

Fonte: Caderno amarelo ENEM, 2013. Adaptado pelo autor, 2023.

Observando que as diagonais do losango tém tamanhos diferentes (0 losango ndo é um
quadrado), na Figura 27 podemos ver que obtemos a mesma joia, independentemente de o
vértice A estar na parte superior ou inferior. Assim, ha trés possibilidades de escolher uma cor
para os vertices A e C, duas cores para 0 vertice B e uma cor para o vértice D, totalizando
32 =6 joias, mas como podemos observar na Figura 27, essas duas joias sao iguais. Portanto,
basta dividir 6 por 2 para obtermos 3 joias possiveis.

3° caso: Seja os vértices B e D ocupados com pedras da mesma cor e 0s vértices A e C ocupados

com pedra de cores diferentes uma da outra e diferente de B e D.
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Figura 28: Vértices B e D com a mesma cor e A e C com cores diferentes uma da outra

Fonte: Caderno amarelo ENEM, 2013. Adaptado pelo autor, 2023.

Pela Figura 28, observamos que existem trés possibilidades de escolher uma cor para 0s veértices
B e D, duas possibilidades para os vértices A e uma para o vértice C. Pelo 2° caso, temos que as
configuracBes da Figura 28 formam apenas uma joia. Dai, basta dividir as 6 possibilidades por
2 para obtermos 3 joias diferentes.

Portanto, a quantidade de joias diferentes que o artesdo pode confeccionar € 6 + 3 + 3 = 12
joias. [ ]

Resposta correta: Letra (B).

Questdo 07: (ENEM 2015 — Item 142)

Numa cidade, cinco escolas de samba (I, 11, 1I, IV e V) participaram do desfile de
Carnaval. Quatro quesitos sé&o julgados, cada um por dois jurados, que podem atribuir somente
uma dentre as notas 6, 7, 8, 9 ou 10. A campea sera a escola que obtiver maior pontuacéo na
soma de todas as notas emitidas. Em caso de empate, a campea sera a que alcancar a maior
soma das notas atribuidas pelos jurados no quesito Enredo e Harmonia. A tabela mostra as notas
do desfile desse ano no momento em que faltava somente a divulgagdo das notas do jurado B

no quesito Bateria.

uestos | 1 Fortse | 2 Evltio | S5t | e |
Jurado A B A B A B A B >
Escola | 6 7 8 8 9 9 8 55
Escola Il 9 8 10 9 10 10 10 66
Escola Il 8 8 7 8 6 7 6 50
Escola IV 9 10 10 10 9 10 10 68
Escola V 8 7 9 6 6 8 8 54

Quantas configuracgdes distintas das notas a serem atribuidas pelo jurado B no quesito
Bateria tornariam camped a Escola 11?
(A) 21
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(B) 90

(C) 750
(D) 1250
(E) 3125

Solucéo: Dividindo a resolucéo do problema em casos:
1° caso: As escolas I, 11l e V ndo podem ser campeads, pois 0 nimero maximo de pontos que
eles podem conseguir é 65, 60 e 64, respectivamente.
2° caso: Em caso de empate, a escola Il serd camped, pois tirou 20 pontos no quesito enredo e
harmonia e a escola 1V, tirou nesse mesmo quesito 19 pontos.
3° caso: Analisando as seguintes possibilidades de notas para as outras escolas de modo que a
escola Il seja a campea.
a) O jurado B atribuiu no quesito bateria nota 8 para a escola Il.
e Pelo 1° caso, podem ganhar qualquer uma das cinco notas.
e Acescola IV sé tem uma possibilidade, que é ganhar nota 6, pois, de acordo com o

2° caso, a escola Il é a campea.

LB | Ew [ Ew | By |
5 x 5 x1 x 5 = 125 configuragdes distintas

b) O jurado B atribuir no quesito bateria nota 9 para a escola Il.
e Pelo 1° caso, podem ganhar qualquer uma das cinco notas.
e Aescola IV pode receber as notas 6 ou 7. Se receber nota 6, sua pontuagdo maxima
sera de 74 pontos, enquanto a escola Il atingird 75 pontos. Se receber nota 7, pelo

2° caso ganha a escola Il.

| B | B | Ew | By |
5 x 5 x2 x 5 = 250 configuragdes distintas

¢) O jurado B atribuiu no quesito bateria nota 10 para a escola Il.
e Pelo 1° caso, podem ganhar qualquer uma das cinco notas.
e A escola IV recebe as notas 6, 7 ou 8. Se as notas forem 6 ou 7 a soma é inferior a

soma da escola Il. Se receber nota 8, pelo 2° caso a escola camped é a Il.

| E | Ew | Ew | By |
5 x 5 x 3 x 5 = 375 configuragdes distintas

Logo, o numero de configuragdes distintas possiveis € igual a 125 + 250 + 375 = 750. ]

Resposta correta: Letra (C).
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Questéo 08: (ENEM 2020 — Item 153)

Um hotel de 3 andares estd sendo construido. Cada andar terd 100 quartos. Os quartos
serdo numerados de 100 a 399 e cada um terad seu numero afixado a porta. Cada nimero sera
composto por pecas individuais, cada uma simbolizando um Unico algarismo.

Qual a quantidade minima de pecas, simbolizando o algarismo 2, necessarias para
identificar o nimero de todos os quartos?

(A) 160
(B) 157
(C) 130
(D) 120
(E) 60

Solucéo: Dividindo a solugéo desse problema em trés casos:
1° caso: A quantidade de numeros de 100 a 399 em que o nimero 2 configura nas casas das
unidades séo:

e 102,112,..., 182,192

o 202,212, ..., 282,292 3-10 =30 vezes

e 302,312, ..., 382, 392
2° caso: A quantidade de nimeros de 100 a 399 em que o nimero 2 configura nas casas das
dezenas sdo:

e 120,121, ..., 128, 129

o 220,221, ..., 228, 229 3-10 =30 vezes

e 320,321, ..., 328, 329
3° caso: A quantidade de nimeros de 100 a 399 em que o numero 2 configura nas casas das
centenas sdo:

e 200, 201, ..., 298, 299, representa 100 vezes 0 numero 2 nas casas das dezenas.
Logo, o total de pecas simbolizadas pelo algarismo 2 € 30 + 30 + 100 = 160. ]

Resposta correta: Letra (A).

Questao 09: (ENEM 2017 — Item 140)
Uma empresa construird sua pagina na internet e espera atrair um publico de
aproximadamente um milh&o de clientes. Para acessar essa pagina, sera necessaria uma senha

com formato a ser definido pela empresa. Existem cinco opg¢des de formato oferecidas pelo
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programador, descritas no quadro, em que “L” e “D” representam, respectivamente, letra

mailscula e digito.

Opgéo Formato
I LDDDDD
1 DDDDDD
Il LLDDDD
v DDDDD
V LLLDD

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bem como os digitos, entre os 10 possiveis,
podem se repetir em qualquer das opcdes.

A empresa quer escolher uma opcdo de formato cujo numero de senhas distintas
possiveis seja superior ao nimero esperado de clientes, mas que esse nimero nao seja superior
ao dobro do numero esperado de clientes.

A opc¢do que mais se adequa as condi¢des da empresa é

(A) I
(B) Il
(C) 11I.
(D) IV.
(E) V.

Solucéo: Pelo enunciado da questdo, o numero de senhas distintas precisa estar entre 1.000.000
e 2.000.000. Analisando as opgOes dadas temos:
e A opgdo | possui uma letra maitscula e cinco digitos.
26-10-10-10-10-10 = 26-10° = 2.600.000 possibilidades
e A opcéo Il possui seis digitos.
10-10-10-10-10-10 = 10° = 1.000.000 possibilidades
e A opcao Il possui duas letras maitsculas e quatro digitos.
26:26-10-10-10-10 = 262 -10* = 6.760.000 possibilidades
e A opcdo IV possui cinco digitos.
10-10-10-10-10 = 10> = 100.000 possibilidades
e Aopcédo V possui trés letras maidsculas e dois digitos.
26:26-26-10-10 = 263-10% = 1.757.600 possibilidades
Portanto, a op¢éo que mais se adequa ao enunciado éa V. ]

Resposta correta: Letra (E).
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Questdo 10: (ENEM 2018 — Item 149)

Torneios de ténis, em geral, sdo disputados em sistema de eliminatdria simples. Nesse
sistema, sdo disputadas partidas entre dois competidores, com a eliminacdo do perdedor e
promocdo do vencedor para a fase seguinte. Dessa forma, na 12 fase o torneio conta com 2n
competidores, entdo na 22 fase restardo n competidores, e assim sucessivamente até a partida
final.

Em um torneio de ténis, disputado nesse sistema, participam 128 tenistas.

Para se definir o campedo desse torneio, 0 nimero de partidas necessarias é dado por

(A) 2x128

(B) 64+32+16+8+4+2

(C) 128+64+32+16+8+4+2+1
(D) 128+64+32+16+8+4+2
(E) 64+32+16+8+4+2+1

Solucao: Para a realizacdo de uma partida de ténis sao necessarios dois tenistas, entdo o numero

de partida é sempre a metade do nimero de tenista em cada rodada. Logo, pela tabela abaixo

temos:
Tabela 2: Numero de tenistas e de partidas
Tenista | 128 | 64 | 32 | 16 | 8 4
Partidas | 64 | 32 | 16 | 8 4 2 1
Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.
Logo, o nimero de partidas é dado pela expressdo 64 +32+16+8+4+2 + 1. [

Resposta correta: Letra (E).

Questédo 11: (ENEM 2019 — Item 160)

Durante suas férias, oito amigos, dos quais dois sdo canhotos, decidem realizar um
torneio de volei de praia. Eles precisam formar quatro duplas para a realizagdo do torneio.
Nenhuma dupla pode ser formada por dois jogadores canhotos.

De quantas maneiras diferentes podem ser formadas essas quatro duplas?

(A) 69
(B) 70
(C) 90



95

(D) 104
(E) 105

Solucéo: Dividindo a analise do problema em casos, teremos:

1° caso: Escolhendo o jogador que formara dupla com o 1° canhoto, o que pode ser feito de 6
modos distintos.

2° caso: Escolhendo o jogador que formara dupla com o 2° canhoto, o que pode ser feito de 5
modos distintos, pois um dos destros ja faz dupla com um canhoto.

3° caso: Para formar dupla com o 3° destro, ha 3 possibilidades, pois dois destros ja foram
escolhidos para formar duplas com os dois canhotos e ele ndo pode formar dupla com ele
mesmo.

4° caso: Para formar dupla com o 5° destro, ha apenas uma possibilidade, pois pelo 3° caso ja
foi escolhido 4 destros.

Portanto, o nimero de duplas que podemos formar de modo que dois canhotos ndo forme a
mesmaduplaé6-5-3-1=290. ]
Resposta correta: Letra (C).

Questdo 12: (ENEM 2017 — Item 167)

O comité organizador da Copa do Mundo 2014 criou a logomarca da Copa, composta
de uma figura plana e o slogan “Juntos num sé ritmo”, com maos que se unem formando a taga
Fifa. Considere que o comité organizador resolvesse utilizar todas as cores da bandeira nacional
(verde, amarelo, azul e branco) para colorir a logomarca, de forma que regides vizinhas tenham

cores diferentes.

JUNTOS NUM SO RITMO
Disponivel em: www.pt.fifa.com. Acesso em: 19 nov. 2013 (adaptado).
De quantas maneiras diferentes o comité organizador da Copa poderia pintar a

logomarca com as cores citadas?
(A) 15
(B) 30
(C) 108
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(D) 360
(E) 972

Solucao: Observamos que a figura representada € plana (ndo € tridimensional) e apresenta 6
regides marcadas de 1 a 6 conforme a Figura 29.

JUNTOS NUM SO RITMO
Fonte: Caderno amarelo ENEM, 2017. Adaptada pelo autor, 2023.

Ap06s enumerar cada regido, temos as seguintes possibilidades para colorir a logomarca da
Copa. Para a regido 1 existem 4 possibilidades de colorir e para as demais regides 2, 3,4,5¢e6
existem trés possibilidades para cada regido, pois ndo pode colorir regides adjacentes com a
mesma cor. Logo, pelo PFC, sdo 4 - 3 -3 -3 -3 -3 =972 modos de colorir as 6 regides da
logomarca. [ ]

Resposta correta: Letra (E).
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APENDICE E — Questées comentadas do ENEM de 2009 a 2022 sobre Permutacio e Arranjo
Simples

As questdes apresentadas a seguir sdo aplicacdes de Permutacdes Simples e Arranjo
Simples, que foram aplicadas nos ENEM no periodo de 2009 a 2022 nas provas do 2° dia de

cor amarela.

Questdo 13: (ENEM 2010 — Item 174)

Jodo mora na cidade A e precisa visitar cinco clientes, localizados em cidades diferentes
da sua. Cada trajeto possivel pode ser representado por uma sequéncia de 7 letras. Por exemplo,
o trajeto ABCDEFA, informa que ele saira da cidade A, visitando as cidades B, C, D, Ee F
nesta ordem, voltando para a cidade A. Além disso, o0 numero indicado entre as letras informa
o custo do deslocamento entre as cidades. A figura mostra o custo de deslocamento entre cada
uma das cidades.

Como Jodo quer economizar, ele precisa determinar qual o trajeto de menor custo para
visitar os cinco clientes. Examinando a figura, percebe que precisa considerar somente parte
das sequéncias, pois os trajetos ABCDEFA e AFEDCBA tém o mesmo custo. Ele gasta
1min30s para examinar uma sequéncia e descartar sua simétrica, conforme apresentado. O
tempo minimo necessario para Jodo verificar todas as sequéncias possiveis no problema é de

(A) 60 min.
(B) 90 min.
(C) 120 min.
(D) 180 min.
(E) 360 min.

Solucéo: Observe que qualquer trajeto é da forma:

[Alp c b E F[A]

Ps=5/=5-4-3-2-1
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Como cada sequéncia admite uma simétrica, temos que o nimero de possibilidade de Jodo

efetuar todas as visitas é igual a:
Ps 5! 120
22 2
Por outro lado, Jodo gasta 1min30s = 90 segundos para realizar cada sequéncia, entdo para

verificar todas as sequéncias possiveis, 0 tempo minimo necessario é igual a 60 - 90 = 5400
segundos, 0 que equivale a 90 minutos. ]

Resposta correta: Letra (B).

Questéo 14: (ENEM 2011 — Item 174)

O setor de recursos humanos de uma empresa vai realizar uma entrevista com 120
candidatos a uma vaga de contador. Por sorteio, eles pretendem atribuir a cada candidato um
namero, colocar a lista de nimeros em ordem numeérica crescente e usa-la para convocar 0s
interessados. Acontece que, por um defeito do computador, foram gerados ndmeros com 5
algarismos distintos e, em nenhum deles, apareceram digitos pares. Em razéo disso, a ordem de
chamada do candidato que tiver recebido o nimero 75 913 é

(A) 24.
(B) 31.
(C) 32.
(D) 88.
(E) 89.

Solucdo: Permutando os algarismos impares 1, 3, 5, 7e 9, obtém-se Py =5!=5-4-3-2-
1 = 120 nameros de 5 algarismos distintos. Escrevendo estes numeros em ordem crescente até

0 nUmero 75913, temos:

a) 1
L Y )
P, = 4! = 24 nameros iniciando em 1
b) 3
1 Y J
P, = 4! = 24 nameros iniciando em 3
C) 5

L J
T
P, = 4! = 24 ndmeros iniciando em 5
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d) 7 1
lﬁ—l
P; = 3! = 6 nimeros iniciando em 71
e) 7 3
\—Y—l
P; = 3! = 6 nimeros iniciando em 73
f) 7 5 1
\_'_l
P, = 2! = 2 nimeros iniciando em 751
9) 7 5 3
\_Y_l
P, = 2! = 2 nimeros iniciando em 753
h) 7 5 9 1

=
P; = 1! = 1 nimeros iniciando em 7591

Assim, a ordem de chamada do candidato que tiver recebido a senha 75913 é dada pela soma
24+24+24+6+6+2+2+1=89. [ ]

Resposta correta: Letra (E).

Questédo 15: (ENEM 2014 — Item 151)

Um cliente de uma videolocadora tem o habito de alugar dois filmes por vez. Quando
os devolve, sempre pega outros dois filmes e assim sucessivamente. Ele soube que a
videolocadora recebeu alguns langamentos, sendo 8 filmes de acdo, 5 de comédia e 3 de drama
e, por isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos esses 16 lancamentos. Inicialmente
alugara, em cada vez, um filme de acdo e um de comeédia. Quando se esgotarem as
possibilidades de comédia, o cliente alugard um filme de acdo e um de drama, até que todos 0s
lancamentos sejam vistos e sem que nenhum filme seja repetido.

De quantas formas distintas a estratégia desse cliente podera ser posta em pratica?

(A) 208! (31?2

(B) 8!-5!-3!

8!-51-3!
(€ =

8!-5!-3!

(D) 22

16!
(B) >
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Solucdo: Para alugar os 16 filmes que foram lancados, serdo necessarias 8 locacGes, pois sdo
alugados dois filmes por vezes.
Chamando os 8 filmes de acéo de A4, A,, A3, Ay, Ag, Ag, A5 € Ag, 05 5 filmes de comédia de

Ci, C,, C3, C4 € Cs, e por fim os 3 filmes de drama de D,, D, e D5.

Tabela 3: Distribuicdo dos filmes

1° 2° 3° 40 5° 6° 7° 8° 9° | 10° | 11° | 12° | 13° | 14° | 15° | 16°
Ay | G | A | G | A3 | G | Ay | G | As | G | Ag | Dy | A7 | D3 | Ag | Ds

Fonte: Elaborado pelo autor, 2023.

Assim, o nimero de formas distintas é

Acéo Comédia Drama
l8-7-6-5'-4-3-2-,1 5-4-3-2-1 3:2-1
8! X 5! X 3!

Resposta correta: Letra (B).
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APENDICE F — Questdes comentadas do ENEM de 2009 a 2022 sobre Permutagio com
Elementos Repetidos e Combinagédo Simples

As questdes que serdo apresentadas a seguir sdo aplicacbes de Combinacgdes Simples e
Permutacdes com Elementos Repetidos, que foram aplicadas nos ENEM de 2009 a 2022 nas
provas do 2° dia de cor amarela.

Questdo 16: (ENEM 2009 — Item 166)

Doze times se inscreveram em um torneio de futebol amador. O jogo de abertura do
torneio foi escolhido da seguinte forma: primeiro foram sorteados 4 times para compor 0 Grupo
A. Em seguida, entre os times do Grupo A, foram sorteados 2 times para realizar o jogo de
abertura do torneio, sendo que o primeiro deles jogaria em seu proprio campo, e 0 segundo seria
0 time visitante.

A quantidade total de escolhas possiveis para 0 Grupo A e a quantidade total de escolhas
dos times do jogo de abertura podem ser calculadas atraves de

(A) uma combinacdo e um arranjo, respectivamente.
(B) um arranjo e uma combinagdo, respectivamente.
(C) um arranjo e uma permutacéo, respectivamente.
(D) duas combinagdes.

(E) dois arranjos.

Solucédo: Na escolha dos 4 times para compor 0 Grupo A, a ordem de escolha desses times ndo
influencia no grupo formado. Logo, trata-se de um caso de combinacéo simples.

Na escolha dos 2 times que fariam o primeiro jogo, a ordem influencia, pois o primeiro time a
ser escolhido jogaria em seu proprio campo. Neste caso, temos um arranjo simples.

Resposta correta: Letra (A).

Questéao 17: (ENEM 2016 — Item 153)

Para cadastrar-se em um site, uma pessoa precisa escolher uma senha composta por
quatro caracteres, sendo dois algarismos e duas letras (mailsculas ou minusculas). As letras e
os algarismos podem estar em qualquer posicdo. Essa pessoa sabe que o alfabeto € composto

por vinte e seis letras e que uma letra maitscula difere da minuscula em uma senha.

Disponivel em: www.infowester.com. Acesso em: 14 dez. 2012.
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O numero total de senhas possiveis para o cadastramento nesse site € dado por
(A) 102 - 262
(B) 102 - 522

(C) 10%-522 -2
4!
4!

(D) 102 - 262 -

(E) 102 - 522 -

Solucdo: O problema sugere a utilizacdo de duas letras (maitsculas ou minuasculas) e dois
algarismos em qualquer posicdo, ficando:

e 52 letras (sendo 26 maiusculas e 26 minusculas)

e 10 algarismos (sendo de 0 a 9)
A senha admite como exemplo

52 10 52 10
letra algarismo letra algarismo

Note que a senha é composta por duas letras e dois algarismos (LALA), assim, temos uma
permutacdo com elementos repetidos.

Portanto, o nimero de senha é dado por:

4!
. . . . p22 _ 2.592,____~
10-10-52-52-P; 10~ -52 T T

Resposta correta: Letra (E).

Questdo 18: (ENEM 2015 — Item 170)

Uma familia composta por sete pessoas adultas, apds decidir o itinerario de sua viagem,
consultou o site de uma empresa aérea e constatou que 0 voo para a data escolhida estava quase
lotado. Na figura, disponibilizada pelo site, as poltronas ocupadas estdo marcadas com X e as

Unicas poltronas disponiveis sdo as mostradas em branco.

»

XX XXX

XXX (XX
XX XXX

XX XX

I ()
XX (XXX

Disponivel em: www.gebh.net. Acesso em: 30 out. 2013 (adaptado).
O numero de formas distintas de se acomodar a familia nesse voo é calculado por

B B S N I

¥
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NE

9!
®) 7%
) 7!
5!
(D) 54
5! 4!
B 3
Solucdo: Sabemos que existem 9 lugares vagos, e que a familia é composta por 7 membros.
1° caso: O numero de maneiras de escolher os 7 lugares para os membros da familia, entre os
9 lugares disponiveis, é:
9! 9!
71O =7) 712!

2° caso: Para cada maneira da escolha dos lugares, podem se permutar os 7 membros da familia,

Coz

ou seja:
P, =7
Portanto, o nimero de formas de acomodar essa familia é:
9! 9!
Cor B =g =g ™

Resposta correta: Letra (A).

Questdo 19: (ENEM 2016 — Item 157)

O ténis € um esporte em que a estratégia de jogo a ser adotada depende, entre outros
fatores, de o adversério ser canhoto ou destro.

Um clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que 4 séo canhotos e 6 sdo destros. O
técnico do clube deseja realizar uma partida de exibicdo entre dois desses jogadores, porém,
ndo poderao ser ambos canhotos.

Qual o numero de possibilidades de escolha dos tenistas para a partida de exibigdo?

10! 4!

A) o ~ 2

10! 4!

B) 5 — 3
10!

(©) 55 — 2

(D) = +4-4

6!
(E) =+6-4
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Solucgédo: Dos 10 tenistas citados, tem-se 4 canhotos e 6 destros. Um jogo ocorre entre dois
tenistas, ndo podendo esses, serem ambos canhotos. Logo, C;q, — C4, €xibe 0 nimero de
possibilidades de escolher dois tenistas para a partida de exibigéo:

10! 4!

Cro2 = C42 = oI 8l 2021

Resposta correta: Letra (A).

Questdo 20: (ENEM 2017 — Item 141)

Como ndo sdo adeptos da pratica de esportes, um grupo de amigos resolveu fazer um torneio
de futebol utilizando videogame. Decidiram que cada jogador joga uma Gnica vez com cada um
dos outros jogadores. O campedo sera aquele que conseguir o maior nimero de pontos.

Observaram que o numero de partidas jogadas depende do nimero de jogadores, como mostra

0 quadro:
Quantidade 2 3 4 5 6 7
de jogadores
Namerode | 1 | 3 | 6 | 10 | 15 | 21
partidas
Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas serdo realizadas?

(A) 64

(B) 56

(C) 49

(D) 36

(E) 28

Solucéo: O numero de maneira de se escolher 2 jogadores dentre 0s 8 possiveis é:
B 8! 8 _8-7_56_28
S 21(8=2) 216! 2.1 2 W™

Resposta correta: Letra (E).

Cs,2

Questédo 21: (ENEM 2018 — Item 161)
O Saléo do Automdvel de Séo Paulo é um evento no qual varios fabricantes expdem seus
modelos mais recentes de veiculos, mostrando, principalmente, suas inovagdes em design e

tecnologia.
Disponivel em: http://g1l.globo.com. Acesso em: 4 fev. 2015 (adaptado).
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Uma montadora pretende participar desse evento com dois estandes, um na entrada e outro
na regido central do saldo, expondo, em cada um deles, um carro compacto e uma caminhonete.
Para compor os estandes, foram disponibilizados pela montadora quatro carros compactos,
de modelos distintos, e seis caminhonetes de diferentes cores para serem escolhidos aqueles que
serdo expostos. A posi¢do dos carros dentro de cada estande € irrelevante.
Uma expresséo que fornece a quantidade de maneiras diferentes que os estandes podem
ser compostos é
(A) Aty
(B) Cio
(C) C2xC%x2x2
(D) A2xA%2x2x2
(E) C2xCE

Solugéo: Dividindo a anélise do problema em casos, teremos:
1° caso: O ndmero de maneiras para escolha dos dois carros compactos entre 0s quatro
existentes € dado por:
Caz
2° caso: Ja a escolha das duas caminhonetes entre as seis existentes pode ser feita por:
Ce,2
3° Caso: Como existem dois estandes, temos 2! = 2 maneiras para as escolhas dos carros e a
mesma quantidade de 2! = 2 maneiras para a escolha das caminhonetes.
Portanto, pelo PFC o nimero de maneiras que 0s restantes podem ser compostos e
ChpxCorX2X72 -

Resposta correta: Letra (C).

Questao 22: (ENEM 2017 — Item 149)
Um brinquedo infantil caminhdo-cegonha é formado por uma carreta e dez carrinhos

nela transportados, conforme a figura.

0 OO OO GO
/| | ccoocooo

| OO0’ OO OO’

No setor de producdo da empresa que fabrica esse brinquedo, ¢ feita a pintura de todos

os carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. S&o utilizadas as cores
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amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho é pintado apenas com uma cor. O caminh&o-
cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que em todo caminhdo-cegonha deve haver
pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponiveis. Mudanca de posicdo dos
carrinhos no caminh&o-cegonha nao gera um novo modelo do brinquedo.
Com base nessas informagdes, quantos s&o 0s modelos distintos do brinquedo

caminhdo-cegonha que essa empresa podera produzir?

(A) Coq

(B) Cos

(©) Cio4

(D) 6*

(E) 4°

Solucdo: Sejam x, y, z e w as quantidades de carinhos amarelo, branco, laranja e verde,
respectivamente. Dessa forma, o numero de modelos distintos que essa empresa podera
produzir, como os modelos presentes no caminhdo-cegonha, equivale a encontra 0 nimero de
solugdes inteiras positivas da equacgdo seguinte:
x+y+z+w=10
Logo, uma solucgdo possivel é dada por:
[T+ TH+1+ 1= (23,14

| » carros verdes
|—>carros laranja
carros brancos

»carros amarelos
Observamos que, para termos pelo menos um carrinho de cada cor no caminhdo-cegonha, é

necessario escolhermos 3 lugares dentre os 9 disponiveis entre os 10 carros para colocar 0s
sinais de “+”

Portanto, o nimero de solugdes inteiras positivas é dado por:

9
(3) = Cos ]

Resposta correta: Letra (B).

Questao 23: (ENEM 2020 — Item 170)
Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do personagem “TOM MARVOLO
RIDDLE” gerou a frase “I AM LORD VOLDEMORT”.
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Suponha que Harry quisesse formar todos os anagramas da frase “I AM POTTER”, de
tal forma que as vogais e consoantes aparecessem sempre intercaladas, e sem considerar o
espacamento entre as letras.
Nessas condicGes, 0 numero de anagramas formados é dado por
(A) 9!
(B) 4!5!
(C) 2x4!5!
(D) Z

(E) ==

Solugéo: Como existem 5 consoantes (M, T, T, P e R) e 4 vogais (A, I, O e E), em que elas
devem aparecer intercaladas nas posi¢oes entre consoantes e vogais. Chamando as consoantes
de (C) e as vogas de (V), teremos:

cvcvcvcvce
Portanto, o nimero de anagramas sera dado pelas permutacfes das consoantes e vogais entre

si, como segue.

5! 415!
}%a=5m=77.

Resposta correta: Letra (E).

Questéo 24: (ENEM 2019 — Item 137)

Uma empresa confecciona e comercializa um brinquedo formado por uma locomotiva,
pintada na cor preta, mais 12 vagoes de iguais formato e tamanho, numerados de 1 a 12. Dos
12 vagoes, 4 séo pintados na cor vermelha, 3 na cor azul, 3 na cor verde e 2 na cor amarela. O
trem é montado utilizando-se uma locomotiva e 12 vagdes, ordenados crescentemente segundo

suas numeragdes, conforme ilustrado na figura.

@

CHOCHO0H0CHOHO0HOCHOCHOCHOCHOCHOCHC
De acordo com as possiveis variagdes nas coloracfes dos vagoes, a quantidade de trens
que podem ser montados, expressa por meio de combinacdes, € dada por
(A) Ciy x €, x Ci, X CFy
(B) Ci, + C3 + C3 + C?
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(C) €L x2xC3 xC?
(D) Cf, + 2+ C3, + Ch
(E) sz X C132 X C53 X sz

Solucéo: A quantidade de trens que podem ser montados com 12 vagdes de iguais formatos e
tamanho, além de uma locomotiva pintada na cor preta, em que os vagdes estdo numerados de
1 a12. Dividindo a solugdo em quatro casos:
1° caso: Escolhendo 4 vagdes entre os 12 que vao ser pintados de vermelho, essa escolha sera
feita por uma

Ci24
2° caso: Pintado os 4 vagdes de vermelho, sobra 8 vagdes, dos quais, sera escolhido 3 para ser
pintado de azul, essa escolha sera feita por uma

Cg3
3° caso: Como ja foi pintado 4 vagdes de vermelho e 3 de verde, ainda resta 5 vagdes, em que
devemos escolher 3 para ser pintado de verde, podemos fazer essa escolha de

Cs3
4° caso: Apos as pinturas dos 4 vagdes de vermelho, 3 de azul e 3 de verde, restam ainda 2
vagoes que sera pintado de amarelo, podendo ser feita essa escolha por

Cy2
Portanto, pelo PFC a quantidade de trens que podem ser montados € dada por

C124xCg3X (53X (7o -

Resposta correta: Letra (B).

Questédo 25: (ENEM 2021 — Item 139)

Uma pessoa produzird uma fantasia utilizando como materiais: 2 tipos de tecidos
diferentes e 5 tipos distintos de pedras ornamentais. Essa pessoa tem a sua disposi¢éo 6 tecidos
diferentes e 15 pedras ornamentais distintas.

A quantidade de fantasias com materiais diferentes que podem ser produzidas é

representada pela expressao

6! 15!
(A) 2121 10150

6 15!
(B) 2z T 1o

6! 15!
©) 5+~
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6l 15!
D) 5+

21!

B) -
Solucgdo: Dividindo o problema em dois casos, obteremos:
1° caso: A quantidade de maneiras de se escolher 2 tipos de tecidos diferentes a partir dos 6
tecidos disponiveis é dado por:
6! 6!
T21(6-2) 2141
2° caso: A quantidade de maneiras de se escolher 5 tipos de pedras ornamentais distintas entre

Ce,2

as 15 pedras distintas, é dada por:
c _ 15! _ 15!
1557 51(15-5)! ~ 5!10!
Portanto, a quantidade de maneiras de se escolher 2 tecidos e 5 pedras €
6! 15!
155 = 5141 ) 5110! ™

C6,2 - C

Resposta correta: Letra (A).

Questdo 26: (ENEM 2020 — Item 142)

Trés amigos, André, Bernardo e Carlos, moram em um condominio fechado de uma
cidade. O quadriculado representa a localizagdo das ruas paralelas e perpendiculares,
delimitando quadras de mesmo tamanho nesse condominio, em que nos pontos A, B e C estdo

localizadas as casas de André, Bernardo e Carlos, respectivamente.

=}
&

>
A

André deseja deslocar-se da sua casa até a casa de Bernardo, sem passar pela casa de
Carlos, seguindo ao longo das ruas do condominio, fazendo sempre deslocamentos para a
direita (—) ou para cima (1), segundo o esquema da figura.

O ndmero de diferentes caminhos que André poderd utilizar para realizar o

deslocamento nas condic¢des propostas é
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(A) 4.
(B) 14.
(C) 17.
(D) 35.
(E) 48.

Solucéo: Vamos dividir o problema em dois casos:

1° caso: O nlimero de caminhos de A até B sera:

Figura 30: Caminhos de A até B

B

A

Fonte: Caderno amarelo ENEM, 2020. Adaptada pelo autor, 2023

Pela Figura 30, observamos que fizemos 4 deslocamentos para a direita e 3 para cima,
totalizando 7 deslocamentos. Dai, aplicando a permutacao com elementos repetidos, obteremos:
pia_ 7 _7°6°5 210

7 4131 3-2-1 6
2° caso: O numero de caminhos de A até B, passando por C:

=35

Figura 31: Caminhos de A até B, passando por C

B
.

c |

»
A

Fonte: Caderno amarelo ENEM, 2020. Adaptada pelo autor, 2023

Analisando as possibilidades presentes na Figura 31, observamos que temos dois deslocamentos

para a direita e dois para cima, de modo a ligar os caminhos de A até C. Ainda analisando a
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Figura 31, notamos que temos dois deslocamentos para a direita e um para cima que liga 0s
caminhos de C até B. Aplicando a permutagdo com elementos repetidos, obteremos:
41 31 4-3 3 36
PZ’Z-P2 = = = — =
o3 22t 2-11 2
Portanto, os caminhos de A até B que ndo passam por C seré:
35-18=17 g

18

Resposta correta: Letra (C).

Questéo 27: (ENEM 2022 — Item 150)

Um prédio, com 9 andares e 8 apartamentos de 2 quartos por andar, esta com todos 0s
seus apartamentos a venda. Os apartamentos séo identificados por nimeros formados por dois
algarismos, sendo que a dezena indica o andar onde se encontra o apartamento, e a unidade, um
algarismo de 1 a 8, que diferencia os apartamentos de um mesmo andar. Quanto a incidéncia
de sol nos quartos desses apartamentos, constatam-se as seguintes caracteristicas, em funcao de
seus numeros de identificacao:

e nagueles que finalizam em 1 ou 2, ambos os quartos recebem sol apenas na parte da
manha;

¢ naqueles que finalizam em 3, 4, 5 ou 6, apenas um dos quartos recebe sol na parte da
manha;

e naqueles que finalizam em 7 ou 8, ambos os quartos recebem sol apenas na parte da
tarde.

Uma pessoa pretende comprar 2 desses apartamentos em um mesmo andar, mas quer
que, em ambos, pelo menos um dos quartos receba sol na parte da manha.

De quantas maneiras diferentes essa pessoa podera escolher 2 desses apartamentos para

compra nas condic¢des desejadas?

6!

(A) 9x =

6!
(B) 9x (6—2)1x2!
4!
(C) 9x (a—2)1x2!

2!
(2-2)1x 2!

B) 9% (o~ 1)

(D) 9x
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Solucdo: Para um determinado andar, s6 podemos escolher os apartamentos terminados em 1,
2, 3,4,5e 6, uma vez que devemos escolher apartamentos com pelo menos um dos quartos
recebendo sol pelo amanhd. Ou seja, podemos escolher, em um andar, dois desses seis

apartamentos, como seqgue.
6!
-~ 21(6—2)!

Como o prédio possui 9 andares, 0 nimero de maneiras de escolher dois desses apartamentos

C6, 2

nas condicdes desejadas sera
6!

9XC6,2:9Xm

Resposta correta: Letra (B).

Questéo 28: (ENEM 2022 — Item 157)

Uma montadora de automoéveis divulgou que oferta a seus clientes mais de 1 000
configurac@es diferentes de carro, variando o modelo, a motorizacdo, os opcionais e a cor do
veiculo. Atualmente, ela oferece 7 modelos de carros com 2 tipos de motores: 1.0 e 1.6. Jaem
relacdo aos opcionais, existem 3 escolhas possiveis: central multimidia, rodas de liga leve e
bancos de couro, podendo o cliente optar por incluir um, dois, trés ou nenhum dos opcionais
disponiveis.

Para ser fiel a divulgacdo feita, a quantidade minima de cores que a montadora devera
disponibilizar a seus clientes é

(A) 8.
(B) 9.
(C) 11.
(D) 18.
(E) 24.

Solucgdo: Analisaremos a solucdo dessa questéo na divisdo dos casos.
1° caso: O cliente pode optar em incluir um, dois, trés ou nenhum dos itens opcionais
disponiveis. Dessa forma o nimero de maneira dele fazer essa incluséo é dado por:
C31+C3,+C33+C30=3+3+1+1=38
2° caso: Seja x a quantidade minima de cores disponiveis, e que a montadora oferece 7 modelos
de carros, 2 tipos de motores e 8 maneiras de fazer a inclusdo dos itens opcionais. Temos que:
7-2-8:-x>1000 =
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112x > 1000 =

x > 8,9 ]
Portanto, a quantidade minima de cores para que a montadora tenha mais de 1000 configuracoes
diferentes é 9.

Resposta correta: Letra (B).
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ANEXO A - Cddigos da construcdo da atividade do Principio Fundamental da Contagem

DR EEANEL Q=
i Nome Descricéo Valor Legenda
1 NimeroP  EscolherElementoAleatoriamente(Sequéncia(0, 10)) P=2

2 ListaQ  Sequéncia(Girar((1,0),i*2m/P).i,0,P-1) Q={(1,0),(-1,0}
3 Botaobt1 bt1 REINICIAR
4 Nimeroa (P(P-1))/2 a=1
5 Nimerob b=?
Campo de
6 Entrada ct CampoDeTexto(b) ctt
7 Botdobt2 bt2 VERIFICAR
8 Textotextol "TENTE NOVAMENTE"
9 Textotexto? "ATENCAQ"
"Dica 1: O aperto de maos que uma pessoa A da em uma
10 Texto texto3 pessoa B & o mesmo aperto que apessoa B da na
pessoa A"

"Dica 2: Como contamos cada aperto duas vezes, entdoo

il Pem it niimero de apertos é dado por S\fracin(n-1)}2}$"

12 Texto texto5 "CERTO"
Valor -
13 Bl EstaDefinido(b) c=false
Valor _
1 Booleano d d=felse
Valor -
15 Booleano e e=false
16 Nimeron n=0 1
17 Texto textob "RESPOSTA'

"A resposta correta €: ||

18 Texto textod \rac[ + (LaTeX(P)) + (" + (LaTeX(P) + “2)="+ "A resposta correta & \\ \frac{2x(2-1)}{2}=1"

(LaTeX(a)) + ™
g Nivelar(Sequéncia(Sequéncia{Segmento(Q(i), Q()),j.i 5 _
19 ListaR +1.P)i1.P-1) R={2
20 ListaS Sequéncia(fi, (#-1)/2},i,1,P) S={{1,0,2 1
TabelaDeTexto(Concatenar({{{Pessoas”, "Apertos de "\begin{array}{|c|c/}ihline Pessoas&\text{Apertos de méos} \
2 Texotetod o o)) l) \hine 180 \ hiine 281\ \hlne \end{aray)}
Texo “Uma forma de encontrar o nimero de apertos de
2 textol0 maos, € localizando o nimero de segmentos distintos

do poligono abaixo."
T "A resposta correta €\ ‘
23 textof \frac{" + (LaTeX(P)) + "x(" + (LaTeX(P)) + "“1)}{2}="+ "A resposta correta & \\\frac{2x(2-1)}{2}=1"
(LaTeX(a)) + ™
"Em uma festa, todos os convidados se

cumprimentam com um "Em uma festa, todos os convidados se cumprimentam com um
24 Textotexto7 aperto de mdos. Se houver "+ P + aperto de mdos. Se houver 2 pessoas presentes na festa,
" pessoas presentes na festa, quantos apertos de méos sdo possiveis?"

quantos apertos de méos séo possiveis?"

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).



ANEXO B — Cddigos da construgdo de Diagrama de Arvore
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DR EEERANEE

© e N bW N =

51
52

55

Nome

Descricdo

E Aleatori )

Escolh Al . £1.2})

a o o o

Escol Al i .29

Botdo bt1
Nimero e

NGmero ar

Valor
Booleano f
Valor
Booleano g
Valor
Booleano h

Botdo bi2
Texto texto5
Texio textod
NiGmero n

Campo de
Entrada ct1
Namero
C14
Namero
c2,

Namero
C34

Namero C1
Namero B1
Namero S1
Namero M1
Namero C
Nimero B2
Namero D1
Ponto A
Ponto B
Ponto D
Ponto E
Ponto F
Ponto G
Ponto H

Ponto |
Imagem
fig4
Ponto J
Ponto K
Ponto L
Ponto M
Imagem
figh
Ponto N

Ponto O
Ponto P

Ponto Q
Imagem
fig2
Ponto R
Ponto S
Imagem
fig7
Ponto T
Ponto U
Imagem
figd
Ponto V
Ponto W

Imagem
fig9
Ponto Z

Ponto A,

EscolnerElementoAleatoriamente(1. 2})

abcd

EstaDefinidofar)

CampoDeTexto(ar)

Valor

a=3

b=2

c=1

d=1

bt1

e=6

ar=7

f=false

g = false

h =false

bt2

"CERTO"
“TENTE NOVAMENTE"
n=0

ctt

C1y=2?

C2;=2?

C31=?

Cc1=?

B1=7?

S1=7

M1=?

C=1

B2=?

D1=2?
A=(-0.31,-0.98)
B =(1.83,-0.98)
D =(-0.61,-1.18)
E=(1.97,-1.18)
F=(-0.29.-1.16)
G =(2.06,-1.16)
H=(-0.29, -1.16)
I=(2.06,-1.16)
fig4
4=(-01.-0.93)
K =(1.93,-0.93)
L={0.15.-0.78)
M =(1.89.-0.78)
fig

N =(-0.1,-0.93)
0=(1.93,-0.93)
P'=(-0.27, -0.92)
Q=(1.76,-0.92)
fig2
R=(-0.1,-0.93)
S =(1.93,-0.93)
fig7
T=(-0.08.-1.08)
U=(195,-1.08)
figd

V =(-0.27.-0.93)
W=(1.77,-0.93)
fig9
Z=(-0.1,-0.93)
Aq=(1.93.-0.93)

Legenda

REINICIAR

VERIFICAR

a==1&8&b==




91
92
93

100
101
102
103

104

105

106

107

Ponto A,

Imagem
fig10
Ponto B4

Ponto Cy
Imagem

fig1
Ponto D4

Ponto E;4

Imagem
fig12
Ponto Fy

Ponto G,
Ponto Hy
Ponto I

Imagem
fig14
Ponto J4

Ponto K4

Imagem
fig15
Ponto L,

Ponto M,
Imagem

fig16
Ponto Ny

Ponto Oy

Imagem
figs
Ponto P4

Ponto Q4
Imagem
fig3

Ponto R4
Ponto Sy

Imagem
fig1

Texto texto1
Ponto T
Ponto U4
Imagem
fig17

Texto texto2

"I'olaldemane(ras— +a+"-"+b+"-"+c+ -
Texto texto3 a3+ e
Textotextod 'To| '{eemfagxras +a+"-"+b+ +C+ +d
Texto textos 'Tolaltiemanelras +a+"-"+b+"-"+c+"-"+d
Texto textoS Tgl:lt?ernfnelras +a+"-"+b+"-"+c+"-"+d
Texto "Totalde maneiras " +a+"-"+b+"-"+c+"-"+d
texto10 +" ="+
Texto "Total de maneiras "+a+"-"+b+"-"+c+" - "+d
texto11 +"="re+"™
Texto

"Tolal de maneiras "+a+"-"+b+"-"+c+"-"+d
texto12 +"="5e+™

Texto 'Totaldemaneiras"+a+" "+b+"-"+o+"-"+d
texto13 +"="+g+"
Texto "I'olaldemane(ras FRAENnE RN R RN
texto14 ottt -0
Texto "I’olaldemanwas FAF SN eba ™ Ve e~ ¥d
texto15 +"="+g+™
Texto 'Tolaldemaneiras"*a*"-'+b+' "+c+"-"+d
texto16 +"="+e+"
Texto "ToIaIde manelras "+a+":-"+b+"-"+c+ +d
texto17 FN=Nr @
Texto 'Tolaldemaneﬂas +a+"-"+b+"-"+c+"-"+d

texto18 +"="+e+™

Texto 'Tolaldemanexras +a+"-"+b+""rec+" - "+d
texto19 +"="+e+"™
Texto ’Tolaldemaneuas +a+"-"+b+"-"+c+" -"+d
texto20 "+e+"
Texto demanewas k" -"Eb "N EeE" e d
texto21 "+e+"™
"JoZo € aluno da Escola de Ensino Médio em Tempo
Integral Capeldo Frei Orlando,
localizada na cidade de Canindé no Ceara. Um dia,
ao abrir seu guarda-roupa para
vestir o uniforme. d%cobnu que sua mae
Texto texto7 hawa o oade = A R
" bermudas.
"+C+ par&sdesapatose +d * paresde
meias. De Jodo pode um
uniforme completo?”
Texto "A resposta comreta €\ + (LaTeX(a))+" -~
texto22 (LaTeX(b)) +" - * + (LaTeX(c)) +~- "+ (LaTeX(d)) +
"="+(LaTeX(e)) +
Texto
texto23
Texto
texto24

Fonte:

Ay=(193.-093)
fig10
B;=(-0.1,-0.93)
Cy={193,-093)
fig11
D;=(-0.1,-0.93)
E;=(193.-083)
fig12
Fy=(-0.33.-2.08)
Gy =(1.71,-2.08)
H;={-0.16.-0.8)
I, =(1.88.-0.8)
figl4
Jy=(0.01,-0.77)
Kq=(169, -0.77)
fig15

= (-0.06, -0.86)
M, = (1.75. -0.86)
fig16
Ny ={-0.13.-0.84)
04 =(1.67,-0.34)
figs
P, =(-0.05, -0.86)
Q¢ =(175,-0.86)
fig3
Ry ={-0.11,-0.34)
S;=(169.-0.84)
fig1
"RESPOSTA"
T1=(-007.-083)
Uy =(1.96, -0.63)

fig17

“Uma alternativa para responder a queslao € por meio do uso do Diagrama de

Arvore, uma todas asp de ira clara
€ organizada. "

"Total de maneiras=3-2-1-1=
"Total de maneiras 3-2-1-1=6"
"Total de maneiras3-2- 1
"Total de maneiras3-2-1-1=8"
“Total de maneiras3-2-1-1=6"
“Total de maneiras3-2-1-1=6"
"Total de maneiras 3-2-1-1=§"
“Total de maneiras 3-2-1-1=§"
"Total de maneiras3-2-1-1=6"
"Total de maneiras 3 - 2
"Total de maneiras 3 - 2
"Total de maneiras 3 - 2
“Total de maneiras 3 - 2
“Total de maneiras 3 - 2
“Total de maneiras 3-2-1-

“Total de maneiras 3-2-1-1=§"

"Jodo é aluno da Escola de Ensino Médio em Tempo Integral Capeldo Frei Orlando, localizada
na cidade de Canmde no Ceara Um dna a0 abrir seu guarda-roupa para vestir o uniforme,
descobriu que sua mae havia disp 2 1 pares de sapatos el
pares de meias. De quantas maneiras JoZo pode um

“A resposta correta é03-2-1-1=6"
"Se uma decisdo d, _1 pode ser tomada de x maneiras e se, umavezlomadaadeusaod 1a

deciséo d_2 puder ser dey entdoo de de se as
decisbes d 1ed 2éxy"

"ATENGCAO"

Elaborado pelo autor (2023).
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ANEXO C — Cadigos da construcao de Permutacdo e Arranjo Simples

R+ AL 004N =+

14
15
16
17
18
19
20
21
22

23

24

Nome  Descricdo
Nimero n EscolherElementoAleatoriamente(Sequéncia(1, 7))

Botdo bt1

Ndmero

ar

Valor

Booleano EstaDefinido(ar)
a

Valor
Booleano
b

Valor
Booleano
c

Campo
de
Entrada
ct1

Botdo bt2

Texto
texto2
Texto
texto3

Namero d nl

CampoDeTexto(ar)

Numero p EscolherElementoAleatoriamente(Sequéncia(1, 7))

Texto
fextod
Texto
textod
Texto
textob
Texto
texto7
Texto
textod
Texto
textod
Texto
texto10
Texto
texto11
Nimero
m
Texto
texto12

Texto
texto13

"itext{Anagrama € um substantivo que se refere a uma palavra ou frase formada\l
através da reorganizacéo das letras de outra palavra ou frase. Por exemplo, a'\
palavra ‘PRATICO’ pode ser utilizada para criar diferentes anagramas, tais \\como
“COPARTI" ou “PICATOR". Determine o niimero de anagramas com \\\red{" +
(LaTeX(n)) +"}" + (LaTeX(Se(n £ 1, "text{letra, sendo esta] \textit{blue{A}}.", Se(n £ 2,
Texi “itext{letras, sendo estas} \textit{\blue[A}} e \textit{\blue(B]}.", Se(n £ 3, "text{letras,
X0 sendo estas} \textit{\bluefA}}, \textit{\blue{B}} e textit{\blue{C}}.", Se(n < 4, "\text{letras,
sendo estas} \textit{\blue{A}}, \textit{\blue{B}}. \textit{\blue{C}} e \textit{\blue{D}}.", Se(n £
5, "\text{letras, sendo estas} textit{\blue{A}}, \textit{\blue{B}}, \textit{blue{C}},
\textit\blue{D}} e \textit{\blue{E}}.", Se(n £ 6, "text{letras, sendo estas} ‘textit{\blue{A}},
\textit{\blue{B}}. \textit{\blue{C}}, \textit{\blue{D}}, \textit{\blue{E}} e textit{\blue{F}}.",
"ltext{letras, sendo estas} \textit{\blue{A}}, textit{\blue{B}}, \textit{\blue{C}},
\textit{\blue{D}}, \textit{iblue{E}}, \textit{\blue{F}} e \textit{\blue{G}}."))))))) + ™

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

texto1

Valor Legenda
n=2
bt1 REINICI.

ar=?

a=false
b =false

¢ =false

ct1

bt2 VERIFIC
"CERTO"

"TENTE NOVAMENTE"

d=2

p=4

"itext{A resposta correta éJ\P_n=7!
=Tx6x5x4x3x2x1=5040"
"\text{A resposta correta &} \P_n =6l
=6x5x4x3x2x1=720"

"itext{A resposta correta €} \\P_n = 5!
=5x4x3x2x1=120"

“\text{A resposta correta &} \\P_n = 4!
=4x3x2x1=24"

“ltext{A resposnta correta €} \\P_n =3l
=3x2x1=6"

"ltext{A resposta correta €} \P_n=2!
=2x1=2"

Pan=1=1"
"RESPOSTA"
m=1 1

"ATENCAQ"

"itext{Dica:\\ O nimero de modos de
ordenar n objetos distintos é}\\ P_n =
n-(n-1)-(n-2)-...2-1=nl"

“ltext{Anagrama € um substantivo que
se refere a uma palavra ou frase
formada\l através da reorganizacéo
das letras de outra palavra ou frase.
Por exemplo, a\\ palavra "‘PRATICO"
pode ser utilizada para criar diferentes
anagramas, tais \\como “COPARTI" ou
‘PICATOR". Determine o niimero de
anagramas com \\\red{2\;}\text{letras,
sendo estas; \extit\blue{A}} e
\textit{\blue{B}}."
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ANEXO D - Cddigos da construcdo de Permutacdo com Elementos Repetidos

[R][+ ]~ @] O[N] ¢ Q=

: Nome Descricdo Valor Legenda
1 Numero ¢ EscolherElementoAleatoriamente(Sequéncia(1, 10)) c=6
2 Numerol EscolherElementoAleatoriamente(Sequéncia(1, 10)) =7
3 |PontoD D=(0.1)
4 Ponto A A=(0,0)
5 Ponto C C=(1.0)
6  Vetoru Vetor(A, C) u=(1,0)
7  \Vetorv Vetor(A, D) v=(0,1)
8 |Listal;  Sequéncia(Transladar(A, Vetor(ui)), i, 0, c-1) I, ={(0, 0). (1, 0), (2, 0). (3, 0), (4, 0). (5, 0)}
I, ={{(0. 0), (1. 0). (2, 0), (3. 0), (4, 0). (5. 0)}. {(0,
1).(1.1).(2.1).(3. 1), (4. 1). (5, 1)}, {(0. 2). (1,
- s o PN 2).(2.2).(3.2).(4.2). (5. 2)}. {(0.3). (1. 3). (2,
9 Listal, Sequéncia(Transladar(l;, Vetor(vi)),i, 0,1- 1) 3). (3, 3). (4. 3), (5, 3)}. {(0. 4) (1, 4), (2. 4), 3,
4).(4.4). (5, 4)}, {(0.5), (1. 5). (2. 5). (3. 5). (4,
g;}}(S 5)},{(0, 6). (1. 6). (2,6). (3, 6), (4,6), (5,
I3 ={(0, 0), (1, 0). (2, D), {3, 0). (4, 0). (5, 0), (0,
10, (1,1), (2, 1), (3. 1). (4, 1). (5, 1), (0, 2). (1, 2),
i (2.2),(3.2), (4.2),(5.2).(0,3), (1, 3). (2, 3). (3.
el B 3). (4, 3). (5.3). (0. 4). (1. 4). (2. 4). (3. 4), (4. 4),
(5.4). (0. 5). (1,5). (2. 5). (3, 5). (4, 5). (5. 5). (0,
6). (1.6). (2, 6). (3, 6). (4. 6). (5. 6)}
11 PontoB Pontosobrel, B=(5,6)
NG
12 p:r':’nfff (c-1+1-D{(c- 1) (-1)) permut = 462
13 | Botdo bt1 bt1 REINICIA
14 Botdo bt2 bt2 VERIFIC/
Texto “ »
15 iexto2 CERTO
Texto o n
16 ioxto3 TENTE NOVAMENTE
Valor
17 Booleano a = false
a
Valor
18 Booleano b = false
b
19 Ndmero ar ar=7?
Valor
20 Booleano EstaDefinido(ar) d = false
d
Campo de
21 Entrada CampoDeTexto(ar) ctl
ct1
Texto .' .
22 textod RESPOSTA
Texto “ EES
23 textos ATENCAQ'
Texto "text{Dica 2:\\ O nimero de caminha € dado pela
24 t formula da\\ Permutacéo de Elementos
extob < -
Repetidos.}
25 Ndmeron n=1 1
g Texto "ATENCAO"
texto7 z
"\text{A resposta correta &:}\\
it tT ex);t 09 PaMa-B-y-...-8} = \frac{nl}{al-pl-yl-...-81} = Wfrac{" + (LaTeX(c - 1 +1- 1)) + "I}{" -\t\e}x‘{A rlespnossnta 'co "gfa e\}f? : 1{1n|}'\g|’ gv 46%“
eXt09 | (LaTeX(c- 1)) + 1" + (LaTeX(I- 1)) + "} = " + (LaTeX(permut)) + ™ racinlial Blyl Ol =raclifiist 64
"Dica 1: Chamando de D o deslocamento para
direita e C o deslocamento para cima, temos que
28 Texto o valor de n € dado pela soma de todos os D e C
texto10 que leva de A até B, por outro lado o valorde a é
o numero de deslocamentode De B
o0 deslocamento de C."
"itext{Dica 3:\\ "text{Dica 3:\\ Aférmula da Permutacéo com
29 Texto A formula da Permutacdo com Elementos Repetidos é:}\\ Elementos Repetidos 6\ P_{n}*{a, B.y, ..., 8} =
texto8  P.*a. By, .., 8} =\frac{nlH{al-Bl-yl-..-81} textfem que} n ="+ (LaTeX(c- 1 \frac{ni}{al-Bl-y!-...-51}, textfem que} n =11, a
+1-1))+", a="+(LaTeX(c-1)) + " text{e} B="+ (LaTeX(I-1))+"" =5 \text{e} p=6."
> i 3 ., text{A figura ao lado representa o mapa de uma
Rl g0 ado eprsert.o apa de unacdad, a8 VAT cidae,nacul i vadl) Vavaridas 1 v
30 Texto "} avenidas na direco lest te \\ Quant minh m repeticoes s3 norte-sul e \blue{5} avenidas na direcdo leste-
textol Quenicas DaHeLd0 o e 0omo s ramos ool 0S Sem repeticoes Sad  yeste \\ Quantos caminhos sem repeticbes sdo

possiveis, partindo do ponto\ \textit{\green{A}} até o ponto

textitfigreen{B)}2)" possiveis. partindo do ponto'\ \textit{\green{A}}

até o ponto \textit{\green{B}}?}"
Fonte: Elaborado pelo autor (2023).



ANEXO E - Cédigos da construgdo de Combinacao Simples
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DRSS EEINEE

(S o B T B S ]

13

14
15

19

2

A

Nome  Descricdo
Nimero p; EscolherElementoAleatoriamente(Sequéncia(1, 9))

Nimero p, EscolherElementoAleatoriamente(Sequéncia(1, 4))
Botdo bt1
Botdo bi2

Numero ar

Valor
Booleano a
Valor
Booleano b

Numero p; EscolherElementoAleatoriamente(Sequéncia(1, 7))
NIEIO 7113 7)) 91 (o OB 41 (8-
Campo de

Entrada  CampoDeTexto(ar)

ctt

Texto
texto?
Texto
textod
Valor
Booleano ¢
Texto
textod

Nimero n

Texto
textod

Texto
textob

Texto
texto/
Texto
textod

EstaDefinido(ar)

"text{A resposta correta &\

Texto C,p = rac{nl{pl(n-p)} = frac{7}{" + (LaTeX(p;)) + 1" + (LaTeX(7 - py)) +

textod,  "l}\frac{I}{" + (LaTeX(p,)) + "+ (LaTeX(3 - p,)) + "}-frac(dl){" +
(LaTeX(ps)) + 1" + (LaTeX(4 - ps)) + "} =" + (LaTeX(combi)) + "™
"text{Em um grupo de \green{20} pessoas existem \red{7} médicos,

\red{9} engenheiros e \red{4] advogados. \\Quantas comissdes
Texto poderiamos organizar compostas de \blue{" + (LaTeX(p;)) + "} médicos,

ool el + LaTeX(p,) + ]
engenheiros \le \blue{" + (LaTeX(p,)) + "} advogados?}’

a=false

b =false
pr=5
combi = 189

it

"CERTO"
"TENTE NOVAMENTE"
¢ =false

"RESPOSTA"
n=1
"ATENCAQ"

"ttext{Dica 1:\A solucdo do problema é formado
pelas combinacdes || de médicos, engenheiros e
advogados.}'

"ATENGAC"

"text{Aformula da Compinacéo Simples &:}\
C_{n}{p} = \frac{nl}p!(n-p)1}."

"text{A resposta correta &)\ C_{n p} = \frac{nf}{p!
(n-p)t} = \frac{71H{5121}\frac{1){1161)-frac{4rH4101)
=189

"ttext{Em um grupo de \green{20} pessoas
existem \red{7} medicos, \red{9} engenheiros e
\red{4) advogados. \\Quantas comissdes
poderfamos organizar compostas de

blue{5} médicos, 'blue{1} engenheiros \le
\blue{4} advogados?'

Fonte: Elaborado pelo autor (2023).

Q=

Legenda

REINICIAF
VERIFICA



