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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar as coordenadas baricéntricas e
algumas das suas propriedades, enfatizando alguns dos principais pontos notaveis
do triangulo como: baricentro, incentro, ortocentro e circuncentro. As coordenadas
baricéntricas, consideradas como um tipo especial de geometria analitica,
constituem mais uma técnica que facilita e agiliza as resolu¢des de problemas de
geometria, pois em algumas circunstancias em semelhancas de triangulos nao ficam
evidentes quais triangulos considerar em questdo, exigindo-se construcées nédo
intuitivas de retas auxiliares e nos casos do uso de coordenadas cartesianas somos,
muitas vezes, direcionados as expressdes que nao sao invariantes por
transformacoes afins. Na primeira parte deste trabalho, sdo apresentados alguns
pré-requisitos para o acompanhamento do assunto, logo apds a segunda parte é
exposta a definicdo de coordenadas baricéntricas, bem como algumas das suas
propriedades e alguns teoremas, por exemplo, o teorema de Van Aubel e os
teoremas de Routh. Finalizando o trabalho, incluimos as coordenadas baricéntricas
dos pontos notaveis do triangulo citados acima, 0 nosso principal obijetivo,

juntamente aos problemas dos trés vasos e uma aplicacao do teorema de Routh.

Palavras-chave: coordenadas baricéntricas; pontos notaveis do triangulo; teorema

de routh.



ABSTRACT

This paper aims to present the barycentric coordinates and some of its properties,
emphasizing some of the main notable points of the triangle as: barycenter, incenter,
orthocenter and circumcenter. Barycentric coordinates, considered as a special kind
of analytic geometry, is another technique that facilitates and speeds up the
resolution of geometry problems, because in some circumstances in similarities of
triangles it is not evident which triangles to consider in question, requiring non-
intuitive constructions of auxiliary lines and in cases of the use of Cartesian
coordinates we are often directed to expressions that are not invariants by affine
transformations. In the first part of this work are presented some prerequisites for
following the subject, soon after in the second part is exposed to the definition of
barycentric coordinates as well as some of its properties and some theorems, for
example, Aubel's theorem and Routh's theorems. Finalizing the paper, we include the
barycentric coordinates of the notable points of the triangle mentioned above, our
main goal, along with the three-pot problems and an application of Routh's theorem.

Keywords: barycentric coordinates; notable points of the triangle; routh's theorem.
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1 INTRODUCAO

A geometria é uma das areas mais antigas de conhecimento da
Matematica e de imensa importancia para a sociedade, visto que nos ensina como
perceber a realidade através das suas formas geométricas. Além disso, o estudo
das &reas e dos triangulos sdo assuntos primordiais para a geometria e foi nesse
sentido, juntamente com minha afinidade pela matéria, que o presente trabalho foi
elaborado na expectativa de contribuir num aprendizado mais aprofundado de
geometria, solucionando situagdes mais complexas que possam surgir.

As coordenadas baricéntricas, como veremos no teorema 2.1, sao
interpretadas como razdo entre areas de triangulos, assunto muito marcante na
geometria. No Oriente € muito mais comum que no Ocidente o uso de areas para
resolver problemas e este trabalho nos chama a atencdo exatamente para isto, pois
as coordenadas baricéntricas estdo amplamente relacionadas ao conceito de areas.

O intuito principal deste trabalho é apresentar as coordenadas
baricéntricas com énfase nos pontos notaveis de um tridangulo de uma forma
simples, porém com o rigor matematico. Lembrando que o referido assunto é mais
uma ferramenta para resolugcbes de problemas de geometria e envolve o
conhecimento de vetores e geometria analitica como pré-requisitos. A aplicacéo
deste conteldo muitas vezes é mais eficaz que as semelhancas de triangulo e o
emprego das coordenadas cartesianas, pois no primeiro em algumas circunstancias
nao ficam evidentes quais tridangulos considerar exigindo construgcdes nao intuitivas
de retas auxiliares. E 0 segundo geralmente nos leva a expressfes, que ndo sao
invariantes por transformacfes afins, dificultando a analise de propriedades
intrinsecas.

Este trabalho esta estruturado em trés secdes.

Na primeira parte falamos de conceitos e conhecimentos prévios que sao
necessarios e importantes para se ter um bom acompanhamento e entendimento
dos assuntos que seguem. Nesta secdo, apresentamos as no¢cdes de segmento
orientado, area com sinal de triangulo e coordenadas baricéntricas de um ponto em
relacdo a um triangulo (coordenadas dos pontos no plano, baseadas em trés pontos
fixados que seréo os vértices do triangulo ndo degenerado).

Na segunda secdo aprofundamos o estudo de coordenadas baricéntricas

e suas classificacdes, expondo a relacdo entre as coordenadas baricéntricas e a
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area com sinal, operacbes em coordenadas baricéntricas e terminamos com a
apresentacao dos teoremas de Van Aubel e Routh.

Na Ultima secdo chegamos nas aplicagbes das coordenadas
baricéntricas, finalizando com o0 nosso objetivo de apresentar alguns pontos notaveis
do triangulo como: o Baricentro, o Incentro, o Ortocentro, o Circuncentro e Ex-
Incentro. Além disso, temos uma propriedade do triangulo ortico e o problema
classico dos trés vasos.

Espero que o presente trabalho possa servir de incentivo, aprendizado e
aprofundamento para os amantes da Matematica e em particular da Geometria,
transmitindo assim, o conhecimento do assunto, coordenadas baricéntricas, também

considerada como um tipo especial de geometria analitica.
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2 SEGMENTO ORIENTADO E AREA COM SINAL DE UM
TRIANGULO

Nesta secdo sera apresentado o conceito de segmento orientado, area com
sinal de um triangulo e relacGes entre elas, por exemplo, o conhecido teorema do
co-lado. Tais conceitos sdo necessarios visto que, o presente trabalho utiliza-se de
medidas com sinal, medidas que nos fornecem vantagens em relacdo as habituais

medidas euclidianas.

2.1 Segmento Orientado

Definicdo 2.1: Um Segmento Orientado é um segmento munido de um sentido, ou
seja, dentre suas extremidades uma é a inicial e a outra é a final.

A notacdo utilizada para designar um segmento cuja origem € dada pelo
ponto A e sua extremidade pelo ponto B é AB. Além disso, os segmentos orientados

AB e BA séo diferentes bem como suas medidas devido as orientacdes.

Definicdo 2.2: (Medida de segmento orientado) A medida de um segmento
orientado AB, por abuso de linguagem, também sera denotada por AB e definimos
como:

5 — {+|AB| se tem a mesma orientacdo da retar
~ | —|AB]| se tem orientagdo contraria aretar

A B
- 4

a r

Sendo A e B pontos distintos de um eixo orientado com coordenadas cartesianas a e
b, |AB| = |b — a| é a medida euclidiana do segmento de reta de extremidades A e B.

Da definicdo acima, percebemos que a medida de um segmento orientado
pode ser representada em funcdo das coordenadas cartesianas de seus pontos da

seguinte maneira:

1B = {+|AB| = b —a,pois b —a > o; mesma orientagao daretar
~ |—|AB|=—(a—b) = b —a;pois b—a < 0; orientagido contrariaaretar



E facil de perceber as seguintes propriedades:

Sejam a, b, c as coordenadas cartesianas dos pontos colineares A, B e C. Entdo:

i) AB=0b—a=0a=boA=B

i) B=—-BA; poisAB = b—a=—(a—b)=—-BA

+ CB = AB;pois AC+CB=c—a+b—c=b—a=AB

S
o

Proposicédo 2.1: Condicao de alinhamento de pontos

Dados os pontos A, B, C e D estes estardo alinhados somente se

2.2 Divisao de um segmento orientado em uma dada razéo

Definigdo 2.3: Sejam A, B (A + B) e P pontos de uma reta orientada r e seja , K #

4P
—1, um ndmero real. Dizemos que P divide AB narazdo k se k = oy

Primeiramente, porque K # —1? Observe que para K = —1, teremos:

AP . _
ﬁz—l = AP = —PB = AP + PB =0 = AB & A = B (contradi¢ao)

17

Ja para K = 1, obtemos AP = PB < P é o ponto médio de AB. Por (ltimo K = 0 nos

fornece o casoemque P = A
Vimos os casos em que K = —1, 0, 1, faltando analisar:

K<O0K+#-1)e K>0(K+#1),
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Sendo P um ponto da reta orientada r, que passa por A e B, e escolhendo um
sistema de coordenadas onde A tem coordenada O, B coordenada 1 e P tem
coordenada t , temos: P = A + tAB , sendo AP = tAB e PB = (1 — t)4B, 0 que nos
mostra que para P pertencer ao segmento orientado bastaque 0 <t < 1

Perceba que

Lot =g (0 ponto P divide 22 narazio K)y=>t=t(K) = =
PB 1-t PB 1+K
Olhando o grafico dessa funcédo obtemos as seguintes conclusdes
Figura 1 - Grafico da funcéao t(K)
t
Fonte: elaborada pelo autor.
Pelo grafico notamos que:
)] k>0 ©0<t<1eportanto P estaentre Ae B .
i) k<0 t<Oout>1 eportanto P ndo estardentre A e B
Pii A Pi B > Pii
t<o0 0<t<1 t>1

Proposicdo 2.2: Dado um segmento AB e uma razdo K,K # —1, existe um

anico ponto P que divide este segmento nesta razao.
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Demonstracao: (Existéncia) Anteriormente, quando tomamos o0s pontos A e B de

coordenadas 0 e 1, respectivamente, estabelecemos um segmento orientado e

vimos que:
AP t
==—=k
PB 1-t
Assim,
L st k—ke tA+k)=k=>t L
= — = —_ = = = =
1-t 1+k

Ou seja, existe um ponto P que divide o segmento AB em uma razao
k (k # —1), cuja coordenada € dada por %

De forma geral, se as coordenadas dos pontos A e B sdo A = (x1,y;) € B =

(x4,y2), as coordenadas do ponto P = (1 — t)A + tB sao
P=((1—-t)x; +tx;,(1 =)y, +ty, )

(Unicidade) Primeiro caso: Considere um ponto P* que divide interiormente o

segmento AB na mesma razdo K de P. Entdo

AP~ ﬁ+ﬁ_W+P*B AB AB

P*B PB P*B PB  P*B

Segundo caso: Considere um ponto Q* que divide exteriormente o segmento AB na

mesma razao K de Q. Entdo

»
w
)
R

o
<
3
S
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=
vy
N
<
|
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[ |
Sabendo disso, a pergunta agora é: sera que existem pontos (interior e exterior) que

dividem o segmento AB na mesma razdo K (em termos de valores positivos de K)?

Definicdo 2.4: (Divisdo Harmdnica) Dizemos que os pontos P e Q dividem

harmonicamente o segmento AB, se P divide AB na razdo K e Q divide AB na razdo
. AP AQ ~ : -

— K com (K # +1), ou seja, == 05" Os pontos P e Q s&o denominados divisores

harménicos ou conjugados harménicos (sendo um interiormente e o0 outro

exteriormente).

Observacoes:
i) Sabemos que K # —1. Além disso, para K = 1 teremos Q — oo.
A P B
1)) Se P e Q sdo os conjugados harmonicos do segmento AB, reciprocamente

A e B séo os conjugados harmonicos do segmento PQ.

2.3  Area com sinal de triangulo

Inicialmente, vamos lembrar como se calcula a area S de um triangulo dadas
as coordenadas de seus vértices. Sejam A(xy,y;), B(x,,y,) e C(x3,v3) 0S Vértices

de um triangulo.

Figura 2 - Triangulo de vértices A, B, C e altura AH.

A

Fonte: elaborada pelo autor.
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e Areado triangulo: S == BC-A

N |-

e BC=(x;—x3)%+ (y2 — y3)?
e Equacio geral da reta BC.

x y 1

X2 ¥, U=0=(y,—y)x+ (3 —x)y + (x2;,—x3y,) = 0
X3 Y, 1
e Distancia do ponto A até areta BC

_ (V2 —¥3)x1 + (x3 — x2)y1 + (X2¥3—%3Y>)
\/(xz —x3)% + (¥, — ¥3)?

AH

Portanto a area do triangulo é dada por:

X oy 1
X, Y, 1 1
1 __ 1 X3 vy 1 1{]¥r N

SZE C-AH=E\/(x2—x3)2+(y2—y3)2- = > =5||% Y2 1

V0 = x3)2 + (y2 = y3) X3 vz 1
X Y1 1

Podemos escrever a expresséo E = |x, Yy, 1| da seguinte maneira,

x3 Y3 1

X1 X2 X3 X1
S yr Y2 ¥3 o n
das diagonais inclinadas para a direita e subtraimos a soma dos produtos de

, onde somamos os produtos dos nimeros de cada uma

cada uma das diagonais inclinadas para a esquerda.

2 &55 \:‘5& £

X2V X3W

O sinal da expressao E depende da ordem na qual os pontos foram escolhidos.
Se os pontos forem escolhidos no sentido anti-horario entdo E sera positivo, caso
apresentado acima; porém se fizermos a escolha no sentido horario teremos E
negativo.
Ex:

X1 X3 Xz Xq - _f

Ez)’l Y3 Y2 yil
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Portanto, a area com sinal de um triangulo sera positivo, desde que escolhido o
sentido anti-horario dos seus vértices, ou serd negativo se escolhido o sentido
horéario destes.

Definic&o 2.5: (Area com sinal de um triangulo). Sejam A, B e C pontos de um plano.
Definimos a area com sinal do triangulo AABC como sendo Sy ,pc:

0 ; triangulo degenerado ( A,B e C pontos colineares)
Spapc =4 TAABC ,se A, B e C estdo dispostos no sentido anti — horario
—AABC, se A,B e C sdo pontos dispostos no sentido horario.

Figura 3 - Area com sinal em sentido horario e anti-horario

B B

-
e Saapc = +AABC ® Spape = —AABC
<<

Fonte: elaborada pelo autor

Destacamos a seguir, duas propriedades importantes da area com sinal de um
triangulo.

1. Propriedade da permutacao

Sentido anti-horario: Syspc = Sagca = Sacas
Sent'do hOféI’IO SAACB == SACBA == SABAC

Sentido anti-horario = — (Sentido horario)

2. Propriedade da decomposicao

Se P é um ponto qualquer do plano e AABC um triangulo, entdo P determina outros
trés triangulos em relagdo aos pontos A,B e C, e podemos relacionar as areas de

tais triangulos com a area do AABC, da seguinte forma.

Spasc = Sapap + Sapec + Sapca

Observe que essa propriedade é valida para areas convencionais, onde P esta no
interior do AABC, conforme figura abaixo:
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Figura 4 - SABC = SPBC + SPCA + SPAB e AABC = APBC + APCA + APAB

Fonte: elaborada pelo autor.

Considerando a nocédo de area com sinal de triangulos, a propriedade também é
vélida conforme figura abaixo.

Figura 5 - Spgc = Sppc + Spca + Spas

AABC = +APAB+APBC —APCA  AABC = +APAB - APBC + APCA AABC = —-APAB+APBC + APCA

AABC=—-APAB + APBC - APCA AABC=-APAB — APBC + APCA AABC =+APAB - APBC - APCA

Fonte: elaborada pelo autor.
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2.4 Coordenadas Baricéntricas e a localizacdo de um ponto P em

relacdo a um Triangulo

Veremos agora como determinar se um dado ponto P pertence ao interior
de um tridngulo ou ndo. Além disso, analisar em qual regido do plano ele se
encontra.

De acordo com (LIMA, 2002, p.103 -105), a subtracdo de pontos
resulta, por definicho, em um vetor, como em AB =B — A, primeiro observe a
igualdade vetorial:

AP = p -AB + y: AC =
P-A=B-B=A)+y-(C-A)=
>P=A-FA—-yA+[B+yC
>P=0-B—-y)A+[B+yC

De forma que, pondo a = 1 — 8 — ¥, chegamos na expressao
P=aA+ B +yC
Coma+f+y=1.
Note que essa Ultima igualdade envolvendo o ponto P é apenas uma forma

conveniente de escrever a igualdade vetorial inicial

AP =f-4AB +y-AC

Teorema 2.1: Sejam A, B e C pontos distintos e ndo colineares do plano. Entédo
cada ponto P do plano pode ser escrito de modo Unico da seguinte maneira:
P=a,A+BpB+y,_C
Onde a,, f, e ¥, sd0 nUmeros reais e a, + B, +y, = 1.
Demonstracdo: Considere os pontos P(x,y); A(x1,y1); B(x3,¥,) e C(x3,¥3) € 0s
coeficientes a,, B, e y, satisfazendo as condi¢cdes dadas; temos:
X180, + X + X3Y, = X

Vilp + Yoy + V3Vp =Y
ap+ By +vyp,=1

Onde o determinante do sistema é

X1 X2 X3 x1 y1 1 X, X, X3 X )
D=\y1 y2 Y3|=|x2 y2 1| = |y1 Yy ys vl = 2S (Area do tridngulo)
1 1 1 x3 y3 1
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Portanto, o sistema € n&o nulo e tem solugéo Unica para cada coeficiente a,, 5, e ;.

Assim, podemos encontrar os valores destes, facilmente pela regra de Cramer.

X Xy X3
Yy Y2 V3 |x X2 X3 x|
11 1l dy ya y3 oyl Seee
14 - xl xZ X3 - |x1 xz x3 x1| _SABC
Yi Y2 V3 Yi Y2 V3 W1
1 1 1
X, X X3
yi Y Y3 X1 X X3 x1|
111 10 Wy Y Y3 ) Sapc
Bp— x1 xz x3 - |X1 xZ X3 X1| _SABC
Yi Y2 Y3 Vi Y2 Y3 W1
1 1 1
Xy X3 X
yi Y2 ¥ X1 Xy X x1|
11 1l oy oy y oyl Sase
W=7 x;, X3 _|x1 X, X3 x1|_5ABC
Yi Y2 Y3 Vi Y2 Y3 W1
1 1 1

Onde Spgc, Sapc €Sugp  SA0 as areas orientadas dos triangulos

PBC ,APC e ABP, respectivamente.
Assim, os coeficientes a, 8,y sdo denominados as coordenadas baricéntricas

do ponto P e representamos P = (a: B:y).

As expressbes encontradas acima permitem associar o sinal das
coordenadas baricéntricas exatamente com as regides do plano determinadas pelas
retas que contém os lados do triangulo ABC. A analise € feita da seguinte maneira,
(i) @, > 0 e se somente se o triangulo PBC tem a mesma orientacdo do triangulo
ABC, porém isso sO ocorre quando P estd no mesmo semiplano de A em relacdo a

reta que contém BC
(ii) @, < 0 e se somente se o triangulo PBC tem a orientacdo inversa do triangulo

ABC, porém isso so ocorre quando P esta no semiplano oposto de A em relagéo a

reta que contém BC.
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A localizacdo de um ponto em relacdo ao triangulo se torna imediata com

suas coordenadas baricéntricas, veja a figura seguinte:

Figura 6 - Localizacdo de um ponto em relagédo a um triangulo:

ay >0

fp=0 By <0 Yo =0

a, =0
ay <0 B ay <0 ay <0
By >0 B, >0 By <0
Yy <0 ¥p >0 ¥p >0

Fonte: elaborada pelo autor.

Podemos interpretar as coordenadas baricéntricas de um ponto em termos da

transformacéao afim T: R? - R3 tal que:

T(A) =(1,0,0), T(B) =(0,1,0) e T(C) = (0,0,1).

Essa transformacéo é injetiva e leva R? no plano de equagdo x + y + z = 1, de forma
que as coordenadas baricéntricas de P, relativas ao triangulo ABC, sédo as

coordenadas cartesianas do ponto T(P).

Dando continuidade ao trabalho, veremos a seguir um teorema importante para o
nosso estudo denominado teorema do co-lado. Antes disso, é necessario um estudo
de como se relaciona as razdes de segmentos orientados e areas com sinal de um

triangulo em uma determinada situacao.
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2.5 Teorema do Co-lado

Proposicdo 2.3: Triangulos com alturas congruentes possuem areas com sinal

proporcional as medidas com sinal de suas bases.

Figura 7 - Proporcéao entre areas com sinal e bases de triangulos de mesma

altura

R > &

\V_‘

A B C

Fonte: elaborada pelo autor.

Seas _ AB
Sppc  BC

Demonstracao: Considere os triangulos APAB e APBC orientados no sentido anti-
horario com B entre A e C, sem perda de generalidade. Sendo |AB|, |BC| as

respectivas bases de cada triangulo; temos:

1 —_
Seas _ 7 |ABIH _1AB| _ 4B

Entao

Spec  BC

Os demais casos em que A estad entre B e C, ou C esta entre A e B, sao
tratados de maneira analoga e o mais importante é que o resultado independe de P

aparecer no inicio da expressao, dependendo apenas do sentido para o sinal.
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Spap _ Sapp _ SBpa _ @
Spec Secp Scee BC

Outra interpretacao da proposi¢cédo acima pode ser a seguinte:

Considere trés pontos distintos colineares A,B e C pertencentes aretar e P
um ponto ndo pertencente a reta r. Entdo, teremos uma proporcao entre as areas
com sinal que envolvem P e as medidas de segmentos orientados que nao
envolvem o ponto P.

As coordenadas baricéntricas, principal assunto deste trabalho, podem ser
fornecidas em fungcé@o das éareas orientadas. Dai a necessidade de conhecermos o
teorema do co-lado que gracas a proposi¢cdo anterior, agora temos condi¢cdes de
demonstra-lo.

Teorema 2.2: (Teorema do co-lado) Seja X o ponto de interse¢éo das retas

AP e BC, entdo:

Figura 8 - Teorema do Co-lado

Fonte: elaborada pelo autor.

_ Sppc _ @
P Sapc AX

a

Demonstracao: Pela proposi¢céo anterior temos as seguintes situagoes:
1. Observando os triangulos AABC e AABX, tem-se gue estes possuem

alturas de mesma medida em relacdo as bases BC e BX, desse modo:

SABX _ W
SABC - W
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2. Observando os triangulos ABAX e ABPX, tem-se que estes possuem

alturas de mesma medida em relagdo as bases AX e PX, portanto:

Sppx _ PX
Spax AX

3. Observando os triangulos APBX e APBC, tem-se que estes possuem

alturas de mesma medida em relacdo as bases BX e BC, assim sendo:

Spec BC
Sppx  BX

Das observacoes feitas em 1,2 e 3. Vem

_ Spc _ Sapx Sepx Spac _W PX BC PX

P Sapc B Sapc Spax Seex B B:Cﬁﬁ AX
Spec  PX
P Sapc  AX

a

[ ]
Concluimos que a razdo entre medidas de segmentos orientados
contendo o ponto X podem ser substituidas por razdes entre areas com sinal
gue ndo contenha X, ou seja, eliminando o ponto X da expressao o que nos
fornece a coordenada baricéntrica do ponto P em relacdo ao vértice em
guestao.
Corolario 2.1: Sejam P um ponto nao pertencente a nenhum dos lados

de um triangulo AABC e Y o ponto de interse¢do das retas BP e AC, entao:

Figura 9 - Proporcéao entre coordenadas baricéntricas.

A

B X

Fonte: elaborada pelo autor.
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Vo YA
a, CY

Demonstracao: Seja o ponto Y a intersecdo da reta BP com a reta AC, sendo

P¢ ACeP #Y. Pela proposicao 2.3 e pela definicdo de area com sinal, obtemos:

(Lembre-se que Spup = Sppa; Spec = Spcr )

Seva _YA _ AW Seva _YA _ ¢ AW
= = | =" e = = = | ="
SBCY CY BYA CY BCY SPCY CY PYA CY PCY

Perceba que

YA YA
Sgpa = Spya — Spya = Sppa = 7 “Seey — ' “Spcy

YA

YA
= Sppa = <ﬁ) *(Sgcy — Spcy) = Sppa = <ﬁ) * (Sgcp)

Sppa YA Vo YA
= = = —=

SBCP B ﬁ ap ﬁ

Os casos abaixo se demonstram de maneira analoga.

Figura 10 - Outras proporcdes entre coordenadas baricéntricas

Fonte: elaborada pelo autor.

B, XC a, ZB
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Esse resultado obtido do corolario relaciona as areas dos subtriangulos
originados pelo ponto P com as medidas do lado oposto originadas pelas cevianas

que passam por P.

2.6 Teorema de Ceva

Definicdo 2.6: Cevianas sdo segmentos que ligam um vértice de um tridngulo a um
ponto no lado oposto a esse vértice.
Teorema de Ceva 2.3: Sejam ABC um triangulo qualquer e Z, X e Y,

respectivamente, pontos sobre os lados AB,BCe AC. Entdo AX,BY e CZ sao
AZ BX cCY

concorrentes se e somente se —=*—"'"—=
ZB XC YA

Figura 11 - Teorema de Ceva

A

Fonte: elaborada pelo autor.

Demonstracédo: (=) Suponha por hipdtese que AX, BY e CZ sejam concorrentes em

P. Do corolério 2.1, tem-se:

a, CY v, BX B, AZ
e —— _—= e — ==
Y, YA B, XC a, ZB
Logo;
AZ BX CY a, vy PBp )
ZB XC YA v, By ap
: o AZ BX CY
(&) Agora admita por hipGtese que — ' g 1 e suponha, por absurdo, que

AX,BY e CZ ndo sejam concorrentes. Assim, existira um ponto (Z* = Z), Z* € AB, tal

que AX,BY e CZ* s&o concorrentes em P.
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Figura 12 - Aplicacédo do Teorema de Ceva

Fonte: elaborada pelo autor.

Aplicando o resultado demonstrado na primeira parte do teorema, obtemos:

AZ" BX ¥ _

Z'B XC YA

- AZ BX TV _ .

Mas por hipétese — == = 1 o que implica:
AZ BX CY | AZ* BX CY AZ AZ*
ZB XC YA Z*B XC YA ZB Z*B

Da igualdade obtida acima, podemos afirmar que Z e Z* dividem AB na mesma razdo

e finalmente pela unicidade do ponto divisor que Z =Z*, 0 que caracteriza

contradicdo, ja que sdo pontos distintos. Portanto, CZ passa pelo ponto P, mostrando
que 0s segmentos AX, BY e CZ s&o concorrentes.

[ |

Dando continuidade ao nosso trabalho, no proximo topico apresentamos

algumas aplicagbes do teorema de Ceva relacionado as principais cevianas de um

tridngulo: Medianas, Bissetrizes e Alturas.

2.7 Aplicagcdes do Teorema de Ceva

As medianas de qualquer triangulo sédo concorrentes
Definigdo 2.7: As cevianas que unem um vértice de um triangulo ao ponto médio do

lado oposto sdo denominadas Medianas.
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Teorema 2.4: As medianas de um tridngulo sdo concorrentes em um ponto (G),
denominado de Baricentro.

Demonstracdo: Sejam X,Y e Z os pontos médios, respectivamente, dos lados
BC,AC e AB do triangulo AABC,ou seja, BX =XC=a,CY =YA=be AZ=7B =c.

Tracemos as medianas AX,BY e CZ

Figura 13 - Baricentro do triangulo AABC

Acontece que:

. BX CcY AZ
=1,0US€ja,:':':=1
XC YA ZB

9]
~
Sl

BX
— = 1,::18
XC

Pelo teorema de Ceva as medianas do triangulo AABC s&o concorrentes em
um ponto (G), denominado Baricentro. Além disso:
Scca @ _, S6aB = Sgca
Sepc _ CY 1 Scae = Seac
SGAB - ﬁ B

=  Sgap = Scca = Seac

Assim, pelo teorema do co-lado, o baricentro G divide cada mediana na razéo 2:1, a
partir de cada vértice e, consequentemente, o ponto (G) divide o triangulo em seis

partes de areas iguais.
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As Bissetrizes internas de qualquer triangulo sdo concorrentes.

Definicdo 2.8: As cevianas que partem dos veértices de um triangulo e que dividem
ao meio o angulo referente a esse vértice sdo denominadas Bissetrizes.

Teorema 2.5: As bissetrizes internas de um triangulo s&o concorrentes em um ponto
(1) denominado de Incentro.

Demonstracdo: Sejam X,Y e Z os pés das bissetrizes internas AX,BY e CZ do
triangulo AABC, respectivamente, nos lados BC,CA e AB.

Do Teorema das Bissetrizes internas temos:

Figura 14 - Bissetrizes do tridngulo AABC

A

B X C

Fonte: elaborada pelo autor.

1=

BX CY AZ

AZ
XC YA

BX .W_ﬁe .
XC AC ' YA 4B ZB  BC

13l

Il
—

ou seja,

|t0|

Pelo Teorema de Ceva concluimos que as bissetrizes AX,BY e CZ s&o

concorrentes em um ponto (1), denominado de Incentro.

N&o nos preocupamos aqui com o sinal, pois independente do sentido de

orientacdo escolhido as raz6es dos segmentos acima serdo sempre positivas.

As alturas de qualquer tridAngulo sdo concorrentes.

Definicdo 2.9: A ceviana que parte de um vértice e intercepta o lado oposto,
perpendicularmente € denominada altura.

Teorema 2.6: As alturas de um tridngulo sdo concorrentes em um ponto (H)
denominado de Ortocentro.

Demonstracdo: Sejam AX = h,; BY = h, e CZ =h, as alturas de um triangulo

AABC e X,Y e Z os respectivos pés destas alturas.
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Caso o triangulo AABC seja retangulo, digamos em A, temos que as alturas
relativas aos vértices B e C coincidem com os catetos AB e AC, fazendo do vértice 4

o préprio Ortocentro, veja figura:

Figura 15 - Ortocentro do triangulo AABC

Fonte: elaborada pelo autor.

No caso do triangulo ser acutangulo ou obtusangulo, obtemos:

Figura 16 - Ortocentro de um triangulo acutangulo e de um tridangulo

obtusangulo

P
B v c wesl . i1

Fonte: elaborada pelo autor.

Observe que no triangulo ABAX, do triangulo acutangulo, temos:
BX = BA cos B, de forma anéloga:
AXAC = XC = CA cosC
ACBY = CY = BC cos(C
AYBA = YA = BA cos A
AZCA = AZ = CA cosA
AZCB = ZB = BC cosB

Ou seja,

O
<

AZ BA cosB BC cosC CA cosA .
7B CA cosC BA cosA BC cosB

S
5|
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Assim pelo teorema de Ceva concluimos que as alturas AX; BY;CZ s&o concorrentes
em um ponto denominado Ortocentro.

E importante salientar que em um tridngulo acutangulo as razdes entre 0s
segmentos sdo sempre positivas independentes do sentido adotado, ja no caso do
triangulo ser Obtusangulo, uma razdo é positiva e as demais sdo negativas,

permanecendo assim valido o teorema de Ceva.
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3 COORDENADAS BARICENTRICAS

Nesta secdo apresentaremos 0 assunto mais importante deste trabalho,
Coordenadas Baricéntricas e retornaremos ainda em alguns tépicos anteriores,
utilizando-se agora das coordenadas baricéntricas para uma nova explanacdo de

tais assuntos.

3.1 Coordenadas Baricéntricas Homogéneas e Exatas

Definicdo 3.1: Sejam A, B e C vértices de um triangulo AABC e P um ponto qualquer
do plano. Dizemos que «a,, B, e ¥, sdo coordenadas baricéntricas de P em relagédo ao
tridangulo AABC se:

apA+ BpB+ypC

p =
ap+Bp+vp

)

onde a, + B, + ¥, # 0. Indicaremos essa relagdo como
P =(ay:Bp:vp)

As coordenadas acima serdao denominadas

e Homogéneas ou absolutas: sempre que a,, + B, + ¥, = 1.

e Exatas ou areais: sempre que a, = Sppc; Bp = Spcas ¥p = Spap- Nesta
situacdo, pela propriedade da decomposicdo da area com sinal, temos que

ap + Bp + yp = SABC'

Perceba que sendo A= (x4,¥,), B=(x5,¥,),C=(xc,¥.) € P=(xp,yp,) @as

coordenadas cartesianas dos pontos A4, B, C e P citados na defini¢cdo ,temos:

ap(xa Ya) + ,Bp(xb Yp )+ yp(xc Ve ) N

P = , =
G2 ap + By +¥p
p= (x y ) — apxa + .Bpxb + ypxc apya + .prb + VpYC
pror tptBptry G tBtw

Além disso, todo ponto do plano admite uma Unica representacdo em termos de
coordenadas baricéntricas absolutas, de acordo com o teorema 2.1. As coordenadas

baricéntricas de um ponto P n&o s&o unicas, veja a proposi¢cao a seguir:
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Proposicdo 3.1: Sejam P =(a,:fp:vp) € Q= (as:B4:v,) as coordenadas
baricéntricas dos pontos P e Q em relacdo a um triangulo AABC. Assim; P = Q se, e
somente se, existe um numero real k n&o nulo tal que:

aqg = kay; g =kBp ;vq = kvp
Demonstragao: Sejam P = (a,:B,:¥p), Q = (aq:Bq:¥q) € R = (ar: By 1)
as coordenadas baricéntricas dos pontos P, Q e R em relacdo a um triangulo AABC.
(=) Suponhamos P = Q e as seguintes coordenadas cartesianas A = (x,,y, ),
B = (x5, ¥)C =, )P = (%, ),Q = (¥g,¥) € R=(x;,y) para 0s pontos

em questdo. Sendo por hipétese P = Q e de (i) temos que Sygpo = 0, OU seja,

ArXq + Brxb + VrXc ArYa + ﬁryb + VrYe
x, y 1 ar"‘ﬁr"’)’r ar"’ﬁr"‘]’r
xp yp 1| = apxa + ﬁpxb + Vpxc apya + ﬁpyb + VpYC 1| — 0 (ii)
x, y, 1 apt+Bptp apt+bBpt¥p
1 1 aqxa + qub + quc aqya + ﬁqyb + quc
aqgtBqt7q gt Bqtq

= Multiplicando por a, + B, +vr; ap + Bp +Vp; @+ Bq + V4, r€SPECtivamente , a

123, 22 e 32 |inha obtemos:

UrXq + .Brxb + YrXc ArYa + ,Bryb + YrYe Ay + .Br + Yr
(pra + Bpxb + ypxc apya + ﬁpyb + ypyc ap + ,Bp + yp =
(qua + ﬁqxb + yqxc aqya + ﬁqyb + quc aq + IBq + )/q

ar ,Br Vr Xa Ya 1
=lap By Vo|-|xp y» 1|=0
ag By Yq| 1% Yo 1
a'l" ﬁr )/r ar ,81" VT
A By Vo|-Saapc=0=>|% Bp V| =0
ag Bq Y g Bqg Yq

Como o determinante é nulo para qualquer ponto R, a Unica possibilidade é que a 2°
e 3° linhas sejam proporcionais:

aq = kay; Bg=kBy ;vq = kvp
(<) Suponha que existe um numero real k nédo nulo tal que a4 = kay; B, = kf, €

Yq = kv,. Da hipdtese e da definicdo de coordenadas baricéntricas vem:
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_ agA+ ByB+ y4C _ ka,A+ kf,B + ky,C _ ay,A+ BB+ y,C
ag+Bq+ Vg ka, + kB, + ky, ay + Bp+vp

Logo Q = P.

[ |
Corolario 3.1: As coordenadas baricéntricas de um ponto qualquer de coordenadas
P = (ay:Bpi¥p), COM a,+pB,+v,#0 , na forma homogénea ou absolutas s&o

dadas por:

< ap By Vp )
P: ) )
a+Pptvp apt Bty apt Bty

Demonstrag&o: Basta tomarmos k = na proposi¢ao anterior, logo:

ap+Bp+vp
a B Y,
P = 1B, = P : P : i
(ap Po Vp) <ap Bty apt Bty apt By +Vp>

Onde:

ap + By + Yo :“p‘l'ﬁp"'yp:l
ayt+Bptyy ptBptyvy atBtvy aytBptw

3.2 Coordenadas Baricéntricas e areas com sinal

Proposicdo 3.2: (Coordenadas baricéntricas e area com sinal) Sejam A,B e C
vértices de um triangulo de referéncia e seja P um ponto qualquer do plano, entao:

P = (Sppc: Spcat Spas)
Demonstracdo: A demonstracdo segue do Teorema 2.1 da secdo 2.4. Naquela
ocasido encontramos para as coordenadas baricéntricas de P em relacdo ao
triangulo AABC, as seguintes expressoes:

_ Spac _ Spca _ Spas

o, = = =
p p p
SABC SABC SABC

Logo, temos:

_ (SPBC Spca SPAB) _ (SPBC Spca  Spar
Sapc Sac Sasc AP \Supc "Sasc  Sasc

) = (Sppc: Spca: Spag)

Sabemos que independentemente do sistema de coordenadas adotado, a

area de um triangulo é sempre a mesma. Assim, concluimos que as coordenadas
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baricéntricas de um ponto P qualquer em relacdo a um triangulo sdo invariantes

diante de qualquer transformacao rigida como: rotacdes, translacdes e reflexdes.
3.3 Condicao de alinhamento de trés pontos em coordenadas baricéntricas

Proposicdo 3.3: (Condicdo de alinhamento de trés pontos) sejam
(ap: Bp:¥p ), (aq: Byi vq), (@r: Briyy) as coordenadas baricéntricas dos pontos P,Q,R ,
respectivamente. Tais pontos serdo colineares se, e somente se, 0 determinante da

matriz formada com suas coordenadas baricéntricas for nulo.

Demonstracéo: Segue de (ii) que

P,Q e R séo colineares & Sypor = 0
Levando em conta as propriedades dos determinantes e as igualdades
ay+pPpt+vp,=1 ag+Pf;+tvs=1 ar+p.+y =1 , podemos reescrever a
condicao de alinhamento como:

ap By
P,Q e R séo colineares & Sypor = 0 & | B4

ar .BT

=
Il
o

3.4 Coordenadas baricéntricas de um ponto divisor.

Seja PQ um segmento orientado e conhecido as coordenadas baricéntricas de P e
Q, poderemos calcular as coordenadas baricéntricas do ponto X que divide este em
segmento em uma dada razao K, de acordo com a proposi¢ao abaixo:

Proposicéo 3.4: Sejam P e Q pontos distintos e X um ponto que divide o segmento

PQ narazdo k, (k # —1). Entdo X divide o segmento PQ na raz&o k se, e so se,

*= ()P + (50)
S \1+k 1+x/)¢
Demonstracao: Segue da seguinte observacdo na prova da proposi¢éo 2.2:
Se X = (1—t)P + tQ, entdo X divide o segmento PQ na razéo k se, e sé se, t =

k+1°

Na secdo 4, vamos iniciar os estudos das coordenadas baricéntricas nos

pontos notaveis do triangulo, nosso principal objetivo, sendo assim, iremos
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primeiramente estabelecer alguns pontos de um triangulo de referéncia que facilitara

Nnossos estudos.

3.5 Coordenadas baricéntricas dos vértices e de pontos sobre os lados de um

triangulo de referéncia

Vamos estabelecer as coordenadas baricéntricas dos vértices de um triangulo
de referéncia. Observe:
A=(1:0:0),B =(0:1:0) , C = (0:0: 1) pois sao validas as igualdades:
1-A+0-B+0-C
T 14040
0-A+1-B+0-C
B=—""01+0
0-A+0-B+1-C
T 0+0+1

J& para os pontos médios A’ ,B’ e C' dos respectivos lados, BC,AC e AB do
triangulo, temos:
, B+C 0-A+1-B+1-C

> R =>A" =(0:1:1)
 A+C 1-A+0-B+1-C
B' = 7 = 11011 = B'=(1:0:1)
 A+B 1-A+1-B+0-C
C' = = Tris0 =>C' =(1:1:0)

Observe que caso mudem as coordenadas cartesianas dos vértices do
triangulo de referéncia nada serd alterado nas coordenadas baricéntricas desses
pontos, visto que néo precisamos daquelas para a obtencéo destas.

Coroléario 3.2: Sejam X, Y e Z pontos sobre os lados BC,AC e AB do triangulo AABC

tomado como referéncia e no sentido anti-horario.
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Figura 17 - Pontos sobre os lados de um triangulo em Coordenadas

Baricéntricas

Fonte: elaborada pelo autor.

e X divide BC narazo x se , e somente se, X = (0:1:x)
e Y divide AC narazdo y se , e somente se, Y = (y:0:1)
e Z divide AB narazéo z se , e somente se, Z = (1:z:0)

Demonstracéo:
Sendo X o ponto que divide BC na razéo x, ou seja, BX/XC = x. Ent&o:
= Como X é colinear com B e C, temos

XC BX

X = (Sxpc:Sxca: S = (0:Sxca: S =(0:XC:BX) =(0:=:=— ] = (0:1:
( XBC*“XCA BXA) ( XCA BXA) ( ) < XC XC) ( x)

& Supondo X = (0:1:x), podemos escrever X = (Sxgc:Sxca:Sgxa). LOQO
obtemos que Sy = 0, 0 que nos mostra que X, B e C sdo pontos colineares.

Os outros casos sdo demonstrados de maneira analogos.
3.6 O Teorema de Menelaus

O teorema de Menelaus nos fornece uma condicdo necesséria e suficiente
para que trés pontos que estejam sobre os diferentes lados de um triangulo ou em
seus prolongamentos sejam colineares. Seu enunciado esta apresentado no
teorema abaixo:

Teorema 3.1: (Teorema de Menelaus) Seja AABC um triangulo e X,Y e Z pontos
sobre as retas suportes dos lados BC,CA e AB, respectivamente, distintos dos
BX cY

- n AZ ~
vértices do triangulo e sendo x = —,y = —e z = —., entdo:
XC YA ZB
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Figura 18 - Teorema de Menelaus

A

Y

N~

B C X

Fonte: elaborada pelo autor.

~ . BX
X,YeZsadocolnearesse x -y z==-—=-==-1
XC YA ZB

Demonstracao:
(=) Suponha que os pontos X,Y e Z sao colineares. De acordo com a proposicéo

3.3 eocorolario 3.2:

N (1) )16 0 +1=0 BX CY AZ 1
Y . yz Y'2=XC Y4 7B

(<) Agora suponha que x -y -z = —1 e, por contradi¢do, os pontos X,Y e Z ndo sao
colineares. Tomemos entdo o ponto Z' sobre o lado AB tal que X,Y e Z' sejam

: . . . AZ' :
colineares e, além disso, seja z’' = . Da prova anterior, temos:

Figura 19 - Aplicagdo do Teorema de Menelaus

o X

Fonte: elaborada pelo autor.

xy-z =-1
O que implica x-y-z=x-y-z' e pela unicidade do ponto divisor concluimos que

Z' = Z e assim chegamos a uma contradic&o e portanto X,Y e Z s&o colineares.
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3.7 Teorema de Van Aubel

Teorema 3.2: Sejam X,Y e Z os tracos de um ponto P em relacdo a um triangulo

AABC. Suponha que X,Y e Z dividem os lados BC,CA e AB nas seguintes razdes,

Y = % ez= % . Entdo P divide AX na razéo y + z, ou seja:

Sl

respectivamente, x =

Figura 20 - Teorema de Van Aubel

Fonte: elaborada pelo autor.
AP 3 AY N AZ
PX YC ZB
Demonstracao:
Aplicando o teorema de Menelaus nos triangulos AAXC e AABX, interceptados por

BY, CZ respectivamente, temos:

Figura 21- Aplicacao do teorema de Menelaus nos triangulos AAXC e AABX

A

Y
- A4 K
pl.-" oy
f"‘ " \‘\-
e & Sl
B X C B - 4 ‘.C‘

Fonte: elaborada pelo autor.

CB XP AY AY BX PA BX

JE— y=_=.

_— = D == "=
BX PA YC YC CB XP CB

SN



45

BC XP AZ AZ CX PA CX PA
——::—1:>::—:::>Z:—::
CX PA ZB /B BC XP BC XP
Assim;
,,__BXPA_CX PA_( BX CX\PA_(BX XC\AP 4P
YT2="TCB'XP BC XP \ CB BC/XP \BC BC)PX PX
Portanto
AP AY AZ
:=y+z=:+:
PX YC ZB

3.8 Primeiro teorema de Routh

Este teorema nos permite calcular a area com sinal de um tridngulo que
contém seus vértices sobre os lados do tridngulo de referéncia. Além disso, o
teorema de Menelaus pode ser deduzido como um corolario deste.

Teorema 3.3: (Primeiro teorema de Routh) Sejam X,Y e Z pontos, respectivamente,

sobre os lados BC,CA e AB do triangulo AABC e x = }B;:—)é, y = % e z= ;_—; as razoes
que pontos X,Y e Z dividem os segmentos orientados BC,CA e AB. Entdo a area do

triangulo AXYZ é dada por:

Figura 22 - Primeiro Teorema de Routh

B X C

Fonte: elaborada pelo autor.

g _[ 1+ xyz S
AMYZ T 14 x)-(A+y) - (1 +2)] 7448

Demonstracao:
Sejam A = (x4,v.), B=(x3,y,) € C =(x.y.) as coordenadas cartesianas dos
vértices do triangulo de referéncia e pelo corolario 3.2 X =(0:1:x), Y =(y:0:1) e

Z = (1:z: 0), obtemos as seguintes conclusdes:



xx yx 1
SAXYZ:E Xy Yy 1=
Xz yz 1
O xg+1-xp+x-x. 0y, +1-y,+x-y {
1+ x 1+ x
1y xg+0-x,+1x, vy, +0-y, +1-y,
= Saxyz =5 1=
2 1+y 1+y
1xg+z-x,+0-x, 1-y,+z-y,+0-y, {
1+2z 1+2z

Xp +xx:, Yp + XY,

1+x 1+x
Lo _LlpFatxe yatye |
MYZT2 1 1+y 14y

Xg+2Zxy, Y.+ 2y,
1+z 1+2z
Xp+xx, yp+xy. 1+x

YXg+x. YVat+y. 1+y|=>
Xg+2Xp Yot+tzyp, 1+2z

1

1

o1 1
> AXYZ‘E[(1+x)-(1+y)-(1+z)

1 1 (/|0 1 x| [Ya Ya 1
=>SAXYZ:[(1+x).(1+y)-(1+z)].§.<)1] 2 (1)26612 }}]’Ic] 1>

) 0 1 x| 1|[¥a Ya 1
ﬁSAXYZ=[(1+x)-(1+y)-(1+z)]')1/ 2 é._fci }3]1? 1

g [ 1+ xyz S
= = .
MYZ= 1 +x)- (A +y)- (1 +2)] ~448¢
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Em particular admitimos aqui que x # —1,y # —1 e z # —1 ja que 0s pontos

X,Y e Z dividem respectivamente os segmentos orientados BC,CA e AB.

Dependendo das disposi¢cdes dos pontos X,Y e Z sobre os lados do triangulo,

encontramos trés possibilidades:

Figura 23 - Possibilidades com base no Primeiro Teorema de Routh

A A A
- Y
Z, ¥ P
Y . <\
i ;Q \h\
B ¢ ¥ B X C B X

Fonte: elaborada pelo autor.
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1. Os pontos X,Y e Z sdo colineares, neste caso recaimos no teorema de

Menelaus e teremos:

1+xyz
1+x)-A+y)-1+2)

SAXYZ:0<:> :0C>xyZ:_1

2. As cevianas AX,BY e CZ s&o concorrentes (Teorema de Ceva), onde

se tem xyz = 1, ou;

3. As intersegdes das cevianas AX,BY e CZ, duas a duas, formam um
triangulo ndo-degenerado e neste caso tem-se obrigatoriamente xyz #
+1.

Proposicdo 3.5: Sejam X,Y e Z pontos distintos dos vértices, respectivamente,

e

NE

sobre os lados BC,CA e AB do triangulo de referéncia (AABC) e x = g, y =

zZ= % as razdes que pontos X,Y e Z dividem os segmentos orientados BC,CA e AB.

Considere P=A4X N BY, Q =BYNCZ e R=CZn AX as interse¢bes das cevianas
duas a duas. Entdo as coordenadas baricéntricas dos pontos P,Q e R sao dadas

por:

Figura 24 - Coordenadas Baricéntricas dos pontos de interseccado das

Cevianas
A
Z
-
Y
o u“
I
B X [

Fonte: elaborada pelo autor.

P=(xy:1:x) Q=0:yz:1) R =(1:z:zx)
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Demonstracao:
Sejam (x,:y,:2,) as coordenadas baricéntricas do ponto P. Entdo o determinante

formado pelas coordenadas baricéntricas dos pontos A,P e X é nulo, pois séo

colineares.
1 0 O
*|Xp Yp Zp|=0>xy,—2z,=0> 2, =xy,
0 1 «x
Também temos que B, P e Y séo colineares, logo:
0 1 0
** |Xp  Vp Zp=0=>yzp—xp=0=>xp=yzp
y 0 1

Zy, = XY,
De (*) e (*x) vem {xz _ yZZ = x, =xyy, > P = (xyyp:yp: xyp)

Sabemos que y, # 0, pois caso contrario, P € AC,X = C, um absurdo j& que X
divide BC narazdo r # —1, assim:

Y Yo XV
Yo Yo Yo
De maneira analoga, encontramos Q = (y:yz:1); R = (1: z: zx)

P = (xyyy: ypixy,) = ( ) = (xy: 1:x)

|
O teorema a seguir, conhecido como o segundo teorema de Routh, apresenta
exatamente uma férmula para o célculo da area do triangulo APQR acima obtido pela

intersecao das cevianas, duas a duas.
3.9 Segundo teorema de Routh

Teorema 3.4: (Segundo teorema de Routh) Sejam X,Y e Z pontos distintos dos

vértices, respectivamente, sobre os lados BC,CA e AB do tridngulo de referéncia
- _
(AABC) e x == V=

=

A e z=2£ as razbes em que X,Y e Z dividem os
YC ZB

segmentos orientados BC,CA e AB. Considere P=AXN BY, Q=BYNCZ e R =
CZ n AX as intersecdes das cevianas duas a duas, entdo a area com sinal do

tridangulo APQR é dada por:
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Figura 25 - Segundo Teorema de Routh.

Fonte: elaborada pelo autor.

(xyz — 1)*
“SaaBc
xy+x+1)-(yz+y+1)-(zx+2z+1)

SAPQR =

Demonstracéo:
Sejam A = (x4,V.), B = (x3,y,) € C = (x.,y.) as coordenadas cartesianas dos
vértices do triangulo de referéncia e pela proposicao 3.5 onde:

P=(xy:1:x),Q = (y:yz:1) e R = (1: z: zx), obtemos as seguintes conclusdes

) Xp Yp 1
SAPQR=E xq yq 1 —1
X ¥ 1
Xy Xg+1loxp+x-x, xyy,+1-yp,+x"y, 1
xy+x+1 xy+x+1
=>SAPQR=1 Yy Xatyz xptloxe yYatyzypt+1l-ye |
2 yZz+y+1 yvZz+y+1
1l xg+zxp+zx-x, 1y, +z yp,+zx-y,
zx+z+1 zx+z+1
XYXq +Xp + XX XYY, +Vp + XY,
xy+x+1 xy+x+1
1 |yxatyzxp +xc yYa +YZYp + Ve _
= SApgr = 3 1| =
2 yz+y+1 yz+y+1
Xq +2zxp +zxx, Yy, + zy, + zZxY,
zx+z+1 zx+z+1

XYXq +Xp +XXe XYY+ Vp+Xxy, xy+x+1
YXq +YZXp + X YYVa +YZYpb+ Y. yz+y+1
Xq +2ZXp +2ZXX, Ygat+ZzZYp +2zxy. zZx+z+1

_1 1
_E[(xy+x+1)-(yz+y+1)-(zx+z+1)]

1 1/l 1 x| |% Ya 1
=) :[ ]— 1]-|x 1
APQR xy+x+1)-(yz+y+1)-(zx+z+1)12 }1] yZZ 7 xb f}b 1
c Cc

(xyz — 1)? 1 [¥a Yo 1

:SAPQRz ='|Xp Yp 1

xy+x+1) - (yz+y+1)-(zx+z+1)|2 X, y. 1

c c




= Spapor =

(xyz — 1)*

xy+x+1)-(yz+y+1)-(zx+z+1)

" SpaBc
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4 APLICACOES DAS COORDENADAS BARICENTRICAS

Nesta secdo apresentaremos algumas aplicacdbes das coordenadas
baricéntricas, dentre elas o estudo dos pontos notaveis de um triangulo em
coordenadas baricéntricas e uma simples e curiosa aplicacdo conhecida como o

problema dos trés vasos.
4.1 A areade um triangulo em coordenadas baricéntricas

Teorema 4.1: Dados trés pontos em coordenadas baricéntricas absolutas: P(a,: S, :
¥p) »Q(ag: By i vq) € R(ay: By i ¥+) , @ area com sinal do tridngulo APQR seré obtida

mediante a seguinte formula:

s (Xp (Xq a,
ﬁ = ﬁp ﬁq ﬁr ,
Yoo Vg Yr

onde Sy45¢ € a area do triangulo de referéncia.
Demonstracao: Sejam A= (x,,y,), B=(xp,y,), C = (x.,y.) , as coordenadas
cartesianas dos veértices do triangulo AABC. Entdo as coordenadas cartesianas dos

pontos P, Q e R, serao:

apxa + ﬁpxb + ypxc apya + ﬁpyb + VpYC
P=(x,9)= (

ap + By +¥p ap+ By t+Vvp
Q _ (X y ) _ <aqxa + ﬁqxb + yqxc aqya + ﬁqyb + yq)’c)
o gt Bq g gt Bq g
_ _ ArXq + ﬁrxb + VrXe QrYa + IBryb + VrYe
R = (xr 'yr) - ’
ar+,8r+yr ar+.8r+yr

Logo, aplicando a férmula da area, teremos:

apxa + Bpxb + ypxc apya + lgpyb + prc
X, y, 1 apt+ byt ap +Bp +Vp
_ P b 1| = Oqua + .qub + quc aqya + .Bqu + VqYC
2S5xpor = |Xq Vg =
x, y 1 aq+Bq +7q ag+Bq g
r r
ArXg + Brxb + YrXc ArYa + ﬁrYb + YrYe
ar+,3r+yr ar+,3r+yr

Como a, +B,+v,=1; ag+B;+tvs=1 a+p.-+vy =1, pois sdo coordenadas

baricéntricas absolutas, obtemos:
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apxa + Bpxb + Vpxc apya + ﬁpyb + prc ap + ,Bp + Vp
25'APQR = |UgXq + ﬁqxb + YgXc XqVa + ﬁqyb + YqYe Qq + ,Bq + Yq
ArXq + .Brxb + YrXc ArYa + ﬁryb + YrYe Ay + .Br + Vr

A Bp V| %a yo 1
25xpgr = |Qq ﬁq Yal " 1Xp Vb 1
ar ﬁr Vr Xe Ve 1
a By Y
2SAPQR = |Qq IBq Yql - 2SpaBcC
a Br vr
SAPQR G
S = ﬁp ﬁq ﬁr
AABC yp )/q Yy

4.2 Coordenadas Baricéntricas do Baricentro

Proposicdo 4.1: As coordenadas baricéntricas do baricentro G, também

denominado por centro de massa ou centroide, sdo todas iguais.

Figura 26 - Coordenadas Baricéntricas do Baricentro do triangulo AABC

Fonte: elaborada pelo autor.

Demonstracdo: Seja G o baricentro do triangulo AABC cuja area é S. Pela

proposicao 3.2 e teorema 2.4, temos que:

G—(S .S .S )_(S.S.S)
- GBC" “YGCA* °GAB - 3' 3' 3

(%; %; %) —(1:1:1)

Portanto, as coordenadas baricéntricas do baricentro sdao G(1:1:1), sendo

s S S 1 1 1 N . ~
G(E:E:E) e G(E:E:E) as coordenadas baricéntricas exata e homogénea,

respectivamente, do ponto G.
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4.3 Coordenadas Baricéntricas do Incentro

Proposicdo 4.3: Sejam AABC um triangulo e a,b e ¢ as medidas euclidianas ,
respectivamente, dos lados BC,AC e AB. Entdo as coordenadas baricéntricas do
Incentro desse triangulo sdo dadas por I(a: b: ¢).

Demonstracéo:
Sabemos que o Incentro (I) é o centro da circunferéncia inscrita. Tracemos

assim a altura h, relativa ao lado de medida c e o raio da circunferéncia inscrita.

Figura 27 - Coordenadas Baricéntricas do Incentro do tridngulo AABC.

Fonte: elaborada pelo autor.

Pelo teorema 2.1. as coordenadas baricéntricas do ponto (I) séo:

o = SaiBc B = Saarc = SaaBr
SAABC SAABC SAABC
Assim:
1
y, = SaABI _ ¢ _r
SAABC % hc - C hc
De modo analogo, obtemos:
r r
ap = h_a , B = E

Logo, se tem:
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e 1 c .
Porem, — = , —= , —= . Considere Sy 5c = S. Logo:
ha 2SaaBc”  hp 2SpaBc he 2SpaBC

I(hLa:hLb:th) = (hiahibhlc) = (%2%%) = (a: b:c).

[ |
Suas coordenadas baricéntricas exatas sa0 I(Sa;pc: Saaic: Saagr) = (% % : %)
Para as coordenadas baricéntricas homogénes do Incentro, basta observar que
ar br cr 1
Saisc + Saarc + Spaapr = Spapc @ 5+ 5+ =5 hgra=>pr=5hgra=
2 2 2 2 2
r _ a
ha  2p
Ou seja,
I(r_r_r)_(a b c>
ha hy e/ \2p’2p’2p
Portanto as coordenadas baricéntricas do Incentro séo I(a: b:c ). Sendo [ (% %:%)

a b c N . “ .
1(5'5'5) as coordenadas baricéntricas exata e homogénea, respectivamente,

do ponto I.
4.4 Coordenadas Baricéntricas do Ortocentro

Proposicédo 4.4: Sejam AABC um triangulo e a,b e ¢ as medidas euclidianas ,
respectivamente, dos lados BC,AC e AB. Entdo as coordenadas baricéntricas do
Ortocentro deste triangulo séo dadas por:

1. H(acosBcosC:b cosAcosC:ccosAcosB)

2. H(tgA:tgB :tgC)

3 ( T 11 )
) —a2+b2+c2 " a2-b2+c2 " a2+b2—c?

Demonstragéo:
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Figura 28 - Coordenadas Baricéntricas do Ortocentro do triangulo AABC.

Fonte: elaborada pelo autor.

Aplicando a lei dos senos, temos:

. b c a = 2RsenA
— — = 2R = {b = 2RsenB
senA senB senC ¢ = 2RsenC

Onde R € o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo AABC. Seja H o ortocentro
do tridngulo, Y e X os pés, respectivamente, das alturas h, e h,,.

Além disso, percebemos que os angulos BHY = BCX, pois os triangulos
ABHY e o ABCX séao triangulos retangulos e compartilham de um mesmo angulo,
logo;

BY __
cos B =T=>BY=c-cosB = 2R senC cos B

Sabendo que BAY = BCX, vem:
BY BY __
2RcosB B
HY __
cosC === HY = 2R cosBcos(C
BH
Assim a area do triangulo Sygcy €é:
SapcH = %W ‘a = % 2R a cosB cosC = RacosB cos C = 2R?senA cos B cos C

De modo analogo, obtemos:

Saapy = 2R%senC cosAcosB  ; Sacay = 2R?senB cosC cos A
Portanto as coordenadas baricéntricas do Ortocentro so:

H(Sasch: Sacan’ Saash)
(¥)  H(2R?%senA cosB cosC:2R%senB cosC cosA:2R?senC cos A cosB)

Dividindo a expressao (*) por R

H(2RsenA cos B cosC:2RsenB cosC cosA:2RsenC cosAcosB) =

H(acosBcosC:b cosAcosC:c cosAcosB) (1)
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Dividindo a expressao (*) por (2R? cos A cos B cos C)
H(tgA :tgB : tgC) (2)

Para demonstrar o item 3, lembre-se que:

cosA = al b= = — A b senA = <£> Saa
—2bc 2bc ’ bc BC
cosB = br-ar-c = @bkt senB = (£> Saasc
—2ac 2ac ' ac
COSC:cz—aZ—b2:a2+b2—c2 : SenC:<£>SA
—2ab 2ab ’ ab) ~448¢
O que implica:

Assim, dividindo H(tgA : tgB : tgC) por 4Sy4pc ; concluimos

1 1
H( : : ) 3
—a? +b?+c? a?—b?+c? a?+b? —c? ®)
4.5 Coordenadas Baricéntricas do Circuncentro
Proposicdo 4.5: Sejam AABC um triangulo e a,b e ¢ as medidas euclidianas,
respectivamente, dos lados BC,AC e AB. Entdo as coordenadas baricéntricas do

Circuncentro deste triangulo sédo dadas por:
1. O(acosA:bcosB:ccosC)

2. 0(a?(b? +c*—a?) : b%(a? + c? — b?) : c?(a? + b*—c?))
3. O(sen(24) : sen(2B) : sen(2())
4. O(senAcosA:senBcosB:senCcosC)

Demonstracao:

Sabemos que o Circuncentro O é o centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo

AABC. Seja R o raio da circunferéncia. Assim, R = 0A = OB = OC.
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Figura 29 - Coordenadas Baricéntricas do Circuncentro do triangulo AABC

Fonte: elaborada pelo autor.

Tracamos a perpendicular por O interceptando BC em Y, pelo teorema do angulo

central e inscrito temos que BOY = % BOC = A, assim temos:

oy __
cosA:F: Y =RcosA
Consequentemente:
Seoc % a0Y % aR cos A
a = = =
® " Sapc Sasc Sagc
De modo anélogo:
% bR cos B % cR cosC
ﬁO =T ) YO =
SABC SABC
Portanto:
1aRcosA 1bRcosB 1cRcosC
0 2 . 2 . 2 _
SABC SABC SABC

O(acosA:bcosB:ccosC) (1)
Aplicando a lei dos Cossenos:
b? + ¢? — a? a® + c? — b? a’ + b? —c?

A=—7— , B=—7—, C =
cos >he cos > ac cos >ab

Temos:
O(acosA:bcosB:ccosC) =
< b? + c? — a? b a? +c?—b? a2+b2—cz>
—(q- B .

2bc 2ac "¢ 2ab

Multiplicando por 2abc , concluimos:

O(a2 (b2 +c?—a®) :b?-(a? +c?>—b?) :c? (a? + b? —cz)) (2)
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Para a alternativa 3; basta lembrar.

_ . 1
-0C sen(BOC) = 5 R? sen(24)

3
S

Spoc =

_ . 1
-0C sen(AO0C) = 5 R? sen(2B)

NG

Q

a

Il
NIk N RR N -
SIS
=) -

_ . 1
Saop = - OB sen(AOB) = > R? sen(2C)

De onde se tem:
1 1 1
0 (5 R? sen(24) : 3 R? sen(2B) : 2 R? sen(20) ) =

(sen(24): sen(2B): sen(2C))(3)
(2senA cosA:2senB cosB :2senC cosC) =
(senAcos A:senB cos B :senC cos C) (4)
[ |
Proposicdo 4.6: A soma das coordenadas baricéntricas do circuncentro 0(a? -
(b%+c?—a?):b% - (a?+c?—b?):c?-(a®?+b?—c?)) € 16S%45c, Onde AABC é o
triangulo de referéncia.
Demonstracao:
a?- (b2 +c?—a?)+b?-(a®>+c?>—=b>)+c?-(a>+b*—c?) =
= a?b? + a?c? — a* + b%a® + b%c? — b* + a’c? + b?c? — ¢* =
= 2a?b? + 2a®c? + 2b%*c?* —a* —b* — c* =
=(a+b+c)-(—a+b+c)la—b+c)(a+b—c)=
=(a+b+c)-(a+b+c—-2a)(a+b+c—2b)(a+b+c—2c) =
=2p-(2p—2a)(2p — 2b)(2p — 2¢) =
=l6p-(p—a)-(p—b)-(p—oc)

= 16SA2ABC
4.6 Coordenadas Baricéntricas do Ex- Incentros

Proposicdo 4.7: Sejam AABC um triangulo e a,b e ¢ as medidas euclidianas,
respectivamente, dos lados BC,AC e AB. Entdo, as coordenadas baricéntricas do
centro I, da cincunferéncia ex-inscrita ao triangulo AABC, em relagdo ao lado BC,

sao dadas por:
Ly(—a:b:c)
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Demonstracao:

Figura 30 - Coordenadas Baricéntricas do Ex-Incentro do triangulo AABC.

-

/A
Fonte: elaborada pelo autor.

~.

AN
N\
\\
/
/

BC- o « . . 3
Observe que a;4 = Sy ,5c = — zr“ = —% é negativo, pois I, e A estdo em lados

opostos de BC. Ja para 5,4 € y;4 vem:

ACT, b, AB'T, cT
Bia = Sar,ca = > <= Za €  Via =S = > <= Ta .
Portanto as coordenadas baricéntricas de I, s&o:
a-r, b-ry, c-ra)
- : : = (—a:b:c).
4 ( 2 2 2 ( )

Analogamente, Iz = (a: —b:c) e I = (a:b: —c).

4.7 Uma Propriedade do Tridngulo Ortico

Dado um triangulo AABC nao retangulo, defini-se como triangulo ortico o
tridangulo formado pelos pés das alturas do triangulo AABC.
Proposicédo 4.8: Em todo tridngulo acutangulo, o seu ortocentro coincide com o
incentro do triangulo ortico.
Demonstragéo:

Seja AH,H,H, o triangulo értico do triangulo AABC, conforme figura abaixo:
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Figura 31 - Triangulo Ortico

Fonte: https://www.obaricentrodamente.com/2015/06/triangulos-orticos.html

O quadrilatero HH,CH,, é inscritivel, pois HH,C + HH,C = 180°. Assim temos:

HH,H, = HCH, = H.CA = a =90° - A
De modo analogo, encontramos HH,B + HH.B = 180°, sendo HH,BH, também
inscritivel, portanto:

HH,H. = HBH, = HyBA=a =90°— A
Provamos que HH,H, = HH,H,, ou seja, o segmento HH, € bissetriz interna do
angulo H H,H, do triangulo 6rtico. Da mesma forma obtemos HH, e HH, sendo as
bissetrizes dos outros angulos do triangulo oOrtico. Isso prova que o ortocentro do
triangulo AABC é também o incentro do tridangulo ortico AH,H,H..

|

Teorema 4.2: A area de um triangulo acutangulo ABC é dada por p- R, em que p € 0
semiperimetro do tridngulo értico e R € o raio da circunferéncia circunscrita a ABC.
Antes precisamos provar o seguinte Lema
Lema: Se AABC é um triangulo acutangulo e p é o raio do circulo inscrito no

triangulo ortico AH,H, H., entdo p = 2R cos A cos B cos C.

Demonstracao do Lema:
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Figura 32 - Relacao entre Ortocentro e Circuncentro de um triangulo

Ha Ma

Fonte: elaborada pelo autor.

B

ComOOMa// m, OMb// W,MaMb// m e MaMb =
os triangulos AABH e AM, M, 0 séo semelhantes e portant

(el SRS

Pela proposicéo 4.8, o ortocentro do triangulo AABC é o incentro do triangulo értico

AH,H,H. Temos que p = HP, a distancia de H ao lado H,H,. Sendo 0 o

circuncentro do triangulo AABC, M o ponto médio do lado AB e sabemos que CH =
20M. Assim, no triangulo ACHH,, obtemos:
HH, = CHsen(90° — B) = 20M cos B = 2R cos C cos B
Por outro lado, no triangulo APHH,, temos:
p = HH_sen(90° — A) = 2R cos A cos B cos C

Demonstracdo do Teorema 4.2:

Pelo teorema 4.1, sabemos que:

S Ay, Qu, Qan,
AHgHpH,

e —\Byy By B,
AABC Y, VYH, VH,

Além disso, pela proposicdo 3.2 as coordenadas baricéntricas dos pontos H,, H, e

H,_ sao:

H,C BH
Ha(SHaBC:SHaCA:SBHaA) = (O:SHaCA:SBHaA) = (OHaCBHa) = <0 % . Wa>

o,

bcosC_ccosB)

H,(0:

a  a
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- »C HpA
Hb(SHbCB:SHbCA:SBHbA) = (SHbCB :0: SBHbA) = (HpyC:0: HyA) = ( 0 ===
AC AC
acosC cCcosA
H,( p :0: p ) .
H.B H.A
HC(SHCBC:SHCAC:SAHCB) = (SHCBC * SHeac 0) = (H:B:H A:0) = 1B : 1B 0

acosB bcosA
H : :0) .
(22 222200
Logo,
acosC acosB
0
b c
SiHatpHe _ [beosC 0 beosAl _ 2 cosAcosBcosC
SAABC a c
cCcosB CCOSA
0
a b

Pelo lema visto acima, encontramos:

SAHgHpHe _ T

SAABC R

. s )
Ou seja, Syapc = m - R. Sendo Spy_u,u, = p - T, concluimos portanto que

Spapc =P R.

4.8 Uma aplicacdo do segundo teorema de Routh

Dado um triangulo AABC, suas cevianas AX,BY e CZ determinam um triangulo

interno AA'B'C' e dividem os lados opostos na razdo de 2: 1, prove que:

SAA’B'C' _ 1

SAABC 7
Prova:
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Figura 33 - Aplicacdo do segundo Teorema de Routh

BX CcY AZ
x=ﬁ=2 ; y=ﬁ=2 ; zzﬁzz
Logo:
A(lizixz) =(1:2:4) ; B'(xy:1:x) =(4:1:2) ; C'(y:yz:1) =(2:4:1)
Assim:
SA"'=I (xyz — 1)? s
ABC T xy+x+1)-(yz+y+1)-(zx +z+ 1) “44BC
SA”’:I (2:2-2-1)? S
ABC T 1(2-242+4+1)-(2-242+1)-(2-2+2+1)| ~44B¢
Portanto:

SAA’B'C' _ 1
Saasc 7

4.9 O problema dos trés vasos. (RPM - 13)

Uma aplicacdo das coordenadas baricéntricas bem simples e bastante
curiosa € o problema dos trés vasos, cujo enunciado é o seguinte:
Dois beduinos encontram no deserto um vaso de 10 litros, cheio de agua, e mais
dois vasos de 3 e 7 litros , respectivamente, vazios. Como dividir igualmente a agua
entre os dois, usando somente 0s vasos como medidas?

Solucgéo:
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Considere trés vasos V;;V, e V; de capacidades, respectivamente, a,b e c litros,
contendo, respectivamente, x,y e z litros de agua, com a, b, c, x,y, z nimeros inteiros
positivos.

Seja (x:y:z) uma terna de coordenadas baricéntricas relativamente a um
tridangulo equilatero de alturaS=x+y+2z. Sex<a,y<bez<c, a0 darmos as
capacidades dos trés vasos, estamos delimitando uma regido bem definida de uma
malha triangular. Veja o caso abaixo, onde:

S=10;a=6;b=8,c=4

Figura 34 - Malha Triangular

noTwy

Fonte: https://rpm.org.br/cdrpm/13/8.htm

A figura acima ilustra um caso tipico. O ponto Pi corresponde ao caso em
que ovaso,V;,contém 3 litros de &gua, o segundo,V,, 5 litros e o
terceiro, V3, 2 litros.

A operacdo de despejar a agua de um vaso para outro, até encher o segundo
ou esvaziar o primeiro, corresponde a deslocar-se sobre a malha até atingir um dos
lados da regido. Por exemplo, o percurso P;(3:5:2) - P,(6:2:2) corresponde a
verter liquido do segundo vaso no primeiro, até encher este. O percursoP; —
P; corresponde a verter liquido do terceiro vaso no segundo, até esvaziar aquele. O
percurso P; - P; corresponde a transferir liquido do primeiro vaso para o segundo
até esvaziar o primeiro (e encher o segundo) analogamente P; —» P, corresponde a
transferir o liqguido do segundo para o terceiro, até encher este ultimo.

Ja4 a proxima figura mostra uma possivel solu¢cdo para o problema dos
beduinos que pretendiam dividir 10 litros de agua em duas partes iguais, dispondo
de vasos de 10, 3 e 7 litros. No nosso modelo, eles estavam no ponto P;(10:0:0) e

pretendiam atingir um ponto com duas coordenadas iguais a 5. Na regiao y < 3,z <


https://rpm.org.br/cdrpm/13/8.htm
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7, eles podem chegar ao ponto (5:0:5) pelo percurso indicado pelas setas e linhas

duplas que se encontram na figura abaixo, 0 que corresponde as seguintes

operacdes com o liquido:

Encher o vaso V, com liquido do vaso V;
Passar o liquido do vaso V, para o vaso Vs;
encher o vaso I, com o liquido do vaso V;;
passar o liquido do vaso V, para o vaso Vs;
encher o vaso V, com o liquido do vaso V;;
encher o vaso V5 com o liquido do vaso V, ;
passar o liquido do vaso V; para o vaso V;;
passar o liquido do vaso V, para o vaso Vs;
encher o vaso V, com o liquido do vaso V;;

passar o liquido do vaso V, para o vaso V;

Figura 35 - Solucéo do problema dos trés vasos na malha triangular.

P41 (10:0:0)

O oW

Fonte: https://rpm.org.br/cdrpm/13/8.htm
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5 CONCLUSAO

O objetivo principal deste trabalho foi expor o conceito de coordenadas
baricéntricas e algumas das suas propriedades, além da aplicacdo desta em alguns
problemas de geometria. Além disso, apresentamos as coordenadas baricéntricas
de alguns pontos notaveis do triangulo como: baricentro, incentro, ortocentro e
circuncentro.

Apesar do conteudo que foi motivo de estudo deste trabalho ja ser
ministrado em Olimpiadas de Matematica no nivel 2, o assunto coordenadas
baricéntricas ndo esta inserido nos parametros curriculares nacionais de Matematica
— PCN’s nem nas diretrizes curriculares nacionais — DCN’s. Porém, os pré-
requisitos que sdo oriundos da geometria euclidiana e geometria analitica, muitas
vezes ja sao vistas no ensino médio, por isso € compreensivel que poderia ser
ministrado a partir da segunda série do ensino basico.

Presumimos que este trabalho sirva de contribuicdo para discentes,
docentes e amantes da geometria que procuram aprofundar os seus conhecimentos,
visto que as coordenadas baricéntricas constituem mais uma técnica que permite
solucionar problemas de geometria de forma simples e elegante. Para os mais
curiosos, observamos que as coordenadas baricéntricas tem uma grande
importancia para a computagéo gréfica (TAVARES, 2022), onde sao utilizadas, por
exemplo, para dar movimento a desenhos animados através de uma malha

semelhante aquela apresentada no problema dos trés vasos.
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