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RESUMO

As curvas de Bézier sdo curvas polinomiais descritas a partir da interpolacdo de
pontos representativos, os pontos de controle. Recebe esse nome em homenagem
ao francés Pierre Bézier que a desenvolveu na década de 1960 para o design de
automoveis. Pouco tempo antes o também francés Paul de Casteljau ja havia
desenvolvido algo semelhante, mas néo publicado em razdo de sigilos empresariais.
As curvas de Bézier sdo bastante utilizadas na computacado, e, especialmente na
computacdo gréafica. Trata-se de curvas paramétricas geralmente definidas no
intervalo paramétrico [0,1]. Sua construcdo requer uma revisao de tOpicos como
curvas planas, curvas parameétricas diferenciaveis, interpolacéo linear e o método
interpolador de Lagrange. Outro elemento fundamental na construgdo e aplicagéo
das curvas de Bézier sdo os polinbmios de Bernstein que sdo definidos a partir da
férmula binomial. Algumas propriedades dos polinbmios de Bernstein garantem uma
visdo mais abrangentes das curvas de Bézier. Ao fim podemos observar algumas

aplicacdes em softwares computacionais como resultado de sua importancia.

Palavras-chave: curvas; curvas de Bézier; algoritmo de Casteljau.



ABSTRACT

Bézier curves are polynomial curves described from the interpolation of
representative points, the control points. It is named after the Frenchman Pierre
Bézier who developed it in the 1960s for car design. Shortly before, Paul de
Casteljau, also a Frenchman, had already developed something similar, but it was
not published due to business secrecy. Bézier curves are widely used in computing,
and especially in computer graphics. These are parametric curves generally defined
in the parametric interval [0,1]. Its construction requires a review of topics such as
plane curves, differentiable parametric curves, linear interpolation and the Lagrange
interpolator method. Another fundamental element in the construction and application
of Bézier curves are the Bernstein polynomials that are defined from the binomial
formula. Some properties of Bernstein polynomials provide a more comprehensive
view of Bézier curves. At the end we can observe some applications in computational

software as a result of its importance.

Keywords: curves; Bézier curves; Casteljau algorithm.
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1 INTRODUCAO

O aprofundamento e a ampliacdo dos objetivos dos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
trouxeram mudancas que ressaltam a importancia da Matematica na sociedade,
reorganizando-a e criando novos temas para ampliacdo do processo ensino-
aprendizagem.

A BNCC busca focar no que o aluno precisa desenvolver para que o
conhecimento matematico possa servir como elemento transformador de sua
realidade, tendo a questdo da pesquisa estruturada em etapa como elemento
primordial na formacgé&o do cidadao critico.

Baseado nessas condi¢cdes, tomando a Algebra e a Geometria como
unidade tematica, podemos focar no que a BNCC chama de pensamento algébrico-
geométrico. As ideias matematicas vinculadas a esse pensamento orientam a
utilizacdo de modelos matematicos na compreensdo, representacdo e analise de
situagdes cotidianas.

Nessa perspectiva alguns temas antes ensinados foram substituidos ou
adaptados. Podemos citar como exemplo os nimeros complexos. Em contrapartida,
destinou-se um espaco mais significativo ao uso de aplicacdes computacionais. Com
essa insercdo pode-se ampliar a visdo de estruturas matematicas antes dificeis de
se representar apenas em lousas e papéis.

Associado a esse pensamento podemos incluir inUmeras condicfes
favoraveis no processo de ensino. Para esse trabalho traremos uma analise das
curvas ou regides utilizadas para interpolar suavemente uma outra curva passando
por duas extremidades fixas. Esse processo faz com que seja possivel transladar,
ampliar ou diminuir figuras ou imagens geradas por esses pontos.

Inserimos nesse contexto as Curvas de Bézier, a fim de lidar com um
estudo vetorial de imagens e podermos verificar suas vantagens de armazenamento
e manipulagdo. As curvas de Bézier sdo curvas polinomiais denotadas pela
interpolacdo linear de alguns pontos representativos. Esses pontos sao
denominados de pontos de controle.

Essas curvas sdo base para a utilizagdo em diversos programas

computacionais como por exemplo, lllustrator, Freehand, Fireworks, GIMP,
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Photoshop, Processing, Inkscape, Krita e CorelDraw, e formatos de imagem vetorial
como o SVG.

Para que possamos exibir, caracterizar e aplicar as Curvas de Bézier,
inicialmente precisaremos fazer uma revisdo sobre curvas, essa revisdo sera
apresentada em nosso segundo capitulo. Nela apresentaremos uma visdo geral
sobre as curvas, suas definicdes e o conceito de curvas parametrizadas. As curvas
parametrizadas proporcionam uma forma de representar func¢des, aqui algumas
vezes referidas apenas como aplicagdes, com entradas unidimensionais e com
resultados multidimensionais. Esse modelo chamamos de funcdo paramétrica e a
entrada chamamos de parametro.

No capitulo seguinte sera exposto a ideia de interpolacdo e do polinbmio
de Bernstein, além de suas utilizacbes e caracteristicas. No quarto capitulo
estudaremos as Curvas de Bézier e o Algoritmo de Casteljau, exibiremos ao longo
do capitulo o contexto histérico das curvas de Bézier, sua definicdo usando
principios de parametrizacdo, via Algoritmo de Casteljau e polinbmio de Bernstein,
sua derivada, e aplicagbes. No quinto capitulo apresentamos algumas aplicac6es da
ferramenta de Bézier em softwares de computadores. Por fim, no ultimo capitulo
propomos uma aplicacdo pedagogica para o tema de forma que se possa
concretizar a relevancia e aplicabilidade das curvas de Bézier.

Ao longo do trabalho sera apresentado alguns exemplos que facilitardo no
entendimento, apresentamos também uma série de figuras com graficos de curvas
gue propiciardo uma visdo geométrica da construcao e aplicabilidades das curvas de

Bézier.
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2 CURVAS

2.1 Introducéao

As curvas sdo objetos importantes em diversas areas de estudos. Um
exemplo muito simples é o grafico de uma funcao continua. Quando somos levados
a dar um exemplo de uma curva, temos uma ideia, pelo menos intuitiva, de
mencionar uma reta, por exemplo y — x = 1, ou uma circunferéncia, por exemplo
x* + y* = 1. Os exemplos citados acima ddo direcdo ao entendimento de que uma
curva pode ter varias representacdes de escritas. Segundo Alencar, Santos e Neto
(2020 p.3)

No contexto de geometria diferencial, em vez de considerarmos curvas

definidas por equacgGes, [...] uma curva C deve descrever a trajetoria
continua do movimento de uma particula sobre o plano. A vantagem dessa
abordagem é que ela podera ser facilmente formalizada e contera varias

informagdes sobre como o ponto percorre o conjunto C, e o sentido que o
ponto “anda” sobre C permite definir sua velocidade, sua aceleracéo etc.

Definicdo 2.1.1 Curva, caminho ou trajetéria, no R"™, € uma aplicacdo continua

y: 1 - R™, definida num intervalo I c R.

Definicdo 2.1.2 A imagem y(I) ¢ R™ é chamada de traco da curva y.

Observacéo 2.1.1 A aplicacdo y em R? definida por

y(@) = (x(), (1)),

€ continua, se cada fungéo coordenada x,y: I - R é uma funcéo continua.

Na figura abaixo podemos interpretar o ponto P como se estivesse se
movendo sobre a curva. Para isso, podemos “arrastar’ este ponto sobre a curva.
Observe que a curva tracada em destaque é o grafico da trajetoria seguida pelo
ponto P.
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Figura 1 — Trajetoria de um ponto P

Fonte: elaborado pelo autor.

Imaginemos, agora, que uma particula se move ao longo da curva C da
imagem anterior. Como podemos ver, a curva € nao é um grafico de uma funcéo y =
f(x) pois, retas verticais interceptam essa curva em mais de um ponto. Desta forma,
nao é possivel descrever a curva C usando uma equacgéo y = f(x). Mas como as
coordenadas x e y da particula sdo funcées do tempo, a posicdo da particula pode
ser determinada em cada momento t por duas funcdes coordenadas do tipo x =
f(t) ey = g(t). Cada valor de t designa um ponto (x,y) que pode ser marcado em
um plano coordenado. Quando t muda, o ponto (x,y) = (f(t), g(t)) também muda e
traca a curva C.

Como resultado, em cada instante de tempo t, podemos determinar a
posicdo da particula P usando um par de equacdes da forma x = f(t) ey = g(t).
Esta € uma maneira muito facil de descrever a trajetoria de uma particula, pois para
cada momento de tempo t considerado, obtemos as coordenadas exatas x e y que
descrevem a posicédo do ponto P. O vetor ¥(t) = OP, com extremidades inicial em
0 = (0,0) e final no ponto P, indica a posicao da particula em cada instante de tempo
t, e por isso é conhecido como a posic¢ao vetorial do ponto P.

As equacbes x = f(t) ey = g(t), que determinam a posi¢ao do ponto P a
medida que ele se move ao longo da curva C em cada instante de tempo t, sao
conhecidas como equacdes paramétricas. A variavel t é conhecida como parametro.

De um modo geral, se uma particula se desloca sobre uma curva C do plano de um
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ponto A (x,,y,) até um ponto B (x,,y,), é possivel determinar em cada instante t por
duas func¢des do tempo x(t) e y(t) ditas fungcbes paramétricas. A funcdo que a cada
t associa o vetor posicéo v(t) € denominada uma parametrizacdo da curva C.

Para sintetizarmos essas condigcbes tomamos como exemplo, as
equacdes paramétricas de uma reta. Dada uma reta s que passa pelos pontos M e

N e seja P um ponto pertencente a s de tal forma que o vetor MP é multiplo de MN,

logo MP = tMN. Escrevemos a equacao parameétrica de s da seguinte forma:

ssP=M+t(N—-M),te R

Suponha por fim que M = (a,b), N = (¢,d) e P = (x,y) sdo pontos de um
sistema de coordenadas entdo P € s se e somente se,
(x,y) =(a,b) +t(c—a,d—b),te R
=(a+t(c—a),b+t(d—D>b)),te R

x=a+t(c—a)
{

y=b+t(d—b) R

Exemplo 2.1.1 Vamos identificar e ilustrar a curva cujas equa¢des paramétricas sado
dadas por x =t* — 2tey =t + 1. Como solucdo verifiqguemos que para cada valor
que damos a t encontramos um par (x,y) que nos fornece um ponto da curva. Na

tabela abaixo indicamos alguns valores de t e os respectivos valores de x e de y.

Tabela 1 — Relacédo entre o parametro t e os valores de x eYy.

t x y
-2 8 -1
-1 3 0
0 0 1
1 -1 2
2 0 3
3 3 4
4 8 5

Fonte: elaborado pelo autor.

Na figura abaixo reunimos todos os pontos (x,y) determinados a partir da

escolha numérica do parametro t
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Figura 2 — Curva relativa ao exemplo 2.1.1.

Fonte: elaborado pelo autor, no Geogebra.

2.2 Curva parametrizada diferenciavel

Para Carmo (2005), uma funcdo de uma variavel real é diferenciavel ou
suave se, em todos 0s pontos, possui derivadas de todas as ordens.

Definicdo 2.2.1 Uma curva diferencidvel parametrizada em R™ é uma aplicacdo

diferenciavel y: I — R™ definida num intervalo I c R.

Supondo y(t) = (f1 (t), 2 (t), ..., fn(t)), com [c R, cada uma das

funcdes f;(t): I — R sdo chamadas fun¢des coordenadas de y(t).

Observacdo 2.2.1 y ser diferenciavel equivale a f;(t), f2(t),..., fn(t) serem

diferenciaveis.

Observacéao 2.2.2 Curva parametrizada € uma aplicacao diferenciavel, ja traco € um

subconjunto de R™.
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Observacao 2.2.3 (Caso particular de curva) Os graficos de funcbes sdo casos
particulares de curvas planas. Seja f: I — R uma fung¢éo continua. O conjunto

G={(xy)€ElXR;y =f(x)} c R?
é o gréfico de f. O conjunto G pode ser parametrizado pela curva continua y: I - R?

dada por y(t) = (t, f(t)).

Definicdo 2.2.2 Vetor tangente ou vetor velocidade de y(t) em t é dado pory'(t) =
(f'1(®), f'5 (), ..., fn(t)) , onde cada f’;(t) representa a derivada de f; no ponto ¢,

parai=1,...,n.

Definicdo 2.2.3 Uma aplicacdo y: I — R™ & dita curva de classe C* se cada uma das
funcdes coordenadas na expressao y(t) = (f; (t), f2 (t), ..., fn (t)) tem derivadas
continuas até a ordem k. Se y € apenas continua, diz-se que y € de classe C°.

A seguir apresentaremos exemplos de aplicacdes de curva parametrizada

diferenciavel e seu respectivo traco.

Exemplo 2.2.1 A curva constante de aplicacdo y: R —» R? dada por y(t) = (a,b) é

uma curva parametrizada diferenciavel cujo traco é o ponto (a, b).

Exemplo 2.2.2 A reta, como vimos anteriormente, com aplicacdo y: R —» R? dada por
y(t) = (xo + at,y, + bt) onde a? + b?> # 0, é uma curva parametrizada diferenciavel
cujo traco é uma linha reta passando pelo ponto (x,, y,) € paralela ao vetor de

coordenadas (a, b).

Exemplo 2.2.3 Para a Circunferéncia C, temos a aplicagéo y: [0, 2n] definida por
y(t) = (cos(t),sen(t)), € uma curva parametrizada diferenciavel cujo tragco é uma
circunferéncia de centro na origem e raio igual a 1. Caso a circunferéncia nao esteja
centrada na origem, mas em (x,,Y,) € tenha raio r > 0 qualquer definimos as
equacgdes paramétricas como y(t) = (xo + rcos(t),y, + rsen(t)) onde (xy, yo) € O

centro e r é o raio.
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Figura 3 - Circunferéncia de centro na origem e raio igual a 1.

X0

Fonte: elaborado pelo autor, no Geogebra.

Podemos associar a ideia do exemplo 2.2.3 a parametrizacdo de uma
curva em loop como representada na figura 4. A parametrizacdo desta curva requer
uma nocdo de como serd seu desenho. Intuitivamente pode-se relaciona-la a um
circulo desenhado no sentido anti-horario enquanto a méo € deslocada para a direita
em velocidade constante. Como vimos a parametrizacao do circulo é da forma
(cos(t),sen(t)). Iniciamos em (1,0) e circulo de raio unitario, percebemos que a
curva em andlise se inicia em (-2,0), assim convém-se 0 ajuste do deslocamento
usando o os valores de x = -3. A nova parametrizagao fica (cos(t) — 3,sen(t)). O
deslocamento sera constante ao longo do eixo x, para formalizar, definiremos que
esse movimento ocorre ¢ vezes. Assim a foérmula fica (cos(t) — 3 + ct,sen(t)).

Nossa fungédo completa um loop quando t varia de 0 a 2w, com isso verificamos que
2rnc =1, logo ¢ = i Isso significa que a aplicagdo sera da forma (cos(t) — 3 +
it,sen(t)). Bastando finalizar apenas com a informacéo de quantas voltas a curva

daréa.
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Figura 4 — Curva em Loop

A

do
ro ==
.
o
v
o3

el

Fonte: elaborado pelo autor.

As curvas como as circunferéncias, ilustradas anteriormente, sdo um
exemplo de conicas, outras curvas que se enquadram na mesma categoria sao as
elipses, as hipérboles e as parabolas, cujas equacdes paramétricas serao

representadas nos proximos exemplos.

Exemplo 2.2.4 A aplicacdo y:R - R? dada por y(t) = (x(t),y(t)) = (xo +

_ 2
acost,y, + bsent) € uma parametrizagdo da elipse de equacéo E:% +
0 -y0)? _

b—20 = 1.

Figura 5 — Exemplo de Elipse.

5

vy (1 + 4cos(t), 2 + 2sen(t))

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 ] 7 t

Fonte: elaborado pelo autor, no Geogebra.
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Exemplo 2.2.5 A curva y: [0,2r] - R? de equacéo y(t) = (atcos(t),atsen(t)),a >
0,0 < t < 2m, é uma curva parametrizada diferenciavel cujo trago recebe o nome de

espiral de Arquimedes sendo definida em D = [0, +).

Figura 6 — Espiral de Arquimedes

\_/

Fonte: elaborado pelo autor, no Geogebra

E importante observar que determinadas curvas apresentam propriedades
gue ndo se caracterizam como curva parametrizavel diferenciavel, pois podem existir
pontos onde a curva néo é diferenciavel como exemplo a aplicacdo y: R - R? dada
por y(t) = (t,|t]) ndo é uma curva parametrizada diferenciavel, ja que |t| ndo é
diferenciavel em t = 0. Porém a restricdo de y, a qualquer intervalo que ndo contem
o ponto t = 0, € uma curva parametrizada diferenciavel.

A andlise das curvas, em especial as planas, apresentam varios desafios,
em geral pelas caracteristicas de cada uma. Um fato instigador € encontrar uma
curva que se ajuste a uma série de pontos ou a determinadas propriedades
especificas e parametros. Esses ajustes podem envolver a ideia de interpolagéo,

onde € necessaria uma regulagem exata aos dados ou ainda apenas pela

suavizacgao da aproximacéo dos dados.
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3 INTERPOLACAO LINEAR

3.1 Conceitos Iniciais

Adaptar uma curva por pontos especificos em um determinado plano, na
analise de dados experimentais, frequentemente encontram problemas nas relacées
entre as variaveis. Essa andlise pode ser bem exemplificada pela elaboragdo de
fontes de letras em computadores e impressoras. Um exemplo pode ser visto na
Figura 7: as letras sao retiradas das versfes PostScript das fontes CMR5, CMR10,
CMBX10.

Figura 7 — Modelos de Fontes de Letras

©

CMRS CMR10 CMBXI10

Fonte: elaborado pelo autor.

Percebe-se que associar esses pontos a uma fungcéao pode ser uma tarefa
ardua. Desse modo € conveniente converter essas funcdes em polindmios que a
represente, uma vez que o trabalho com polinbmios tende a apresentar relativa
facilidade, pois existem varios métodos que nos auxiliam a determinar suas raizes,
derivadas e integrais.

Para (Ruggiero, 1997), a “interpolagcdo nos ajuda no sentido de que
podemos aproximar uma funcéo f(x) por outra funcdo g(x), escolhida entre uma
classe de fungdes definida a priori de modo que satisfaga algumas propriedades”.

A ideia de se usar polindmios para poder representar funcbes de
complexidade maior se da pelo fato de que pelo Teorema de Weierstrass toda

funcdo continua f: [a,b] — R pode ser uniformemente aproximada por polindmios.
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3.2 Forma de Lagrange

Consideremos um conjunto de pontos x,,x;, ... ,x, (chamados nos da
interpolagcdo) associados, respectivamente, aos valores de uma funcdo f(x)
aplicados nesses pontos: f(xg),f(x1),...,f(x,) 0 que estamos nos propondo a

determinar € o polinémio p(x) de tal modo que:

p(x0) = f(xo)
p(x1) = f(x1)
p(x3) = f(x32)

Assim, generalizando as igualdades acima teremos:

p(x;)) = f(x;); i=0,...,n

Definicdo 3.2.1 Uma curva que passa por um conjunto de pontos no plano é dita

curva interpoladora desses pontos.

Figura 8 — Modelo de Interpolacéo parai = 4

t 1) f)

(x1 ' f(x1))
p(x)

A (%4, T(x4))

(Xa, f(Xa))

7

Xo X4 X2 X3 Xa X
Fonte: (RUGGIERO e LOPES, 1997, com adaptacdes)

Tomando p(x) = apx™ + apm_x™ 1 +... + a;x + a,, obteremos o

sistema abaixo

f(x0) = amxM + apmo1xM 1+ .0+ ajxg + ag

(1

flx) = amx™ + apm_x™ 1+ .+ aix, + aq
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Para que o sistema acima seja possivel e determinado devemos ter ao
menos a condicdo necesséria de m =n. Dessa forma o sistema (1) pode ser

reescrito na forma matricial abaixo

I[x{)” L 1] (o)
|x{” x{”_l | lam 1] If(xﬂ\
|

f(x)

xm x,’{“l e Xy 1J

A existéncia e unicidade do polindmio interpolador consiste em assegurar
a solucéo do sistema com a matriz de Vandermonde acima, para todos x,...,x,
distintos.

O método descrito a seguir foi desenvolvido por Joseph-Louis Lagrange,
(1736 — 1813), matemético e astronomo italiano da era do iluminismo. Inicialmente
tomemos xg, x4,...,x,, (n+ 1) pontos distintos e f(x;) =y;; i =0,...,n

Seja p, (x) o polinbmio com grau menor ou igual an que interpola f em
XgyennrXn. Representaremos Pn (%) da forma Pn(x) = yoLo(x) +
yiLi(x) + ...+ y,L,(x), onde cada L,(x), k =0,1,...,n, sdo polinbmios de grau n.

Queremos que a condigdo p,(x;) = y; seja satisfeita para cada i, ou seja:

Pn(xi) = YoLo(x;) + y1L1(x;)) + ...+ Yuln(xi) = yi.

Definiremos Ly (x) por

(x — x0)(x — x1) ... (x — 1) (X — Xgyq) ... (X — x)
(e — x0) O = x1) oo Qe — X)) (e — Xgr) o O — X))

Li(x) =

Observe que com essas definicbes valem as igualdades Li(x;) =
leLiy(x;)) = 0sei # k. Como o numerador da expressdo acima € formado pelo
produto de n fatores do tipo (x — x;) comi = 0,...,n,i # k, entdo o polinémio L (x)

tem grau n, assim p,,(x) tem grau menor ou igual a n.

Definicdo 3.2.2 Dada uma funcdo f:I - R, xg,x4,...,%X, € 1.0 polinbmio

interpolador de Lagrange é definido como:
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PaC) = ) yielae(®)
k=0

Mg jer(x—x;) _
Onde L, (x) = —H}’=o,j¢k(xk‘xj) ey = f(xx)-
Exemplo 3.2.1 Determinar o polinbmio interpolador de Lagrange para a funcao
f(x) = i usando os pontos x, = 2; x; = 2,5ex, = 4.
Solugdo: Primeiro passo é determinar Ly(x),L;(x)e L,(x). Usando a definicao

anterior teremos
(x — 25 —4)

L o (x=2)x - 4) __(x—Z)(x—4)
) =G5 n@s ) 0,75

L = 2)(x - 25  (x - 2)(x — 2)5)
) =G na 25 3

Como f(xg) = f(2) = 0,5, f(x;) = f(2,5) = 04; f(xy) = f(4) = 0,25 temos que
_ (x-2)(x-4) (x—=2)(x-12,5)

P(x) = 0,5[(x — 2,5)(x — 4)] + 0,4 [— T] + 0,5 [f] logo,

P(x) = 0,05x*> — 0,425x + 1,15. Usando o polindmio P(x) calculado, podemos estimar

o valor da funcdo f(x) = iem um ponto qualquer com um erro estimado, quanto

mais naos tiver a interpolacdo melhor a aproximacao.

3.3 Interpolacgéo Linear

Tomaremos o0 caso n = 1 para o resultado anterior. Teremos,

(%) = YoLo(X) + y1Li(x), COMO Lo(x) = 22 e [ (x) = LX)

(xp —x1) (x1—X)

fazendo as substituicdes resulta em

) =y BT G = x0)
! 0 (X0 — x1) ! (x4 — x0)
(% — x) (x — xo)

PL(x) = Yo (x1 — %o) 7 (1 — %)

Esse modelo é chamado de interpolacéo linear.
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Teorema 3.3.1 Dados quaisquer n+ 1 pontos no plano xy que tem coordenadas x
distintas, existe um anico polinbmio de grau n ou inferior cujo gréfico passa por
esses pontos.
Demonstracao: Inicia-se pela unicidade.

Supondo que existem mais de um polinbmio interpolador, sem perda de
generalidade, suponhamos dois, p e g de grau menor ou igual a n, entdo teremos
p(x) — q(x) com grau menor ou igual an e n+ 1 raizes, ja que se séo polinbmios

interpoladores obedecem a condig&o:

p(x) =f(x;)) = q(x;)) parai =0,...,n.

Portanto, como o polinbmio p(x) — q(x) tem n + 1 raizes e grau menor
ou igual a n terd que ser nulo e com isso p = q.

A demonstragdo continua com a prova da existéncia. A existéncia desse
polinbmio se prova a partir da construcdo polindmio interpolador de Lagrange.

u
3.4 Polindmios De Bernstein

Os estudos de Sergei Natanovich Bernstein (1880 — 1968), matematico
soviético que se destacou com seus trabalhos centrando-se na aproximacado de
funcdes e teoria da probabilidade, nos ajudaréo a definir os polinbmios que levam
seu nome e as propriedades mais relevantes. Esses polindmios tém grande
importancia na construcdo das Curvas de Bézier que sdo os objetivos de estudo

deste trabalho.
Definicdo 3.4.1 Um polinémio de Bernstein (B;*) é definido por
B () = (Dt' @ —t)"fcom i =0,..,n

Notemos que o polinbmio descrito na definicdo 3.4.1, € uma parcela do

desenvolvimento binomial


https://pt.frwiki.wiki/wiki/Th%C3%A9orie_des_probabilit%C3%A9s
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1=(t+(1-10)" = z (1:) ti(1 —t)ni

i=0

Uma condicdo importante € uma definicdo recursiva dos polinémios de
Bernstein. Os polindmios de Bernstein de grau n podem ser definidos somando dois
polindbmios de Bernstein como representados na proposicdo abaixo usando a

relacdo de Stiffel.

Proposicdo 3.4.1 O i-ésimo polinbmio de grau n-ésimo de Bernstein pode ser

escrito como

Br(t) = (1—t) Bl (1) + t BE'(t)

Demonstracdo: Para mostrar isso, precisamos apenas usar a definicdo dos
polinbmios de Bernstein e alguma algebra simples:

-8 O+ BLO=0-0(" 1) -t 11) £1(1 — PG

—1\ . . -1\ . .
— [(n:l) + (Tll_—ll ]ti(l _ t)n—i
= (1)t'(1 — o)™ (por Stiffel)

= B(t) n

Definigdo 3.4.2 Dizemos que um conjunto de fungdes f;(t) particiona a unidade se

somam um para todos os valores de t.

Proposicéo 3.4.2 Os n + 1 polindbmios Bernstein de grau n formam uma particdo de

unidade.

Demonstracao: Para mostrar que isso € verdade, € mais facil primeiro mostrar um
fato ligeiramente diferente: para cada n, a soma dos n + 1 polindmios de Bernstein

de grau n é igual a soma dos n polindmios de Bernstein de grau n — 1. Isto é,

n-1

iﬂ?(t) = Y B
i=0

i=0
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Este calculo é direto, usando a definicdo recursiva e reorganizando as

somas de forma convenientes:

n n

Z Bi'(t) = Z[(l — t)BM(t) + tB ()]

i=0 i=0
n-1
PRAORT:

=(1-1t) +t

Z Bl () + Bl‘zl(t)]

=1

i=0
n

=(1-1) TEB{“%) + tz B ()

n-1

= (1-1) nle?'%t) +EY B

i=0 i=0
n-1

= Z BN

i=0

Utilizamos por convencdo B2 1(t) = B";*(t) = 0. Estabelecida essa

igualdade, podemos escrever

t n-1 n-2 )
;B{‘(t) = ;B?-l(t) = ;Bp—za) = = ;Bg(t) Cd-0+t=1 .

Uma observacdo em relacdo a particdo da unidade é sua importancia
guando se utiliza polinbmios de Bernstein em geometria, modelagem e computacao
grafica. Em particular, para qualquer conjunto de pontos P,, P;,::-,B,, no espaco, e

para qualquer t, a expressao

P(t) = PyBg (t) + PyBY (£) + - + BBy (1)

€ uma combinacao linear do conjunto de pontos P,, P;,-:-,P,ese 0 <t <1, éuma

combinagao convexa dos pontos.

Proposicédo 3.4.3 Os polindmios de Bernstein sdo positivos em (0,1).

Demonstragdo: De fato, visto que t € (0,1), temos t!(1 —t)!"% >0, portanto da

definicdo temos,
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BI(t) =) tA—-6)* 20vni €N, i#n n
Daqui em diante sempre consideraremos, a ndo ser mengao contraria,

n
[

que os polinbmios de Bernstein possuem o dominio no intervalo (0,1).
Apresentamos agora alguns exemplos de polinbmios de Bernstein:
Polindbmios de Bernstein de grau 1: Usando a definicdo temos,

1
B = (O)to(l -l=110 -0 =>0-1

[ERN

B}=(1)t1(1 -)'=1¢t1=t

Polindbmios de Bernstein de grau 2: Usando a definicdo temos,

B2 = (2) t°%1 — t)?=11.(1 — )2 = (1 — t)?

0
B2 = (i) tl1 —o)l=2t1 -1t =2t(1 —t)

N

B2 (2)t2(1 - )0 = 1.t%.1 = t?

Polindbmios de Bernstein de grau 3: Usando a definicdo temos,

B = ((3)) t°%1-1)3=11010-0t= (1 -1)3
B3 = (i) t'(1 — )%= 3.t.(1 — t)®> = 3t(1 — t)?
B3 = (2) t?2(1 — )t = 3.t2.(1 — ) = 3t2(1 —1)
B3 = (;) 31— )= 1.63.(1 — ) = ¢3

Podemos agrupar os polindbmios de modo a se organizar com a mesma
estrutura do triangulo de Pascal. De fato, os Polinbmios de Bernstein satisfazem

uma relacdo de recorréncia.
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Tabela 2 — Exemplos de Polinbmios de Bernstein

‘/ , 0 1 2 3 4 5 6
0 1 1-o|a-o* | a-t? a-o 1-0° 1-0°
1 tt 2_t§)1 3t(1—t)? | 4t(1—1t)3 5¢(1 — t)* 6t(1—t)°
2 t? 3t2(1—1t) | 6t%(1—1t)? 10t%2(1 —t)3 15t%2(1 — t)*
3 t3 4t3(1 —t) 10t3(1 — t)? 20t3(1 — )3
4 t* 5t*(1—1t) 15t*(1 —t)?
5 t° 6t°(1—1t)
6 t

Fonte: elaborado pelo autor,

A seguir representamos as curvas polinomiais de Bernstein de graus 1, 2
e 3.

Figura 9 - Polindmio de Bernstein de grau 1

B-—" S Bl

0 1

Fonte: elaborado pelo autor,

Figura 10 - Polinémio de Bernstein de grau 2

Byt) 1 Bit)

0 1
Fonte: elaborado pelo autor



31

Figura 11 - Polinémio de Bernstein de grau 3

0 1

Fonte: elaborado pelo autor.

Proposicdo 3.4.4 As derivadas dos polinbmios de Bernstein de grau n séo
polinbmios de grau n — 1. Além disso, a derivada pode ser escrita como uma

combinacdo linear de polinbmios de Bernstein. Em particular
SB(t) = n(BISI() — BFTU(t)para0< i <n.

Demonstracao: Demonstraremos usando as condi¢cdes de diferenciacdo de forma

imediata, assim temos

Core) =2 (e - one

dt
L y
:a(mt(l —t) )
_ in! i-1(1 nei  (m—0n! (1 ia
_mt 1 -1 +mt( -t
_in(n — 1)! 14 emei
“m-ona-1nt 79
(n — DOn(n — 1)! ; N

Th-Dm-i- D ta-0

n(n — 1)! 4 . nn - 1! s
“m-na-nt G- Fea o pmta-9
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_ (n - 1) i—1¢q _ pyn—i (n - D! (1 _ pyn—i-
_n<(n—i)!(i—1)!t -0t e Ty Y 1)
=n((7il:11)ti_1(1 — )"+ (n;1>t"(1—t)"‘i‘1)

=n (B30 — BTN n

Para concluirmos esse momento inicial precisamos compreender que 0s
polindbmios de Bernstein de grau n formam uma base para o espaco dos polindbmios
de grau menor ou igual a n, uma vez que qualquer polinbmio pode ser escrito como

uma combinacéo linear de polinbmios de Bernstein.

Proposicdo 3.4.5 Os polinbmios de Bernstein de grau n formam uma base para o

espaco vetorial dos polinémios de grau menor ou igual a n.

Demonstracdo: Temos a dimensdo deste espacgo vetorial valendo n + 1, dessa
forma provaremos o resultado verificando que as n + 1 polinbmios de Bernstein de
grau n sao linearmente independentes.

Tome ¢; € R, tal que:

n

Z ct!(1—-)"t=0 (2

i=0

para qualquer t €(0,1). Vamos dividir a expressao (2) por (1 — t)™ e escrever

n i(l_t)n_i — N i -i —
ZCit W_O(_);Cit(l_t) =0 (3)

Definimos y := i dessa forma a expressdo (3) se reduz a Y ,c;y' =0, sendo
essa Ultima expressdo de tal modo que Y",c;y'=0,Vy>0, resta por

consequéncia que para termos a igualdade verdadeira deveremos ter



33

De posse dessas condicdbes podemos reescrever os polinbmios de
Bernstein na forma matricial, que pode ser util em diversas aplicacdes, em especial
na computacao.

Seja B(t) um polinbmio no espaco dos polinbmios de grau no maximo n.
Como os polinbmios de Bernstein de grau n formam uma base desse espaco
podemos escrever B(t) = cyBy(t) + c;BI(t) + -+ + ¢, Bi(t). Escrevendo-o como

um produto de dois vetores temos:

Co

B = [By(H) BY(®) ~ BRI}
Cn

Escrevendo os polinémios de Bernstein na base canodnica 1,t,t?,...,t",

obteremos
n
B! = Z blt/
=0
logo,
'b8 0O 0 0 07
1 1 Co
b by 0 0 O c
B =11 t .. t"[]bz b2 b2 0 0 :
: : Do Cp
by bl by .. bpl

Exemplo 3.4.1 No caso quadrético (n = 2), a representacdo matricial é
1 0 0][¢%
Bt) =[1 t ¢?]|-2 2 o0||a
1 -2 1
Exemplo 3.4.2 No caso cubico (n = 3), a representacdo matricial &

1 0 0][C
— C
Bt) =11 t ¢ t3] 33 g 8 o
1

- 2
_1 — C3

Definicdo 3.4.3 Seja f uma funcdo de valor real definida e limitada no intervalo

[0, 1], seja B,(f) (t) o polinbmio em [0, 1] que atribui a t o valor
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n

; ('ll) H - O if (%)

B,(f)(t) = B,(f;t) é an-ésimo aproximacado polinomial de Bernstein.

Para exemplificar esse modelo temos na figura abaixo, f:[0,1] - R
sendo uma funcédo definida por f(t) = t?cos (2nt). Podemos perceber que os

gréficos dos polinémios de Bernstein vao se aproximando de f.

Figura 12 — Aplicacado do polinbmio de Bernstein

Fonte: elaborado pelo autor.

A partir da definicdo (3.4.3) temos a proposicao abaixo, algumas obtidas

de forma imediata outras requerendo mais atencao.

Proposicéao 3.4.6 Seja B,, a aproximacao polinomial de Bernstein entdo sao validas.

n

1) B,(1) = Z (Tll) ti(1 — )"t =

=0

B =

n
i=

ny i . _i
O(i);tl(l -0t
1)} B, (t?) ZZ(:L);_ZZti(l — )i :(n—Tl)tz + %

i=

=0
3 ' B s o
V) B,(t3) = ?=0(?)#tl(1 — )ni= (-1 -2)t n 3(n - 1)t 4+t

n? n? n?
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Provaremos o item (lll) as demais podem ser verificadas de forma

analoga. Dessa forma seguem as igualdades.

n .2

B =Y (1) i~ on-!
DYATETIEER
-2 ()i v o

n—1\1+1i . .
=t ( )T tl(l _ t)n—l—l

=t. (";1)_t(1_t)n-11+2( 1)%ti(1—t)”"1"i]

Li=0 i=

:
p—l

n— 1% m—1\ i —m-11
n-— l . . n-— . ,
=t ( ) t'(1 — t)”_l‘l+z< , )— t'(1 — t)”‘l‘l]
n -1 , i /n
L i=0 =0
n—1 1
=t( t+—)
n n
2 1 2
=t +—=(t—t°) n
n

O estudo das interpolacbes e dos polinbmios de Bernstein estédo
interligados, ja que é possivel usar interpolacdo para encontrar pontos de controle
para criar 0 que conheceremos como curva de Bézier, enquanto os polinbmios de
Bernstein sdo usados para definir a posicdo desses pontos de controle. Esses
conceitos sdo extremamente importantes na matematica e na ciéncia da
computacdo, permitindo a criagdo de curvas suaves e precisas para representar

uma ampla variedade de fenémenos.
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Nesse contexto, dentre os métodos possiveis, para fun¢des continuas, 0s
polindmios de Bernstein se destacam por oferecerem uma aproximacao uniforme.
Como sempre, ha um custo a ser suportado: a convergéncia ndo € rapida, quando
comparada a outros métodos de aproximacgdo polinomial. Contudo a apropriacéo
das aplicacdes dos polinbmios de Bernstein é atrativa, pois sdo de grande utilidade
Nnos casos em que se necessita aproximar uma funcdo em todo um intervalo.
Verifica-se que como ferramenta de ajustes esses polinbmios apresentam vantagens

principalmente no desenho assistido por computador.
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4 CURVAS DE BEZIER

4.1 Introducao

As técnicas de aproximacao de curvas sao muito usadas em ambientes
de projeto (CAD) interativos, por serem mais intuitivas do que técnicas de ajuste, por
esse fato é muito comum que as curvas de Bézier seja muito difundida em é&reas
como engenharia mecéanica e mecatrénica, computacdo grafica, em design de
produtos, arquitetura, entre outros. Um método adequado para o design de curvas e
superficies de forma livre em ambientes interativos foi desenvolvido como veremos
por Pierre Bézier. Uma curva de Bézier € determinada por um conjunto de pontos de
controle (poligono de controle) essas curvas podem ser lineares, quadréticas,
cubicas, etc., dependendo do numero de pontos de controle e da ordem do
polinbmio usado para obter a aproximagdo. No decorrer desse trabalho
apresentamos, definimos, caracterizamos a construimos diversas propriedades de
conceitos matematicos, que auxiliardo no desenvolvimento das curvas de Bézier em

especial os polinbmios de Bernstein e as curvas paramétricas.

4.2 Principais Aspectos Histéricos das curvas de Bézier e sua relagdo com a

computacao.

Desenvolvido em 1962, leva o nome de quem publicou o primeiro trabalho
sobre esse modelo de curva, o francés Pierre Etienne Bézier (Figura 12), funcionario
da Renault, que o utilizou para projetos de carros. Foi construido de acordo com o
algoritmo de Paul de Casteljau da Citroén em 1957, cuja importancia daremos a

seguir, e formalizado nos anos 60.

Figura 13 — Pierre Etienne Bézier

i

Fonte: elaborado pelo autor.
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Bézier (1910 — 1999) foi um engenheiro precursor da area de modelagem
e também na area de representacdo de curvas, de forma mais direta e especial no
sistema de CAD/CAM — o “CA” é a abreviacdo do termo Computer-Aided (assistido
por computador), o que significa que os sistemas foram criados para ajudar a
alcancar o seu objetivo da forma mais rapida possivel, usando o poder dos
computadores para processamento. Em CAD, a ultima abreviacdo vem do termo
Design (desenho, planta) e para o CAM — Manufacturing (manufatura). Foi pioneiro
na gestdo e transformacédo de manufaturas utilizando ferramentas de computacéo e
em transformacdo de design utilizando computador e modelagem tridimensional.

Abaixo uma ilustracédo da conferéncia de Pierre Bézier de 23 de outubro de 1964.

Figura 14 - Croqui do corpo em CAD pelo sistema UNISURF

Fonte: https://journals.openedition.org/artefact/6711#ftn19 (Acesso em 11.01.2023)

Vale salientar que Bézier patenteou e difundiu as curvas que levam seu
nome, porém ele

nao as criou. Essa popularizacdo dada por ele, propiciou que a maioria
dos sistemas de computacdo gréafica atuais e de design auxiliados por computador
use as técnicas como referéncia. Segundo (FARIN, 1997) “Bézier e Casteljau
desenvolveram as curvas com o intuito de modelar as formas aerodinamicas dos
automéveis modernos”.

Como foi comentado anteriormente, as curvas de Bézier foram e s&o
utilizadas para diversos fins que vao além da aerodindmica de carros e projetos
automobilisticos. Seu uso é muito difundido em softwares de edi¢cdo de imagens e
em diversas modelagens de tipos de contornos de fontes de texto e de linguagens
da computacdo. No topico de interpolacdo falamos brevemente sobre a fonte

7

PostScript, outra que tem grande representatividade € a TrueType que foi


https://journals.openedition.org/artefact/6711#ftn19
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desenvolvida pela Apple Computer e posteriormente licenciada para a Microsoft
Corporation.

Figura 15 — Modelo TrueType

=

L

Fonte: elaborado pelo autor.

o

N&o diferente dos tempos atuais, no século passado, os segredos
industriais eram mantidos em sigilo absoluto. De tal forma que grande parte dos
trabalhos de Bézier sdo frutos de um estudo inicial atribuido a Paul de Faget de
Casteljau (1930 — 2022). Casteljau (Figura 14), nascido na Franca, estudou
matematica e fisica na Ecole Normale Supérieure de Paris, entrou na empresa
automobilistica Citroén em 1958 onde trabalhou até 1992 dedicado ao grupo de
pesquisa Groupe Détermination Mathématique des Carosseries da Citroén. Seu
empenho resultou no desenvolvimento do estudo e consequentemente na criacao de
um algoritmo para a aplicacdo das curvas e superficies com polos. Esses estudos
permaneceram ocultos por forca de patente até a exibicdo de trabalho semelhante

apresentado por Bézier na década de 1960.

Figura 16 — Paul de Faget de Casteljau

Fonte: Google imagens
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Casteljau usou os Polinbmios de Bernstein, que serviram como
funcdes de base para superficie e curvas polinomiais parameétricas. Seu trabalho
resultou numa ferramenta fundamental para entender e trabalhar com curvas
definidas por dois ou mais pontos de controle. Sua contribuicdo foi imprescindivel na
area de polinbmios multilineares que forneceram um algoritmo de avaliacao eficiente
e estavel. Seu estudo conseguiu estabelecer uma relacdo proxima entre as formas
polares e pontos de controle chamados B-spline.

Devido a sua grande e valiosa participacdo nos estudos das curvas e
modelagens, Casteljau, recebeu em 2012 o prémio Bézier da Solid Modeling

Association (SMA) e vale destacar que em seu anuncio a premiacéo ressalta:

As contribuicdes de Paul de Casteljau sdo menos conhecidas do que
deveriam, porque ele ndo foi capaz de publica-las até que ideias
equivalentes fossem reinventadas independentemente por outros, as vezes
de uma forma bastante diferente, mas agora reconhecidamente
relacionadas. Como ele ndo teve permissdo para publicar seus primeiros
trabalhos, agora chamamos os polinbmios com base de Bernstein de
“polinbmios de Bézier’, embora o préprio Bézier ndo usasse pontos de
controle, mas seus primeiros vetores de diferenca como
coeficientes. Também chamamos o0s polinbmios multilineares de
“florescimento”, seguindo Lyle Ramshaw, que por sua vez creditou a
Casteljau a “abordagem polar” subjacente a teoria matematica de splines.
(SOLID MODELING ASSOCIATION (SMA), 2012, tradugdo nossa.)

4.3 Definicdo de Curvas de Bézier via Algoritmo de Casteljau e polinémio de

Bernstein

O algoritmo descrito abaixo tem alta importancia no campo do design de
curvas e superficies, provavelmente o de maior relevancia nessa area de estudo.
Embora apresente um nivel de significancia elevada, se revela uma aplicacéo
relativamente simples. Sua conducdo apresenta uma interacdo entre algebra e

geometria que nos levara a resultados poderosos.

Definicdo 4.3.1 Dizemos que os pontos Py, Py, P,,---,B, € R? formam um poligono
de controle se os segmentos PyP, U P,P, U ..U PP, ; formarem uma linha poligonal

continua. Denotaremos o poligono de controle por P = [Py, Py, Py, -+, B,].
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Figura 17 — Poligono de Controle

Fonte: elaborado pelo autor, no Geogebra.

O método descrito pelo algoritmo de Casteljau gera as curvas de Bézier,
gue de forma simplificada, sdo obtidas a partir da aplicacédo de interpolacdes lineares
repetidas vezes. Com isso obteremos um segmento de reta passando por um par de
pontos de controle consecutivos. Ao aplicar esse processo (n — 1) vezes obteremos
0 ponto pertencente a curva. O método de Casteljau, para quatro pontos de controle
(para mais pontos segue mesmo modelo) funciona da seguinte forma:

) Primeiro, forme ry,r, 7, por interpolacdo linear a partir dos pontos de
controle (Py, Py, P,, P3) por ry(t) = (1 = t)P; + t(Piyq).
1)) Em seguida, defina s, e s; por interpolacéo linear dos r;'s por s;(t) = (1 —

)+ t (1)

1)} Por fim, defina v, por interpolacéo linear de s, e s; por vy(t) = (1 —1t) so +

t(sq1).

Definicdo 4.3.2 Uma curva de Bézier é uma aplicacdo B(t): [0,1] — R? associada a
um poligono de controle obtido a partir do Algoritmo de Casteljau aplicado de forma
recursiva.

Para melhor assimilacdo representaremos o algoritmo em questdo, em
etapas ou passos légicos. Porém, deveremos antes, supor P = [Py, Py, P, -+, B,] um
poligono de controle onde serdo aplicadas as recursoes.

Em primeiro momento fixamos um parametro t definido no intervalo [0, 1],
em seguida, tomamos P (t)=P, para i=0,1,2,--,n. Em terceiro momento

definimos

PO=01-t-P'®)+t-P @) j=12-nei=1-",n—}
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por fim teremos B(t) = B'(t). Assim todas as coordenadas da aplicacdo B(t)
podem ser obtidas por um polinbmio de grau n sob o parametro t.

Devido sua interpretacdo geométrica, iniciaremos com o exemplo de uma
curva de Bézier de grau 2, ou seja, quadratica. A partir da de grau 2 conseguimos
interpretar geometricamente as outras curvas de Bézier por recursividades.

As curvas de Bézier de grau 2 sdo obtidas por trés pontos de controle
P,, P, e P, no plano. Sdo definidas pela associacdo de dois segmentos de reta que
sdo PyP; e PiP,. O procedimento consiste em algumas etapas, descreveremos 0
procedimento intuitivo abaixo.

1) Construir sequencialmente os segmentos PyP; e P;P,.

2) Definir os pontos Pl(t) e PZ(t) a partir da divisdo desses segmentos

em mesma razao.

3) De Pl (t) e PZ(t) construir o segmento P (t)PZ(t)

4) Tomar o ponto PZ(t) a partir da divisdo do segmento PL(t)PZ(t) na

mesma razao dos segmentos anteriores.
Vale ressaltar que a razdo a que nos referimos na divisdo do segmento sera dado

pelo parametro t € [0, 1].

Exemplo 4.3.1 Determinar a curva de Bézier quadratica (grau 2).

Usaremos o algoritmo de Casteljau. Nesse caso definimos o poligono verificador, ou

seja, P = [P,, P, P,]. O passo inicial mostra que P{(t) = P,, PX(t) = P,, P)(t) = P,

Figura 18 — Primeira Etapa Do Algoritmo De Casteljau para a Curva

De Bézier Quadratica

P = Pi(e)

RO =Pp

Fonte: elaborado pelo autor, no Geogebra.
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Na segunda etapa do desenvolvimento temos
PI(t) = (1 — PO + tPP(O) = (1 — Py +tPy

Pi(t) = (1 — t)P(t) + tP(t) = (1 — t)P; + tP,.

Figura 19 — Segunda Etapa Do Algoritmo De Casteljau para a Curva De Bézier
Quadratica

Pi(6)

P, =P

=P @

Pi() =P

Fonte: elaborado pelo autor, no Geogebra.
Na terceira etapa do algoritmo temos,
P2(t) = (1 —t)PL(t) +tP(t) = (1 —)[(1 — )Py + tP;] + t[(1 — )P, + tP,]

= (1 —0)PLt) +tPi(t) = (1 —t)2Py + 2t(1 — t)P; + t?P,.

Figura 20 — Terceira Etapa Do Algoritmo De Casteljau para a Curva De Bézier
Quadrética

P3(t)
=P o » *

Pi(t) =Py

Fonte: elaborado pelo autor, no Geogebra.

A imagem abaixo mostra o processo de deslocamento de P#(t) para
forma a curva de Bézier B(t). Perceba que a variagédo de t € [0, 1] surgi o traco da

curva.
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Figura 21 — Bézier Quadrética

s—

Fonte: elaborado pelo autor.

Uma observacéo a se fazer é que podemos perceber que pela construcao
geométrica do algoritmo fica verificada a obrigatoriedade de trabalharmos no
intervalo [0, 1]. Uma vez que para valores menores que 0 ou maiores que 1 teremos

um ponto fora do segmento formado pelos pontos de controle do algoritmo.

Exemplo 4.3.2 Determinar a curva de Bézier cubica (grau 3).

Solucéo: Novamente usaremos o algoritmo de Casteljau. Nesse caso definimos o
poligono verificador, ou seja, P = [Py, P;, P,, P;]. O passo inicial mostra que P{(t) =

Py, P2(t) =Py, P2(t)=P,, PY(t) = P;

Figura 22 — Primeira Etapa Do Algoritmo De Casteljau para a Curva De Bézier
Culbica

P()=P, P, = P}(t)

PJ(t) =P, P, = PY(6)

Fonte: elaborado pelo autor.

Na segunda etapa do desenvolvimento temos
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PI(t) =1 — )PJ(®) + tPP(t) = (1 — )Py + tP; ,
P;(t) =1 — )PP(t) + tP(t) = (1 — t)P, + tP,,

Pi(t) = (1 — t)P(t) + tP(t) = (1 — t)P, + tP,.

Figura 23 — Segunda Etapa Do Algoritmo De Casteljau para a Curva De Bézier
Cubica

0 Pi(t)
P)(t)=P, P, = PY(t)

0 E0

Py (t) = Py P;

P(t)

Fonte: elaborado pelo autor.

Seguimos para a terceira etapa do algoritmo, de tal modo que temos,

P2(t) = (1 —t)PL(t) +tPi(t) = (1 — O)[(1 — £)Py + tP;] + t[(1 — t)P; + tP,]
= (1 -1t)?P, + 2t(1 —t)P, + t*P,.
P2(t) = (1 —t)PI(t) + tPi(t) = (1 — )[(1 — ©)P; + tP,] + t[(1 — t)P, + tPs]

= (1—-1t)2P, + 2t(1 —t)P, + t*P;.

Figura 24 — Terceira Etapa Do Algoritmo De Casteljau para a Curva De Bézier
Culbica
P; (1)

« P, = P)(t)
Pf(t)/\

P3(t)

PP()=P, o

P{(t)

Py (t) = P, P = PY(t)

Fonte: elaborado pelo autor.
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Para finalizarmos, seguimos para a ultima etapa do algoritmo para obtencédo de

curva de Bézier cubica, desse modo

B(t) = P{() = (1 - )PF (1) + tPi (1)
= (1 -0[(1=6)Py + 2t(1 — )Py, + t*P,] + t[(1 — t)*P; + 2t(1 — t)P, + t°P;]

=1 -1t)3P, + 3t(1—1t)*P; + 3t*(1 — t)P, + t3P;.

Figura 25 — Ultima etapa do algoritmo de Casteljau para a curva de Bézier
cubica

P; (¢)

3
PE(L) A

PL(t) Pi(t)

IHOER

Py = PI(t)

Pi(t) =P, Py = P(1)

Fonte: elaborado pelo autor.

A Ultima expressao representa o polinbmio que gera a curva de Bézier
cubica. Devemos, portanto, estabelecer um valor para o parametro t a fim de
reproduzir o trago da curva, como t € [0,1] podemos supor, a critério de exemplo o
valor t = {0,25; 0,5; 0,75; 0,95}. Dessa forma o trago fica definido como na figura
(26) abaixo.

Figura 26 — Bézier Cubica

P4

t =025 t =050



a7

t =075 t =095
Fonte: elaborado pelo autor.

Definimos a seguir as curvas de Bézier, diferentemente da anterior que
usa algoritmo de Casteljau, como uma relacdo direta com o0s polinbmios de
Bernstein. Como vimos se desejarmos uma aproximagédo de uma curva polinomial
entre dois pontos quaisquer conhecidos, P,e P;, a solucdo mais eficiente é
pensarmos em um segmento de reta que passa pelos pontos dados. A equagao
parametrizada mais comum € P(t) = (1 — t)P, +tP;, de tal modo que é viavel
pensar em P(t) como uma média ponderada entre P, e P;. Para BIEZUNER (2014
p.16)

Definicdo 4.3.3 Utilizando polinbmios de Bernstein definimos as curvas de Bézier

como:

e = ) PBID)
i=0

onde B;}* sédo os polinbmios de Bernstein de grau n e P; sdo os pontos de controle
escolhidos previamente. O grau do polindmio C(t) € o grau da curva de Bézier.

Assim podemos determinar as coordenadas da seguinte forma:

n n

x(®) = ) GBIE) e y(©) = ) yBIO)
i i=0

=0

Algumas observacdes sobre as curvas de Bézier sdo de grande

importancia podemos destacar:

| — As curvas de Bézier com n pontos de controle tem grau (n — 1).
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Il — Vale relatar que curvas com grau muito alto séao dificeis de desenhar,

possuem certa complexidade e estdo sujeitas a erros de precisao.

lIl — Para se trabalhar com grau qualquer da curva a solucao elementar é

concatenar curvas polinomiais de grau menor.

4.4 Propriedades das Curvas de Bézier

Evidenciamos nesse momento as principais propriedades extraidas das
definicbes anteriores. Em geral, grande parte dessas propriedades podem ser
percebidas como similares aos que j& trabalhamos quando mencionamos as
caracteristicas dos polindmios de Bernstein.

I) Propriedade de invariancia afim: Qualquer transformacéo nos pontos de
controle implica em transformacdo na curva. Para (BUSS, 2003) “a curva é uma
aproximacéao mais suave do poligono de controle. Assim, a quantidade de vezes que
0s segmentos do poligono de controle interceptam a curva serd no maximo a
quantidade destes segmentos”. Ja de acordo com De Oliveira (2018): “A curva é
invariante sob transformacdes geométricas afins (rotacdo, translacdo, escala, ...),
assim, transformar os pontos de controle e desenhar a curva € equivalente a
desenhar a curva transformada”.

II) Propriedade da invariancia sob transformacdes de parametros afins:

Algebricamente podemos representar essa propriedade pela relacéo

n n
u—a
> pEre) = ) P (—)
i=0 i=0

Essa condicdo € importante, pois se pode pensar na curva como sendo definida

sobre qualquer intervalo arbitrario a <u < b na reta real, onde t = Z:Z Esta

propriedade € obtida a partir do processo de interpolacéo linear.

[Il) Propriedade do fecho convexo: Segundo, Farin (1997), essa condi¢cao
é valida, pois “para todo t € [0,1] os polinGmios de Bernstein sdo nao negativos e
somam um”. Em outras palavras, a curva sempre estara contida no fecho convexo

do poligono de controle.
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Figura 27 — Fecho Convexo

Convex Hull
(Fecho Convexo)

Fonte: (DE OLIVEIRA, 2018)

IV) Interpolacdo dos pontos extremos: a curva de Bézier passa sempre
através dos extremos P, e P,, isso decorre da propriedade das raizes dos
polindmios de Bernstein, pois: C(0) = P, e ¢(1) = P,, a critério de modelo podemos
retornar ao exemplo (4.3.3).

V) Design interativo: Forma da curva ‘acompanha’ a forma do poligono de

definigdo o que implica formulagdo adequada ao ‘design’ interativo de formas

Figura 28 — Relacéo entre forma das curvas e posi¢cao dos pontos de controle

B, " .-
e o

Fonte: (WANGENHEIM; WAGNER, [2005], p. 102)
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VI) A figura (25) também pode ilustrar a propriedade chamada falso
controle local: Seja uma curva de Bézier com B, pontos de controle. Quando
movemos apenas um dos vértices do poligono de controle, P; por exemplo, a curva
sofre uma mudanca mais acentuada na regido préxima ao ponto, um tanto

previsivel, embora a alteracéo afete toda a curva.
4.5 Propriedade da Subdivisdo Recursiva e Bézier por Partes

Subdivisdo recursiva é a técnica que consiste em dividir uma curva de
Bézier em outras curvas menores que chamaremos de subcurvas. A ideia de
subdividir uma curva de Bézier se da, entre outros fatores, ao fato de ao
seccionarmos uma curva como essa podemos trabalhar por aproximacdo de
segmentos de retas.

Suponhamos a existéncia de uma curva cubica de Bézier C(t), com 0s

pontos de controle Py, Py, P,, P;. Se particionarmos C(t) em C,(t) = C(%) e C,(t) =

C (%) teremos duas curvas cubicas. Suporemos, ainda, o dominio dentro do
intervalo [0, 1]. Fica claro que se 0 <t < 1 termos C, (t) como a primeira parte de
CtyemO<t< %da mesma forma C, (t) sera a curva que é a segunda parte de
C(t).

Se definirmos (ver figura 30)
n=0-0) P+t Py,
si=1—-t) ri+t-ri, e
Vo=(1—t) so+t-s;

: 1 Pi+P; Ty +
que em particular para t = teremos r; = ~—& 5, = % evy, = 50251

. Tomando

C(t), C, (t) e C, (t) como acima. Entéo a curva C; (t) = C(t) nos pontos de controle

Py, 19, S0, Vg € C, (t) = C(t) com os pontos de controle P, 1y, 51, V.
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Figura 29 — Subdivisdo Recursiva
r

Po
Fonte: (buss, 2003)

A verificacdo da condicdo acima pode ser feita de forma direta, uma vez
que C;(t) e C,(t) estdo definidas e especificadas com os pontos de controle ; e s;,

mas esses pontos foram definidos em funcdo de P;. Da mesma forma C; (t) e C, (t)

sao definidas como C,(t) = C (%) e C,(t)=2C (%) Dessa forma a afirmacdo acima

pode ser concluida por calculo direto. Essa analise foi pontual é possivel fazer a
generalizacdo, porém vai além de nossas intencdes.

A ideia oposta € a propriedade de associar varias curvas de Bézier de
grau menores para obter curvas mais complexas, aqui chamaremos de aproximacao
por partes. Uma vez que, uma grande desvantagem das curvas de Bézier € que ndo
€ possivel definir uma curva de Bézier cubica para aproximar ou representar um
conjunto de n pontos sem utilizar maltiplos segmentos de curva. Queremos afirmar
nesse momento que curvas complexas podem ser obtidas ‘concatenando’ varias
curvas de grau baixo.

Para assegurar a continuidade entre segmentos de curva, definem-se
restricbes adicionais de continuidade.

A figura abaixo ilustrard uma situagdo em seguida indicaremos as

condi¢cbes que a compdem.
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Figura 30 — Concatenando Curvas Bézier

Py P2 P>

Po

P:

P

Fonte: Autor, feito no Geogebra.

Pontuamos o procedimento da forma abaixo com suas defini¢des:

) Definig&o 4.5.1 Continuidade paramétrica de ordem 0 (€°): Ultimo
ponto da primeira sera igual ao primeiro ponto da segunda.

1) Definicdo 4.5.2 Continuidade paramétrica de ordem 1 (C1): C° e
segmento P,P; da primeira com mesma dire¢cdo e comprimento que
0 segmento P,P; da segunda.

) Definicdo 4.5.3 Continuidade paramétrica de ordem (C?) : C! e as

restricbes sobre pontos P; da primeira e P, da segunda.

4.6 Derivadas de Curva de Bézier

Vamos abordar esse topico das curvas de Bézier recordando sua
definicdo para grau trés, usando polinbmios de Bernstein. Essa abordagem nos dara
embasamento para podermos entender a ideia para um grau qualquer. Uma
propriedade inicial € de que essas curvas tém diferenciabilidade infinita isso afirma,
em outras palavras, que todas as derivadas sao continuas.

As curvas Bézier de grau trés sao definidas parametricamente por uma
funcéo C(t): conforme t varia de 0 a 1, os valores de C(t) varrem a curva. A férmula

para uma curva Bézier de grau trés como vimos é:

C(t) = PoBs(t) + P1Bi(t) + P.B3(¢) + PsB3(0),
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onde cada B*(t) s&o funcbes de valor escalar e como vimos B} (t) = (?)t"(l — )37t

e ('ll) = i!(:ii)! . Expandir as defini¢cbes fornece polinbmios de grau trés. De fato, pela

Tabela (2):

Bi=(1-t)3 =1-3t+3t?>—1t3
B3 =3t(1—1t)? = 3t — 6t% + 3t2
Bs =3t2(1—t) = 3t2 — 3t3

B3 =t3.

Se calcularmos manualmente as derivadas das quatro fungbes acima, €
claro que descobriremos que suas derivadas séo polindmios de grau dois, bastando
apenas usar as regras de derivacdo. Vale salientar que essas condicfes sdo dadas

anteriormente. Agora avaliando as derivadas em t = 0 e t = 1 verificamos que:

B3'(0)=-3eB3'(1) =0
B3(0)=3eB3(1)=0
B3'(0)=0eB3'(1) =-3
B3'(0) =0eB3'(1) =3

Como os pontos de controle sdo constantes e independentes da variavel

t, a derivada da curva reduz-se a:
C'(t) = PoB3'(t) + PyB;'(t) + P,B3'(¢) + PsB3'(¢),

dai verificamos que no valor inicial e no valor final as derivadas tem os seguintes
valores: C'(0) = 3(P; — Py) e C'(1) = 3(P; — P,).

No grafico, isso significa que a curvaC(t) comeca em t = 0 percorrendo
na direcdo do vetor de P, para P;. De forma analoga, no final, onde t = 1, a curva
C(t) é tangente ao vetor de P, a P;. De acordo com (BUSS, 2003) isso corresponde
ao “fato de que a curva comega em P, inicialmente tangente ao segmento de linha
gue une o primeiro ponto de controle ao segundo ponto de controle e termina em P;
tangente ao segmento de linha que une o terceiro e o quarto pontos de controle”.

Esse fato pode ser visualizado, por exemplo, na imagem abaixo.
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Figura 31 — Comportamento de C(t)

Po

Fonte: (BUSS, 2003)

Proposicdo 4.6.1 Da proposicdo (3.4.4): %B? (t) =BT(t) = n(B(b) —

B (1)), entdo podemos escrever a derivada C(t) como:

C®=n ) BHOPu1—P)

Demonstracao: Usaremos a definicdo do polinbmio de Bernstein, assim temos:

O (8 [ R L (3 [CR L

Observe que o primeiro termo é zero se i = 0 e 0 segundo € zero se i = n. Assim, a

derivada de C(t) € igual a

Z( )‘tl HA-O"P - z (n—)ti(1 — n1-ip,

i iti1(1 — Onip, — Z (n—Dti(1 — O 1-ip,

i=1

(Aqui removemos os termos zeros do somatorio)

n

n-1
n—1y . . n—1y . .
= E n(i_1>t‘_1(1—t)"_liPi— E n( ; )tl(l—t)"‘l‘l?’i
i=o

i=1

(Aqui usamos o fato de (7)i = n(?"}) e (D) —1) = n("7")
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n-1 n-1

=Sn("] ea— e, - Y e ea - ome,

1= =0

(Aqui usamos o conceito de mudanca de variavel no primeiro somatoério)

n-—1

=S a(" 1) t(1 = )" Py — P

i=0
n-1
=n Y BOF -P) =
i=0

A seguir apresentaremos alguns modelos computacionais onde foram
aplicadas as curvas de Bézier. Perceberemos que apesar da algebra aplicada em
seu desenvolvimento, seu uso € relativamente simples e intuitivo. Suas

possibilidades de uso sédo inimeras e ficardo a cargo de cada necessidade.
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5 APLICACOES DA FERRAMENTA BEZIER

5.1 Introducéao

Muitos softwares de edicdo de imagens, videos e até de criagcdo 3D
possuem o recurso de criacdo de curvas Bézier. Profissionais graficos e desenhistas
em geral, recorrem com frequéncia a ferramenta de tragcado de curvas em software
de edicdo grafica. Este tipo de ferramenta permite precisdo ao criar ou editar
desenhos e imagens, condicdo fundamental para ilustradores, por exemplo.

A edicdo vetorial é o processo pelo qual se pode trabalhar em imagens
construidas a partir de formas bésicas como curvas, poligonos, entre outros.
Diferentemente de se trabalhar com bitmap (mapa de bits), os vetores permitem
manipulacfes sem que a qualidade da arte seja comprometida, ou seja, é possivel
manter a escala da ilustracao.

Além disso, esses graficos requerem menor esforco computacional, como
processamento e espaco, 0 que 0s tornam mais utilizados. E possivel ainda isolar
objetos e areas da imagem facilitando o trabalho de tratamento de objetos de forma
independente. Um exemplo dessa aplicagcdo é a criacdo de videos em motion
graphics, que é a técnica de design grafico que combina animacdo, design e
linguagem para criar contetdo visual dinamico.

As imagens em computadores sao, comumente, representadas por
matrizes que contém em cada ponto intensidade diferente de cores vermelho, verde
e azul. Porém alterar uma imagem com essa estrutura causara uma destruicdo da
originalidade do objeto. Um exemplo inicial sdo as imagens com dados que séo
formados por pixel, na figura abaixo sdo exibidos os percentuais de cada cor

primaria por pixel.



Figura 32 — Imagem bitmap ampliada
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Fonte: Google imagens. (Acesso em 11.01.2023)

Os graficos de vetor trabalham com relacGes matematicas entre cada
ponto e trajeto, quando sdo conectados podemos ver a imagem. Os graficos
vetoriais sdo de grande importancia para os designers se eles visam mudar a cor
especifica na imagem, ndo perder a resolucdo ao mudar o tamanho de uma imagem
e muitos outros beneficios Uteis. Podemos verificar na imagem abaixo a diferenca de

formatos.

Figura 33 — Imagem Matricial x Imagem Vetorial

Matricial Vetorial

Fonte: Google imagens. (Acesso em 11.01.2023)

Uma desvantagem para o modelo vetorial de edicdo de imagens é que 0s
dados vetoriais normalmente sdo armazenados como longas listas de coordenadas
de nos e de vértices de facil representacdo computacional, mas de dificil edicdo por
parte do usuario. Conhecer o modo de ler e de operar um arquivo de dados pode
demandar tempo, e nao ser trivial.

No proximo topico apresentaremos a utilizagcdo da ferramenta Bézier
presente em alguns softwares de computador, bem como o resultado de sua

aplicabilidade.
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5.2 Aplicacdes da Ferramenta Bézier em Alguns Softwares e em Games

As situacBes mais presentes para a aplicabilidade da ferramenta Bézier
estdo relacionadas ao processo de vetorizagdo das imagens. Listamos alguns

programas de computador que utilizam a ferramenta e o resultado de sua pratica.
5.2.1 Corel Draw

O CorelDraw € um programa de desenho vetorial bidimensional para
design gréafico desenvolvido pela Corel Corporation, possibilita a criacdo e a
manipulacdo de varios produtos, como por exemplo: desenhos artisticos,

publicitarios, logotipos, capas de revistas, livros, etc.

Figura 34 — icone da Ferramenta Bézier no CorelDraw
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Fonte: elaborado pelo autor.

Na imagem a seguir é possivel verificar a utilidade pratica da ferramenta.
No lado esquerdo a imagem é composta apenas por linhas retas. No lado direito
podemos verificar a imagem com contornos mais suavizados. O procedimento
consiste em arrastar a linha ou um dos pontos de controle com o mouse para
encurvar a linha. Quando satisfeito com a curvatura da linha, selecione o né seguinte

e repita a operacao.
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Figura 35 — Aplicacdo da Ferramenta Bézier |
Pontos de controle  N¢ selecionado

Fonte: Site: http://cursocorelgratis.blogspot.com/. (Acesso em 11.01.2023)

Outro exemplo do uso da ferramenta é a construcdo de imagens e objetos
como descreveremos nOS passos a seguir. Mostraremos 0S passos para

desenvolver a representacédo de uma animacao.

Figura 36 — Aplicacdo da Ferramenta Bézier Il

Etapa 1 Etapa 2

Etapa 3 Etapa 4
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Fonte: Site: https://davidcreator.com/. (Acesso em 11.01.2023)

5.2.2 Adobe Photoshop

Photoshop é um software da Adobe Inc. usado para edicdo de imagens,
criacdo de arte digital, design grafico e anima¢des. A multiplicidade de usos do
software faz com que o Photoshop seja uma ferramenta de trabalho para diversos
tipos de profissionais. O programa pode ser utilizado por designers gréficos e web,
fotografos, artistas, entre outros que necessitam de ferramentas para edicdo e
criacao de imagens digitais.

O Photoshop oferece multiplas ferramentas de Bézier para cada necessidade
criativa, sdo elas:

I. A ferramenta Bézier de curvatura permite desenhar segmentos curvos e retos

de maneira intuitiva.



61

II. A ferramenta Bézier padrao permite desenhar segmentos curvos e retos com
grande preciséo.

lll. A ferramenta Trago sensivel ao contelido permite automatizar o processo
para tracar imagens.

Abaixo algumas figuras que ilustram cada aplicacdo de Bézier. Cada
ferramenta possui, como dito, especificacdes distintas, porém todas atuam com o

mesmo principio em relacéo a suavizacdo dos contornos das imagens.

Figura 37 — Ferramenta Bézier de curvatura
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s

Ponto de Ancoragem Primeiro segmento do caminho  caminho curvo inicial

Caminho curvo Caminho curvo completo

Fonte: https://pt.wikihow.com/Desenhar-Linhas-Curvas-no-Photoshop. (Acesso em 11.01.2023)

Figura 38 — Ferramenta Bézier padréao

Passo 2
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Fonte: https://pt.wikihow.com/Desenhar-Linhas-Curvas-no-Photoshop. (Acesso em
11.01.2023)

Figura 39 — Ferramenta Trago Sensivel ao Conteudo

Secéo realgcada Demarcador
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Controle deslizante Detalhe
Fonte: https://helpx.adobe.com/br/photoshop/using/drawing-pen-tools.html. (Acesso em

11.01.2023)

5.2.3 Aplicagdo da Ferramenta Bézier em Jogos e Animacdes

Curvas de Bézier e, mais geralmente, splines, sdo onipresentes em jogos.
Em geral encontramos em quaisquer animacdes. A figura abaixo mostra a
construcdo de um caminho de uma montanha-russa ao longo de um jogo de
videogame. Esses tipos de caminhos estdo por toda parte, ndo apenas para
animagbes, mas também modelos 3D, nesse caso percebemos se possivel

manipular dobrando, torcendo ou estendendo-a.

Figura 40 — Construcdo de Animacdes Para jogos |

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=aVwxzDHniEw. (Acesso em 11.01.2023)



Figura 41 — Construcéo de Animacgdes Para jogos Il

e v

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=aVwxzDHniEw. (Acesso em 11.01.2023)
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6 PRODUTO EDUCACIONAL

Ha muitas opc¢des para criar um produto educacional que envolva o tema
curvas de Bézier. O importante é que possamos definir um objetivo claro para o
produto, a fim de torna-lo interessante e atraente para o publico-alvo e utilizar
recursos eficazes para ensinar e explorar o conceito. Nesse contexto colocamos
como exemplos as seguintes opcoes:

Um aplicativo poderia fornecer uma interface amigavel que permita que os
usuarios escolham o numero de pontos de controle e ajuste sua posicdo e
orientacdo. O aplicativo também poderia mostrar o resultado em tempo real,
permitindo que os usuarios vejam como cada mudanca afeta a forma final da curva.

Outra ideia seria um jogo que usa curvas de Bézier como parte do
gameplay. O jogo poderia desafiar os jogadores a tracar a curva correta para
alcancar um objetivo especifico, como mover um personagem para um determinado
ponto no mapa ou coletar um item especifico.

Também € possivel criar um curso online que explique as curvas de
Bézier em detalhes, incluindo seu histérico, matematica envolvida e exemplos de
aplicacao pratica. O curso pode incluir videos, animacdes e exercicios praticos para
ajudar os alunos a entender melhor o conceito e como usa-lo.

E fato que os modelos acima podem apresentar certa complexidade na
sua criacdo e execucao. Desse modo propomos como atividade uma acdo que
permita correlacionar o ensino de polinbmios e a aplicacdo das curvas de Bézier
para ilustrar sua utilizacdo direta na edicdo de imagens para redes sociais. Alguns
alunos nao tém a percepcédo do potencial que os polinbmios apresentam na solucao
de tarefas recorrentes de seus cotidianos. Sugerimos algo que possa ser aplicado
em sala de aula e que ao fim possa despertar um interesse em relacdo ao assunto.

O ensino de polinbmios é uma parte fundamental do curriculo de
matematica nas escolas. Polinbmios sdo uma ferramenta matematica extremamente
atil e versatil, e o estudo deles ajuda os alunos a desenvolver habilidades
importantes, como a capacidade de modelar e resolver problemas quantitativos. Eles
sdo amplamente utilizados em muitas areas da matematica, ciéncia e engenharia,
como célculo, algebra linear, estatistica, fisica e engenharia, que frequentemente

usam polinbmios como uma ferramenta fundamental.
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Na escola, o estudo dos polinbmios geralmente comeca com o0
aprendizado sobre as propriedades basicas, como grau, coeficientes e termos. Em
seguida, os alunos aprendem sobre como manipular e simplificar polindmios usando
as propriedades de adicdo, subtracdo, multiplicagcdo e divisdo. Eles também
aprendem sobre como fatorar polinbmios, 0 que envolve a decomposicdo de um
polindmio em fatores menores.

Uma vez que os alunos dominem esses conceitos basicos, eles podem
comecar a aplicar os polinbmios a problemas do mundo real. Por exemplo, eles
podem usa-los para modelar fenbmenos fisicos, como movimento, crescimento
populacional e dinamica de sistemas, ou para resolver problemas de mateméatica
financeira, como juros compostos e investimentos.

Dessa forma, como as curvas de Bézier sdo definidas por polindémios,
podemos inserir nesse contexto seu uso para edicdo de imagens para redes sociais.
E muito comum nos dias de hoje, encontrar pessoas que utilizam aplicativos de
edicdo de fotos para melhorar suas imagens antes de publica-las em redes sociais
como o Instagram, Snapchat, TikTok, entre outras. Esses aplicativos permitem aos
usuarios melhorar a qualidade das fotos, corrigir imperfeicdes e adicionar efeitos
para torna-las mais atraentes para o publico.

Na edicdo de imagens, as curvas Bézier sdo usadas principalmente para
criar mascaras e selecfes precisas. Ao desenhar uma selecdo com a ferramenta
Pen, (uma ferramenta disponivel em diversos programas de edicdo de imagem,
como Adobe Photoshop, Adobe lllustrator e CorelDraw) o usuario pode ajustar as
curvas Bézier para criar uma selecdo suave e precisa em torno de um objeto. A
ferramenta Pen é geralmente usada em conjunto com a ferramenta Path (também
disponivel em programas de edi¢cdo de imagem como Adobe Photoshop e Adobe
lllustrator), que permite que o usuario edite as curvas e formas criadas com a
ferramenta Pen.

Abaixo detalharemos um plano de aula que orienta uma abordagem para
a utilizacdo de edicado de imagens, usando a ferramenta Bézier, como meio para o

ensino de polinbmios para alunos do ensino médio.
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6.1 Plano de Aula

Titulo da aula: Polinbmios e Curvas de Bézier

Objetivos:
a) Apresentar os conceitos basicos de polinbmios;
b) Identificar as propriedades das curvas de Bézier e sua relagdo com
0s polinémios;
c) Explorar a aplicacdo das curvas de Bézier na representacédo grafica

de polinébmios.

Recursos didaticos:
a) Computadores com software de edicdo de imagens (Adobe
lllustrator, Inkscape, CorelDraw, etc.);
b) Projetor para apresentacao;

c) Exemplos de imagens que utilizam curvas de Bézier.

Desenvolvimento:

1) Preparacéo:
Revisdo dos conceitos basicos de algebra (equacbes, variaveis, etc.);
Perguntas para a turma sobre o que eles ja sabem sobre polindémios.

2) Exposicéao:
Apresentacdo dos conceitos basicos de polinbmios (termos, graus, etc.);
Identificacéo das propriedades dos polinbmios.

3) Atividade:
Os alunos irdo criar uma curva de Bézier usando o software de edi¢do de imagens;
Os alunos irdo explorar a manipulagéo dos pontos de controle para criar diferentes
curvas.
Os alunos irdo criar um projeto grafico utilizando a ferramenta aprendida na
exposicao;
O projeto pode ser um cartaz, banner, capa de revista, entre outros.

4) Discussao:
Discussao em grupo sobre as atividades realizadas;

Sanar possiveis davidas.
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5) Aplicacéo:
Os alunos irdo pesquisar exemplos de imagens que utilizam curvas de Bézier para
representar polinOmios e apresentar para a turma;
Os alunos irdo discutir a aplicacao das curvas de Bézier na representacao grafica de
polindbmios.

6) Encerramento:
Recapitulagéo dos principais conceitos abordados na aula;
Reflexdo sobre a importancia da representacdo gréfica de polinbmios na

compreensao dos conceitos.

Avaliagéo:
A avaliacdo serd feita por meio da participacdo dos alunos nas atividades propostas
e nas discussdes em grupo;
Sera verificado se os alunos conseguiram criar e manipular curvas de Bézier no
software de edicdo de imagens para representar polindbmios;
Seré& avaliado o entendimento dos alunos sobre a aplicacao das curvas de Bézier na

representacao grafica de polinbmios.

Observacoes:
O tempo de cada etapa pode ser adaptado conforme a necessidade;
O plano de aula deve ser adaptado a faixa etaria e ao nivel de conhecimento dos
alunos;
O professor pode acrescentar outros recursos didaticos ou atividades que julgar

pertinentes.
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7 CONCLUSAO

Com base nas informagOes apresentadas neste trabalho, podemos
concluir que as curvas de Bézier sdo uma ferramenta valiosa e poderosa para
modelar formas complexas e suaves no mundo da computacdo grafica. Sao
definidas matematicamente através de pontos de controle, que sdo usados para
determinar a direcdo e o comprimento das curvas. Essas curvas tém sido
amplamente utilizadas em aplicacbes de design gréfico, jogos, animagdo e outras
areas.

As curvas de Bézier permitem uma grande flexibilidade na criacdo de
curvas, permitindo aos usuarios criar uma variedade infinita de formas e designs.
Com a possibilidade de ajustar os pontos de controle, essas curvas permitem que 0s
usuarios criem formas suaves e precisas, dando-lhes controle total sobre o design.

Além disso, sdo altamente eficientes em termos de desempenho, o que
as torna ideais para aplicagcdes em tempo real, como jogos e animacao.

No geral, as curvas de Bézier se mostra uma ferramenta valiosa para
guem trabalha com computacédo grafica. A flexibilidade, eficiéncia e precisdo dessas
curvas as tornam uma escolha popular para a criacdo de designs complexos e
suaves. Com o avanco continuo da tecnologia, € provavel que continuem a ser uma
ferramenta valiosa para designers e desenvolvedores de jogos e animagdo por

muitos anos.
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