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RESUMO

Nesta pesquisa, estudamos a caracterizagdo das func¢des afim, quadrética,
logaritmica e exponencial bem como a utilizagdo das mesmas em situacfes de
modelagem que possam ser aplicadas em aulas ministradas no ensino médio. Assim
sendo, o objetivo geral desta dissertacdo consiste em compreender 0s conceitos
matematicos presentes nas situacdes-problemas modeladas por tais fungdes. Ja 0s
objetivos especificos sdo: demonstrar, explicar e interpretar os teoremas de
caracterizacao das fun¢des afim, quadréatica e exponencial; sugerir problemas de cada
uma das fun¢des abordadas que envolvam situa¢des de modelagem; apresentar, para
cada problema sugerido, solu¢cdes que utilizem as propriedades mateméticas
abordadas na pesquisa. A metodologia utilizada foi uma revisdo de literatura,
utilizando-se de autores que abordam a tematica pesquisada, de modo que foi
realizada uma sistematizacao das ideias de tais autores com o intuito de apresentar a
utilizacdo das funcdes na construcdo de modelos matematicos. Por fim, concluimos
que as sugestdes de problemas e solugbes juntamente com o0s teoremas e
propriedades abordadas nesta pesquisa podem auxiliar o professor que deseja

trabalhar com modelagem matemética em sala de aula.

Palavras-chave: modelagem matematica; caracterizacdo das funcdes; ensino de

matematica.



ABSTRACT

In this research, the characterization of affine, quadratic, logarithmic and exponential
functions is studied, as well as their use in modeling situations that can be applied in
high school classes. Therefore, the general objective of this master's thesis is to
understand the mathematical concepts present in problem situations modeled by such
functions. So the specific goals are: demonstrate, explain and interpret the
charaterization theorem from affine, quadratic and exponential functions; suggesting
problems of each of the functions addressed that envolve modeling situations;
presente, for each suggested problem, solutions that utilize the mathematical
Properties addressed on the research. The methodology used was a literature review,
using authors who address the researched topic, in which a systematization of the
ideas of such authors was carried out in order to present the use of functions in the
construction of mathematical models. Finally, we conclude that the suggestions for
problems and solutions, together with the theorems and properties discussed in this
research, can help the teacher who wants to work with mathematical modeling in the

classroom.

Keywords: mathematical modeling; characterization of functions; mathematics

teaching.
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1 INTRODUCAO

A proposta do trabalho é fazer uma pesquisa sobre a aplicacdo de
modelagem matematica no ensino de algumas fungdes elementares estudadas no
ensino médio (funcao afim, quadratica, exponencial e logaritmica). Tal proposta surgiu
a partir da minha pratica como professor de ensino médio de escola publica, onde
percebi que, em geral, os livros didaticos disponiveis trabalham a modelagem de
maneira superficial, na maioria das vezes sem explicar para os alunos e professores
0 porgué de tal problema ser modelado por determinada fungéo. Logo, a intencéo da
pesquisa é produzir um material que possa servir de apoio pedagdgico para
professores que lecionam nas séries inicias do ensino médio. A partir desta
problematica a pergunta de partida que enseja esta pesquisa €é: Como utilizar a
modelagem matematica no ensino das funcdes afim, quadratica, logaritmica e
exponencial?

O novo projeto de ensino médio proposto pela Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) cobra um ensino de matematica cada vez mais voltado para as
suas aplicacbes, uma vez que o curriculo deve ser pautado em competéncias e
habilidades. Portanto, a modelagem mateméatica pode ser uma importante ferramenta
para mostrar aos estudantes como a matematica pode contribuir em diversas areas
da ciéncia. Contudo, para utilizar esta ferramenta de maneira adequada, é
fundamental que se entenda de forma mais detalhada o conhecimento matemético
envolvido na formulacédo de cada problema. Sendo assim, por mais que a relevancia
do tema esteja ligada ao ambito pedagdgico, este trabalho tem cunho estritamente
matemaético.

Segundo Lima (2013), as func¢des citadas acima séo as mais utilizadas para
resolver problemas elementares na educacéao basica e, ainda segundo o autor, a parte
mais dificil na resolucdo de problemas é fazer a identificagdo de qual modelo
matematico utilizar e tendo feito a identificacéo a resolucdo dos problemas acontece
de modo geralmente elementar. Tendo isso em vista, nesse trabalho mostraremos
sugestbes de exercicios que evitem problemas de modelagem superficiais, onde
muitas vezes o proprio problema ja expfe a fungdo matematica que modela a
situacdo, dando a falsa impresséo de que o autor do problema pode escolher qualquer

funcdo para qualquer tipo de situacao.
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Dessa forma, o objetivo geral desta pesquisa consiste em compreender 0s
conceitos matematicos presentes nas situacOes-problemas modeladas por tais
funcBes. Ja os objetivos especificos sdo: I) Demonstrar, explicar e interpretar 0os
teoremas de caracterizacdo das funcdes afim, quadratica e exponencial; Il) Sugerir
problemas de cada uma das fun¢bes abordadas que envolvam situacbes de
modelagem; Ill) Apresentar, para cada problema sugerido, solu¢cdes que utilizem as
propriedades matematicas abordadas na pesquisa.

Para cumprir os objetivos listados acima foi utilizado, como metodologia,
uma revisado de literatura, utilizando autores e obras que abordam as tematicas
envolvidas, tais como Logaritmos da Sociedade Brasileira de Matematica (LIMA
2013), Nameros e Func¢des Reais — Cole¢ao Profmat (LIMA, 2013) e A Matematica do
Ensino Médio — Volume 1 (LIMA et al, 1996). E importante frisar que uma parte das
obras utilizadas como referéncia para esta pesquisa abordam as teméaticas com o
intuito estritamente matematico. Enquanto que, nesta dissertacdo, foi feita uma
sistematizacéo das ideias desses autores a fim de apresentar a utilizacao de fungdes
elementares na construcdo de modelos mateméaticos durante as aulas ministradas
para ensino médio.

A estrutura da pesquisa segue a seguinte sistematizacdo: no capitulo 2,
apresentaremos as propriedades referentes as fungdes afins. No capitulo 3
abordaremos as fun¢bBes quadraticas. No capitulo 4 as func¢des logaritmicas e
exponenciais. No que se refere as fun¢des logaritmicas, a abordagem sera diferente
do que estamos acostumados na educacéo basica, pois iremos definir o logaritmo de
um nuamero como a sendo a area sob o grafico (ramo positivo) de uma hipérbole. Além
disso, o ultimo topico de cada capitulo serd composto por problemas resolvidos
referentes ao tipo de funcéo abordada.
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2 FUNCAO AFIM

Neste capitulo demonstraremos o teorema de caracterizacdo da funcgéo
afim e a propriedade que relaciona funcéo afim e progressdes aritméticas. Contudo,
antes de demonstrarmos estes resultados principais, precisaremos citar e provar
alguns resultados auxiliares que serao utilizados na demonstracdo do teorema de

caracterizagao.
2.1 Intervalos

Sejam a,b € R, com a <b, chamamos de intervalos o0s seguintes

subconjuntos dos reais:

)] [a,b] ={x €R;a < x < b};
ii) [a,b) ={x € R;a < x < b};
iii) (a,b] ={x €R;a <x < b}
iv) (a,b) ={x eR;a < x < b}
V) (—oo,b] ={x e R;x < b};
Vi) (=o0,b) = {x E R;x < b};
vi)  [a,+o) ={x ER;x >a};
vii)  (a,4+o)={x €€R;x > a};
iX) (—o0,+x) =R.

E importante citar que no caso onde a = b, o intervalo [a, b] € um conjunto
unitario e os outros trés intervalos limitados sdo conjuntos vazios. Ainda sobre esse
caso, dizemos que o intervalo [a,b] é degenerado. Caso a # b, entdo 0s quatro
primeiros intervalos sdo chamados de ndo-degenerados. O intervalo iv) chamamos de

intervalo aberto e o intervalo i) chamamos de intervalo fechado.

Exemplo 2.1.

Os intervalos (2, 3) e [2, 3] sdo ndo-degenerados.
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A demonstracdo do préoximo teorema, a menos de algumas adaptacoes,

sera baseada na ideia proposta por Lima (1982).
Teorema 2.2. Todo intervalo ndo degenerado contém numeros racionais.

Demonstracao:
Seja (a,b) um intervalo aberto ndo degenerado. O comprimento desse

intervalo é c = b — a, onde ¢ > 0. Assim, existe n € N tal quen > 1/c, logo c > 1/n.

, 1 2 ~ . . , . 7
Claramente os numeros 0, + ~,*—,..estdo distribuidos por toda a reta real, isto é, se

. . k k+1
considerarmos os intervalos I, = [ ] k € Z, entdo R =U;¢y I, € 0 comprimento de

cada um desses intervalos é exatamente 1/n. Logo, o comprimento dos intervalos I,
€ menor do que c.

Assim, como a € R=UI,, entdo ele deverd pertencer a um destes

s

k k+1 k
intervalos, em outras palavras, existe um k € Z talque a € I}, = [ ] isto é, ~sas

k+1

n
1 - 1 k
Como sabemosquec=b—a > = temos entao que b > a + ~€,00mo — <

k 1 1 k+1 . k+1 k+1
a,temos-+-<a+-<b, Iogo%<b. Porflm,comotemosquea<%<be%e

Q, entdo provamos que qualquer intervalo ndo degenerado contém ndmeros

racionais. -

Perceba que, de fato, tendo que a < % < b, podemos repetir 0 mesmo

. k+
processo para O intervalo (a —) para encontrar outro racional e repetlr esse

processo com o0 novo namero racional e assim por diante, logo, tendo-se que (a, b)
contém numeros racionais.

Em outras palavras, este resultado nos diz que os racionais se espalham
por toda a reta, isto €, independente do intervalo que se escolha (podendo tomar um
intervalo tdo pequeno quanto se queira), existira, nesse intervalo, um nimero racional.

Formalmente, isto quer dizer que o conjunto dos racionais € denso em R.

Definicdo 2.1: Uma fungéo f:R — R é dita afim quando existem a,b € R tais que

f(x) = ax + b para todo x real.
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Por exemplo, a funcdo f: R — R, definida por f(x) = 3x + 5, é afim. Sao
casos particulares de funcdes afins as fungbes lineares f(x) = ax e as funcdes

constantes f(x) = k.

Para os proximos resultados do capitulo vale lembrar que dada uma funcao

f:X - R, comX c R, entdo:

i) f é crescente quando x <y = f(x) < f(¥);
i) f é decrescente quando x <y = f(x) > f(y);
i)  f énao-decrescente quando x <y = f(x) < f(»);

iv) f € ndo-crescente quando x <y = f(x) < f(y).

Em qualquer um dos casos mencionados acima, dizemos que f €

mondtona. Nos dois primeiros casos dizemos que f é estritamente mondétona.

Teorema 2.3 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade).

Seja f: R — R uma funcao estritamente monoétona. Sdo equivalentes as
seguintes afirmacdes:
Q) f(nx) =nf(x),Vvn € Zetodox € R.
(2) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax,Vx € R.
) f(x+y) =f(x)+ f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstracao:

Para demonstrar que as afirmacfes sao equivalentes devemos provar as
seguintes implicacdes: (1) = (2),(2) = 3) e (3) = (1).

Como f é estritamente mondtona podemos supor, sem perda de
generalidade, que f é crescente.
(1) =(2)

Primeiramente vamos mostrar que a afirmacéo (1) implica que f(rx) =

rf(x),Vr € Q. De fato, sejar = m/n,comm,n € Z e n # 0. Temos que nr = m, dai,
nf(rx) = f(nrx) = f(mx) =mf(x). Logo, nf(rx) =mf(x) & f(rx) = %f (x) =
rf(x).
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Agora, tome a = f(1). Como f(0) = f(0-0) =0f(0) =0 e f é crescente,
entdo f(1) =a> f(0)=0. Temos também que f(r)=f(r-1)=rf(1)=ra=
ar,Vr € Q.

Finalmente, vamos mostrar que f(x) = ax,V x € R. Suponhaque 3x € R
tal que f(x) # ax (tal x é irracional, pois ja foi mostrado que f(x) = ax para todo x
racional). Como f(x) # ax, vamos supor sem perda de generalidade que f(x) < ax.

Entao,

f)

f(x)<ax=>7<x

fx)

Segue do teorema anterior que existe um racional r tal que ——<r<x.

Multiplicando todos os membros da desigualdade por a, obtemos f(x) < ar < ax
(observe gque a desigualdade ndo muda o sinal, pois ja provamos acima que a > 0).
Mas da ultima desigualdade segue que f(x) < f(r), o que € absurdo, pois tomamos
tal r menor do que x e f € crescente. Portanto, concluimos que f(x) = ax,V x € R.
O caso onde f € decrescente possui raciocinio analogo, basta que se tome

o cuidado de que, neste caso, devera se concluir que a < 0, logo, ao multiplicar a
f(x)

desigualdade —
(2)=@3)

Dados x,y € R,temosque f(x+y) =alx+y) =ax+ay = f(x) + f(y).
@)=

Inicialmente vamos usar inducdo para provar que se n € N, entdo f(nx) =

< r < x por a, 0s sinais ficam invertidos.

nf(x).

Paran = 2, temos que f(2x) = f(x +x) = f(x) + f(x) = 2f(x). Logo, a
igualdade é valida. Suponha agora que o resultado seja valido para algum n > 2, isto
é, que f(nx) = nf(x). Devemos mostrar que a igualdade também vale para n + 1. De

fato, temos que

f((+ Dx) = flnx +x) = f(nx) + f() =nf(x) + f(x) = (n+ Df (x),

onde na penultima igualdade usamos a hipotese de indugéo. Portanto, segue por

inducéo, que f(nx) = nf(x) paratodon e Ne x € R.
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Por outro lado, temos que 0 = £(0) = f(x + (—x)) = f(x) + f(—x). Logo,
decorre que —f(x) = f(—x). Portanto, dado n >0, tem-se —n<0 e f(—nx) =

—f(nx) = —nx. Concluindo que f(nx) = nx para todo n inteiro e todo x real. |

Teorema 2.4 (Teorema de caracterizacao da funcéo afim)
Seja f: R — R uma funcdo estritamente mondtona. O acréscimo f(x +
h) — f(x) = g(h) depende apenas de h, mas ndo de x se, e somente se, f é uma

funcao afim.

Demonstracéo:

Suponha f crescente, entdo afirmamos que g: R — R, tal que g(h) =
f(x+ h) — f(x) é crescente. Vejamos:

Seja hy < hy, temos que g(hy) = f(x+ hy) — f(x) e g(hy) = f(x + hy) —
f(x). Como hy < h,, entdo x + h; < x+ h,. Logo, pelo fato de f ser crescente,
decorre que f(x + hy) < f(x + h,). Concluindo que g(h;) < g(h,).

Além disso, temos que g(0) = f(x+0) — f(x) = f(x) — f(x) = 0. Agora
vamos mostrar que a funcéo g é linear.

De fato, sejam t,h € R, temos

g(h+t)=f(x+h+t)—f(x)=f((x+t)+h)—f(x+t)+f(x+t)—f(x)=>
= gh+1t) =g+ g(®.

Como g € monotona e g(h+t) = g(h) + g(t), entdo, podemos usar o
teorema fundamental da proporcionalidade. Logo, tomando a = g(1), tem-se que
gh) =g(h-1) =h-g(1) = ah, Vh € R. Concluindo que g é linear.

Por fim, fazendo f(0) = b, segue que f(0 + h) — f(0) = ah, isto &, f(h) —
b = ah. Esta ultima igualdade é equivalente a f(h) = ah + b. Portanto, f(x) = ax + b.

Reciprocamente, seja f:R — R uma fung¢do afim, isto é, f(x) =ax + b,
entdo f(x+h)—f(x) =a(x+h)+b—ax—b =ah. Portanto, o acréscimo f(x +

h) — f(x) depende apenas de h e nao de x. |

Para o proximo resultado vale lembrar que uma progresséo aritmética (PA)

€ uma sequéncia onde a diferenca entre um termo e seu anterior € constante. Morgado
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e Carvalho (2015) definem, para sequéncias, o operador diferenca A, = ap4q — ap.
Logo, dessa definicdo, temos que uma sequéncia é uma PA se, e somente se, seu
operador diferenca € constante. A sequéncia (2, 5, 8, 11, 14, ...) € um exemplo de PA,
pois seu operador diferenca € igual a 3. Usualmente chamamos o operador diferenca
de uma PA de razdo (r), isto €, A, = an; — a, = r. No exemplo dado, temos que r =
3. E importante lembrar também que se a razdo r de uma PA for tal que r > 0, a PA

é crescente, se r < 0 a PA é decrescente e se r = 0 a PA é constante.

2.2 Relacgéo entre funcéo afim e progressao aritmética (PA)

Uma outra caracteristica bastante interessante da funcéo afim € a relacao
existente entre esse tipo de funcdo e as progressdes aritméticas. Tal relacdo sera
importante para a resolucdo dos problemas que serdo trabalhados posteriormente.
Enunciaremos este resultado como uma proposicdo. Vale ressaltar que a reciproca
da préxima proposicédo é valida e serd demonstrada conforme a ideia presente em
Lima (2013).

Proposicdo 2.6. Se f:R — R é uma fungcédo afim e xy,x,,...,x,, ... (elementos do
dominio) € uma progressao aritmética, entdo f(x,), f(x;), ..., f(xy), ... também é uma

progressao aritmética.

Demonstracao:

Usaremos inducao sobre n.

Inicialmente vamos mostrar o caso base da indugéo, aqui usaremos 0 caso
base para n = 3. Sejam x4, x,, x5 trés termos em progressao aritmética, isto é, x,=x; +

r e x; = x; + 2r. Temos que
f(x1) = ax; + b;
flxy) =alx;+r)+b=ax; +b+ar=f(x,)+ar;

f(x3) =alx; +2r)+b =ax; +2ar + b = (axy + ar + b) + ar = f(x,) + ar.

Portanto, f(x,), f(x,), f(x3) € uma progressao aritmética de razao ar.
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Suponha agora que tal propriedade seja valida para algum n > 3, isto é,
dados x4, x5, ..., X, €m progressao aritmética de razao r, entdo, f(x,), f(x3), ..., f(x,) €
uma progressao aritmética de razéo ar.

Consideremos a progressao aritmética x;,x,, ..., Xp, Xn41 - LOQO, Xp4pq =
X, + 1. Temos entdo que f(x,41) = axpeq + b = al(x, + 1)+ b = f(x,) + ar. Mas, por
hipétese de inducgéo, f(xy),f(x3),..,f(x,) € uma PA de razdo ar, portanto,
f(x), f(x3), oo, f(xn), f(xns1) € uma progressao aritmética de razédo ar. Logo, por
indugéo, o resultado segue.

A reciproca deste resultado também € valida, ou seja, se f:R — R é uma
funcdo monotona que transforma qualquer progressao aritmética xy, x,, ..., X, ... €M
uma outra progressao aritmética f(x,), f(xz), ..., f (xp), ..., entdo f € uma fungao afim.

De fato, defina g: R — R tal que g(x) = f(x) — f(0). Entdo g(0) = f(0) —
f(0) = 0. Vamos mostrar primeiramente que g € linear. Note que, do fato de f
transformar progressao aritmética em progressao aritmética, decorre que g também
tem essa propriedade. Tomemos entdo a seguinte progressao aritmética: Seja x € R
e ne€N, entdo 0,x,2x,..,nx formam uma PA. Logo, g(0),g(x),g(2x),...,g(nx)
também é uma progressédo, cuja razdo € g(x) — g(0) = g(x). Assim, decorre da
formula do termo geral da progressdo, que g(nx) =ng(x),vneN. Agora,
observemos que Vx€eR,—x,0ex formam uma progressao aritmética, logo,
g(—x),0, g(x) também estdo em progressao, donde € imediato que —g(x) = g(—x).

Por fim, se n € um inteiro negativo, entdo —n é natural, logo,

—g(nx) = g(—nx) & g(nx) = —g(—nx) = —(—ng(x)) = ng(x).

Dai, g(nx) = ng(x),V n inteiro. Unindo a isso o fato de g ser monétona
podemos utilizar o Teorema fundamental da proporcionalidade e concluir que g &
linear, isto €, g(x) = ax. Portanto, fazendo f(0) = b, decorre que g(x) = f(x) — b, ou

seja, f(x) = ax + b. |

Os dois ultimos resultados provados (que sédo os principais resultados do
capitulo) nos mostram que, em uma funcao afim, acréscimos iguais dados a x resulta
em acréscimos iguais em f(x). Este fato caracteriza uma fungéo afim, ou melhor, este

fato nos diz quando podemos modelar uma relagdo entre duas grandezas por uma
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funcdo afim. Agora, antes de trabalharmos os problemas de modelagem, iremos dar

a interpretacdo geométrica dos resultados que provamos.

2.3 Interpretacdo Geomeétrica

Além do reconhecimento algébrico da caracterizacdo das funcdes afins, se
faz necessario também o reconhecimento geométrico das propriedades
demonstradas, visto que graficos de funcdes também nos ajudam a modelar e a
entender certos fendmenos ou situacées-problemas.

A figura abaixo representa o grafico de uma fungéo afim genérica, onde séo

conhecidos os pontos de abscissas x,x + h,x + 2h e x + 3h.

Figura 1 - Grafico da funcéo afim

/ x x+h x+2h x +3h

Fonte: Elaborado pelo autor.

A

As propriedades citadas e demonstradas anteriormente também justificam
o fato de o grafico de uma fungédo afim ser uma reta. Observe que os triangulos
retangulos na figura sdo congruentes pelo caso LAL (segue imediatamente do altimo
resultado provado, pois acréscimos iguais dados no eixo x acarreta em acréscimos
iguais no eixo y, além disso todos os triangulos séo retangulos), logo, podemos
concluir que BAC=DCE=FEG e o fato desses angulos serem iguais garantem que o
grafico € uma reta. Chamando esses angulos de «, temos que a é o angulo que a reta

faz com o eixo 0X.
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Observemos que fixando o x podemos expressar as medidas dos catetos
dos triangulos acima em funcao do salto h. Cada cateto paralelo ao eixo 0X mede h
e a partir disso vamos calcular a medida dos catetos paralelos ao eixo 0Y, da seguinte
forma:

Primeiramente vejamos que:

f(x+h)=a(x+h)+b=ax+ah+b=(ax +b) +ah = f(x) + ah.

Assim, BC = f(x+h) — f(x) = f(x) + ah — f(x) = ah. Como todos os
triangulos retangulos formados na figura sdo congruentes (provamos acima), entao,
todos eles tém os catetos correspondentes iguais, dessa forma, continuaremos nosso
raciocinio nos baseando apenas pelo triangulo ABC.

Os catetos do triangulo ABC sdo BC = ah e AB = h # 0, de tal forma que

18]

BC A . .
= a (perceba que — = tga, onde a € o0 angulo que mencionamos acima, logo, a =

N

B
tga e por isso podemos dizer que o coeficiente a é o coeficiente angular da reta). Em
outras palavras, o coeficiente a da funcao afim f(x) = ax + b pode ser calculado da

flx+h)—f(x)
h

seguinte forma a = e tal coeficiente € conhecido como taxa de variacdo da

funcéo afim.

De forma mais geral conhecendo-se o valor da funcdo em dois pontos
quaisquer distintos, digamos x; e x,, podemos determinar o valor de a da seguinte
forma: f(x,) =ax; +b e f(x,) =ax, +b. Logo, f(x;) — f(x1) = a(x, —x1), isto €,
_fG) = fG)

X2—X1

a

2.4 Problemas e solucdes

Como dito anteriormente, nesta secdo abordaremos alguns problemas e
sugestbes de solugbes visando a aplicacdo das propriedades da funcéo afim

trabalhadas no capitulo.

Problema 2.1: Considere a reta a seguir, onde 0s tracos estédo igualmente espacados.
Calculemos o valor referente ao trago assinalado.
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Figura 2 - Segmento numérico

Fonte: Elaborado pelo autor.

Solucgéo:

Se quisermos encontrar o valor de cada traco do segmento, podemos
modelar a situacdo por uma funcdo afim, uma vez que saltos iguais no segmento,
representa saltos iguais nos valores associados aos tracos.

Vamos entdo encontrar uma funcdo afim que relacione cada traco do
segmento a um valor numérico. Neste caso, fagamos f(0) = 15 e f(8) = 31, onde o
zero representa o primeiro traco e o 8 representa o nono trago. Como conhecemos 0s
valores da funcdo em dois pontos, conseguimos determinar a lei de formacéo dessa
funcdo. Temos que b = 15, pois f(0) = 15, assim, f(x) =ax + 15. De f(8) = 31,
decorre que 8a + 15 = 31, logo a = 2. Entdo, a funcao afim que associa cada trago do
segmento a um numero é dada por f(x) = 2x + 15, onde x representa a “posi¢cao” do
traco em relacdo ao segmento. Portanto, o valor do tragco marcado € dado por f(3) =
21.

Problema 2.2: Numeracao de sapatos

Segundo Jokura! (2008), o primeiro sistema oficial de medicédo de tamanho
de sapatos surgiu na Inglaterra no final do século XVII. O sistema utilizava uma
unidade padrdo de medida, conhecida como ponto, onde na época representava um
guarto de polegada (aproximadamente 0,635 cm). Esse sistema passou a ser utilizado
em diferentes paises com algumas variagcdes e dura até hoje. No Brasil, por exemplo,
ainda é usado esse sistema de ponto. No caso do Brasil, o ponto vale 0,66 cm (ou
aproximadamente dois tercos de centimetro). O sistema de medicdo funciona da
seguinte forma: a cada 0,66 cm de comprimento do pé, aumenta-se um namero do

calgado. Além disso, no caso do Brasil, a extremidade “inicial” do pé comega com a

! Disponivel em: https://super.abril.com.br/mundo-estranho/como-surgiu-a-numeracao-dos-sapatos/.
Acesso em: 15 mar. 2023.


https://super.abril.com.br/mundo-estranho/como-surgiu-a-numeracao-dos-sapatos/
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numeracao — 2, isto €, um pé hipotético de 0 cm utilizaria um calcado de numeracgao
- 2.
Baseando-se no texto, vamos encontrar a fungcdo que modela a numeracao

de calgados no Brasil.

Solucéo:

Queremos encontrar uma fungdo na qual a grandeza dependente é o
namero do calcado e a grandeza independente € o comprimento do pé. Seja x a
variavel que representa o comprimento do pé (em centimetros) e f(x) a variavel que
representa a numeracao do calgcado. Vamos considerar a tabela a seguir que associa

a alguns comprimentos de pé um numero de cal¢ado:

Tabela 1 - Numeracéo de sapatos

X f(x)

0 -2
0,66 -1
1,32 0
1,98 1
2,34 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observemos que os valores de x estdo em progressao aritmética de razéo
0,66 e os valores de f(x) estdo em progressdo aritmética de razdo 1. Ou seja, a
funcd@o que queremos encontrar transforma uma progressao aritmética em uma outra
progressdo aritmética, podemos interpretar este fato como “saltos constantes na
grandeza x representa saltos constantes na grandeza f(x)”. Portanto, a fungéo que
modela a numeragéo de calgados no Brasil € uma funcao afim, isto é, f(x) = ax + b.

Para encontrarmos a lei de formacdo de uma funcdo afim, basta

conhecermos o valor da funcdo em dois pontos. Para facilitar calculos sugerimos usar

gao invés de 0,66. Da tabela acima, temos que f(0) = —2e f (g) = —1. Substituindo

os valores na fungéo f(x) = ax + b e resolvendo o sistema, obtemosa = e b = —2.

N | W

Logo, f(x) = %x — 2 é a funcao que modela o problema.
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Problema 2.3: Movimento uniforme

Suponha que uma particula em movimento retilineo se desloque sempre a
uma velocidade de 80 m/s durante todo o0 seu trajeto. Isso significa que a cada
intervalo de um segundo essa particula percorre uma distancia de 80 m. Se durante
todo o percurso essa particula mantém tal velocidade, segundo Ferraro, Soares e
Fogo (2009), podemos dizer que ela permanece em movimento uniforme. Sobre o
deslocamento descrito, cabe ainda observar que, apods dois segundos (do instante
inicial) a particula tera percorrido 160 m. ApoOs trés segundos, a particula tera
percorrido 240 m e assim sucessivamente.

Vamos agora imaginar que um observador percebe que, no instante inicial,
um movel passa pela posi¢ao correspondente ao espaco 30 m e que sua velocidade
€ de 80 m/s. A partir dessas informacdes podemos construir a tabela 2 que mostra a
variacdo da posicdo do mével em funcéo do tempo.

Chamaremos de x a variavel tempo (medida em segundo) e de y a variavel

posicdo (medida em metro).

Tabela 2 - Movimento Uniforme

X f(x)
0 30

1 110
2 190
3 270
4 350

Fonte: Elaborada pelo autor.

Obviamente podemos utilizar uma funcéo para modelar a situacéo descrita
e escrever a posicao do moével em funcdo do tempo. Cabe observar que o problema
recai numa funcdo afim, pois conforme pode ser visto na tabela, acréscimos
constantes dados a x implica em acréscimos constantes dados a y. Portanto, fazendo
f(0) =30e f(1) = 110 e substituindo na férmula y = ax + b, obtém se a fungéo y =
80x + 30.

Vale ressaltar que em livros de fisica do ensino médio se utiliza a férmula

S =5,+ vt (onde S é a posi¢cdo do movel no instante t, v € a velocidade do movel e
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S, € a posicao inicial do moével) para representar a funcdo horaria do movimento
uniforme. Nesse caso, teriamos S = 30 + 80t que é a mesma funcdo encontrada
acima. Fazendo essa comparacao entre as formulas utilizadas pelo livro de fisica e o
conceito de funcao afim fica facil o aluno perceber que a velocidade é uma taxa de
variacdo, nesse caso ela representa a taxa de variacéo da funcéo afim.

Mas, vamos supor que um aluno desatento a caracterizacao da funcao afim
modele esta situagdo por uma fungéo do tipo y = ax? + bx + c. Ao utilizar o valor da
funcdo em trés pontos, digamos em 0, 1 e 2, ele encontrard automaticamente que ¢ =
30. Dai, ao fazer f(1) = 110 e f(2) = 190, obtera um sistema de variaveis a e b com
solucdo a = 0 e b = 80. Concluindo que a funcdo seria dada por f(x) = 0x? + 80x +
30 =80x + 30. Isto acontece porgque a natureza do problema ndo obedece a
caracterizacdo da funcdo quadratica (como veremos adiante). Como sugestédo de
exercicio o aluno pode tentar fazer a modelagem com outras funcées como a

exponencial e analisar o que acontece.
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3 FUNCAO QUADRATICA

Definicdo 3.1: Uma funcdo f:R — R é dita quadratica quando existem a, b, c € R,

com a # 0, tais que f(x) = ax? + bx + c para todo x € R.

A funcdo f:R — R, dada por f(x) = x* e a funcdo f:R —» R, dada por
f(x) = 3x? + 5x — 10 sdo exemplos de fungdes quadraticas.

Neste capitulo abordaremos o teorema de caracterizacdo da funcao
quadratica. Contudo, inicialmente, iremos citar o conceito de progressao aritmética
(PA) de ordem superior (no nosso caso, 0 foco sera progressfes aritméticas de
segunda ordem) que sera fundamental para o resultado principal do capitulo.

Como mencionado no capitulo anterior, uma PA é uma sequéncia onde a
diferenca entre um termo e seu anterior &€ constante, isto €, o operador diferenca A, =
a,+1 — a, € constante.

Uma progressao aritmética de segunda ordem € uma sequéncia onde as
diferencas A, formam uma PA nédo-estacionaria. A seguir temos um exemplo de uma
PA de segunda ordem ou PA de ordem dois.

A sequéncia dada pelos termos (2, 4, 7, 11, 16, 22, ...) € uma PA de
segunda ordem. Observe que as diferencas A, formam uma PA crescente de razao
igual a 1.

A proposicao a seguir nos dar uma interessante relacdo entre progressées
aritméticas de segunda ordem e polinbmios do segundo grau, ja nos dando uma
sugestao da relacdo existente entre esse tipo de sequéncia e as fun¢cbes quadraticas.
Porém, antes de citarmos e demonstrarmos a proposicdo vamos mostrar o seguinte
resultado:

Exemplo 3.1

Vamos mostrar que Y-, A, = an4q — a;. Para isso, desenvolveremos o

somatorio, obtendo

k=1Dq,=0q, +Dg, + -+ Ay, | +Aq,>

= Z;clzl Aak = (az - al) + (a3 - az) + -+ (an - an—l) + (an+1 - an) ==

n
= Z Aak = (Ap41 — A1)
k=1
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Proposicdo 3.1. O termo geral de uma progressao aritmética de segunda ordem
(a,) =(ay,a,,..) escreve-se da forma a,,, = An>+Bn+C, onde A4,B,C séo
constantes reais.

Demonstracao:

Ja vimos que a diferenca entre os termos consecutivos da sequéncia a,,
geram uma PA, seja (b,) = (b1, b,, ...) essa PA e digamos que (b,,) tem razéo r.

Temos entéao que:

Somando todos as equagbes membro a membro, obtemos:

(az —a;) +(az —az) + -+ (An41 —an) = by + by + by =
n
:ZAak = b1+b2 +b1’l =
k=1

= an+1 —a = b1 +b2 +bn

Por outro lado, temos que (b,,) € uma PA., logo, pela formula da soma dos

n primeiros termos de uma PA., segue que:

(by + by)n nb; +nb,
An+1 — A1 = 2 = 2 )

e ainda pelo fato de (b,,) ser uma PA, b,, = b, + (n — 1)r. Entdo a igualdade acima é

equivalente a:

nby+n(bi+(n—-1r nby+nby+n?r-nr r r r
(ny1 — ap = 2220 ) — nbatnby =nb1——n+—n2=—n2+(b1——)n,
2 2 2 2 2
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logo, obtemos:
r 2 r
Api1 — Q1 = En + (b —E)n =

r 2 r
:>an+1 =§n +(b1_§)n+a1,

e, finalmente, fazendo > = 4, b, =~ = B e a; = C, concluimos que o termo geral de

(a,) € a1 = An? + Bn + C, onde 4, B e C s&o constantes. |

A partir disso, trazendo para a linguagem de func¢des, podemos concluir
gue dada a PA de segunda ordem y,, y,, ..., ¥y, ..., €XiStem numeros reais a, b e c tais
que y, = an? + bn + ¢ para todo n natural. Logo, tomando a fungdo f(x) = ax? +
bx + c, restrita apenas aos naturais, obtemos todos os termos da PA de segunda
ordem yi, ¥, <o) Vi, -

Para o teorema de caracterizacdo da funcdo quadratica € importante
ressaltar que, nas hipoteses, so utilizaremos o fato da funcdo quadrética ser continua,
pois tal funcdo quando definida em todo o conjunto dos reais ndo pode ser monétona.
Além disso, conforme cita Lima et al (1996), se duas func¢des continuas f,g:R - R
séo tais que f(r) = g(r) para todo r racional, entédo f(x) = g(x) para todo real x. A
partir disso podemos enunciar o resultado central do capitulo que € um teorema de
equivaléncia, onde a segunda parte da demonstracdo seguird os moldes da

demonstracao encontrada em Lima et al (1996).
Teorema 3.2 — Caracterizacdo da funcdo quadratica

A funcéo continua f: R - R € quadratica se, e somente se, f transforma a
progressao aritmética ndo-constante (xq, x,, ..., X, ... ) NUMa progressao aritmética de

segunda ordem ndo-degenerada y; = f(x1),y2 = f(x2), oo, Y = f(Xp),s-...

Demonstragao:
Primeiramente vamos supor que f: R — R seja uma funcdo quadratica e

que (x4, x5, ..., Xn, ... ) S€ja uma PA de razado r, devemos mostrar que d; = f(x,) —
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f(x1),dy = f(x3) — f(x3), e, dp1 = f(xn) — f(xn—1) € uma PA de razdo. Usaremos
inducao sobre n.
Vamos considerar o caso base da inducdo para n = 4. Neste caso,

consideremos a PA (x1,x; + 7r,x; + 2r,x; + 3r). Entdo:

f(xy) = ax? + bx, + c;
flxy) =alx; + )2+ b(x; +7) + c = ax? + 2arx; + ar? + bx; + br + c;
f(x3) = ax? + 4arx, + 4ar? + bx, + 2bx, + ¢ (basta substituir x5 por x; + 27);
f(x,) = ax? + 6arx; + 9ar? + bx; + 3br + c (basta substituir x, por x; + 3r).
Obtendo,
d, = f(xp) — f(x1) = 2arx; + ar? + br;
d, = f(x3) — f(xy) = 2arx, + 3ar? + br;

d; = f(x4) — f(x3) = 2arx,; + 5ar? + br.

Onde claramente d,,d, e d; € uma PA de razéo 2ar?.

Agora, suponha que a propriedade seja vdlida para algum n > 4, isto é,
dados xi,x5,..,x, uma PA de razdo r, entdo d; = f(x3) — f(xy),dy = f(x3) —
f(x3), o, dpy1 = f(x,) — f(x,-1) € uma PA de raz&o 2ar®. Devemos mostrar que a
propriedade vale paran + 1.

De fato, consideremos a PA de razdo r cujos elementos sao

X1, X2, ey Xny Xneq1- TEMOS QUE Xpy1 = X, + 7 € X1 = X, — 7. ASSIM, decorre que:

fpe) =flp+r)=al, +1)2+b(x, +7)+c>

= f(xp41) = ax2 + 2arx, + ar? + bx, + br + c.

Temos ainda que:

f(xn—l) =f(xn —T') = a(xn _r)z +b(xn _T) +c=

= f(xp_q) = ax? — 2arx, + ar? + bx, — br + c.
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Agora vejamos que, como f(x,,) = ax2 + bx, + ¢, entdo:

d, = f(xps1) — f(x,) = 2arx, + ar? + br;
dp_1 = f(x,) — f(xp_1) = 2arx, — ar?® + br,

logo, d,, — d,_; = 2ar®. Portanto, como (por hipétese) dy,d; ...,d,_; € uma PA de
razdo 2ar?, entdo dy, d; ...,d,_1,d, € uma PA de razéo 2ar® e o resultado segue por
inducao.

Reciprocamente, seja f: R - R uma funcdo continua onde f transforma
toda PA ndo constante em uma PA de segunda ordem n&o-degenerada.
Consideremos a funcédo g tal que g(x) = f(x) — f(0). Observe que a funcéo g
conserva as propriedades de f, em particular, a propriedade de transformar uma PA
em uma PA de segunda ordem ndo-degenerada, pois a funcdo g é dada pela funcéo
f somada a uma constante. Além disso, temos que g(0) = 0.Vamos considerar a PA
dada pelos nameros 1,2,3,..., logo, g(1),g(2),9(3),...,g(n), ... formam uma PA de
segunda ordem, uma vez que g também possui essa propriedade. Entdo, segue da
proposicdo 3.1, que existem a,b € R, com a # 0, tais que g(n) =an?+bn+c =
an? + bn (c = 0,pois g(0) = 0) para todo n € N. Agora, fixemos um natural p

2

qualquer e vamos considerar a progressao aritmética -, g Analogamente,

SR

14
temos também que existem «a, f € R, com a # 0, tais que g (g) = an? + fBn, para todo

n € N. Logo, para todo n € N vale a igualdade:
2 np 2 2 2
an + bn = g(n) = g () = atnp)? + B(np) = (@p®In* + (Bp)n.

Portanto, as fungbes quadraticas h(x) = ax? + bx e h'(x) = (ap?)x? +
(Bp)x assumem os mesmos valores para todos os niumeros naturais. Mas, conforme
Lima et alt (1996, p. 116), “se duas func¢des quadraticas assumem 0s mesmos valores

em trés pontos distintos, entdo essas funcdes sdo iguais”. Logo, h(x) = h'(x) e dai
decorre que a = ap® e b = fp, ou ainda, a = % ef= %‘ Concluindo assim que para

guaisquer n e p naturais, vale a igualdade:
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n
g(;)zan2+ﬁn:>

R (n) a 2+b R
—)==n“+-n
I\p) = p? p

3()=e3) o)

Ou seja, as funcgdes g(x) e h(x) = ax? + bx assumem 0s mesmos valores

- . n ~ e
para todo numero racional r = - € Como séo continuas, decorre que g(x) = ax? + bx

para todo x > 0. De modo anélogo, se considerarmos a progressao aritmética -1, -2,
-3, ..., concluimos que g(x) = ax? + bx para todo x < 0. Portanto, g(x) = ax? + bx
para todo real. Finalmente, pondo f(0) = ¢, obtemos f(x) = g(x) +c, isto &, f(x) =

ax? + bx + c. n
3.1 Problemas e solucdes

Problema 3.1: Uma tira de papel, com espessura de 0,05 cm é enrolada em torno de
um cilindro de plastico com 2 cm de didametro, formando um cilindro com 6 cm de
didmetro. Qual € o comprimento da tira de papel? Qual tipo de funcdo associa o

comprimento da tira ao diametro do cilindro formado?

Solucéo:

Nesse problema, a funcdo quadratica ja aparece naturalmente na
resolucdo. Contudo, em sala de aula, ao terminar a solucdo, o professor pode mostrar
a propriedade provada anteriormente.

Inicialmente vamos encontrar o comprimento do papel a cada volta. Iremos
perceber que o comprimento do papel depende do numero de voltas e que o nimero
de voltas depende do raio (ou diametro) do rolo. Logo, o comprimento do papel

depende do raio final do rolo.

1% volta:raio =1cm - C = 2m;
28 polta:raio =1+ 0,05 -» C = 2n(1 + 0,05);
3% volta:raio =1+ 2-0,05 > C =2n(1+0,1);
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nvolta:raio=1+(n—-1)-0,05->C =2n[1+ (n—1)-0,05].

Calculamos o comprimento de papel utilizado por volta, para calcular o
comprimento total, observe que o comprimento por volta € uma PA, entdo devemos

calcular a soma dos n termos da PA. Logo, o comprimento total do papel sera:

a, +a,)n
2+ 2n(1+ (n—1)-0,05)]n
o Gy = I+ @D 009
2nn + 2nn(1 + 0,05n — 0,05)
= Cr(n) = 5 =

= Cr(n) =nmn + nn(1 + 0,05n — 0,05) =
= Cr(n) = mn + mn + 0,057n? — 0,057n =

= Cr(n) = 0,05mn? + 1,95nn.

Por outro lado, se o raio final do rolo mede x, entdo o nUmero de voltas n,

z ~ -1 , . T L
é dado pela expresséon = % onde 1 é o raio do rolo de plastico (ou rolo inicial).

N2
Entédo, o comprimento total em funcao do raio final x do rolo, é Cr(x) = 0,057 (’S—o;) +

-1 . . .
1,951 (&) Finalmente, no nosso caso temos que o raio final do rolo mede 3 cm,

assim, o comprimento total do rolo sera:
Cr(3) = 0,05m(40)? + 1,95m(40) = 80 + 78w = 158m.

Ao terminar a resolucéo, o professor pode mostrar ao aluno que a fungéo
que modela o problema transforma uma PA em uma PA de segunda ordem. Vejamos
um caso particular: Vamos utilizar a PA (1, 2, 3, 4), onde seus termos representam o
raio final do rolo, e analisar o que acontece com os valores relativos ao comprimento
total do papel.

x=1-C;(1) =0;
x =2 - Cp(2) =59m;
x =3 - C;(3) =158m;
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x=4- Cr(4) = 297m.

Agora observe que a sequéncia (0, 59w, 1581, 2977) € uma PA de segunda

ordem de razao 40r.

Problema 3.2: Movimento Uniformemente Variado (MUV)

Neste problema abordaremos um pouco do conceito do Movimento
Uniformemente Variado e o motivo de utilizarmos funcbdes quadraticas para
modelarmos situacfes que envolvem este tipo de movimento.

Segundo Ferraro, Soares e Fogo (2009), o MUV é o movimento em que a
velocidade escalar varia uniformemente com o tempo, isto €, a velocidade escalar
sofre variagdes iguais, em intervalos de tempos iguais. Além disso, nesse tipo de
movimento, a aceleracao escalar instantanea é constante (o que € facil de perceber,
uma vez que a aceleracao € a taxa de variacdo da velocidade). Partindo dessa ideia
podemos pensar no seguinte problema:

Um observador anotou a posicdo de um movel ao longo do tempo na

seguinte tabela:

Tabela 3 - Movimento Uniformemente Variado.

Instante (seg) Posigao (metros)
0 17
5 30
10 45
15 72

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pergunta-se:
i) E possivel utilizar uma funcéo afim para obter a posicdo do mével em determinado

instante?

Solucéo:
A resposta € ndo, pois ao observar a tabela percebe-se que os instantes

estdo em PA enquanto que as posi¢bes formam uma PA de segunda ordem, logo,
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pelo que provamos anteriormente, devemos utilizar uma funcdo quadratica para
encontrar a posi¢cao em funcéo do tempo.

O objetivo dessa pergunta é fazer com que o aluno perceba que o problema
nao pode ser modelado por qualquer funcéo, pois o padrao presente na tabela satisfaz

uma propriedade de uma funcéo especifica, no caso, de uma funcdo quadratica.

i) Baseando-se pela tabela, qual o tipo de movimento descrito pelo mével?

Solucéo: Observemos que no primeiro intervalo de 5 segundos, o deslocamento do
movel foi de 13 metros. No segundo intervalo de 5 segundos, o deslocamento foi de
15 metros. Por fim, no terceiro intervalo de 5 segundos, o deslocamento foi de 17
metros. Portanto, temos o seguinte (usaremos v para representar a velocidade, At

para a variacao do tempo, AS para o deslocamento e a para a aceleracéo):

12 intervalo -» v = E = 1_3
At 5°

22 intervalo » v = E = 1_5
At 57

o AS 17
®intervalo » v = T

A . 13 17 ~ . L4t ~ 2
Ora, a sequéncia (?, 3,?) forma uma progressao aritmetica de razéo = 0]

que significa que a velocidade durante o trajeto do mével sofre variacdes iguais em
intervalos de tempos iguais (observe que a razdo da PA é a variacdo da velocidade).
Portanto, os dados nos mostram um movimento uniformemente variado. Além disso,

=2 =0,08m/s%
25

- P P A
observe que a aceleracdo do mével é a = A—’; =

ul i

iii) Qual alei de formacado da fungcéo que associa a posi¢cdo S do movel com o instante
t?

Solucgéo:
Aqui, vamos tomar como conhecido o fato de que uma fungcéo quadratica
fica determinada quando conhecemos o valor que ela assume em trés pontos. Iremos

determinar a funcédo quadratica dada por S = at? + bt + c. De acordo com a tabela
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temos que f(0) = 17,f(5) =30 e f(10) = 45. Como f(0) = 17, entdo j4 obtemos que
S = at? + bt + 17. Montando o sistema com f(5) = 30 e f(10) = 45.

{25a+ 5b + 17=30@{25a+ 5b =13

100a + 10b+ 17 = 45 100a + 10b:28(:)a:0,04eb:2,4.

Portanto, a funcdo encontrada é dada por S = 0,04t + 2,4t + 17. Tal

funcd@o pode ser associada com a conhecida fungéo horaria do MUV que, segundo
Ferraro, Soares e Fogo (2009), é dada por S = S, + vyt + %tz (que é bem simples de
ser demonstrada), onde S, € a posicao inicial do movel, v, € a velocidade inicial, t € 0

tempo e S é a posicao do movel no instante t.

Na nossa linguagem, de maneira geral, o0 movimento uniformemente

. L, . ~ o 1 z ~
variado é descrito pela funcao quadratica f(t) = Eat2 + bt + ¢, onde a é aceleracéo,
b é a velocidade inicial e c é a posicao inicial do ponto. Ora, em qualquer movimento

descrito por uma funcao f, podemos considerar a velocidade média como sendo uma

taxa de variacdo dada pelo seguinte quociente:

_ f@+h)—f(@) wariagdo do espago
V= h B tempo '

Aplicando esse quociente na férmula f(t) = %at2 + bt + ¢, obtemos:

1 1
fle+h) —f@) zalt+h? +b(t+h)+c—<§at2 +bt+c) ah
- = : =at+7+b.

Por outro lado, temos que }lmg at + % + b = at + b, logo podemos concluir

gue, quando se tem um movimento uniformemente variado, a velocidade do ponto no
instante t é dada por:

v(t) = at + b.

Uma observacao importante é que a aceleracdo € a taxa de variacao da

. . , t+h)—v(t . ~ .
velocidade, isto €, a = w Tendo em vista essas observacgdes, iremos agora
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passar para o proximo problema que mostra como a funcdo quadratica consegue
descrever completamente um movimento uniformemente variado.

O proximo problema é uma adaptacdo de um problema que pode ser
encontrado em Lima (2013).

Problema 3.3: O motorista de um automovel freia seu veiculo de modo que o
movimento passa a ser descrito pelo diagrama a seguir (Que mostra a posi¢cado do

veiculo a cada instante a partir do momento em que os freios foram ativados).

Figura 3 - MUV
35
.IIIIIIIIIII?IIF"""*ITT“?!]‘w‘llll.l‘glslmllii
Os 1s 25 3s

Fonte: Elaborado pelo autor.

i) Os dados do diagrama representam uma forca de frenagem constante?

Solucéo:

Em outras palavras, queremos identificar se 0 movimento possui uma
aceleracdo constante e obviamente ndo nula, ou seja, se temos um movimento
uniformemente variado. Como visto no problema anterior, 0 MUV é descrito por uma
funcdo quadratica. Logo, devemos identificar se os dados do diagrama satisfazem a
propriedade descrita no teorema de caracterizacao da funcao quadratica.

Entdo, sendo f(t) a posicdo no instante t, temos que f(0) =0,f(1) =
35, f(2) = 65 e f(3) = 90. Agora, observe que os instantes (0, 1, 2, 3) estdo em PA e
as posicoes (f(0), f(1), f(2), f(3)) formam uma PA de segunda ordem de razédo r =
—5. Entéo, a fungéo que deve modelar a situagéo € quadratica e, portanto, a situacéo

trata de um MUV onde a aceleracéo é, de fato, constante.

i) Qual a posi¢do do movel apos 6 segundos?
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Solucéo:

Ja sabemos do item anterior que devemos encontrar uma funcao f
guadratica que associe a posi¢cdo do mével com o instante. Tendo a funcéo ja definida
basta calcular f(6). Como no problema anterior, vamos utilizar o valor da fungcéo em
trés pontos conhecidos e resolver o sistema para encontrar as constantes a, b e ¢ da
funcdo f(t) = at® + bt + c. Segue do diagrama que f(0) =0, f(1) = 35 e f(2) = 65.

De f(0) = 0, segue que ¢ = 0 e assim, obtemos o sistema:

{a+ b=35(:)a=—2,5
4a+ 2b=65 b=375

Logo, encontramos a funcéo:
f(t) = —2,5t% + 37,5¢.

Portanto, a posicdo do moével no instante 6 segundos é f(6) = 135 m, ou

seja, 0 mével estd 135 m distante do ponto de partida.
iil) Quanto tempo o movel leva para chegar ao repouso?

Solucéo:
Conforme mencionado anteriormente, temos que v(t) = at+ b, onde
nesse caso, % = —2,5 (a é aceleracdo) e b = 37,5 (velocidade inicial). Logo, v(t) =

—5t + 37,5.

Queremos encontrar o instante em que a velocidade se anula, isto €, v(t) =
0. Portanto, o instante em que o movel chega ao repouso é t = 7,5.

Podemos perceber que nos trés exercicios o aluno que tentar resolver tera
gue encontrar uma funcdo para modelar os problemas a partir de propriedades
estudadas, diferentemente de exercicios que encontramos em diversos livros
didaticos onde o problema ja coloca “magicamente” a fungdo modeladora, o que torna
o problema bem superficial, como se fosse uma simples escolha de que aquela funcéo
tenha que modelar a situagcéo. Contudo, o objetivo é fazer com que o aluno perceba
gue a natureza do problema segue padrdes que forgcam aparecer determinado tipo de

funcdo. Em um exercicio como o ultimo que colocamos neste capitulo, o professor
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pode ainda pedir para o aluno tentar escrever a posicdo do mével em funcéo do tempo
a partir de uma funcao afim e fazé-lo observar que isso geraria alguns absurdos, como
por exemplo, encontrar uma lei de formagao que néo obedece a todos os valores do

diagrama.
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4 FUNCAO LOGARITMICA E EXPONENCIAL

Neste capitulo abordaremos a fungéo logaritmica e s6 mais a frente é que
trataremos das fung¢des exponenciais, trocando a sequéncia que costumeiramente €
utilizada no ensino médio. Portanto, iremos abordar a funcdo exponencial como a
inversa da logaritmica. E importante ressaltar que historicamente essa é a ordem
natural de se estudar as duas fungdes, visto que dessa forma, segundo Lima (2013),
algumas propriedades das fun¢des logaritmicas, em particular a base e, surgem de
forma natural.

Outra mudanca importante a respeito da nossa abordagem sobre funcdes
logaritmicas, em relacdo a como essas fungbes sdo trabalhadas no ensino médio, é
gue aqui definiremos esta fungdo como uma area.

Para a definicdo de funcao logaritmica que daremos a seguir usaremos a
notacdo R* que representa o conjunto dos nimeros reais positivos, em simbolos,
R* = {x € R;x > 0}.

Definicdo 4.1: Uma funcéo L: R* - R, chama-se fun¢éo logaritmica quando possui
as duas propriedades a sequir:

a) L é uma funcéo crescente;

b) L(xy) = L(x) + L(y), Vx,y € R*.

Proposicdo 4.2: Sendo L:R* - R uma funcdo logaritmica, valem as seguintes
propriedades.

a)L(1) =0;

b) Sea > 1,entdo L(a) > 0. Sea < 1, entdo L(a) < 0;

c) Para todo x pertencente ao dominio de L, tem-se L (i) = —L(x);

d) Para quaisquer x,y € R*(dominio da funcéo L), tem-se L G) = L(x) — L(y);
e)Vx€eERYeVreQ comr =p\g, tem-se L(x") = rL(x).

Demonstracao:

aAL)=LA-1)=L1)+LQ)eL(1)=2L1)=2LQ)-L(1) =0 L(1) =0;

b) Como L é crescente e a > 1, decorre que L(a) > L(1) =0.Ocasoemquea<1é

analogo;
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1

c) L(x—) = L(1) = 0 & L(x) +LG) — 0o LG) = —L(x);

X

1

d) L (i) =1 (x;) = L(x) +1L (;%) = L(x) — L(y);
e) Inicialmente vamos usar inducdo para provar que quando n € N, entdo L(x") =
nL(x).

Para n =2, temos que L(x?)=L(x-x) =L(x)+ L(x) =2L(x), logo a
igualdade é valida.

Suponha que a propriedade seja valida para algum n > 2, isto é, para
algum n > 2 tem-se L(x™) = nL(x). Devemos mostrar que o resultado vale também

paran + 1. De fato, temos que:
L") =L(x"-x)=L(x™) +L(x) =nL(x)+L(x) =(n+1) L),

onde na pendultima igualdade usamos a hipétese de inducdo. Portanto, segue por
inducao, que se n € N, entdo L(x™) = nL(x).
Vamos mostrar agora que a propriedade vale quando n € um inteiro

negativo. Consideremos r = —n, com n € N. Logo, V x > 0, temos:
L) =L"-x™)=Lx"Y+L(x ™) =0 L(x™) =—-L(x") © L(x™) =—nL(x™).

Por fim, para o caso onde r € Q, procederemos nos moldes de Lima (2013).

Sejar = g, comp € Ze q€eN. Entdo, como g € N decorre que gL(x") = [L(x")9] =

L[(x*\)7] = L(x?) = pL(x) (essa Ultima passagem segue do fato de que p € Z, e ja

provamos que a propriedade vale para qualquer inteiro). Logo, obtemos:
r r p
qL(x") = pL(x) & L(x") = aL(x)-

Portanto, L(x") = rL(x),Vr € Q. [
Além das propriedades acima citadas e demonstradas, vale ressaltar
também que a funcéo logaritmica é injetora (a prova sai imediatamente da primeira

propriedade da definicdo) e sobrejetora, onde a prova da sobrejetividade pode ser
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encontrada em Lima (2013). Por consequéncia, temos que a funcao logaritmica € uma
bijecdo, logo, admite inversa.
Um outro ponto importante é que a funcao logaritmica ndo pode ser definida

no ponto x = 0, pois se pudesse, teriamos:
L(0) =L(x-0)=L(x)+L(0) & L(x) =0,

isto &, L seria a fungdo identicamente nula.

Antes de darmos a definicao utilizando areas, vamos introduzir um conceito
gue sera fundamental para tal definicdo, que € o conceito de area de uma faixa de
hipérbole.

Consideremos, num sistema de eixos OXY, o ramo positivo do grafico da

funcdo y =§. Denotando esse ramo por H, temos que H pode ser definido em

linguagem simbdlica da seguinte forma:

1
H ={(x,y);x> O,yzg}.

Utilizando as ferramentas do célculo tal curva é facilmente esbocada e seu

esboco esta representado na figura a seguir:

Figura 4 - ramo da hipérbole

L

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dados a,b € R, coma,b > 0 e a < b. Uma faixa de hipérbole & a regido

compreendida entre as retas verticais x = a e x = b, pelo eixo das abscissas e pelo
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ramo H. Representamos tal regido pela notagdo H?. Simbolicamente, a faixa da

hipérbole pode ser definida como segue:
1
HY = {(x,y);a <x<bh0<y S;}.

A parte hachurada da figura a seguir representa a faixa graficamente.

Figura 5 - Faixa H2

Fonte: Adaptado de Lima (2013).

Para calcular a &rea de uma faixa de hipérbole precisaremos utilizar o
conceito abordado por Lima (2013), que é o de retangulo inscrito na faixa. Para tanto,
consideremos uma faixa HZ, ao particionarmos o intervalo [a, b] em um nimero finito

de intervalos [c,d], o comprimento de cada um desses intervalos sera a base de um

A 1 . L. . . R
retangulo com altura - € cujo vértice superior direito toca o ramo H. Esses retangulos

7

sdo chamados de retangulos inscritos e a unido deles é chamada de poligono
retangular.

Ao tracarmos todos os retangulos inscritos referentes a decomposicao
desse intervalo, o somatdrio de suas areas nos dard uma aproximacao por falta da
area da faixa. Obviamente, quanto mais decomposi¢des fizermos no intervalo [a, b],
mais retadngulos inscritos teremos e melhor sera a aproximacdo da area da faixa.
Assim, é possivel obter uma area aproximada para HZ tdo préxima quanto se queira,
para isso, basta que refinemos suficientemente a particdo do intervalo [a, b]. A area

da faixa é representada por Area(HP).
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Também pode ser feito o calculo para se obter uma aproximacdo por
excesso da area da faixa. Para isso, conforme pode ser encontrado em Lima (2013),

deve-se fazer a subdivisdo do intervalo (conforme descrito acima) e utilizar o trapézio
. .. . 1 1
secante ao ramo H, onde os dois lados verticais possuem comprimento —e-eo lado

horizontal tenha comprimento igual ao comprimento dos intervalos da subdiviséo.
Assim como no caso anterior, a area aproximada sera dada pelo somatorio das areas
de todos os trapézios secantes.
Teorema 4.3: Para qualquer real k > 0, tem-se Area(H?) = Area(H?2F).
Demonstracéo:

Inicialmente vamos mostrar que a area do retangulo inscrito em H que tem
base no segmento [c, d] no eixo das abscissas é igual a area do retangulo inscrito em

H com base no segmento [ck, dk].

Figura 6 - As areas hachuradas séo iguais

\7/

[y

Fonte: Adaptado de Lima (2013).

De fato, a area do retangulo de base sendo o comprimento do intervalo [c,
d] é dada pela expressao (d—c)% e a area do retangulo de base sendo o

comprimento do intervalo [ck, dk] €:
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1 1
(d—C)kﬁ: (d—C)E

Portanto, as areas sao iguais.

Vamos considerar um poligono retangular P, inscrito na faixa HZ, a base
desse poligono determinara um numero finito de divisdes do intervalo [a, b] no eixo
das abscissas. Ao multiplicarmos cada uma das extremidades dos intervalos da
subdivisdo de [a, b] por uma constante k, iremos obter uma subdivisédo de [ak, bk]
determinando um poligono retangular P’ inscrito em H2¥, uma possivel ilustragéo esta

representada na seguinte figura.

Figura 7 - Subdivisdo dos intervalos [a, b] e [ak, bk]

Y

:::%&
;;;;z%.\\\ 3-'—"n ‘ .\ \\‘

Fonte: Lima (2013, p.51).

Pelo provado acima, cada um dos retangulos em P’ tem éarea igual ao
retangulo correspondente no poligono P. Logo, a area de P é igual a area de P'.
Portanto, ao calcularmos a area da faixa H? e a area da faixa H2¥ pelo método dos
retangulos (citado anteriormente), obteremos a mesma aproximagéao por falta, logo,
as faixas possuem mesma area. [

Uma das importancias desse teorema € que por conta dele faz sentido
restringir o estudo de areas das faixas de hipérbole as faixas da forma H{, onde a =
2 pois
al p ]

1

Area(H2) = Area <H ‘f) = Area(HY).

a
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Além disso, como mencionado por Lima (2013), tem-se que Area(HZ) = 0
(pois nesse caso temos apenas um segmento de reta) e, por convencao, adota-se que

Area(HY) = —Area(H®), o que implica que podemos considerar areas negativas.

Definicdo 4.4: Dado x € R, com x > 0. O logaritmo natural de x € a &rea da faixa Hy".

Em simbolos, temos Inx = Area(H}).

Uma observagdo importante é que aqui convencionamos que AreaH¥ < 0
sempre que 0 < x <1, neste caso tem-se Inx < 0. Decorre dessa definicdo que
In1 = Area(H}) = 0. E, obviamente, quando x > 1, Inx > 0.

Como as faixas de hipérboles sé fazem sentido para x > 0, entdo In x ndo
esta definido para x < 0. Um fato interessante a se observar € que o eixo OY é uma
assintota vertical do ramo da hipérbole xy = 1, logo baseando-se pela definicdo 4.4

fica um tanto intuitivo imaginar que lir(1)1+ Inx = —oco0. Perceba que a medida que x se
X—

aproxima de zero pela direita, vai se formando faixas com areas negativas, pois como

foi convencionado acima Inx < 0, quando x < 0.
Teorema 4.5: A fungéo In: R* — R é logaritmica.
Demonstracao:

Para provar que uma funcdo é logaritmica, devemos mostrar que ela
cumpre as duas propriedades dadas na definicdo 4.1. Primeiramente vamos provar
que [n transforma produto em soma, ou seja, que Inxy =Inx + Iny.

De fato, como consequéncia da adocao de areas negativas, independente
das posicdes de 1,x e xy no eixo das abscissas, vale a seguinte igualdade:

Area(H;”) = Area(H{) + Area(Hy”),
temos ainda:

Area(Hy”) = Area(H)) + Area(H,”) = Area(Hy ) + Area(HY) = Area(H;),

assim, das duas igualdades, decorre que:
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Area(H;”) = Area(H}) + Area(HY),

ou seja, pela defini¢ao 4.4,

Inxy =Inx+1Iny.

A fim de mostrar que In é crescente, tomemos x,y € R*, com x < y. Entéo,

existe ¢ > 1, tal que y = aa. Dali,
Iny=Inxa =lnx +Ina.
Por outro lado, como a > 1, tem-se Ina = b > 0. Logo,
Iny=Inx+Ina=Inx+b>Inx.

Portanto, Iny > Inx e o resultado segue.m
Como [n € uma funcao logaritmica, segue da proposicdo 4.2 que In possuli

as propriedades: Dados x,y € R e m € Z, entao:

Int= —Inx;
X
x -
ln;— Inx —Iny;
Inx™ =mlnx;

1
In"Vx = —Inx.
m

Ja mencionamos anteriormente que a funcéo In: Rt - R é sobrejetiva,
logo, existe um Unico numero real tal que seu logaritmo natural é igual a 1. Obviamente
esse numero devera ser maior do que 1, pois como vimos acima, Inx > 0 sempre que
x > 1. Representamos esse numero pela letra e e dizemos que e é a base do
logaritmo natural.

Ao calcularmos as areas das faixas H? e H3 é facil concluir que Area(H?) <
1 e Area(H?) > 1, isto é, In2<1 e In3 > 1. Entdo, podemos concluir que In2 <

Ine < In 3, 0 que significa que 2 < e < 3 (uma vez que a fungéo In é crescente).
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Conforme menciona Lima (2013), o numero e é irracional. Mas como
determinar uma aproximacao para esse numero? De acordo com Guidorizzi (2016),
podemos utilizar a ideia de limite de sequéncias para encontrar um valor aproximado

para 0 numero e. Vejamos a seguir.
Proposicéo 4.6: 2" < (n+ 1)!, paratodo n € N.
Demonstracgéo:

Vamos usar indugéo sobre n. Inicialmente vejamos que se n = 1, entéo
2" =21 =2 < (1+1)! = 2! = 2. Suponha entédo que a desigualdade seja valida para
algum n > 1, isto é, para tal n tem-se 2" < (n + 1)!. Devemos mostrar que 2"*! <
(n + 2)!. De fato, temos que:

"< (n+D!'=22"M+2)) <+ D!'(n+2)=22"n+2) < (n+ 2).

Agora veja quen>1=n+2 > 2. Logo, a ultima desigualdade garante

que 2" -2 < (n+ 2)! = 2! < (n + 2)!. Portanto, a propriedade é valida paran + 1.

Logo, segue por inducédo, que 2" < (n + 1)!,paratodo n € N. |

Tendo em vista o Ultimo resultado, decorre que:

1 1
mﬁz—n,VnEN.

n
Proposicédo 4.7: A sequéncia de termo geral a,, = (1 + %) é crescente e limitada.

Demonstracao:

Usando a férmula do binémio, temos que:

1\" 1 1 1 1
O AR AE IO R

1\" nn-1) 1 nn-1Dn-2) 1 n! 1
=><1+—> =1+1+T'5+ 3 5 et




49

1\" 1 1 1 1 2 1 1 n—1
:<1+ﬁ — 14+ 14— (Lmﬁ+—(1—J(L~Q+~4~—@——)"@— )
n 2! n 3! n n n! n n
1 2 1 n-1 ~
Agora observe que o0s termos (1 - ;), (1 - ;) (1 - ;), (1 - Z) (1 - T) sao
todos positivos e menores do que 1. Logo
(1+1)n<1+1+1+1+ T+
n 2! 3!
Por outro lado, como vimos acima, —— = 1) — Logo
" 1 1 1 1 1 1
[t s 1+(1+2+§+ +2n_1).

1
-] <
(1+n) 1-1-1+2|+3

= 2 (somada P.G infinita) € maior do

Masasoma1+1+—2+...
2 2

n

1
<1+—) <142=3.
n
Além disso, como (1+%)n=1.,.(1)%4_(’2‘)%4_(2)%4_...4_(2)“%,

n
entdo, claramente (1 + %) > 2. Portanto, concluimos que 2 < (1 + n) < 3,isto é, a

A n\" L. .
sequéncia a,, = (1 + ;) é limitada.
Agora nos resta mostrar que a sequéncia é crescente. Para tanto, vamos

comparar a, € a,,,. Onde:

G=1+1+2(1-2)+=(1-
+

Qe =1+1+2(1-

)
(1= m) - (1= 55)

(n+1)!
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1 1 .
Vamos mostrar que a,4; >a,. Ora, n<n+1= ~ > Assim, se k €

{1,2,...,n}, entdo k > 0, entao,

k k k k k k
— 1

= < .
n n+1 n n+1 n n+1

roge, 41~ <2 (1 ).

2 2 . k
Do mesmo modo, temos que 1 — =< 1 ———. Assim, como 0 < 1 -~ para

ke{1,2,3,..,n}, entao,

(-0 < (-7 (-553)=

- 5(1-2) (-3 <z (-9 (- 57)

Por outro lado, comoO<1—1<1—i,0<1—3<1—i,0<1—3<
n n+1 n n+1 n

3 ~
1 — —, entdo, decorre que:
n+1

(1= (-0 -0 <(-57) (-39 0 -759) -

(-2 <A ) ()

n

Procedendo de maneira analoga, chegamos que:

1 1 2 n—1, 1 1 2 n—1
—(1-2)(1-2) - (1-) < (1- ) (1-=5) - (1- )
n! n n n n! n+1 n+1 n+1

Ou seja, mostramos que, a partir da terceira parcela (ja que as duas
primeiras parcelas de a, € a,,, Sdo iguais a 1), cada parcela dos termos de a, €
menor do que cada parcela de a,,,,, logo ao somar todas as parcelas de a,, resulta

gue tal soma é menor do que a soma de todas as parcelas de a,,;. Assim, podemos

concluir que:
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<1+1+1(1 1 )+ +1<1
n 21 n+1 nl

2) (1 n—1><
n+1/)" n+1) S G

perceba que, a,,; ainda possui uma parcela positiva a mais, que € o termo

1 1 n A ..

e (1 — m) (1 — E) Portanto, a sequéncia é crescente. |
n

Provamos entdo que a sequéncia de termo geral a,, = (1 + %) é crescente

(portanto, monétona) e limitada. Logo, conforme menciona Lima (1982), tal sequéncia

. , . . 1\ .. ~ .
converge, Isto e, existe lim (1 + ;) . Definimos entdo o nUmero e como

n-—-+oo

n

1
lim (1 + —) =e.
n—+oo n

A partir desta definicdo, podemos encontrar algumas aproximacdes para e,

n
por exemplo, fazendo n = 1000 na expressao (1+%) , Obtemos o valor

2,7169239322. Obviamente quanto maior o valor de n melhor sera a aproximacao
para o valor de e.

Teorema 4.8: Sejar € Q, onde r = £, Entdo, y = e” se, e somente se, Iny = 7.

P

Demonstracao:

y=e" >Iny=Ine" =2Iny=rlne=Iny=r.

Para a reciproca, consideremos y >0, tal que Iny =r. Como Ine” =
rlne =r e, além disso, In é biunivoca (mais precisamente, injetiva), entéo

obrigatoriamente deve-setery = e".
4.1 Logaritmos em outras bases

O que vimos até aqui foram os logaritmos na base e (logaritmos naturais),

mas podemos definir logaritmos em uma base qualquer, onde. Para tanto, ao invés
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. ., 1. . ~ k
de considerarmos a hipérbole y = ~ iremos considerar a de equacédo y = por Para cada

k temos um novo sistema de logaritmos.

Definicdo 4.10: Considere dois pontos pertencentes ao ramo positivo da hipérbole

y = E, onde esses pontos tém abscissas a e b. Uma faixa da hipérbole y = K que
X

X

vai de a até b € a regido compreendida entre as retas x = a, x = b, 0 €iX0 x € 0 ramo
positivo de tal hipérbole. Denotamos essa faixa por H(k)%.

A figura a seguir representa uma faixa H? e uma faixa H(3)2.

Figura 8 - Faixas H% e H(3)2

Fonte: Elaborado pelo autor.

O préximo resultado é muito importante, pois nos ajudara a definir e garantir
as propriedades de logaritmos em uma base qualquer. A demonstracdo que

apresentaremos a seguir serd baseada na que se encontra em Lima (2013).

Teorema 4.11: AreaH (k)% = k - AreaH?.

Demonstragéo:
Seja [c¢,d] um intervalo contido em [a, b]. Tal intervalo ira determinar um
retdngulo inscrito na faixa H2 e um retangulo inscrito na faixa H(k)2. Os dois

retdngulos tém mesma base (que é o comprimento do intervalo [c, d]). Por outro lado,
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. . .1 . k A
a altura do primeiro é ~ea altura do segundo é = Portanto, o segundo retangulo tem

area igual a k vezes a area do primeiro.

Dessa forma, é facil perceber que qualquer intervalo contido em [a, b] ir&
gerar um retangulo inscrito em H2 e um inscrito em H(k)%, onde em todos os casos a
relacdo que acabamos de provar ira ser vdlida. Portanto, independente da particdo
que fizermos em [a, b], 0 somatorio das areas de todos os retangulos inscritos em
H (k)b serdigual a k vezes o somatoério das areas de todos os retangulos inscritos em
H? | isto é, a area aproximada por falta da faixa H (k)2 sera k vezes a area aproximada

por falta da faixa HZ. E isso € o mesmo que AreaH (k)% = k - AreaH_. m

A partir desse resultado, Lima (2013) define logaritmo de x da seguinte
forma:
Definicdo 4.12: Fixada a constante k > 0, introduzimos um novo sistema de

logaritmos, pondo, por defini¢cdo, para cada x > 0:
logx = Area(H (k))%.
Segue imediatamente da definicdo de In x e do teorema anterior que:
logx = klnx.

Assim como nos logaritmos naturais, a base de um sistema de logaritmos

qualquer é o numero real a > 0, tal que loga = 1.Assim, vale o seguinte resultado:

1
loga=klna=>1=klna=k=—,
Ina

e, por fim, utilizando a notacao log, x para representar o logaritmo de x na base a,

onde x € R*, decorre da definicdo 4.12 a seguinte igualdade:

1 — klnx = ——1 1 _Inx
0ga X = klnx = —1Inx = loggx =1 —.

Portanto, sendo a base a > 0, entao,
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Ina
log, a = . 1

Em posse desses resultados, podemos provar alguns resultados

importantes.

Teorema 4.13: Sendo a > 1, a funcéo log,: RT — R é logaritmica.

Demonstracao:
Vamos mostrar as duas propriedades da definicdo de funcéo logaritmica.
Para a primeira propriedade (a fungéo transforma produto em soma), tomemos dois

nameros reais positivos x e y. Entéo:

In xy

log, xy = na
Inx +1Iny
= log, xy = “Tha
Inx Iny
:>logaxy =m+m

= log, xy = log, x + log, y.

Agora, tome x e y reais positivos tais que x < y. Logo, existe k € R, onde

k > 1, tal que y = kx, logo,
log, vy = log, kx = log, k + log, x,

como k > 1, entdo log, k > 0 e, portanto, log, y > log, x, concluindo que log,: R* —
R € crescente. Logo, como tal funcdo satisfaz as duas propriedades da funcéo

logaritmica, entdo log,: R* —» R é logaritmica. [

Proposicdo 4.14: Sejam a,x,y € R* , com a > 1. Entédo

i) log, x +logix = 0;

ii) loga§ = log, x —log, y;
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iii) log,x =log,y = x =y;

iv) Se 1 <a< b, entédo log, x > log, x quando x > 1 e log, x < log, x quando 0 <
x <1

v)Se b >a > 1, entdolog, b > 1.

Demonstracao:

Para demonstrar estas propriedades vamos usar a igualdade (provada

acima)
| In x
0gy X = —.
Ba Ina
. Inx Inx Inx Inx i
l)logax+log%x—m @_E_E_O’

—_— . ., 1
vale ressaltar que na pendultima igualdade usamos o fato ja provado que ln; = —Inx.
i) log, = = 2 = (CESLE) S C A

gay_lna - Ina " lna Ilna 8a 8al-:
Inx Iny . P
iii) log, x =log, y = ol ot Inx =Iny = x = y (pois In é biunivoca).

. . 1 1 p
iv) Sejam 1 < a < b. Temos que log, x = ﬁ e log, x = ﬁ e, por outro lado, In é

1 n% .,
crescente, logo, Ina < Inb. Portanto, se x > 1 decorre que % > ﬁ (isto é log, x >

Inx Inx

log,x), e se 0<x <1 decorre que = <i3 (isto é, log, x <log, x). Logo, o

resultado segue.

v) Sejam b > a > 1. Temos que log, b = ::—z e como In é crescente, entdo Inb > Ina.

Além disso, do fato de que tanto o nUmero b como 0 numero a serem maiores do que

1, decorre que ambos tem logaritmo natural positivo. Unindo estes dois fatos podemos

. Inb
concluir que — > 1. n
Ina
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Um logaritmo escrito em uma base maior do que 1 pode ser facilmente
escrito em outra base maior do 1, para isso basta que se utilize a seguinte férmula

(conhecida como férmula da mudanca de base):

Inx lna_lnx
Ina Inb Inb

log, xlog, a = = log, x © log, xlog, a = log, x.

Por fim, para terminar este topico especifico de funcdo logaritmica, vale
ressaltar que levando em consideracdo a maneira como definimos esta funcéo,
trataremos como uma caracterizacdo das funcdes logaritmicas o fato de que ela
transforma um produto em uma soma.

Como dito anteriormente, a funcéo logaritmica seja ela natural ou néo, é
biunivoca. Logo, faz sentido definirmos sua inversa (exponencial). Mas antes de

definirmos a funcao inversa da logaritmica, precisamos de alguns conceitos iniciais.

Definicdo 4.15: Seja x € R, e* € 0 Unico real positivo tal que seu logaritmo natural é

igual a x.

Segundo Lima (2013), levando em consideracdo a definicdo acima,
geometricamente o nimero real y = e* é o nimero tal que Area(H;') = x. O que pode

ser ilustrado pela figura 9.
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Figura 9 - Significado do namero e*

\

Fonte: Adaptado de Lima (2013).

Dessa forma, faz sentido falar de e* com x irracional, por exemplo, e™ é o
namero y tal que Area(Hly) = . Um outro fato importante é que e* pode ser definido
em toda a reta. Portanto, com a correspondéncia x — e”* fica definida a funcdo que
tem dominio em toda a reta. Definimos entdo a funcdo de R —» R* dada por y = e*,
tal que essa funcao é a inversa da funcéo logaritmo natural. Chamamos essa nova
funcdo de exponencial. Logo, se a funcdo exponencial leva o real x no real positivo
e*, entdo a funcao [n transforma e* em x. Temos ainda que a funcdo exponencial

transformalny em y.
Teorema 4.16: Sejam x,y € R, entdo e* - ¥ = e**7,
Demonstragéo:
Ja sabemos que In(e*-eY) =Ine*+Ine” =x+y (a Ultima igualdade
decorre diretamente da definicdo 4.15). Por outro lado, segue da mesma definicao,

que Ine**Y = x + y. Portanto, In(e* - e¥) = Ine**Y. Mas como [n é uma bijecéo, entao

e¥-e¥ = eXty, m
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,le: _ 1
Decorre do ultimo teorema que para todo x € R, tem-se que e™ = = De

fato, sabendo que e® =1, temos que e ™¥-e* = e* * =% =1, isto é, e *-e* = 10U

. — 1
aindae™ =—.
e

Teorema 4.17: A funcéo exponencial de dominio nos reais e contradominio em R*

dada por y = e* é crescente e sobrejetiva.

Demonstracao:

Para provar que a funcéo exponencial e sobrejetiva, consideremos a € R*.
Tem-se que e™% =gq. Portanto, a € imagem do numero real Ina pela funcéo
exponencial, isto é, qualquer que seja a € R*, existe um nimero real tal que sua
imagem pela exponencial € a, portanto, a exponencial € sobrejetiva.

Vamos provar agora que a exponencial é crescente. Sejam x,y € R, tais
que x <y.Temos que x =Ine* e y = Ine”. Pela tricotomia, temos trés possibilidades
ao compararmos e* e e”:

i) e* = eY, 0 que ndo pode ocorrer, pois a funcéo exponencial € injetiva e, por hipétese
X *+ v,

ii) e* > e”, 0 que também nado pode ocorrer, pois se ocorresse teriamos Ine* > Ine”
(j& que [n é crescente), isto é, x > y (absurdo);

Portanto, s6 podemos ter e* < e”. Logo, o resultado segue. |

Assim como fizemos nas funcdes logaritmicas, nas funcdes exponenciais

também podemos considerar outras bases.

Definicdo 4.18: Sejam a um real positivo e x um real qualquer. O numero real a* é o

anico cujo logaritmo natural € igual a x In a. Em simbolos
Ina* = xIna.
Observe que essa definicdo é analoga a definicdo da exponencial de base

e que definimos como Ine* = x, 0 que é equivalente alne* = xlne (pois Ine = 1).

Tendo a definicdo de a*, podemos calcular seu logaritmo numa base b > 0.
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In a* _xlna
Inb  Inb

logy, a* = = xlog, a.

Proposicédo 4.19: Sejam x,y € R e a > 0. Valem as seguintes igualdades:

i) a*-a¥ = a*ty;
i) (@a*)Y = a™.
Demonstracéo:

) In(a*-a”) =Ina*+Ina” =xlna+ylna=(x+y)lna=Ina**, isto é, In(a*-

a”) = Ina**Y e como [n é biunivoca, decorre que a* - a¥ = a**7.

i) In(a*)Y =ylna* = xylna =Ina*?, isto é, In(a*)” = Ina*” e como In é biunivoca,

decorre que (a*)Y = a*. [

Sobre a monotonicidade da fungcdo x - a*, é importante destacar o

seguinte resultado:

Proposicao 4.20: Considere a fungdo f: R —» R* dada por f(x) = a*. Tem-se
i) Quando 0 < a < 1, a funcao é decrescente;

ii) Quando a > 1, a funcéo é crescente.

Demonstracao:

i) Sejam, x,y € Rtaisque x <y.Como 0 <a <1, tem-se Ina < 0. Logo,

x<y=xlna>ylna.

Como a exponencial de base e € crescente, entdo decorre da implicacao
anterior que e*'"® > e¥Ina por outro lado, a* = e*'"® e a¥ = e¥"%(basta observar

que Ina* =Ine*™® e usar o fato de que In é injetiva e o mesmo vale para

Ina” = Ine?™), Portanto, a* > a” concluindo que a funcdo é decrescente.

i) Sejam x,y € R, tais que x < y. Como a > 1, entdo Ina > 0. Logo,

x<y=>xlna<ylny=e*nt <eyina o g < g7,
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Portanto, a funcdo é crescente. ]

Para terminar a parte tedrica do capitulo vamos enunciar e demonstrar
alguns importantes resultados a respeito das fun¢des exponenciais, tais resultados
podem ser encontrados em Lima (2013). O ultimo merece um destaque, pois relaciona
essas funcdes com as progressdes aritméticas e geomeétricas e tera grande
importancia para as sugestoes das solugdes dos problemas propostos neste capitulo.
Contudo, antes de mostrarmos tais resultados vamos provar um Lema (que seré
importante na demonstracdo do Teorema 4.22), tal lema nos diz que dado um a €
R* (a # 1), as poténcias de a com expoente racional se espalham por toda a reta, isto
€, pode-se tomar um intervalo tdo pequeno quanto se queira que mesmo assim
alguma poténcia de a com expoente racional pertencera a esse intervalo. E
importante ressaltar que a demonstracdo deste resultado sera escrita nos moldes da

prova que pode ser encontrada em Lima (2013).

Lema 4.21: Dado um real a € R*, com a # 1, entdo em qualquer intervalo de R*

existe alguma poténcia a”, onde r € Q.

Demonstracao:

Consideremos os reais a, f € R* com a < . Devemos garantir que existe
umr € Q tal que a” € [a, f]. Vamos supor a, § maiores do que 1 (os demais casos
sdo analogos, basta que se tenha o cuidado com os sinais das desigualdades). As
poténcias de a com expoente natural crescem indefinidamente, isto €, dado um k €

R, entdo existe t € N tal que a‘ > k. Logo, existem naturais M e n tais que

_ n
a<,8<aMel<a<(1+[;—Ma).
Temos entdo:
L —a\" 1 f—a 1 B —a
1<a<(1+ M) ol<an <1+ 7 sl<an—-1< &
a a a

1
<:>0<aM(aﬁ—1)<ﬁ—a.
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Dai, para qualquer m € N U {0}, tal que = < M vale:

me 1 m+1 m
0<an(an—1)<ﬁ—a<:>0<an —an < f —aq,

1 2
onde, 1,an, an,...,a” sdo extremos de intervalos consecutivos e todos esses

intervalos tém comprimento menor do que o comprimento do intervalo [, ]. Além

disso, como a < f < aM, decorre que [a,B ] c [1,aY]. Portanto, pelo menos uma

m
A~ . — m .
dessas poténcias (um dos extremos an, com —< M) deve pertencer ao intervalo

[a, 5] m

Teorema 4.22 (Teorema de caracterizacao da funcéo exponencial)

Se f:R —» R* é uma funcdo monétona e injetiva, entdo as afirmagdes a seguir sdo
equivalentes:

i) f(nx) = f(x)", paratodon € Z e todo x € R;

1)) f(x) =a*,Vx eR,onde a=f(1);

iii) fx+y)=f(x) - f(y) paraquaisquer x,y € R.

Demonstracao:
Devemos mostrar que i) — ii) — iii) - iv). A primeira implicacdo sera
dividida em duas partes. Primeiro mostraremos que vale para x € Q e depois para x &

Q. Consideremos r € Q, comr = % (m € Z,n € N). Como nr = m, entdo
fra)" = f(nrx) = f(mx) = f)™,

isto &, f(rx)™ = f(x)™, 0 que é equivalente a f(rx) = f(x)% = f(x)". Logo, fazendo
a=f(1), tem-se f(r)=f(r-1)=f(1)" =a", Vr € Q. Portanto, o resultado segue
para x € Q.

Agora, vamos supor que f seja crescente (se for decrescente o raciocinio
€ analogo). Logo, 1 = f(0) < f(1) = a, isto é, a > 1. Suponha que exista um x € R tal

que f(x) # a*, tal x deve ser irracional, pois ja provamos que f(x) = a* paratodo x €
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Q. Assim, podemos supor sem perda de generalidade que f(x) < a*. Logo, decorre
do lema anterior, que existeum r € Q talque f(x) < a” < a*,istoé, f(x) < f(r) < a*.
Como f é crescente, f(x) < f(r) > x<rea” <a*=r < x,0queéum absurdo.
it) - iii)

Temos que f(x +y) = a*™Y =a*a¥ = f(x) - f(y).
iii) - i)

Consideraremos primeiramente n > 0. Mostraremos, por inducdo, que
f(nx) = f(x)™ Para n =2, temos f(2x) = f(x +x) = f(x) - f(x) = f(x)*. Logo, 0
resultado é vélido para n = 2. Suponha agora que a igualdade também vale para
algum n > 2, isto é, que para algum n > 2 tenha-se f(nx) = f(x)"™. Devemos mostrar

que a igualdade também é vélida para n + 1. De fato, temos que

f((n+Dx) = flnx +x) = f(nx) - f(0) = fFO)™ - f () = O™,

onde na penultima igualdade utilizamos a hip6tese de inducdo. Portanto, segue por
inducédo, que se n € N, entdo f(nx) = f(x)™.

Por outro lado, veja que

f(0)=£(0+0)=7(0)f(0) & f(0) = f(0) f(0) & f(0) = 1.

Perceba que a ultima equivaléncia acima €, de fato, satisfeita, pois f(0) #
0 (tendo em vista que ja foi mencionado que a imagem da funcdo exponencial é o
conjunto dos reais positivos, logo podemos dividir os dois membros da igualdade por

f(0)). Deste modo, decorre que:

1
fO=fx+0))=f@ f(-x)=1e f(-x) = 0}
Logo, dado n >0, tem-se —n<0 e f(—nx)= ﬁ = f(i)n =f(x)™.
Portanto, f(nx) = f(x)",Vne€Ze x € R. ]

Lima (2013) cita também um caso particular das fun¢des exponenciais, que
sdo conhecidas como func¢des do tipo exponencial e que surgem de maneira muito

natural em situacées de modelagem. Diz-se que uma fungéo f: R —» R* é do tipo
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exponencial se f é dada por f(x) = ba*, Vx € R, onde a e b S&0 numeros reais
positivos.

A respeito da relacdo entre funcdes exponenciais e progressdes
(aritméticas e geométricas), temos os dois proximos resultados. A demonstracéo do
segundo resultado (Proposicéo 4.24) terd como base a ideia utilizada por Lima (2013).
E importante ressaltar que, algumas vezes, utilizaremos a abreviacdo PG ao invés de

escrever a expressao progressao geométrica.

Proposicdo 4.23: Seja f: R —» R* dada por f(x) = ba*. Se x;, x5, X3, ..., Xp, ... € UMA
PA de razdo r, entdo f(x;) = ba*1, f(x,) = ba*2, f(x3) = ba*s, ...., f(x,) = ba™, ... E

uma PG de razao a".

Demonstracéo:
Usaremos inducé&o sobre n para provar este resultado. Faremos o caso
base da inducédo para n = 3. Assim, para n = 3, vamos considerar a progressao

aritmética x;, x,, x; de razdo r, isto &, x, = x; + r € x3 = x, + r. Temos que:

f(x) = ba*;
f(x,) = ba**" = ba™ia” = f(x,) - a”;

f(x3) = ba*?*" = ba*2a” = f(x;)-a”.

Logo, f(xy), f(x),f(x3) € uma PG de razdo a”. Agora, suponha que a
propriedade seja valida para algum n > 3, isto &, se xi,xy,x3,....,X, € uma PA de
razdo r, entdo f(x,), f(x3), ..., f(x,) € uma PG de raz&do a”. Consideremos entdo a PA

X1, X2, X3, e, Xn, Xny1 d€ razdo r, entdo x,,, = x, + r, dai temos que:

f(xp41) = ba*n+1 = ba*™*" = ba*ra” = f(x,) - a”.

Mas, decorre da hipétese de inducdo, que f(xy),f(x),..,f(x,) €
certamente uma PG de razdo a”, portanto, a partir da igualdade acima concluimos
que f(xy), f(x3), ..., f(xn), f(x,41) € uma PG de razdo a”. Logo, o resultado segue por

inducao. ]



64

Teorema 4.24: Consideremos a funcao f: R — R monétona e injetiva que transforma

qualquer P.A (xq,X5,X3, ., Xp, -..) NUMA P.G (f(x1), f(x3), ..., f(xp),...). Pondo b =

f(0)ea =%tem-sef(x) =ba*,Vx ER.

Demonstracao:
Tome b = f(0). Entdo, a fungdo g:R —» R*, dada por g(x) =% e

mondtona, injetiva e também transforma uma progressao aritmética numa progressao
geomeétrica (pois permanece com as mesmas propriedades da fungao f, visto que g

€ apenas o resultado do produto de f por uma constante). Aléem disso, tem-se g(0) =

% = 1. Agora vejamos que g(—x) = ﬁ. De fato, dado x € R, a sequéncia —x,0,x é

uma P.A, logo, g(—x),g(0) =1,g(x) € uma P.G (pois g tem essa propriedade) de

razdo g(x). Logo, g(x) =$ que é o mesmo que g(—x) =$. Consideremos
agora n€N e xe R, entdo a sequéncia 0,x,2x,..,nx € uma P.A e g(0) =
1,9(x),....,g(nx), ... E uma progressdo geométrica de razdo g(x) cujo (n + 1)-ésimo

termo é g(nx) = g(x)™. Se tomarmos —n como sendo um inteiro negativo, teremos

— = 1 = 1 = -n = n
g(—nx) prevstaire gx)™ . Logo, g(nx) =g(x)", VneZ e, dessa forma,

decorre do teorema 4.22 que, pondo a = g(1), tem-se g(x) = a* e, portanto,
concluimos que:
_ xS _ x
g(x) =a*==>= f(x) =ba*,Vx ER.

A partir desta propriedade podemos ter a seguinte interpretacdo geomeétrica
a respeito do comportamento do grafico da funcao exponencial: a cada salto h dado
no eixo 0X é dado um salto (para cima ou para baixo, a depender se a funcdo é
crescente ou decrescente) no eixo 0Y, de tal forma que o “comprimento do salto” dado
em 0Y é proporcional ao comprimento do segmento (contido em 0Y) referente a

imagem do ponto anterior. Vejamos a figura 12:
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Figura 10 - Grafico da exponencial crescente

flx+2h)]

flx+h)

f(x)

x x+h x+2h

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em outras palavras, olhando para a figura 10, podemos dizer que o
comprimento do segmento com extremidades em f(x) e f(x + h) (contido no eixo
0Y) é proporcional ao comprimento do segmento com extremidades em 0 e f(x)
(também contido no eixo 0Y). Da mesma forma, o comprimento do segmento com
extremidades em f(x+ h) e f(x+ 2h) (contido no eixo OY) é proporcional ao
comprimento do segmento com extremidades em 0 e f(x + h) (também contido no
eixo 0Y), e assim sucessivamente. Ou seja, estes saltos proporcionais no eixo 0Y vao
ocorrendo a medida que forem dados saltos de mesmo comprimento no eixo 0X.

Esta ultima propriedade das fungBes exponenciais e a maneira como
definimos logaritmos serao informagdes de extrema importancia para decidirmos qual

funcdo utilizar na modelagem dos problemas que serdo abordados neste capitulo.

4.2 Problemas e solucdes

Problema 4.1: Sabe-se que a meia vida € o tempo necessario para que uma grandeza
atinja metade de seu valor inicial. No caso de medicamentos, meia vida é o tempo
necessario para que o0 organismo que ingeriu o medicamento contenha apenas
metade da massa inicial do medicamento. A partir disso, vamos propor o seguinte
problema:

A bula de determinado remédio informa que sua meia vida é de 6 horas.

Suponha que um paciente ingeriu 120 mg desta medicacao. Responda:
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a) Qual funcédo deve ser utilizada para expressar a quantidade de medicacdo no
organismo em funcéo do tempo transcorrido?
b) Qual a quantidade de medicacdo presente no organismo 9 horas apos a ingestéao

do remédio? E x horas apds a ingestao?

Solucéo:
a) Inicialmente vamos observar o que acontece com a massa do remédio ao logo de

algumas horas:

f(0) = 120;
f(6) = 60;
f(12) = 30;
£(18) = 15.

Percebemos que a funcdo que devemos encontrar para modelar o
problema transforma a P.A (0,6,12,18) na P.G decrescente (120,60, 30,15). Como
vimos, a Unica funcdo que possui tal propriedade é a funcdo exponencial da forma
f(x) = ba*, onde b = f(0).

b) Utilizando a propriedade mencionada a respeito das funcdes exponenciais, €
possivel descobrir tal quantidade mesmo sem a lei de formacdo da funcdo. Ora,
sabemos que f(6), f(9), f(12) formam a P.G (60, x, 30), logo,

ﬂ:%@ﬂ:woo@x:soﬁeﬂmg-

X

E bastante provavel que um aluno mais inexperiente pensasse que bastava
calcular a média aritmética dos valores de f(6) e f(12) que seria 45 mg. Mas isso sO
aconteceria se tal funcéo fosse afim, pois transforma P.A em P.A (como ja foi provado)
e possui um crescimento ou decrescimento linear. Além disso € importante ressaltar
gque mesmo intuitivamente faz bastante sentido imaginar que a quantidade de
medicacdo fosse menor do que 45 mg, visto que a variagao a variacdo do primeiro
intervalo de 3 horas deve ser maior do que a variagédo do segundo intervalo.

Para calcular a quantidade do medicamento que ainda resta no organismo

x horas ap0s a ingestao usaremos o fato de que f(x) = 120a* e que f(6) = 60. Entdo
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120a® = 60 =
1

S5 ==>
© =3

IR

Portanto, obtemos f(x) = 120 - (%)6

O préximo problema pode ser encontrado em Lima (2013). Contudo,
faremos pequenas adaptacoes e colocaremos uma solucao diferente da que pode ser
encontrada no mesmo livro, pois nosso foco é a utilizacao da propriedade provada no

Teorema 4.22.

Problema 4.24: Observacdes mostram que, apos periodos de mesma duracgéo, a
populacao da terra fica multiplicada pelo mesmo fator. Sabendo que a populagdo no
ano de 1956 era de 2,68 bilhdes e em 1972 era de 3,78 bilhdes. Determine: (a) A
populacdo estimada para o ano de 2012; (b) O tempo necessario para que a

populacao do planeta dobre de valor; (c) Em que ano a populacéo era de 1 bilh&o.

Solucéo:

Para responder as trés perguntas do problemas é essencial que tenhamos
uma funcdo que determine a populagdo do planeta em funcdo do ano (tempo). O
trecho do enunciado que afirma “...apds periodos de mesma duragao, a populagao
fica multiplicada pelo mesmo fator” € equivalente a dizer que ao tomarmos periodos
de tempo em progressao aritmética, a populacdo aumenta em progressado geométrica.

Portanto, a funcdo que modela o problema deve ser uma funcao do tipo
exponencial, isto é, queremos encontrar uma funcéo da forma P(t) = bat, onde P(t)
€ a populagéo do planeta t anos apos 1956. Logo, o ano de 1956 sera nosso ponto
de partida, ou ano zero. Do enunciado temos que P(0) = 2,68 e P(16) = 3,78
(observe que 1972 = 1956 +16). Decorre de P(0) = 2,68, que P(t) = 2,68a’ e de
P(16) = 3,78 obtemos:

2,68a'® = 3,78 =
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=q°=141>

1
= a = (1,41)T.

t
Entéo, P(t) = 2,68 - (1,41)1. Para determinar a populacdo em 2012, basta
perceber que 2012 = 1956 + 56, logo a populacdo do planeta em 2012 era de P(56) =

56
2,68 (1,41)16 = 2,68 (1,41)3° = 8,9 (resposta em bilhdes). Para responder ao item b,
vamos considerar 0 nosso ponto de partida, nesse caso temos que P(0) = 2,68 e

queremos encontrar t tal que P(t) = 5,36, ou seja,

t
2,68-(1,41)16 = 5,36 =
t
=146 =2=>
t
= log(1,41)16 = log2 =
t
= 1—610g 1,41 =log2 =

= 0,149t = 160,301 =
=t = 32,33.

Isto é, a populacdo do planeta dobra a cada 32 anos e 4 meses

(aproximadamente). E por fim, para responder ao item (c), basta resolver a equacéao:

2,68 - (1,41)% =1
= 2,68 - (1,41)1—% =1
= (1,41)1% = 0,373 =
= log(1,41)1_t6 =10g 0,373 =
= Llog 1,41 =10g 0,373 =

16
= 0,149t = —-0,428-16 =

=t = —46.
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Obviamente, a populacédo era de 1 bilhdo antes do ano 1956 (que € nosso
ano zero), por isso obtemos o tempo negativo. Logo, a populacéo era de 1 bilhdo, no
ano de 1956 - 46 = 1910.

Uma observagéo importante é que, por convencao, escrevemos loga (sem
mencionar a base) para representar o logaritmo do numero a na base 10, foi isso que
utilizamos no ultimo problema.

Nota-se que os dois problemas acima foram elaborados de maneira a
estimular o aluno a descobrir adequadamente a funcdo que modela a situacao,
fazendo com que facilite a percepcao de que as caracteristicas de alguns fenbmenos
levam naturalmente a determinada fung&o por conta de suas propriedades, ou seja,
nao precisou de um problema que j& coloca em seu enunciado a fun¢ao que descreve
o fenbmeno. Obviamente nem sempre é possivel elaborar os exercicios somente
dessa forma, mas é importante que este tipo de problema seja utilizado algumas vezes
para que o aluno adquira a nocédo de que as funcdes exponenciais e 0s logaritmos
naturais surgem de modo espontaneo em questdes onde o0 crescimento ou
decrescimento de uma grandeza ocorre proporcionalmente ao valor dessa grandeza

num dado instante.

Desintegracao radioativa:

Um fato interessante sobre o primeiro problema deste capitulo é que ele é
um caso particular do que conhecemos por desintegracdo radioativa. No problema
proposto acima obtivemos um modelo matematico que descreve essa desintegracéo,
contudo é possivel obter um modelo ainda mais préximo da realidade. Conforme
afirma Lima (2013, p.122):

Os atomos de uma substancia radioativa (como o radio ou o uranio) possuem
uma tendéncia natural a se desintegrar, emitindo particulas e transformando-
se em outra substancia ndo radioativa. Assim sendo, com o passar do tempo,
a quantidade de substdncia original diminui  (aumentando,
consequentemente, a massa da nova substancia transformada). Isto é feito
de tal maneira que, num determinado instante, a quantidade de matéria que
se desintegra de um corpo radioativo é proporcional & massa da substancia
original presente no corpo naguele instante. A constante de proporcionalidade
a € determinada experimentalmente. Cada substancia radioativa tem sua
constante de desintegracao a.

Vamos considerar um corpo de uma substancia radioativa cuja massa é M,

e a taxa de desintegracao é a. Procedendo conforme a ideia encontrada em Lima
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(2013), vamos supor que a desintegracao dessa substancia aconteca a cada segundo,

assim, no fim do primeiro segundo de observacdo sua massa M, seré:
M; =My, —aMy = My(1 — a).
Dois segundos apds o inicio da observacao, teremos:
M, =M, —aM; = M;(1 —a) = My(1 — a)?.
Desse modo, ao final de t segundos, a massa do corpo sera de
M, = My(1 — a)*.
Contudo, a desintegracdo ocorre de forma continua, entdo se quisermos

um modelo mais aproximado devemos particionar cada segundo. Para isso, vamos

considerar um natural n e vamos supor que a desintegracao ocorre em cada intervalo

de % de segundo. Logo, passado a primeira fragdo de tempo, a massa do corpo sera:
My, = My — <M, = M, (1_2)’
n n
e prosseguindo como acima, teremos que a massa apés 1 segundo, sera:
My = Mo (1-9)".

Assim, fazendo n tender para o infinito, isto €, dividindo o intervalo [0, 1] em um

numero n cada vez maior, teremos:

M = lim M, (1 —%)n =M, e

n—-oo

Prosseguindo com esse raciocinio, a massa ap0s t segundos sera de

M(t) = MO ) e_at.
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E possivel calcular a taxa de desintegracdo de uma substancia radioativa,
para isso basta conhecer a meia vida de tal substancia. Conhecendo a meia vida ¢,

de uma substancia e utilizando a equacéo acima, obtemos:

1
EMO - MO - e_ato =

1
= — = e %,
2

assim, aplicando logaritmos, obtemos:

1
ln<§>=—at0:
=>Inl—-In2=—-at, =
= —In2=—at, =
~q =2

to

Reciprocamente, decorre desta Ultima igualdade que é possivel calcular a

meia vida de uma substancia a partir da sua taxa de desintegracao:

Vamos responder novamente o Problema 4.1, mas agora utilizando a
funcdo M(t) = M, - e™%¢,

Problema 4.3: A bula de determinado remédio informa que sua meia vida é de 6
horas. Suponha que um paciente ingeriu 120 mg desta medicagéo. Qual a quantidade

de medicacgdo presente no organismo 9 horas apoés a ingestdo do remédio?

Solucéo:
Ja sabemos que tal fenbmeno deve ser modelado pela funcdo do tipo
exponencial dada por M(t) = M, - e~ %t. Entdo precisamos encontrar o valor de M,

(massa inicial, nesse caso, 120) e a taxa de desintegracdo a. Como vimos, temos que
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_In2_0693_
T T e

logo, M(t) = 120 - e~9116t Para calcular a quantidade de remédio no organismo 9

horas apoés a ingestéo, basta calcular M(9):
M(9) = 120701169 = 120 - 7039 = 42,48 mg.

O resultado encontrado foi bem proximo do resultado encontrado na
primeira resolucdo, mas neste caso € possivel obter uma aproximacdo mais fiel da
realidade. Contudo, a nivel de ensino médio a primeira resolucdo cumpre bem seu
objetivo de passar para o aluno que fen6menos desse tipo sdo modelados por fungdes
do tipo exponencial.

Existe uma enormidade de situacdes que recaem em func¢des logaritmicas
e exponenciais e para terminar este capitulo colocaremos aqui uma curiosidade a

respeito de como € medida a intensidade de terremotos.

Escala Richter

A escala Richter mede a intensidade de um terremoto e foi criada em 1935
pelos sismologos Charles Francis Richter e Beno Gutenberg. Nessa escala, a
intensidade I variade I = 0 até I =9 e, segundo Zavala, Almeida e Mesquita (2013),

€ dada pela formula:

1=t 2).

em que E € a energia liberada no terremoto medida em quilowatt-hora (kWh) e E, =
7 -1073kWh. E facil constatar, por exemplo, que a energia liberada por um terremoto
de intensidade 8 na escala Richter libera uma energia de 7-10°kWh e que

aumentando uma unidade da intensidade do terremoto, a energia liberada fica

multiplicada por 10v10.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa, que foi produzida a partir de uma revisao de literatura,
atingiu seu objetivo, pois em cada problema proposto ficou destacado nas suas
solucdes quais propriedades devem ser identificadas a fim de determinar a funcéo que
modele o problema, fazendo com que se compreenda os conceitos matematicos
presentes em cada situagao a ser modelada.

Ressaltou-se a importancia de o aluno perceber que nao se pode escolher
de modo arbitrario uma funcéo para modelar determinada situacdo. Os problemas
foram elaborados de modo a estimular os estudantes e professores a utilizarem as
propriedades e teoremas citados e demonstrados nesta pesquisa para encontrar a
funcdo modeladora em cada situagéo. Assim, ressaltamos que essa pesquisa, além
de trazer o conhecimento das propriedades que caracterizam as funcdes (afim,
guadratica, logaritmica e exponencial), visa auxiliar o professor que deseja trabalhar
a modelagem matematica em sala de aula de maneira mais precisa. Sendo esse
auxilio, o motivo para ter sido apresentado, em cada capitulo, uma lista de situacdes-
problemas e sugestdes de solucao.

O capitulo 2 destacou que situacbes que tratam de crescimento ou
decrescimento linear, onde uma grandeza em progressao aritmética € transformada
em outra progressao aritmética, devem ser modeladas por funcao afim. No 3, vimos
que as fungcbBes quadraticas sdo as Unicas que transformam uma progressao
aritmética em uma progressao aritmética de segunda ordem. E, finalmente, no altimo
capitulo, ficou destacado que as fungBes exponenciais e 0s logaritmos aparecem
naturalmente em situagées onde o crescimento ou o decrescimento de determinada
grandeza se d& proporcionalmente ao valor dessa grandeza em um dado instante.

Por fim, acreditamos que esta dissertacdo, assim como, qualquer pesquisa
que aborde a matematica na educacgdo, pode trazer diversos beneficios e
possibilidades para o professor e para a educacao do nosso pais, além de fomentar
debates sobre a realidade e a real finalidade da educac&o, com o objetivo de que
ocorra um ato transformador do processo de ensino e aprendizagem, em particular,

da matematica.
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