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RESUMO

O corrente projeto possui, como principal intuito, o estudo e aplicagdo de
desigualdades bem conhecidas da Matematica para a resolucdo de problemas em
diversas olimpiadas. Desse modo, conceitos basicos de corpos e ordenacdo seréo
introduzidos e particularizados para os numeros reais, de forma que se possua o
alicerce necesséario para desenvolvimento da teoria, demonstrando-se alguns
resultados preliminares em ambos 0s assuntos. Logo apos, as desigualdades e suas
condicBes de igualdade que iremos abordar serdo enunciadas, juntamente com suas
devidas provas, fazendo-se uso do que fora demonstrado previamente e do que é
falado no apéndice. Por fim, utilizaremos tais demonstracdes para a resolucao de ricos
problemas de desigualdades de olimpiadas matematicas tanto brasileiras quanto do
mundo afora. Assim concluimos o presente projeto com alguns comentarios sobre o
desenvolvimento que aqui foi feito, tendo-se esperanca de que tudo tenha sido
explicado da maneira mais compreensivel possivel e que sirva de exemplo para

alunos e professores aprenderem e ensinarem.

Palavras-chave: desigualdades; resolucdo de problemas; olimpiadas.



ABSTRACT

The current project has, as its main aim, the study and application of well-known
inequalities in Mathematics for problem solving in many olympiads. For such, basic
concepts of fields and ordering will be introduced and particularized to the real
numbers, in such a way there’s the necessary foundation for developing the theory,
proving some preliminary results on both subjects. Right after, the inequalities and their
equality conditions which we’ll approach will be stated, alongside their due proofs,
making use of what was demonstrated before and what’s talked about on appendix.
Finally, we’ll use such proofs to solve rich inequality problems of olympiads both from
Brazil and around the world. We hence conclude the present project with some
comments about the development that has been done here, hoping everything was
explained in the most understandable way possible and that it serves as example for

students and teachers learn and teach.

Keywords: inequalities; problem solving; olympiads.
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1 INTRODUCAO

O problema que iremos abordar advém da pergunta “Como resolver
problemas de desigualdades classicas em olimpiadas?”. Desse questionamento, tem-
se a problematica representada por como vamos deduzir tais “desigualdades
classicas” e como elas seriam utilizadas para resolver problemas de olimpiadas.

A justificativa a qual se deu inicio a este projeto € devido a minha
percepcdo, como professor que ministra aula de ensino médio, ao pouco uso de
desigualdades nessas turmas, onde, no geral, ndo se € ensinado ou abordado tal
conteudo nos livros escolhidos. No entanto, tal assunto é bastante importante em
olimpiadas matematicas, servindo tanto para questdes puramente de desigualdades
como para problemas de possivelmente outros conteldos como geometria ou
funcdes. Por isso, tive motivacdo para abordar este assunto no presente projeto de
modo a enriquecer as fontes de estudo que alunos possam ter.

Desse modo, tem-se como objetivo geral deste projeto a enunciacéo, prova
e aplicacdo das desigualdades de Cauchy-Schwarz, das médias, do método de
homogeneizac¢éo, teorema do rearranjo juntamente com as famosas desigualdades
de Jensen e Young. Como objetivos especificos, iremos primeiramente conceituar as
ideias de corpo e ordenacgdo para 0S numeros reais, provando alguns resultados
basicos. Em segundo lugar, iremos provar cada uma das desigualdades, acima
citadas e em sequéncia. Por fim, iremos aplicar os novos conhecimentos obtidos para
a resolucédo de questdes de olimpiadas.

A metodologia aqui utilizada é concentrada na pesquisa bibliografica em
suas referéncias, a qual tem foco quantitativo pelo intuito de apresentar e provar
resultados de corpos e de ordenacdo nos reais para aplicarmos nas provas das
desigualdades classicas, de modo a utiliza-las na resolucdo de problemas. Para tal,
fora-se feito consultas em diversas fontes para dar o alicerce necessario para o
aprendizado das desigualdades aqui apresentadas.

O percurso metodologico foi-se feito pela apresentacdo das propriedades
gue definem um corpo, enunciando e provando alguns resultados gerais a partir delas
e, dai, comentaremos sobre 0s nimeros reais, de modo a, logo apds, irmos para o
estudo da ordenacao em tal conjunto para termos a base precisa de modo a entender
0s proximos capitulos. No terceiro capitulo, iremos entdo provar as desigualdades

faladas anteriormente e mostraremos o método de homogeneizacédo. Por conseguinte,
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no quarto capitulo iremos aplicar tudo que foi aprendido para resolver questdes de
desigualdades, as quais iremos notar que ndo sao meras aplicacfes diretas das
desigualdades demonstradas, mas sera necessaria devida manipulagéo das variaveis
em questao para que recaia em algum caso conhecido das desigualdades classicas.
Por fim, no quinto capitulo iremos concluir o presente projeto comentando em que
direcdo um aluno curioso pode estudar mais assuntos matematicos para descobrir e

aprender outras desigualdades n&do menos importantes que as apresentadas aqui.
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2 NUMEROS REAIS E SUA RELACAO DE DESIGUALDADE

De inicio, no préximo subtopico, iremos fazer uma breve discusséo sobre o
gue séo desigualdades e o porqué de querermos estudar tal assunto. Motivos disso
nao se limitam apenas pelo seu conteudo interessante de ser estudado por si sO, mas
também pelas suas aplicacdes em diversas areas tanto da matematica pura como da
matematica aplicada (como em Fisica ou Computacdo). No entanto, iremos focar na
primeira categoria para a resolucéo de problemas olimpicos.

Logo apos, para falarmos de desigualdades especificamente no conjunto
dos nameros reais, primeiro precisamos nos ater as propriedades de corpo que tal
conjunto possui para depois discutirmos a questao de sua ordenacéo.

Com isso em mente, 0s proximos subtdpicos apos o primeiro abordaréo as
propriedades basicas dos reais no contexto de corpo e algumas de suas
consequéncias. Por fim, falaremos da ordenacdo nos reais que geram as
propriedades mais basicas de desigualdades.

Toda a andlise destes proximos subtépicos foi baseada em (HEFEZ;
VILLELA, 2018) e em (LIMA; ELON, 1993).

2.1 Uma breve discusséao sobre o uso de desigualdades

A ideia de desigualdade esta intimamente atrelada a no¢ao de ordenacao,
isto &, intuitivamente, queremos comparar dois objetos e desejamos saber qual é “o
maior” ou “o menor” dentre eles ou, possivelmente, conhecer uma condicdo advinda
da situacdo em que eles sejam iguais. Essa percepc¢édo vem a depender bastante do
contexto em que estd sendo tratada, mas a intuicdo devida aos reais nos ajuda a
compreender melhor boa parte desses cenarios.

Algumas motivacdes as quais podem levar pessoas a estudarem tal
assunto seriam, por exemplo, a necessidade de minimizar ou maximizar certa
grandeza que é um numero real, o desejo de se adquirir uma cota inferior ou superior
para certa sequéncia ou funcdo ou, pela ocasido de ter ocorrido certa igualdade
oportuna, o uso de desigualdades para aplicar uma “condicao de igualdade” e adquirir

mais informagdes sobre o problema em méos.
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No primeiro caso, entrariam situacées como a de maximizar o lucro de uma
empresa, minimizar os prejuizos monetéarios advindos de escolhas empresariais ou
escolher um produto que possui melhor custo-beneficio.

Além de tais exemplos, h&d problemas de Fisica que desejam ter
conhecimento de “casos extremos” ou “situagdes limite” tendo-se certas condicfes a
serem satisfeitas. Dessa forma, com o uso das devidas desigualdades, pode-se
encontrar a desejada grandeza (posicdo, velocidade, energia, momentum etc)
maximizada ou minimizada.

Na segunda ocasido, com os dados do problema, desejamos conseguir
cotas inferior e/ou superior de funcdes ou sequéncias nos reais, pois ha propriedades
do conjunto dos ndmeros reais que nos garantem a maior cota inferior ou a menor
cota superior para tais entidades ou ha resultados que s6 séo aplicados a sequéncias
(ou funcdes) limitadas, isto €, que possuem tanto cota inferior quanto superior. Com
tais ferramentas, podemos resolver a questao.

Como exemplo mais aplicado, podemos citar o uso da ideia de funcdes
assintéticas para limitar superior ou inferiormente o tempo de execucdo de um
programa, utilizado na Programacao, para um namero muito grande de testes. Isso é
feito de modo a termos nocao de qual programa ira realizar certa tarefa de maneira
mais eficiente, isto €, em menos tempo.

Por fim, a terceira situagcédo ocorre principalmente em questdes que temos
uma ou varias igualdades dadas e se é pedido informacdo sobre as variaveis que
estdo envolvidas. Por vezes, ao resolver esse tipo de problema sem desigualdades,
temos a impressédo de que esta faltando algum dado na questao para se deduzir algo
proveitoso para sua resolucao.

No entanto, com o uso de desigualdades e tendo-se em méaos as equacgdes
dadas, podemos aplicar a condicdo de igualdade da devida desigualdade, isto €, a
condicdo sobre as variaveis a qual a igualdade ocorre em tal desigualdade,
adquirindo-se assim resultados que dificilmente seriam conseguidos sem se fazer uso
de tal ferramenta.

Por fim, além de todas as situagfes citadas, ha inclusive problemas
puramente de desigualdades. Isto é, questdes que pedem para provar que certa
desigualdade é verdadeira sob certas condi¢cdes e, para tais, podemos usar tanto

desigualdades mais conhecidas como outras ferramentas para prova-las.
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2.2 O corpo dos numeros reais

De inicio, para falarmos o0 que seria um corpo, necessitamos definir
inicialmente o que significa uma operagdao num conjunto.

Assim, temos as primeiras defini¢des:

Definicdo 2.1: Dados conjuntos X e Y quaisquer, definimos o produto cartesiano de
X por Y como o conjunto denotado por X X Y cujos elementos s&o os pares ordenados
(x,y),ondexeXey€eY.

Assim, sendo F um conjunto, F X F simboliza o produto cartesiano de F
por ele mesmo e, a partir de tal conjunto, podemos definir o que seria uma operagao
em F:

Definicdo 2.2: Uma operacao (-) em F é uma fungéo
():FXF—>F
(x,y) > x-y
Observacdo: Muitas vezes, se a operacdao for denotada por (), em vez de
escrevermos x -y, podemos simplesmente escrever xy quando ndo se ha perigo de
confusdo das operacoes.

Com tal definichio em méaos, sendo F um conjunto que possui duas
operacdes (+) e () chamadas soma e produto, respectivamente, F sera chamado de
corpo se suas operacoes satisfizerem as seguintes propriedades:

S1) A operacdo de soma € comutativa, isto é, dados a, b € F quaisquer, temos:
a+b=b+a
S2) A operacdo de soma € associativa, isto é, dados a, b, c € F quaisquer, temos:
(a@a+b)+c=a+b+c)

S3) A operacdo de soma possui elemento neutro, isto €, existe elemento 0 € F tal que,
para qualquer a € F, temos:

a+0=0+a=a
S4) A operagdo de soma é tal que, para cada a € F existe a’ € F, chamado de
simétrico de a, tal que

a+a =a +a=0
P1) A operacédo de produto é comutativa, isto €, dados a, b € F quaisquer, temos:

ab = ba
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P2) A operacao de produto € associativa, isto é, dados a, b, ¢ € F quaisquer, temos:
(ab)c = a(bc)
P3) A operacdo de produto possui elemento neutro, distinto do elemento neutro da
soma, isto é, existe elemento 1 € F, com 1 # 0 tal que, para qualquer a € F, temos:
l-a=a-1=a
P4) A operacao de produto é tal que, para cada b € F\{0}, existe b’ € F, chamado de
inverso de b, tal que
bb' =b'b=1
D) A operacdo de produto é distributiva sobre a operacdo de soma, isto €, dados
a, b, c € F quaisquer, temos:
a(b+c) = ab + ac;
(a+b)c =ac+ bc
Observacao: Note que algumas das igualdades acimas poderiam ser descartadas
devido a (S1) e a (P1), mas as mantemos para evitarmos a necessidade de citarmos
tais ocasides fora das nomeadas propriedades acima.

Com tais propriedades em mente, podemos provas 0s seguintes lemas:
Lema 2.1: Os a’ e b’ citados, respectivamente, nas propriedades (S4) e (P4) séo
Unicos e sao representados por —a e b~ (ou 1/b)

Prova:

Vamos primeiro provar a unicidade de a’. Suponha que exista a’ e a"’ tais
quetemosa+a =a'+a=0ea+a’" =a"+a=0.Assim,

a"=a"+0=ad"+(@a+a)=@ +a)+a' =0+a" =a

Onde utilizamos (S3) na primeira igualdade, uma das igualdades da
suposicdo na segunda igualdade, (S2) na terceira igualdade, novamente uma das
igualdades da suposicéo na quarta igualdade e, por fim, na quinta igualdade utilizamos
de novo (S3).

Para a unicidade de b', podemos fazer um processo extremamente
semelhante ao acima, mas utilizando o 1 no lugar de 0 e o produto no lugar da soma.
Assim, sendo b’ e b" tais que bb' = b’'b=1e bb"” =b"b =1, temos:

b" =b"-1=>b"(bb")=(b"b)b'=1-b" =D’
Dessa maneira, vemos que a’ e b’ descritos nas propriedades de corpo

sao unicos, logo podemos dar as notacdes citadas no enunciado do lema.
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Observacao: Quando fazemos a soma de um nimero a com o simétrico —b de algum
namero b, podemos escrever a + (—b) como a — b.
Lema 2.2: Os elementos 0 e 1 sdo Unicos em F.
Prova:
Suponha que existam 0’ e 1’ que satisfacam (S3) e (P3) respectivamente.
Dessa maneira, nés temos:
0'=04+0=0
1'=1-1=1
Onde nas primeiras 2 igualdades utilizamos (S3) aplicado primeiro com 0 e depois
com 0’ e nas duas Ultimas utilizamos (P3) aplicado primeiro com 1 e depois com 1.
Lema 2.3: Paratodo a € F, temos que:
a-0=0-a=0
Prova:
Note que basta provarmos que a-0 =0, pois adquirimos a-0=0-a
devido a (P1). Dessa maneira, note que:
a0=a-(0+0)=a-0+a-0
Onde nés utilizamos (S3) na primeira igualdade e (D) na segunda. Perceba
que, a partir da igualdade acima, podemos somar aos dois lados da equacgéo —a - 0,
de onde obtemos:
a-0=a0+a-02a-0+(—a*0)=a-0+a-0+(—a-0) &
0=a-0+0=a-0
Portanto,
a-0=0
Observac&o: E por isso que pressupomos que 1 # 0 na (P3), pois, caso féssemos
aceitar a possibilidade de que 1 =0 em um corpo, chegariamos que, dado a € F
qualquer:
a=a-1=a-0=0
Onde utilizamos (P3), que 1=0 e o Lema 2.3, assim, teriamos que
qualquer a em F teria de ser igual a 0, logo F = 0, 0 que é desinteressante no geral
para ser analisado.
Lema 2.4: O simétrico de —a € a, qualquer que seja a € F. Isto &, —(—a) = a,Va € F.
Prova: Basta notar que, como a + (—a) = 0 e 0 simétrico de —a € Unico pelo Lema

2.1, entdo devemos ter, portanto, que -a = a.
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Lema 2.5: O simétricode a+ b € —a — b.

Prova: Sabemos por (S4) que a+(—a) =0 e b+ (—=b) =0, logo (a+ (—a))+
(b + (—b)) =0+ 0 = 0, ou seja, pelas propriedades (S1) e (S2), podemos rearranjar
os termos de modo a termos (a + b) + (—a — b) = 0. Dessa forma, pelo Lema 2.1,
devemos ter —(a + b) = —a — b.

Assumiremos, daqui para frente, que F = R, isto €, o conjunto dos nimeros
reais serd 0 nosso corpo a ser estudado, com as operacdes de soma e produto
definidas como usualmente séo conhecidas desde o ensino basico e assumiremos as
propriedades de corpo descritas acima no restante do texto para tal conjunto.

Agora, com a observacgéo acima feita e os lemas provados, podemos provar
0 seguinte:

Teorema 2.1: Dados a, b € R, temos que:
(—a)b =a(—b) =—ab e
(—a)(=b) =ab
Prova:

Provamos anteriormente que a-0 = 0, para qualquer a real, pelo Lema
2.3. Além disso, por (S4), temos que b + (—b) = 0, assim:

a-0=a(b+ (b)) =ab+a(-b) =0

Disso, como ab e a(—b) somam zero e o simétrico de ab é Unico pelo
Lema 2.1, temos por fim:

a(—=b) = —ab
Para mostrar a igualdade de (—a)b com —ab, basta fazermos o seguinte:
(—a)b = b(—a) = —ba = —ab

Onde se foi utilizado (S1) na primeira e terceira igualdade, enquanto na
segunda igualdade se foi utilizado o que foi provado acima.

Para provar a ultima igualdade, utilizaremos o Lema 2.4 e o que provamos
anteriormente:

(—a)(—=b) = —a(—b) = —(—ab) = ab

Com o Teorema 2.1, se denotarmos a-a por a?, temos 0 seguinte
corolario:

Coroléario 2.1: Dado a € R, temos que a - a = (—a)(—a) = a?.

Tal corolario sera bastante importante no préximo topico.
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2.3 A ordenacdo dos numeros reais

Para falarmos da relagcdo de ordem nos reais, vamos assumir a existéncia
de um subconjunto R* c R, chamado de nimeros reais positivos, o qual satisfaz as
seguintes propriedades:

O1) A soma e o produto de nimeros reais positivos sdo positivos, isto &, se a,b € R™,
temos entdo que a + b € R* e ab € R*.

02) Se x € R, uma, e somente uma, das trés seguintes alternativas ocorre: ou x = 0,
ou x € Rt ou —x € R*.

Com tais propriedades, podemos indicar por R~ o conjunto tal que x € R~
se, e somente se, —x € R* e o chamamos de conjunto dos nimeros reais negativos.
Perceba também que, por (02), R"rnR™ =0, 0¢ R* UR™ e, assim, temos que
R=0UR*UR".

Devido ao Corolario 2.1, podemos provar o seguinte:

Teorema 2.2: Dado x € R — {0}, temos que x? € R*.
Prova:

Veja que, como x € R — {0}, logo x # 0, assim, por (02), ou x € R* ou
—x € R*.

Como x? =x-x = (—x)(—x), se x € R*, temos entdo que x? € R* e se
—x € R*, entdo x? € R*.

Assim, em todo caso, temos que x? € R*, como queriamos.

O Teorema 2.2, acima provado, quer dizer entdo que, independentemente
de x ser positivo ou negativo, seu quadrado vai ser positivo.

Em particular, temos entdo que 1 € R*, jaque 12 =1-1 = 1.

Com tais explicacdes, vamos fazer a seguinte defini¢cao:

Definicdo 2.3: Dados a,b € R, vamos escrever a < b quando b — a € R* e falamos
que “a é menor que b”. Analogamente, escrevemos b >a quando b —a € Rt e
dizemos que “b é maior que a”. Além disso, utilizaremos a notacdo a < b que significa
a < boua=>be falamos “a € menor ou igual que b”. Da mesma maneira, b > a €
equivalente a b > a ou b = a e dizemos “b é maior ou igual que a”.

Observacao: Com a notagdo explicitada, dados x,y,z€ R, se x<y e y<z,

podemos representar essas duas informagcdes numa Unica expressao como
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x <y <z. Analogamente, se temos z>y e y>x, podemos expressar tais
informagdes como z >y > x.

Assim, temos que ae Rt ©a >0, pora—0=a+(-0)=a+0=a e
a € R™ & a <0, por consequénciade 0 —a = —a € R*.

Com as notacGes mostradas acima e por 02 = 0- 0 = 0, temos 0 seguinte
corolario do Teorema 2.2:
Coroléario 2.2: Dado x € R, temos que x? > 0.

Ou seja, o Corolario 2.2 significa que, qualquer numero real ao quadrado &
positivo ou nulo.

Embora tal corolario seja aparentemente bobo, ele sera de grande
importancia quando formos provar algumas das desigualdades classicas.

Nesse momento, iremos agora provar certas propriedades acerca da
relacdo de ordem nos reais:
Teorema 2.3. Dados x, y,z,w € R quaisquer, temos que:
P1) (Transitividade) Sex <y ey < z, entdo x < z;
P2) (Tricotomia) Ocorre apenas uma e somente uma das alternativas: x =y, x <y
ou x > y;
P3)Sex <y,entdox+z<y+ z;
P4)Sex <yez>0,entdo xz < yz;
P5)Sex <yez<0,entdo xz > yz;
P6)Sex<yez<w,entdiox+z<y+w,
P7)Se0<x<yel<z<w,entdoxz < yw.
Prova:
(P1):

Comox <yey<z temos entdo que y —x € Rt e z—y € R*. Logo, por
(01), deduz-seque (y —x)+ (z—y)=z—x € R, isto é, x < z.
(P2):

Por (O2) utilizada paray —x € R, temos que ouy—x =00uy —x € R*
ou —(y—x)=—(y+(—x))=—-y—x=—-y+x=x—y€R", onde utilizamos o
Lema 2.4, o Lema 2.5, a propriedade (S1) e a observacéo feita apds o primeiro lema.

Assim, como as trés op¢des sdo mutuamente exclusivas, deduz-se entéo

que x =y, x <y 0U x >y, COMO queriamos.
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(P3):

Ja que x <y, temos assim y —x € R*. Desse modo, como (y + z) —
(x+z)=y+z—x—2z=y—x, temos, por conseguinte, que (y + z) — (x — z) € R™,
assim,x+z<y+z.

(P4):

Como x <y e z > 0, temos, portanto, que y — x € R* e z € R* donde, pela
propriedade (O1), devemos ter que (y—x)z=(y+ (—x))z=yz+ (—x)z=
yz — xz € R*, isto é, xz < yz.

(P5):

Procedendo analogamente a (P4), x < y e z < 0 sdo equivalentes a termos
y—x€Rt e —zeR*, assim, por (0O1), temos (y—x)(—z) € R*, ou seja,
y—x)(—2)=—-(y—x)z=—-(yz—xy) = —-yz+xy =xy—yz € R, portanto, xy <
yZ.

(P6):

Comox<yezeR, por (P3), temos que x+z<y+ze, porz<we
y € R, novamente por (P3), resulta-se y + z < y + w.

Por fim, pela (P1) e o que foi deduzido, temos entdo x + z < y + w.

(P7):

Como 0 < x <y, temos entdo que 0 < x e x <y, logo, por (P1), temos
0 < y. Além disso, também temos que 0 < z < w, donde 0 < z. E, além dessas duas
informacdes, deduzimos que y —x e Rt ew —z € R*

Assim, veja que yw—xz=yw—yz+yz—xz=yw—2z)+z(y — x).
Logo, como y € Rt,w —z € Rt,z € R* e y — x € R*, temos entdo que yw — xz € R*
por (O1), donde xz < yw, como queriamos.

As propriedades provadas nesse Teorema 2.3 servirdo como regras
operatorias para as desigualdades e serao utilizadas por todo o restante do texto de
maneira natural.

Observacdo: Tudo que fora provado no Teorema 2.3 serve também quando
utilizamos a relagéo de “menor ou igual” (<) ou de “maior ou igual” (=), com o cuidado
de que se utilizarmos tanto “menor que” (<) e “menor ou igual” (<), o que prevalecera

sera apenas a relagado de “menor que” (<). Isso se da pela igualdade n&o ocorrer
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mais, pois, mesmo que ela aconteca em uma das desigualdades, ndo ocorrera na
outra.
Observacao: Na mesma linha da observagéao anterior, quando temos uma relagéo de
“‘menor ou igual” (equivalentemente para a de “maior ou igual”), se ela foi obtida de
mais de uma relagao de “menor ou igual” pelas propriedades do Teorema 2.3, sua
igualdade ocorre se, e somente se, cada uma das igualdades das relacdes anteriores
ocorrerem. A implicacdo decorre pela observacdo acima e a reciproca € devido a
manipulacéo de igualdades gerar a igualdade final desejada.
Definicdo 2.4: Seja a € R, definimos |a| como:
la| =a,sea>=0
la] = —a,sea <0
Com isto em méaos, podemos provar 0os seguintes lemas:
Lema 2.6: Dado a € R, temos que —|a| < a < |a].
Prova:
Veja que, pela defini¢cdo de |al|, necessariamente temos que |a| = 0. Assim,
temos 2 casos a considerar:
1°Caso:a =0
Nessa situacdo, temos —a < 0, donde —a < a = |a| pela (P1) do Teoremas

2.3, donde temos —a < |al, ou seja, —|a| < a = |a|, portanto, temos que —|a| < a <

lal.

2°Caso:a <0

Nesse caso, vamos ter |[a| = —a > 0> a, isto &, a < |a| e, além disso,
como |a| = —a, temos que a = —|a|, logo —|a| = a < |a|, que nos proporciona
—lal < a < al.

Lema 2.7: Dados a,b € R temos que a? < b? se, e somente se, |a| < |b|.

Prova:

Note que, como |a| =a ou |a|] = —a, temos entdo que |a|? = a? pelo
Corolério 2.1.

Portanto,

a?<b?’e |al?<|b]? = 0<|b]?2—]al> © 0 < (|b] + |a])(b] — |a])
Percebe que, como |a] =0 e |b| = 0, temos que |a| + |b| = 0. Assim, se
ocorresse de que |b| — |a| < 0, teriamos que (|b| + |a|)(|b| — |a]) < 0, que ndo é o

caso.
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Portanto, devemos ter que |b| — |a| = 0 (pela Tricotomia), donde obtemos
la| < |b|, como queriamos.

A reciproca é 6bvia tendo-se |a| < |b| e devido a |a| + |b| = 0 e por (O1).

Este ultimo lema ter4 bastante importancia quando formos provar as
desigualdades das médias.

Observacdo: Dado um a € Rt, existe um Unico b € R* tal que a =b?. Tal b é

denotado por va e é chamado de “raiz quadrada de a”. Note que como 0 = 02,
podemos dizer que V0 = 0. Assim, perceba que a = (\/E)Z,Va > 0. Por fim, temos que

va = 0, para qualquer a > 0. Como Ultima ideia a ser observada, quando temos Vx2,
isso sera igual a |x|, pois |x|?> = x? e |x| = 0.
Lema 2.8: Sejam x,y E Rtaisque 0 < x <y.Entdo 0 < y~! < x~1.
Prova:

Como 0 < xex <y,entdo 0 <y pela (Transitividade) do Teorema 2.3.

Assim, perceba que x1=(x"1)2x>0, pois x>0 e x1#0, logo
(x~1)?2 > 0 pelo Teorema 2.2. Analogamente, temos que y~! > 0. Desse modo, temos
entdo que x~1y~1 > 0 por (O1). Desse modo, por (P4) do Teorema 2.3, temos ent&do
que x(x "y ) <y(x 1y 1), isto &,y < x71

Portanto, obtemos que 0 < y~! < x~1, como queriamos.

Tal lema serd de suma importancia para provar uma das Desigualdades

das Médias.
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3 DESIGUALDADES

3.1 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Primeiramente, dentre as desigualdades classicas, vamos olhar, de inicio,
para a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Dados a4, a,, ..., a,, by, b,, ..., b, € R € valida a
desigualdade

(a;by + azby + -+ aphy)? < (a? + a3 + -+ a2)(b? + b2 + --- + b2),

com condicdo de igualdade valida quando b; = ka; Vi € 1,2,...,n para
algum k € R fixoou a; = k'b;, Vi € 1,2, ...,n para algum k' € R.
Rascunho de prova:

Uma possivel ideia que poderia nos levar a imaginar o porqué de tal
desigualdade ser vélida seria ao pensarmos em vetores a = (a4,a,, ...,a,) € R*, b =
(by, by, ..., by) € R™ e no seu produto interno usual a - b = a,b; + a,b, + -+ a,b,, que

ja representa o termo a esquerda que sera elevado ao quadrado.

E, dai, sendo |a| =+/a? + a? + -+ a2 e |b| =/b? + b% + --- + b2, existe
uma importante relacdo de que, se 6 representa o angulo entre os vetores a e b,
temos que

a-b =|a||b|cosB

De onde deduzimos:

(a-b)? = |a|?|b|? cos? 0

E, dessa maneira, como sabemos que cos 6 € [—1,1], temos entdo que
cos? @ € [0,1] e, dessa maneira,

(a b)? < |al?|b|?

Que €& exatamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz, ocorrendo
igualdade quandoa =0ou b =0 ou cos?8 =1, isto é, quando cosd =1 ou cosf =
—1, de onde tem-se 8 = 0 ou 6 = Ou seja, na situagcdo em que 0s vetores sao
paralelos entre si, de onde existe k € R que satisfaz b = ka ou a = k’'b (note que
considerar ambas as igualdades inclui também os casos em que algum dos dois
vetores € nulo), que representa a exata condicdo de igualdade mostrada.

No entanto, essa abordagem é um tanto quanto probleméatica para a

deducdo da desigualdade de Cauchy-Schwarz como fora feita acima, tendo-se
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utilizado teoremas relativos ao produto interno usual, pois faz uso da nocéo de angulo
entre dois vetores, a qual necessita da desigualdade triangular para vetores (que nao
fora citada aqui) e esta, por fim, é deduzida da prépria desigualdade de Cauchy-
Schwarz!
Dessa maneira, precisamos fazer uso de outros artificios para provar de
fato essa desigualdade, muito embora as ideias acima nos deem confianca de que o
resultado seja de fato valido. Dessa maneira, vamos agora de fato para a prova da
desigualdade:
Prova:
Para atacar esse problema, vamos utilizar o Corolério 2.2:
x?>0,Vx € R,
Com isso em mente, temos entdo que:
(a;x — b)? = 0,Vx €R
(ayx — by)2 >0,Vx €ER

(apx — by)?> = 0,Vx ER
Isto €, somando-se tudo, pelas propriedades mostradas no capitulo anterior
sobre ordenacao dos reais,
(ayx — by)? + (apx — by)* + -+ (apx — by,)> = 0
Calculando-se os quadrados e agrupando os termos conforme x, temos:
(a2 + a3+ -+ a2)x? — 2(ayby + azb, + -+ + apby)x + (b3 + b2 + -+ b2) = 0 (1)

Mas, ao olhar para cada desigualdades acima, todas elas séo vélidas para
todo x € R, ou seja, (*) é valida para todo x € R.

Do Apéndice A, temos que

ax? +bx+c>0,Vx € R © b? — 4ac < 0(2)

O unico empecilho de utilizar diretamente tal equivaléncia se da ao néo
sabermos se a = a? + a3 + -+ + a2 é igual a 0 ou ndo (pois, caso seja, a expressdo a
esquerda de (1) na realidade ndo seria uma fungdo do segundo grau em X), mas ele
é facilmente ultrapassado pois, como a; € R, temos a? > 0,Vi € 1,2,...,n, com
condicao de igualdade quando a; = 0, ou seja, se a = a? + a2 + -+ a? = 0, teriamos
de ter a; = 0,Vi € 1,2, ...,n, pois ocorre a condicdo de igualdade em a? + a2 + -+ +

a? > 0, a qual sé pode ocorrer se ocorrer a condicdo de igualdade para cada a;.
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Dai, teriamos que a;=0,Vi€e12,..,n , donde (a;b;+ab,+ -+
anby)? = 02=0=0-(bf + b7+ +b})=(af + a3+ +ap)(bi + b7 + -+ b;)

Logo, a desigualdade (que, na verdade, € uma igualdade) é valida na
situacdo em que a = 0.

Portanto, vamos supor que a # 0, donde podemos aplicar (2):

(=2(ashy + azby, + - + anby))’ — 4(a? + a2 + -+ a2)(b? + b2 + -+ b2) < 0

Donde, fazendo-se uso das propriedades de corpo e de ordenacdo nos
reais, temos afinal:

(a;by + azby + -+ aph,)? < (a2 + a2 + - + a2)(b? + b3 + - + b?2)

Que é exatamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Veja agora que a condicdo de igualdade da desigualdade acima ocorre se,
e somente se, a;x — b; = 0,Vi € 1,2, ...,n, ja que deve ocorrer a condi¢do de igualdade
em todas as desigualdades utilizadas no inicio para a deducdo da de Cauchy-
Schwarz.

Assim, temos por fim que b; = xa;,Vi € 1,2, ...,n, onde, tomando k = x,
temos exatamente a condicdo b; = ka;, Vi € 1,2, ...,n que queriamos. Perceba que
esse caso leva em consideracao o caso quando b; = 0,Vi € 1,2, ...n.

Note também que a condicdo a; = k'b;, Vi € 1,2,...,n que aparece no
enunciado da desigualdade € equivalente a condi¢cdo dada acima quando k # 0,
bastando tomar k'’ = k~!. No entanto, ela também encapsula o caso quando
a;=0,Vie12,..,n, por isso a adicionamos no enunciado para contemplar tal

situacao que fora abordada antes mesmo da utilizacdo do Apéndice A.
3.1.1 Lemade Titu

Tendo-se em maos a desigualdade de Cauchy-Schwarz, podemos provar
0 seguinte lema:
Lema de Titu: Dados a,,as,,...,a, € R* e by, b,,...,b, € R, temos que a seguinte
desigualdade é vélida:

(by+ by 4 +bo)* _bf b3 b
(a+a,++a,)  a; a, a,

)

com condicdo de igualdade quando b; = ka;, Vi € 1,2,...,ne k € R.
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Prova: Para provarmos o Lema de Titu, vamos utilizar a Desigualdade de Cauchy-

Schwarz, substituindo a; por \/a;, Vi€ 1,2,...,n (j& que a; >0 para cada i em

{1,2, ...,n}, logo sua raiz quadrada é positiva) e b; por vVie1,2..,n(jaquea; >0,

\/—

entdo sua raiz quadrada é néo nula):

<\/_ +\/_ \/_+ -+ an-\/b%_nf

(o + () e () () +(22) +s (2] )
O que é equivalente a:

b2 b2 2
(by + by + -+ by)? < (a; + ay +---+an)<—1+—2+---+—”>
a; a an

Como a; > 0,Vi € {1,2,...,n}, vamos terentdo que a; + a, + -+ a, > 0, ja
que a soma de numeros positivos € positiva. Dai, podemos entdo dividir ambos os
lados por tal fator para encontrarmos a desigualdade desejada:

(by + by + -+ by)” < (b_f+b_%+ bﬁ)

(a; taz+-+ay) ~ \a; a a_n

Note que a condicdo de igualdade advém da condi¢do de igualdade da

Desigualdade de Cauchy-Schwarz, isto €,

;—Ci_i=k\/;i,‘v'i€{1,2 ,n}k € Rou,/a; = k' - J_— vie{12, ..,n}k' €R
A qual é equivalente ao seguinte:
b; = ka;,Vie{1,2,..,n,,ke Roua; =k'b;,Vi€{1,2,..,n},k' ER
No entanto, note que, da segunda igualdade, como cada a; € positivo,
temos entdo que k' # 0, pois, caso ndo o fosse, teriamos a; = 0, que ndo pode
ocorrer. Logo, por k' ser ndo nulo, podemos apenas utilizar a igualdade b; = ka;, Vi €

1,2, ...,n como condi¢édo de igualdade do Lema de Titu, como queriamos.
3.2 Desigualdades das médias
Vamos definir, neste momento, o que seriam a Média Quadratica (MQ), a

Média Aritmética (MA), a Média Geométrica (MG) e a Média Harmonica (MH):

Definicdo 3.1: Dados x4, x5, ..., X, € R*, definimos cada uma das médias como:
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MA =
n
MG = "/x1%5 .. Xp,
MH = n
"T,1, 1
X1 X2 Xn

Observacdo: Vamos assumir, daqui em diante, conhecimento prévio quanto as

propriedades relativas a raizes quadradas e raizes n-ésimas.

3.2.1 Média Quadratica > Média Aritmética

Desigualdade MQ=MA: Dados x4, x5, ..., X, € R* , temos que:

—_ )

jxf + x% + -+ x? Xt xp et
n n

com condicdo de igualdade quando x; = x, = -+ = x;,.
Prova:

Para provarmos esta desigualdade, vamos fazer uso da desigualdade de
Cauchy-Schwarz, provada anteriormente, utilizando-se a; = x;,Vi € 1,2,...,ne b; =
1,Vi € 1,2, ...,n, donde temos:

(a;by + azby + -+ aphy)? < (@2 + a3 + -+ a2)(b? + b3 + -+ b2) &
(e 14x 1+ 4x,1)2< (2 +x2++x2)(1%+12+-+1) &
(1 +x,++x)°<n(x?+x2+-+x2) e

(x1+x2+---+xn)2<xf+x§+~--+x,§

n? n

n

x1+x2+-~-+xn<\/xf+x§+~-+x,%
- n

Onde usamos o fato de que n > 0 (pois é uma quantidade positiva de
variaveis), as propriedades provadas no Teorema 2.3 para dividirmos por n? e o Lema
2.7 junto a observacéo feita logo apos, ja que a soma dos x; dividido por n é positivo,

logo igual ao seu modulo.
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A condicdo de igualdade é dada pela condicdo de igualdade da
Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

xi=kVie{l2, ..,n,ke Roul =k'x;, Vi€ {1,2,..,n},k' €R

Da segunda igualdade, devemos ter que k' é ndo nulo, pois 1 € ndo nulo,
logo, podemos, por simplicidade, utilizar apenas x; = k,Vi € {1,2,...,n}, 0 que nos d&

que x; = x, = - = X, COMO queriamos.
3.2.2 Média Aritmética > Média Geométrica
Agora, nés iremos provar que MA>MG, isto é,

Desigualdade MA>MG: Dados x4, x5, ..., X, € R*, temos que é valida

x1+x2+"'+xn

- >V x1Xg o Xy,
com condicdo de igualdade quando x; = x, = - = x;,.

Prova:

Para demonstrarmos tal desigualdade para um n inteiro positivo qualquer,
devemos primeiro mostrar que tal desigualdade é valida quando n = 2%, comk > 1
inteiro. Para tal, faremos uso de inducéo sobre k:

Caso inicial: Ocorre quando k = 1, isto é, quando n = 2.

Tal caso pode ser provado ao observamos que, como x; e x, S8o ambos

positivos, ambos possuem raiz quadrada, logo, pelo Coroléario 2.2, temos que:
X1 + %,

(\/x—l—\/x—z)z20(:)x1—2./x1x2+x220=>x1+x222 XX, © — > Jx1x,

Logo, o resultado é valido para k = 1.

Veja que a condicdo de igualdade ocorre quando (v/x; — vx3)? = 0, isto &,
quando x; = x,.

Hipotese de inducdo: Vamos supor agora que o resultado seja valido para
k=1-1, isto é quando n=2""1, tendo-se também sua devida condicdo de
igualdade.

Passo Indutivo: Vamos agora provar que o resultado é valido para k =,
isto é, para quando n = 2'. Para tal, sendo dados xy, x,, ..., x,: € R*, vamos olhar para
sua Média Aritmética (MA):

X+ Xyt Xy Xpl-1y gt Xple1,, X0
Xy H Xt x ST + o1

2! 2
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Note que, como o numerador é composto de 2 termos e sua soma esta

dividida por 2, podemos aplicar o Caso inicial, donde adquirimos:

xl +x2 + "'+le xl +x2 +"'+le—1 le—1+1 +le—1+2 + "'+x2l
2 ) )

Com condicao de igualdade quando

Xp+ X+t Xom1 X1y T Xpl-1,, T+ X

2l—1 21—1

Isto €, quando
X1+ X+t Xpe1 = Xpea g+ X1, o+ x5(3)
Observe também que, cada termo sendo multiplicado é a MA de 2!!

termos, donde podemos aplicar entdo a Hipotese de inducdo em cada um:
X1+ Xg + o+ Xyim1

Jl-1 ]
-1 > 5 XX i Xpl-15 €

Xyl-1yq T X501, + 0 X1

-1
2 ]
2 \/le_l‘l'l x21—1+2 ...le

21-1
Cujas circunstancias de igualdade ocorrem quando x; = x, = =+ = x,1-1 €
Xpl-iyy = Xalo1yp = 00 = Xp1(4).

Dai, como todos os 4 termos sdo positivos (pois todas as variaveis sao

positivas), podemos aplicar a (P7) do Teorema 2.3 e 0 Lema 2.7 junto a raiz quadrada:
X1+ x; + "‘+X21—1 Xol-144 +X21—1+2 +"'+X21
) )

S 21 -t .
= \/x1x2 ...le—l \/X21—1+1 le—1+2 ...le =

x1 + xz + -+ x21—1 le—1+1 + le—1+2 + -+ le
7= o )

al-1 2l-1
2 J ,/xle ...le—l ' \/X21—1+1 - le—1+2 "'le

Assim, pela propriedade da (Transitividade) do Teorema 2.3, temos:

X +x;+ -+ x
1 2 212

,l-1 11 -
2l \/xlxz ...le—l '\/le—1+1 x21—1+2 ...le

Hl-1
= VXX e Xglo1Xglo1 g g oo Xpl ©

X1+ Xy + x5
21

i1 !
> P X1 Xy e Xpl = P X1 Xp o Xy

Ou seja,
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x1+x2+'“+xn

> X 1Xg o Xy,

n
paran = 2.
Assim, por (3) e (4), vamos ter entdo que:
X1 4 X+ xpen = 2 = xpiea g+ Xpea,, o X = 28

Donde encontramos entdo que x; = x,; €, portanto, com condi¢do de

igualdade quando
Xp =Xy =000 = Xple1 = Xpl-1,1 = 00 = Xyl

Logo, o resultado segue por inducédo em k.

Com tal resultado em maos, pode-se provar por inducao que, dado n inteiro
positivo, temos sempre que existe um k nulo ou inteiro positivo tal que 2% < n < 2k+1,

Desse modo, chamando G = /x; x; ... x,, temos entdo que G™ = x;x; ... x,.

Dai, vamos olhar para MA > MG quando as Vvariaveis sao
X1, Xy, w0, X, G, G, ..., G até que se complete 2+ termos (isto €, temos 21 — n termos

iguais a G):

xi+x, 4+ +x, +G6+G+ 4G
2k+1

k+1
> 5% .. %66 ... G
Mas, como G" = x;x, ... x,,, temos entdo que
k k
X1Xy . XpGG .G = G"- G2 T = g2
Dai, a desigualdade se torna:

X+ x, + o+ x, + (28T — )G S,

2k+1 GZkH =G

Como 2**1 > 0, obtemos, portanto:
X, +x,+ 4 x, + (2K —n)G = 2816
X+ xy + 4 x, =286 + nG - 2816 =n6 &

x1+x2+"’+xn

=G

n
Isto é,

x1+x2+"'+xn

\Y

n
n = w/xle ...xn,

com condicdo de igualdade quando
X1 =Xy =--=x, =40,

que é exatamente a condigdo que queriamos.
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3.2.3 Média Geométrica (MG) > Média Harmonica (MH)

Para provarmos que MG>MH, vamos fazer uso de MA>MG:

Desigualdade MG>=MH: Dados x;, x5, ..., X, € R*, temos que:
n

Vaaxy o xn 27— 1’
ooty
com condicdo de igualdade dada por x; = x, = -+ = x,,.
Prova:
Para provarmos isso, vamos utilizar xilx—lz i como variaveis na
MA>MG:

Que é exatamente a desigualdade desejada, cuja condicdo de igualdade

1 1
ocorre quando —=
1

X2

1 . .
=+ =—, 0 que é equivalente a termos x; = x, = -+ = x,.
n

3.3 Desigualdade do Rearranjo

Vamos enunciar e provar a desigualdade do rearranjo, mas antes disso,
vamos definir o que é uma permutacao:
Definicdo 3.2: Dado n € Z*, uma permutacdo ¢ € uma funcdo bijetora de n objetos
sobre eles mesmos. Assim, uma permutacéo, intuitivamente, € uma troca de posi¢oes
dos elementos do dominio.
Desigualdade do Rearranjo: Dados x;, x5, ..., X, V1, Y2, -, Yn € R tais que x; = x, =
=X, €Y =Y, = = Y, € Seja uma permutacédo ¢:{1,2,...,n} - 1,2, ...,n qualquer

dos indices das variaveis de nome y. Entdo temos que € valida a desigualdade:
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X1Yn T X2Yn-1t 0+ X0 V1 S X1Vo1) T X2Ve2) T T XnVom) S X1Y1 T X2Y2 o+ XYy
Prova:

Para provarmos o resultado, iremos utilizar inducéo em n:

Caso inicial (n=2): Sejam x;,x,,y,,y, € Rtais que x; = x, € y; = y,.
Logo, temos entdo que x; —x, = 0 e y; —y, = 0, desse modo, deduzimos:

(1 —=x2) (1 —¥2) 20 & (x1y1 + x2)2) — (X1Y2 + %2¥1) =20 &
X1Y1 t X2Y2 = X1Y2 + X1

Assim, temos que, como s6 h4 2 permutacdes em {1,2}, entdo ambas as
permutacdes estdo incluidas na desigualdade acima e logo uma é maior que ou igual
a outra de acordo com as condicdes da desigualdade.

Hipotese de inducédo: Vamos supor o resultado valido para n = k, isto €,
se héa k variaveis x e k variaveis y, temos que é valida a desigualdade para as 2k
varidveis e uma permutacao qualquer dos indices de uma das variaveis.

Passo indutivo: Vamos provar que o resultado é valido paran = k + 1, ou
seja, que a desigualdade é valida para k + 1 variaveis e uma permutagdo qualquer
dos indices de uma delas.

Paratal, vamos provar cada parte da desigualdade separadamente e temos
alguns casos a considerar:

12 desigualdade:

1°Caso:o(k+1)=1

Neste caso, vamos ter que a forma da soma dos termos de x e y pela
permutacao fica

X1Yo(1) + X2Vo(@) T+ XkVo(e) T Xk+1Y1(5)

No entanto, tomando-se a permutacéo m:{2, ..., k,k + 1} - 2, ..., k, k + 1 tal
que (i) =o(i —1),Vi € {2,...,k, k + 1}, vamos ter que, pela Hipoétese de inducao
aplicada sobre x4, x5, ..., Xk, Y2, V3, -+ » V41 € TT:

X1Yk+1 T XYk T+ XkY2 = X1Yr(2) T X2Vr3) T+ XkVr(k+1)

Mas, pela definicdo de m, os termos a direita da desigualdade séo
exatamente os k primeiros termos de (5), donde, ao somarmos x; .y, dos dois lados,
vamos ter exatamente:

X1Yk T X2YVk—1 T "+ Xk11V1 = X1Vo(1) T X2Vo(2) T 0+ XkVok) T Xk+1V1

2°Caso:a(k+1) #1
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Dessa forma, como a permutacdo ¢ € uma bijecdo em 1,2,...,k,k+ 1,
existe [ € 1,2, ..., k tal que a(l) = 1, assim, podemos escrever a expressao do seguinte
modo:

X1Yo(1) T X2YVo(2) T+ XkVok) T Xk+1Vo(ke+1) = XiV1 + Xp41YVo(e+1) + B

Onde B engloba o restante dos termos.

Pela hipo6tese inicial sobre as variaveis, sabemos que x; = x;,; (jJ& que
k + 1 representa o indice da ultima variavel “x”) e que y; = y,+1) (j@ que 1 é o indice
da variavel “y” que é maior ou igual a qualquer outra), donde, pelo Caso inicial, temos
que

X1Y1 t Xg+1Yok+1) = XiVo(k+1) T Xk+1V1
Dessa maneira, somando B dos dois lados, vamos ter, por fim que:
X1Yr@2) t X2Yr@) Tt XkVak+1) T Xe+1V1
= X1Yo1) T X2Yo2) T+ XkVok) T Xk+1Yo(k+1)

Onde definimos a permutacdo m:{2,3,..,k+1} - 2,3,..,k+1 tal que
(i) =c(i—-1),Vie{2,.,l-11l+1,.k+1}en(l) =0c(k+1)

Pela Hipétese de inducdo aplicada sobre as variaveis x; > x, = -+ = x, €
Y2 = Y3 =+ = Y41 € @ permutacao m, temos que:

X1Yr41 T X2V + o F XkYVo S X1 Vr2) T X2YVr@3) T+ XkYa(e+1)

Donde, somando ambos os lados x;.,,y; € utilizando a (Transitividade) do

Teorema 2.3, temos por fim que
X1Vi+1 T X2V + o+ X Vo + Xpp1V1 = X1Vo1) T X2Vo2) T F XkVo () T Xk+1Vo(k+1)

22 desigualdade:

1°Caso:o(k+1)=k+1

Nesta situac&o, o formato da expressao que envolve x e y fica do seguinte
modo:

X1Yo(1) T X2YVo(2) T " T XkVo(k) T Xk+1Vk+1

Mas, estando em tal formato, podemos aplicar a Hipétese de inducéo sobre
X1, X2, ey X1y Y1, Va2, -, Vi € @ restricdo da permutacéo o ao conjunto 1,2, ...,k de modo
a termos

X1Yo(1) T X2YVo2) T "t XkVo) = X1Y1 + X2Y2 + o0+ Xi Yk

Donde, somando xj, 1Y+, dos dois lados, obtemos:

X1Yo(1) T X2Vo(2) T+ XkVo) T Xk+1Vi+1 S XaV1 T X2Y2 + 0+ X Vi + Xg1Vie+1
2°Caso:a(k+1)#k+1
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Nesta situacdo, como ¢ é uma funcao bijetora, existe um [ € 1,2, ..., k tal
que o(l) = k + 1, de modo que temos
X1Ys(1) T X2Vo@) + -+ XkVok) T Xk+1Vo(k+1) = X1Vk+1 T Xk+1Vo(k+1) T B
Onde B representa o restante dos termos da expresséo a esquerda.

Com o uso do Caso inicial para x; = xx41 € Yg(k+1) = Yk+1, IEMOS que

X1Yok+1) T Xk+1Vk+1 = XiVk+1 T Xk+1Vo(k+1)
Desse modo, temos entdo que, ao somar B de ambos os lados, vamos ter
que:
X1Yo(1) T X2Vo(2) T+ XkVo() T Xk+1YVo(k+1)
S X1Yr) T X2YVr@) Tt XkVa) T Xk+1Vr+1
Onde definimos a permutacdo m:{1,2,..,k} - 1,2,..k tal que =n(i) =
o(i),viel2,..,l—-1,1+1,..,k e n(l) =a(k+1). Com tal definicdo, aplicando a
Hipotese de inducdo para xq, Xy, ..., Xi, Y1, Y2, -, Vi € @ permutacdo m, temos entdo
que
X1Vr(1) T X2Vr@) Tt XkVa) = X211+ X2Y2 + o+ XYk
Por fim, somando x,,yx+1 @ ambos os lados e aplicando a (Transitividade)
do Teorema 2.3, temos por fim que
X1Yo(1) T X2YVo@) T+ XkVo) T Xk+1YVo(k+1) = X1Y1 T X2Y2 + 0+ XYk + X1 Vi1
Que é exatamente a desigualdade final desejada.

Assim, o resultado segue por inducgao.

3.4 Desigualdade de Jensen

De inicio, para discutirmos a desigualdade de Jensen, precisamos

primeiramente de algumas definicoes:
Definicdo 3.2: Dados a,b € R com a < b, definimos 0s seguintes conjuntos da
seguinte maneira e os chamamos de intervalos:

[a,b] ={x e R|a < x < b}

[a,b) ={x ER|a<x < b}

(a,b] ={x eR|a< x < b}

(a,b) ={x eR|a<x < b}

[a,0) ={x ER|a < x}

(a,0)={x ER|a < x}
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(—oo,b] ={x ER| x < b}
(=o0,b) ={x e R|x < b}

Definicdo 3.3: Considere um intervalo I = [a,b] € R. Uma funcdo f:1 - R € dita
convexa no intervalo I se, dados x,y € I quaisquer e t € [0,1] qualgquer, temos:
tf)+ A -0f) = ftx+ (1 -y)

Analogamente, dizemos que a funcéo f é cbncava no intervalo I se, dados

x,y € I quaisquer e t € [0,1] qualquer, temos:
tfG)+ A -0f () < ftx+ A -y)

Definicdo 3.4: Seja Il c R um intervalo qualquer e seja f: I - R uma fung&o. Dizemos
que f é crescente em [ se dados a, b € I quaisquer com a < b, entdo f(a) < f(b).
Analogamente, dizemos que f € decrescente em I se dados a,b € I quaisquer com
a < b, entdo f(a) = f(b).

Com tais definicbes e com o auxilio do Apéndice B, vamos provar o
seguinte:
Teorema 3.1: Seja um intervalo I =[a,b]c R e f:I > R. Se f é duas vezes
diferenciavel com f'(x) >0 para todo x €I, entdo f sera convexa em I.
Analogamente, se f é duas vezes diferenciavel com f"(x) < 0 para todo x € I, entdo
f serad concava em I.
Prova: Definindo-se g: I — R dada por

g =tf)+A-0f) - fltx+ (1A - y),

onde t € [0,1] e f(y) sdo constantes na perspectiva de g.

Assim, como f é duas vezes diferenciavel, entdo g é diferenciavel, de onde
temos, pela regra da cadeia:

9'x) =tf"(x) —tf'(tx + (1 - 0)y)
Isto é,
g'() =t(f'(x) = f'(tx + (1 = ©)y))

Temos 2 casos a considerar:

1°Caso: x>y

Veja que, por t € [0,1]:

0<t<le-15-t<0e0<1-t<1
Assim, comoy<xe 0<1-—t, temos que y(1—-t) <x(1—-1t)=x—tx,

assim, somando-se tx a ambos os lados, obtemos que tx + (1 — t)y < x.
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Como temos que f''(x) = 0, para todo x € I, entdo, pelos resultados do
Apéndice B, temos que f' é crescente em I, donde temos:
ffix+ (A -y) < f'x) @0 < f'(x) — f'(tx + (1 - t)y)
Que, juntamente com o fato de que 0 < t, temos entao:
0< t(f’(x) —f'(tx+ (1 - t)y)) =g'(x),vx €I N[y, o)
Logo, temos entdo que g é crescente em I N [y,o), donde, por x >y,
temos:
g)zg e tf)+A-f() - flex+ (1 -0y)
2tfM+A-0f@) - fty+ QA -0)y) =0
Portanto, temos por fim que:
tf)+ A -0f() = ftx+ 1 - y)
E assim, a fungéo f € convexa neste caso.
2°Caso: x <y
Comovimos, x<ye0<(1-t),logox(1—t)=x—-tx <y(1-t), donde
obtemos que x < tx + (1 — t)y.
Novamente, por f"'(x) > 0, paratodo x € I, entdo temos f' crescente em [
e, portanto:
ffOsfltx+(A-Dy) e ) - ftx+(1-t)y) <0
Desse modo, por 0 < t, temos entéo:
t(Ff)—f'tx+(1—06)y))=g'(x) <0,Vx €IN[-00,y]
Assim, g é decrescente em I N [—oo, y], donde por x < y, temos:
g9(x) = g(y)
Que é exatamente a mesma desigualdade do caso anterior, donde
deduzimos, portanto, que a funcdo f € convexa.
Assim, em ambos os casos temos que a fungdo f é convexa, como
queriamos.
A prova do caso em que f é concava se faz pelo mesmo raciocinio e, desse
modo, sua prova € analoga a feita acima.
Com o resultado do Teorema 3.1 em maos, podemos agora nos atentar a
desigualdade de Jensen:
Desigualdade de Jensen: Considere I = [a,b] € R e uma fungéo f:I - R.
Sejam x4, x, ..., x, €1 € ty,ty, ..., t, € [0,1] taisque t; +t, + -+ t, = 1. Entdo, se f é

convexa em [, temos que:



37

t1f (x1) + t2f () + -+ o f (xn) = f(E1x1 + x5 + -+ + trXy)
Se f é concava em I, temos que:

t1f (1) + taf () + -+t f () < f(E21 + taxz + o + )
Prova:

A prova sera feita por inducdo em n:

Caso inicial (n = 2): Neste caso, t; +t, =1, donde temos t, =1 —t,,
assim, chamando t; =t, x; = x e x, = y, temos que a desigualdade para este caso
seria

tf)+ A -0f() = ftx+ (1 - y)

Que é exatamente a definicdo de f ser convexa em I, que € 0 caso.

Hipotese de inducdo: Vamos supor o resultado valido para n = k, isto €,
sendo xq, x,, ..., x; €1 € t,t,, ..., t; €[0,1] tais que t; +t, + -+ t, =1, entdo se f €
convexa, temos que

tf (1) + 62f () + -+ G f () = f(E1x1 + E2x0 + -+ + Gexy)

Passo indutivo: Vamos mostrar que o resultado é valido paran =k + 1,
isto €, sendo xq, X, ..., X, Xg41 €1 € t1, by, o, b, tiyr € [0,1] tais que t; +t, + -+t +
txs1 = 1 e se f é convexa, vale a desigualdade:

t1f (1) + 2 () + -+ + G f () + trpr f (1)
= f(tixy + taxg + -+ X + L1 Xper1)-
Para tal, temos 2 casos a considerar:

1°Caso: ty,1 =1
Neste caso, temos entdo que t; =t, = --- = t;, = 0, jA que sua soma com
ti,+1 = 1 e todos estdo no intervalo [0,1]. Dai a desigualdade se torna:
1-fCe1) = f(1 - xp41),
a qual é uma desigualdade Obvia.
2°0Caso: ty,1 <1
Nesta situacdo, entdo vamos ter que t; +t, + -+ t, =1—tp41 >0,

donde:

t, t, b _,

+ +...+—
1=teyr 1—tgss 1—=trs1

Desse modo, definindo y e S; do seguinte modo:
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t1x1 trx; U Xy
y = cee —_—
1=tpyr 1—=tgs 1—=tys
ti )
S, >0,Viel2..k

= T
Vamos ter entéo:
Y =81x1 +S8x; + -+ Spxp
S48+ 48, =1
S;e[0,1],Vie1.2,..,k
Dessa maneira, assim vamos ter que:
[ty + 2% + o+ Gexge + Lrp1Xpeq1) =

t1x1 trx; Lk Xk
=f ((1 — trt1) (1 + + et —> * ter1Xk+1

—ter1 1=t 1= te4a

= f((l —trr)y + tk+1xk+1)
Assim, aplicando o Caso inicial para y e x; ., € coeficientes 1 — ty,1 € tiy1,
temos entéo:
ftrxy + txp + o+ G + GegaXper1) < (1= Ly ) F () + teqn f (pyr) =

= (- te)f (5

t1x1 trx; L Xk

. + tiea1f (Xrs1)
—le+1 1= tgaa 1- tk+1> ¥ ¥

= (1 — trs1)f(S1x1 + Saxp + -+ Spexi) + tregr f (Xpe1) (6)
Mas, pela hip6tese de inducéo aplicada a x4, x5, ..., x;, com 0s coeficientes

S1,55,S3, ..., Si, temMos:

f(S1x1 + Spxz + -+ Spexi) < S1f(x1) + Sof () + o+ + Spe f (%)

Assim, como 1 -t >0 e (1 —tx1)S;i=¢t,Vie 12, ..k, deduzimos

entéo:
(1 = trq1) f(S1xq + Soxz + -+ Spxp) < 6 f (1) + 62f (x2) + -+ + e f ()
Por fim, somando t;,f (xx4+1) dos dois lados, temos:
(1 = trs ) f (S1xq + Soxp + - + Spxi) + trepn f (K1)
< b f () + taf () + -+ b f () + trepr f i1 (7)

Dessa forma, com (6) e (7), devido a (Transitividade) do Teorema 2.3,
segue a Desigualdade de Jensen.

O motivo de termos comentado da questdo da segunda derivada ser

positiva ou nula num intervalo implicar que a funcéo é convexa (ou concava) nesse
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mesmo intervalo € exatamente para suprir a condi¢do de convexidade da funcéo para

a aplicacao da desigualdade de Jensen.

3.5 Processo de Homogeneizagcdo de uma desigualdade

Para falarmos do processo de homogeneizacdo, precisamos
primeiramente definir o que seria uma fungcdo homogénea e, logo apos, o que seria
uma desigualdade homogénea, para depois discutirmos o0 processo de
homogeneiza¢cédo quando a desigualdade ndo é homogénea e uma estratégia utilizada
para algumas desigualdades homogéneas.

Definicdo 3.5: Uma fungédo f:R"™ - R é dita homogénea de grau k quando
ftxy, txg, o, txy) = t8F(x1, Xp, oo %), VX1, Xp, oo, Xy t € R

Definicdo 3.6: Sejam A: R™ - R e B: R™ — R duas funcdes tais que A(xq, x5, ..., X,) =
B(x1, X5, ., Xn),VXq, X5, ..., X, € R. Dizemos que a desigualdade € homogénea se, e
somente se, A e B sdo funcbes homogéneas e seus graus sao iguais;

Observacdao: A definicdo acima também é valida tanto para “maior que” (>), “menor
que” (<) e “menor ou igual que” ().

Intuitivamente, se as fungdes sdo homogéneas, o grau de cada funcéo
pode ser encontrado ao imaginar que cada termo x; tem grau 1, donde ao
multiplicarmos, somamos 1 de acordo com a quantidade de produtos, se dividirmos,
subtraimos 1 de acordo com a quantidade de termos divididos e se tivermos
expoentes fracionarios, somamos ou subtraimos essas fracdes de acordo com as
respectivas multiplicacdes/divisbes. Perceba que soma ou subtracdo de funcdes
homogéneas de mesmo grau geram fun¢cdes homogéneas de tal grau, assim, olhamos
parcela a parcela de somas ou subtracdes na definicdo da funcao para aplicar a ideia
intuitiva explicada anteriormente.

Dessa maneira, pelo que fora explicado acima, todas as desigualdades
explicitadas antes deste subtdpico, com possivel exce¢éo da desigualdade de Jensen,
sdo homogéneas.

As funcdes que compdem a desigualdade de Cauchy-Schwarz séo de grau
4, enquanto as do Lema de Titu (considerando-se apenas t > 0) sdo de grau 1. Todas
as funcdes das desigualdades das médias sdo de grau 1 e, por fim as da desigualdade

do desarranjo sdo de grau 2. Caso a funcéo f utilizada na desigualdade de Jensen
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seja homogénea de grau k, entdo as funcdes que a compdem serdo homogéneas de
grau k.

Agora, perceba como, se temos certa desigualdade a provar, ao utilizarmos
alguma das desigualdades provadas anteriormente numa desigualdade homogénea,
sé iremos gerar novas desigualdades homogéneas. Do mesmo modo, ao
manipularmos expressées homogéneas da mesma maneira sobre todas as variaveis,
continuaremos a ter uma expressao homogénea.

Assim, se queremos provar uma desigualdade que ndo é homogénea
devido aos graus das funcdes serem distintas ou até mesmo pelas fun¢des ndo serem
homogéneas, muito possivelmente a questdo nos dara uma informagédo a mais, como
uma igualdade ou desigualdade que envolve as varidveis, ou possivelmente
precisamos aplicar as desigualdades anteriores a poténcias distintas das variaveis de
modo a gerar 0 que desejamos.

Desse modo, no primeiro caso, utilizando a informagédo dada, seja por
puramente usa-la ou manipulando-a para ter o grau correto, em conjunto com uma
das expressbes da desigualdade que queremos provar, conseguimos uma nova
expressdo homogénea que tenha o mesmo grau da outra expresséo da desigualdade
gue queremos demonstrar, de modo que conseguimos utilizar uma das desigualdades
mostradas anteriormente para provarmos o que desejamos.

Mas, além dessa abordagem para a homogeneizacdo, ha também uma
segunda perspectiva, mais sistematica, de como utiliza-la, onde temos uma
desigualdade homogénea e a transformamos na mesma desigualdade, mas com uma
condicdo sobre as variaveis que nos ajuda a prova-la mais facilmente:

Processo de homogeneizacdo: Tendo-se uma desigualdade homogénea
A(xq, x5, oy Xp) = B(xq,x5,...,x,) ONde A e B tém grau m, se conhecemos uma
expressdo homogénea F(xq,x,,...,x,) >0 de grau k, podemos transformar a
desigualdade em A(y;,¥2, ., V) = B(¥1, V2, e V) COM V1,V ..., ¥ que satisfazem
F(yy,y2, - yn) = 1.

Prova:

Como F(xq,xg,...,X,) >0, entdo podemos elevar tal expressdo ao

expoente de —% e continuara sendo uma expressao positiva, assim, aplicando (P4)

do Teorema 2.3, temos:

m m
F(xq, %0, o, Xp) KAQX), X, oy X)) = F(xq, X, o, X)) EB(Xq1, X3, o) Xp)
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m 1\m
Como F(xq1,%9, ., Xp) k = (F(xl,xz, ...,xn)"E) , assim temos, por A e B

serem fungcées homogéneas de grau m:
-1 1 1 _1 _1 _1
A (F kxi, F kxy, ..., F kxn> =B (F kxi, F kxy, ..., F kxn>

1
Assim, chamando y; = F(xy, x5, ..., X,) kx;, obtemos entéo a desigualdade:
A1, Y2, Yn) Z B(yy, Y2, e ),
A qual é a exata desigualdade inicial, no entanto, y;, y,, ..., ¥, satisfazem as

igualdades acima e o seguinte:

1
x; = F(xq, x5, .., xp)ky;, Vi € {1,2,...,1n},
Donde, olhando agora para a expressao de F, trocando cada um dos x;

pelo formato acima e se lembrando que F € homogénea de grau k, temos:

1 1 1
F(xq,%9, .., Xp) = F (F(xl, Xoy ooy Xp )KY1, F (X1, X5, oo, X )&V, oo, F (X1, X5, ..., xn)kyn> =

k
= F(leXZI "'ixn)kF(yllyZI ""yn) = F(xpxz' "'rxn)F(yl' Y2, ---'yn)
Assim, como F (x4, x5, ..., Xx;) > 0, entdo podemos dividir ambos os lados

por F(xy, x5, ..., X,) € obtemos, por fim, que F(y,,ys, ..., ¥») = 1, cOMO queriamos.
3.6 Desigualdade de Young

A desigualdade de Young €é quase que consequéncia direta da
Desigualdade de Jensen ao se utilizar os parametros corretos, assim vamos ir direto

para seu enunciado e prova:
Desigualdade de Young: Sejam p,q € R* tais que % + i = 1. Assim, para quaisquer

a=>0eb >0 évalida a desigualdade:
a? b1

ab < —+—
p q

Com condicao de igualdade dada por aP = b1.

Prova:
14 q .,
Sea=00ub =0, temosab = Oe%+%2 0, j& que se pelo menos um

for positivo, entdo a soma das fracdes sera positiva, logo a desigualdade segue.

Quando temos a # 0 e b # 0, vamos olhar para a situagcédo quando a? = b?:

1 1 14 b b p,p p(l_,_l)
ab=a(bN4=a(@aP)d=a-a9=aP-a9=aP 9=qa Y @ =qP
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. 1 1 ~
Assim, como ab = aP = b e = + pi 1, temos entao:

1 1 a?P aP aP b4
abzap(—+—)=—+—=—+—,
p q p q p q

Como era de se esperar pela condi¢ao de igualdade.

Agora, vamos assumir que a? # b4.

Perceba agora que, com auxilio do Apéndice B, tomando-se a funcéo
exponencial f(x) = e* e sua inversa, a funcao logaritmo, g(x) = In (x), e temos que
f"(x) =e* >0, para todo x € R, ou seja, a funcdo exponencial é convexa, e nao so
isso, como a desigualdade ndo possui ocasido de igualdade, a desigualdade dada
pela convexidade também néo ira ocorrer igualdade, isto €, dados x,y € R,t € [0,1],
com x # y, temos que:

fx+ A -0y) <tfx)+ A -f(¥)

. 1 1 1 .
Em particular, se escolhermos t = o temos que 1 —t=1 —o= dai

deduzimos:

e +(1-Y < teX 4 (1 - t)eY &

x ¥y e*¥ e¥
er-ed < —+—(8)
p q

Assim, a desigualdade ja se parece bastante com o formato final da
desigualdade de Young, bastando que escolhamos x e y tais que tenhamos e* = a”
e e¥ = b?. Note que podemos de fato fazer isso, pois, como a? # b%, entdo devemos
ter e* # e¥, donde encontramos que x # y, ja que se fossem iguais, deveriamos ter
igualdade nas exponenciais também. Assim, aplicando a funcéo logaritmo em cada

equacdao, adquirimos:

x = In(e*) = In(aP) = pln(a) © In(a) =

y =In(e¥) = In(b?) = qin(b) © In(b) =

QIR TR

Dessa maneira, iremos ter entdo da desigualdade (8) e pelo exposto
acima:
p q
eln(a) . eln(b) < a_ + b_
p q
Mas perceba que e™® = g e e/ =} j& que a funcio exponencial € a

inversa da funcéo logaritmo, donde segue a desigualdade de Young:
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af b1
ab < —+—
p q

Note que a igualdade na desigualdade de Young s6 ocorre quando
a? =b?, ja que, quando sdo diferentes, ndo pode ocorrer igualdade pelo

desenvolvimento acima.
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4 PROBLEMAS

Neste capitulo traremos alguns problemas que foram aplicados em algumas
olimpiadas com suas devidas solu¢cdes. Em alguns desses problemas procuramos
resolver usando mais de uma técnica, pois é importante salientar que a criatividade
de quem estéa resolvendo as questdes € muito importante e que ndo existe um unico

modo de obter a solugao.

1. (Instituto Militar de Engenharia/2013) Sejam p o semiperimetro de um triangulo, S
sua area, r e R o0s raios de suas circunferéncias inscrita e circunscrita,

respectivamente. Demonstre que:

Solucéo:

Primeiramente, da geometria plana, respectivamente, sendo a, b, ¢ 0S
lados opostos aos vértices A,B e C de um tridngulo ABC, a,f e y 0S respectivos
angulos internos associados aos veértices A, B e C do triangulo ABC, pelas formulas
de areas de triangulos e pela formula do perimetro, sabemos que:

_abc>0
" 4R
2p=a+b+c>0

S=p-r

Assim, vamos provar a Ultima desigualdade:

abc R abc
= — =
PT=3r TN Ty
Assim,
2p?  abc 2p? 8p® (2p)® (a+b+c)?
R < S < S abe < = = ,
=07 Ty =27 TP =7 T s e

O que é verdade, devido a desigualdade MA>MG aplicada aos lados a, b, ¢
do tridangulo e, como ambos os lados sédo positivos, multiplicarmos as expressoes por
elas mesmas 3 vezes para obter o resultado acima:

a+b+c a+b+c\’
TZ3Vabc>O<:>(T) > abc.

Para provar a primeira desigualdade usaremos:
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S=prer=-
p

Assim, temos que:

23
s <
9

2V3 SR
<rR<:>T\/_SS—

p
Como S > 0, podemos multiplicar ambos os lados por S, donde temos

gue o que ha acima é equivalente a:

23 R 2 a+b+c
Mas, pela Lei dos Senos, sabemos que:
a b c
sen(a) - sen(f) - sen(y) -

Donde entdo temos que:

2R

% = 2sen(a);
b
i 2sen(p);
c
R= 2sen(y),

Assim, temos que (1) é equivalente a termos

3v3

sen(a) + sen(B) + sen(y) < >

Perceba que «, B,y € (0,m) e a funcéo f(x) = sen(x),x € (0,m) é tal que,
pelo Apéndice B:
f'(x) = cos(x) > f""(x) = —sen(x)
Como 0 < sen(x) <1,vx € (0,1), entdo —sen(x) < 0,vx € (0,1), logo,
temos que a funcdo seno nesse intervalo € cdncava, e, dessa maneira, pela

desigualdade de Jensen aplicada nos pontos x; = a,x, = ,x3 = y € com termos que

1 ~
somam 1 sendo t, = t, = t3 =, temos entdo:

sen(a) + sen(B) + sen(y) < sen (a + B+ )/)
3 3

Mas, como a, f e y sdo angulos de triangulo, eles somam m, donde,
3V3
2
Que mostra que a primeira desigualdade é verdadeira, como queriamos,

s
sen(a) + sen(fB) + sen(y) < 3sen (§) =

resolvendo assim o problema.
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2. Sejam ay,ay,..,a, reais positivos, e {by,b,, ..,b,} uma permutacdo de

{ay,ay, ..., a,}. Prove que

a a a
_1+_2+...+_nZn
by b, by

Solucéo:

Como a4, a,, ..., a, Sa0 reais positivos arbitrarios, podemos renomea-los de
modo que tenhamos, sem perda de generalidade que a; = a, = - = a, (1) e ainda
termos que {b4, by, ..., b, } continue sendo uma permutacao de {a;, a,, ..., a,}.

Assim, de (), nés temos também que, por todos serem positivos:

1 1 1 1
— = > 2>2—2>2—(2)
an  Qn-1 a; aq

Assim, por (1) e por (2), pela desigualdade do desarranjo, aplicada sobre

~ 1 1 1 1 1 1 ., .
a permuta(;ao {—,—, ,—} de {—,—, ,—} com as variavels aq,a,,..,a, €
b1 by by a; az an

1 1 1
-, —,...,—, temos que:
a; az an

a + a, A An _ 1 + 1 - 1

— J— oo —=>a  — a, « — oo a, —=n

by b, by, ! a; 2 a; "oa,

Que é exatamente o resultado desejado.

3. Sejam a4, a,, ..., a,, reais positivos. Mostre que
1 1 1
(a; + a, +---+an)(a—1+a—2+---+a—n) > n?
12 Solucéo:
Como todas as variaveis estdo em R*, podemos aplicar MA>MG primeiro

. 1 1 1
para aq, a,, ..., a, € depois para — e
1 2

an

>"Ya,a,...a, >0,
n

Ja que todas as variaveis séo positivas.

a1+a2+"'+an

\%

Além disso:



a7

aten "t mt 11 1
n S a an  Ya,a,..a,

Como n > 0, temos das duas desigualdades acima:

a, +a, +-+a, =n"Ja,a,..a, >0

1 1 1 n
—+—F it —>——>0

a; a, an nw/ aa, ...a,

Dai, pela (P7) do Teorema 2.3, temos entdo a desigualdade desejada:

1 1 1 n?%/a,a, Oy
(a+a;++a)|(—+—+-+—)=— =n
Vaia; ...ap

a; az an
22 Solucao:
Como todas as variaveis sdo positivas, suas raizes quadradas estdo bem

definidas, donde, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz usando a; < +/a;,

1 1 1 )
a, <04y, ...,a0y <—w/an,b1 = E'bz = E,...,bn = \/?n, temos:

(@ s s () () v () )

2
1 1
>\Ja —=+Ja —+ -+ a, —
( e VT Ve " ,/_an>
Donde obtemos:
11 1 .
(a; + a; +---+an)(—+—+---+—> >(1+1+-+1)*=n
a, a; an
Como queriamos.
32 Solugéo:
Como ay,a,, ...,a, sao todos positivos, por meio de renomeacdo das

variaveis como necessario, podemos supor, sem perda de generalidade que a, >

2 1 1 1 1.,
a, = as; = - = a,, donde obtemos também que — > = 2—=—Jaque todas
1

an an-1 az
as variaveis sao positivas.
Assim, vamos desenvolver o produto no lado esquerdo da desigualdade

desejada:

1 1 1
(a1+a2+---+an)(—+—+---+—)

a; a; an
a a a a a a a a a
=<_1_|__1_|_...+_1>_|_(_2_|__2_|_...+_2>+...+(_n+_n+...+_n>
a, a, a, a, a, a, a, a, a,
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Assim, vamos escrever cada expressao entre parénteses como linhas de

uma matriz, sem os sinais de soma;

rd; g a1
a, az an
A az a
a; a; an
a, ap an
A, a; a,
Onde o termo geral da matriz € a;; = —. Dai, vamos formar n somas do

seguinte modo:

Primeiro escolhemos um termo qualquer da primeira linha, e,
consecutivamente, vamos escolher um termo de cada linha subsequente, em
sequéncia e sem repetir colunas. Apds se formar uma soma, a proxima soma nao
pode conter termos ja utilizados anteriormente.

Assim, ao formarmos as n somas, cada uma delas estara no formato

e
b1 b, bn’

onde {b,, b,, ..., b,} € uma permutacdo de {a;,a,, ..., a,}
Pelo problema anterior e pelas informacbes que geramos sobre as

variaveis, sabemos que

a a a
—+2+t L0
by b, by,

Assim, como (a; +a, + - +an)( +— + -+ ) € a soma dessas n
somas construidas anteriormente, e cada uma delas é maior ou igual que n, temos,
portanto:

1 1 1
(a; +a; + - +an)< +—+-+ >2n+n+---+n=n-n
a an

11 1y _
~(ag+a; + - +an)( +—++ )Zn
az an

Como desejavamos.

4. (IMO 1984 — adaptada) Sejam x,y,z € R* U {0} que satisfazem x+y+2z=1.
Prove que:

0<xy+yz+zx—2xyz
Solucéo:
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Perceba que a desigualdade acima é equivalente a
2xyz < xy +yz + zx
Note também que a expressdo a esquerda tem grau 3 enquanto a
expressdo a direita tem grau 2. Portanto, tal desigualdade é ndo homogénea. No
entanto, pelo enunciado ter-nos dado a condi¢cdo adicional de que x+y+z =1,
podemos tornar a desigualdade numa homogénea:
2xyz<xy+yz+zx=(xy+yz+zx)-1=xy+yz+zx)(x +y+ z)
=x%y +xy? + xyz + xyz + y*z + yz® + x’z + xyz + xz*
Agora sim a desigualdade € homogénea e é equivalente a:
0<x%y+yz?+y?z+x%z+xy?+xz%2+ xyz
A qual é verdadeira, jA que x >0,y >0 e z >0, logo seus produtos e

somas (sem subtragdes) sao todos maiores ou iguais que 0.

5. (Nesbitt) Sejam x,y,z € R*. Demonstre que

X y z

3
y+z+z+x+x+y2§
Solucéo:
Primeiramente, note que a desigualdade é homogénea, ja& que ambos os
lados possuem fungdes de x,y,z com mesmo grau igual a 0.
Assim, pelo processo de homogeneizagdo, como x >0,y >0e z>0,

temos entédo que x + y + z > 0. Logo:

1

X 3 z 3
( + =2t )-12—@( +-—2 4 ) Ry PR

y+z z+x x+vy 2 y+z z+x x+y 1 2

x+y+z
X y z

. — — L N T— 3
X+y+z + X+y+z + X+y+z > o

y 4 Z Z N X X N y 2

x+y+z x+y+z x+y+z x+y+z x+y+z x+y+z
a b c 3

> —
b+c+c+a+a+b_2
Ondea+b+c=1ea,bceR’. Dai temos queb+c=1—-a,c+a=
1-bea+b=1-c, donde a desigualdade é equivalente a:

a b c 3

> _
1—a+1—b+1—c_2

Agora,comoa+b+c=1ea,b,c € RY,demosterentioquea<1,bh <1

e ¢ < 1 ja que todos sao positivos, portanto, {a, b,c} c (0,1).
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Desse modo, vejamos, portanto, a funcao f(x) =£,x € (0,1) e suas

derivadas, com auxilio do Apéndice B:

1
f'(x) “a-o 2t (x) D

Logo, como x € (0,1), entdo temos x < 1,isto é,1 —x > 0,Vx € (0,1), logo
(1-x)"1>0e, dai, 2(1 —x)"3 > 0,vx € (0,1), portanto, /" (x) > 0,Vx € (0,1), logo,

a funcéo f é convexa no intervalo (0,1) e, assim, aplicando a desigualdade de Jensen

1
parax; =a,x, =b,x3=c,t; =t, =t; = 3 temos:

%f(a)+%f(b)+%f(6)2f(%b+c>=f(%>=)

1
a N b N c S 3 3 _3
1—-a 1-b 1-c~ B

1—=

Que é a desigualdade de Nesbitt que desejavamos provar.

6. Sejam x,y,z € R*. Prove que:

xZ yZ ZZ

GrNGat2) Gr00+2  ZrnE+y)

3
>—
4

Solucéo:

Inicialmente, perceba que a desigualdade é homogénea, em que ambas as
expressdes tem grau 0. Assim, pelo método de homogeneizacgéo, por x +y +z > 0,
podemos suporque x +y +z =1 (1).

Dito isso, perceba que, como x > 0,y > 0 e z > 0, temos entdo que todos
os denominadores sédo produtos de somas de termos positivos, logo todos eles séo
positivos.

Assim, pelo Lema de Titu, temos que:

x2 yZ ZZ
GING+D)  Gr0G+D  @rDGE+Y)
- (x+y + z)?
Ty +)+ )+ +Z+Hx)(z+y)
(x+y+2)>

x?+y?+22+3xy+3xz+3yz
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Mas, como (x +y +z)? = x? + y% + z? + 2xy + 2xz + 2yz, temos entdo
que x2 4+ y% + 2% +3xy +3xz+3yz=(x+y+2)*> + xy + xz + yz, logo, disso e por
(x), a desigualdade acima se torna:

x? N y? N z? - (x +y + z)?
x+y)x+2z) +x)y+2) +x)z+y) x+y+2)2+xy+xz+yz
1

:1+xy+xz+yz(2)

Mas, perceba que, como a? > 0,Va € R, entdo:

(x—y)?20
(x—2)2 =0
(y—2)2=0

O que é equivalente a:

x2—2xy+y2>0

x2—2xz+2z>>20

y? —2yz+2z*=>0
Assim, somando essas 3 desigualdades, obtemos:

22+ y?+z2—xy—xz—yz) 209 x> +y  +z2 —xy—xz—yz=>0
Ou seja,
x> +y*+z2=>xy+xz+yz
Assim, somando-se 2(xy + xz + yz) de ambos os lados, temos:
(x+y+2)?>30(xy+xz+yz)

Como x +y + z = 1, temos assim:

1 4
123(xy+xz+yz)(:)xy+xz+yz£§=)0<1+xy+xz+yz$§=)

1 3
>—-(3
1+xy+xz+yz_4()

Assim, de (2) e (3) por transitividade das desigualdades, temos por fim a
desigualdade desejada:

x2 y2 Z2

GtNet2) Gr00+2  Ct0E+y)

3
2_
4

7. Sejam a, b,c € R*. Prove que:
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12 Solucéo:
Perceba que, como 1 = 1% e a,b, c € R*, temos entao:

1 1 1 1% 12 12>(1+1+1)2_ 32 9
c

a b T T e T axbtc a+b+c a+b+c
Que é a exata desigualdade pedida, tendo-se utilizado o Lema de Titu.

22 Solucao:

Da desigualdade das meédias, sabemos que MA>MG e que MG>=MH,

assim, deduzimos entdo que MA>MH, donde, por a, b, c € R* temos que:

a+b+c> 3 >0 3 <1(1+1+1>@
3 _l+1+1 a+b+c~3\a b ¢
a b c
1 1 1 9
S—+—+=

a b + c a+b+c
Que é a exata desigualdade desejada.

8. Sejam a, b, c € R. Prove que:

a? + b% + c2 = ab? + c2 + by/a? + 2
Solucéo:
Vamos olhar para o lado esquerdo multiplicado por 2:
2a® +2b% + 2¢2 = (a® + (b% + c?)) + (b + (a? + ¢?))
Dai, aplicando MA>MG para cada paréntese, temos:

2 2 4 .2
a“+ (b +c)>

> >/ a?(b? + c?) = |a| b? + c?

2 2 2
b + (a +c)2

5 Vb%(a? + c?) = |b|\/a? + c?

No entanto, lembre-se que |x| > x,Vx € R pelo Lema 2.6 e por vx >
0,Vx € R*, pela ultima observacéo do capitulo 2,

lalv b? + c? = ay/ b? + c?
|bl\a? + c? = by a? + c?

Dessa maneira, temos entao:

a? + (b? + c?) 5 5 "
> >avb2+c2 e a?+b%+c?>2ab?+c?

b?% + (a? + ¢?)
5 > byJa?+c?2 @ a?+ b% +c? > 2b\Ja? + c?
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Somando ambas as desigualdades acima, obtemos:

2a? + 2b% + 2¢? > 2ay/b% + c% + 2by/a? + c2
Donde, dividindo-se por 2 ambos os lados, obtemos a desigualdade

desejada:

a? + b% +c? 2 ayb? + c? + bya? + c?

9. Prove que, para todo inteiro n > 1, tem-se

'<(n+1)"

Solucéo:

Perceba inicialmente que € bem possivel que seja complicado utilizar
diretamente alguma das desigualdades que vimos anteriormente, jA que mudando n
mudamos tanto o argumento como o expoente no lado direito da desigualdade. Assim
temos que ser espertos com o que iremos utilizar.

Para tal, lembrando-se das propriedades do logaritmo natural, temos que:

In(a) + In(b) = In(ab),Va,b € R*
In(a®) = kin(a),Va € R, Vk € R

Com isso em mente, olhando para a funcdo f(x) = In(x),x € R*, temos
que f'(x) =§ e f'"(x) = —xiz < 0,vx € R*, assim, a funcdo f é cbdncava, donde
podemos aplicar a desigualdade de Jensen para aa; =1,a, =2,..,a,=net; =

1
ty ==ty ="

Como n > 0, temos e pelas propriedades anteriores, temos:

In(1-2-...-n) =In(n!) <nln (1 rat ...+n) = nln<w> = nln<n+ 1)

n 2n 2
n+ 1\"
=ln( 5 ) (D

Assim, como a funcdo exponencial g(x) = e* é crescente, isto €, sea < b

temos que e < e?, por (1) e esse fato, temos:

n n n
1) = eln(n) < eln(nTH) onl < (n-; 1)

In(n!) <lIn (n +
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Devido a funcédo exponencial ser a inversa da funcéo logaritmo natural, o

resultado segue como desejado.

10. (Roménia) Sejam x4, x5, ..., x, € R* tais que x; + x, + --- + x,, = x,,41. Prove que:
V1 Gepar — %1) + 2 (s — x2) + -+ Vo (s — %)

= \/xn+1(xn+1 - xl) + xn+1(xn+1 - xz) + et xn+1(xn+1 - xn)-

Solucgéo:
Chamando-se y; = x,,1 — x; > 0 e aplicando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz para a; = xy,a; =Xz, o, @y = 20, by = \[y1,b; = \[y2, . by = \Jyn , j&
que temos x; > 0ey; > 0,Vi € {1,2,...,n}, obtemos entao:
(\/ X1Y1 X2y, + 0ty xnyn)z
2 2 2 2 2 2
< (o) + () + -+ (x) ) () + () ++ () ) =

=@ +x++x )1ty V) =X O F Y o+ )
Dai, como ambos os lados séo positivos, temos entao:

VXYL T X2V o XY S Va1 +yz + o+ y) ©

< \/xl(xn+1 —x1) + \/xz(xn+1 —X3) + -+ \/xn(xn+1 — Xp)

< \/xn+1(xn+1 - xl) + xn+1(xn+1 - xz) + et xn+1(xn+1 - xn)

Que é a exata desigualdade que queriamos.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho teve como objetivo aprofundar o estudo sobre desigualdades,
demonstrando-se primeiramente teoremas, propriedades e lemas de corpo e ordem
dos nameros Reais.

De posse desses resultados, fizemos uso deles nas demonstracbes das
desigualdades elementares aqui apresentadas e partimos para sua aplicacdo em
problemas olimpicos, mostrando que, em alguns casos, podemos fazer uso de
diferentes desigualdades para resolver o0 mesmo problema, onde a criatividade é
fundamental na solucéo.

Por fim, espero que este trabalho sirva como ferramenta pedagoégica para
alunos e professores, de modo que possam se aprofundar nos estudos sobre

desigualdades e seu uso em diversos problemas olimpicos.
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APENDICE A — FUNCAO QUADRATICA

Baseando-se nas ideias de (IEZZI, 2013), vamos deduzir alguns resultados sobre

funcBes quadraticas, principalmente sobre a existéncia de raizes:

Definicdo: Uma fungéo f: R — R & chamada de fungéo quadratica quando sua lei é
da forma f(x) = ax? + bx + ¢, onde a,b,c € Re a # 0. Uma raiz de tal funcdo é um
certo k € Rtal que f(k) = ak? + bk + ¢ = 0.

Vamos, dessa maneira, analisar o formato da funcéo para encontrar suas
raizes:

f(x) =ax?>+bx+c

Como a # 0, podemos reescrever essa lei como:

flx) = a<x2 +§x+§>

Dessa forma, vamos completar quadrados dentro dos parénteses:

) = afx? 422 LA (+b)2 b? — 4ac
fx)=alx 2a" T30z 2a2 T q) T \\F T2, 4q?

Assim, chamando-se A = b? — 4ac, temos que:

(e -2)

Assim, temos 3 casos a considerar:

1°Caso: A>0

Nessa situacdo, existe +A€R* , donde, pelo produto notavel
m? —n? = (m + n)(m —n), temos:
) =alx+l VB, b VB
fx—axza 2ax2a 2a

O que é equivalente a termos:

() —b— VA —b+ VA
fx)=alx a X >a
Assim, temos entdo que f possui 2 raizes, as quais sao:
_—b—+A
a= 2a
—b + /A
Zy = ———

2a
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Além disso, se a > 0, temos que z; < z, € se a < 0, temos z; > z,, ja que
VA € R*.
Desse modo, temos f(x) = a(x — z;)(x — z,) e, além disso, temos alguns

casos a considerar:

Subcaso 1.1: x < z; < z,:

Assim, iremos ter entdo que z; —x >0 e z, —x > 0, ou seja, obtemos
(zy —x)(z, — x) > 0, 0 que é equivalente atermos (x — z;)(x — z,) > 0. Assim, o sinal
de f(x) depende de a, isto é, se a > 0, teremos que f(x) > 0 e se a < 0, temos entao
que f(x) < 0. Observe que ndo precisamos nNOs preocupar com a posicao relativa das
raizes quando a < 0, jA que, de qualquer modo, teremos que x serd menor que

ambas.

Subcaso0 1.2: z; <x < z,

Nesta situacdo, temos que x —z; >0 e x — z, < 0, donde deduzimos,
portanto, que (x — z;)(x — z,) < 0, assim, o sinal de f sera o sinal “contrario” ao sinal
de a, isto €, se a > 0, entdo f(x) < 0 e se a < 0, temos que f(x) > 0. Analogamente
ao caso anterior, ndo precisamos nos preocupar com as posicoes relativas das raizes,
que se invertem quando a < 0, se sabemos que x esta entre elas, o resultado seguira

do mesmo modo.

Subcaso0 1.3:z;, <z, <x

Neste caso, deduzimos que x—2z; >0 e x—2z, >0 e, assim, temos
(x —zy)(x — z,) > 0, e este subcaso se reduz ao subcaso 1.1.

Perceba que quando x = z; ou x = z,, temos entdo que f(x) = 0, j& que
tais nUmeros sao as raizes da fungéo.

Portanto, em resumo, temos:
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12 Situacéao: a >0
f)>0ox<zy0uz,<x
fX) =0 x=2z,0ux =2z

f) <0z, <x<2z

22 Situacado: a < 0

fX) >0 2z, <x<z
fX) =0 x=2z,0ux =2z

f) <0 x<z0ouz <x

2°Caso: A=0

Nesse caso, temos que a fungéo f tem lei no seguinte formato:
2

b
f(x)=a (x + Z)
Assim, ela possui duas raizes iguais a:

b
2a

2
. b ~ ., . . .
Perceba assim que, como (x + Z) > 0, entdo a ird definir o sinal de f, isto

€, sea>0, teremos f(x) >0 e se a <0, obteremos f(x) < 0, assim, temos duas
situacoes:
12 Situacéo: a > 0

b
f(x)>0<:)x¢—%

f(x)=0<:)x=—%

f(x) < 0nédo ocorre.
22 Situacado: a < 0

f(x) > 0 ndo ocorre.

f(x)=0<:>x=—%

b
f(x)<0(:)x¢—%

3°Caso0: A<O0

Devido a essa circunstancia, vamos ter que:

flx) = a<<x+%)2 +4_TLA2>
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2
Como A< 0, entdo —A >0 e, por 4a? = (2a)?>0e (x +%) > 0, temos

entdo que necessariamente f ter& o mesmo sinal que a e ndo possui raiz, isto €,

temos entéo 2 situacoes:

12 Situacéao: a > 0
fx) >0 x€eR
f(x) = 0 ndo ocorre.
f(x) < 0ndo ocorre.
22 Situacado: a < 0
f(x) > 0nédo ocorre.
f(x) = 0nédo ocorre.

fx) <0 xeR

Desse modo, nds temos todas as situagfes analisadas cuidadosamente, e

elas nos dao um resultado bastante importante sobre fun¢des quadraticas:

Se f é uma funcdo quadratica tal que f(x) >0,vx € R, pelo que
deduzimos acima, isso obriga a termos A < 0, que é exatamente o que fora utilizado
para a prova da Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Além disso, se f(x) > 0,Vx € R,

entdo necessariamente temos que A < 0.
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APENDICE B — RESULTADOS DE CALCULO DIFERENCIAL

Para os resultados aqui apresentados, iremos nos basear nas sec¢oes 3.2,
3.3,39,72,73,7.4,75,7.7,7.10,9.1 € 9.2 de (GUIDORIZZI, 2001).

Dessa maneira, vamos as defini¢des:

Definicdo 1: Sejam X,Y c Re f: X - Y uma funcéo dada por y = f(x). Assim, vamos

dizer que lim f(x) = L € R se, e somente se, dado € > 0, existe § > 0 tal que, se x €
X—Xg

X, obtemos entdoque 0 < |x —xo| <6 = |f(x) —L| <¢

Essa defini¢cdo significa, de modo simples, que se dermos uma margem de
erro € > 0, conseguimos encontrar um valor § > 0 tal que, escolhendo qualquer x € X
de modo que sua distancia (em médulo) a x, seja menor que &, obrigamos que a
distancia de f(x) a L seja menor (em modulo) que . Caso ndo consigamos encontrar
6 > 0 para algum & > 0 escolhido, entdo ou L ndo € o limite de f quando x esta

préximo de x, ou o limite ndo existe.

A partir dessa definicdo, de manipulacdes algébricas e da Desigualdade
Triangular, pode-se provar as propriedades operatdrias de limites, cujas provas
podem ser encontradas na secéo 3.9 de (GUIDORIZZI, 2001):

Propriedades operatorias de limites: Dados k € R, lim f(x) =L e lim g(x) = M,
X—Xg X=X

temos:
(P1):
Jim FO+g@)=L+M= lim £(x) + lim g(x)
(P2):
lim kf(x) = kL =k lim f(x)
(P3):

lim £eg@) = 1M = (Jim £)(Jim 90)
(P4): Se M # 0, temos:
foo L Jmfe

X—Xg

1m = = <
-xog(x) M ggrgog(x)
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Com tais propriedades em maos, vamos agora para a definicdo de

derivada:

Definigdo: Definimos a fungéo f': X' - R, chamada “derivada de f” ou “f linha”, em
que X' c X sendo dada por
von g S W) = f(x)
F60 = lim =
quando o limite a direita existe e € um numero real. Dizemos que f €

derivavel quando X' = X, isto é, quando f é derivavel em todo ponto de seu dominio.

Com tal definicéo e diversos resultados sobre limites, pode-se provar todas
as seguintes derivadas, as quais estdo devidamente provadas em (GUIDORIZZI,
2001):

Derivada de f(x) = x™:

f1(x) = nx"1
Derivada de f(x) = e*:
fl(x) =e*
Derivada de f(x) = In(x):
1
f'x) = o

Derivada de f(x) = sen(x):
f'(x) = cos(x)
Derivada de f(x) = cos(x):
f'(x) = —sen(x)
Regra da cadeia: Sejam y = f(x) e x = g(t) duas fun¢bes derivaveis em que a
imagem de g estd no dominio de f. Entdo se h(t) = f(g(t)), é valido o seguinte

resultado:

h@®) = f'(g®)g'®

Vamos falar agora das propriedades operatdrias de derivadas:

Propriedades operatérias de derivadas:
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Se f e g sdo funcdes definidas em X c R, tendo-se X’ como dominio das
suas derivadas, e dado k € R definimos as fungbes f + g, kf, fg e g da seguinte

maneira:
F+9) =fx)+g9x)
(kf)(x) = kf (x)
(Fox) =f(x) - gx)

f) f(x)
—)(x) =——,onde g(x) #0
(5) @ =255 onde g )

Desse modo, com tais definicbes em mente, podemos falar das regras
operatorias de derivadas:

(P1):
F+9))=f"(x)+g'x)
(P2):
(kf)'(x) = kf'(x)

(P3):

(fg)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g' (x)
(P4):

([ > ) = fglx) - f gx)g’(x)

g (9())

As provas de todas essas propriedades podem ser encontradas na Sec¢ao
7.7 de (GUIDORIZZI, 2001).

Por fim, o dltimo resultado necessério para este trabalho € o seguinte sobre
derivadas:
Crescimento e decrescimento em intervalos: Se f € derivavel num intervalo aberto
1, temos que:

1) Se f'(x) = 0,Vx € 1, entdo f é crescente em |

2) Se f'(x) <0,vx €1, entdo f é decrescente em |

Tal resultado é provado na sec¢ao 9.2 de (GUIDORIZZI, 2001) utilizando-se

resultados das sec¢fes 3.2 e 9.1, juntamente com o que fora citado anteriormente.



