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“A experiéncia ndo permite nunca atingir a
certeza absoluta. Nao devemos procurar

obter mais que uma probabilidade.”

(Bertrand Russell)



RESUMO

Esse trabalho tem por finalidade exibir um rol de problemas (e suas resolucdes),
conceitos e aplicacdes de probabilidade que envolvem as noc¢des geométricas de
comprimento, area e volume. Mostraremos as definicdes de Probabilidade Geométrica
e as estratégias utilizadas na resolucdo de problemas em R,R? e R3. Também
abordaremos aplicacdes da Probabilidade Geométrica tais como: o problema do
macarrao, o paradoxo de Bertrand, o problema da agulha de Buffon, a estimativa do
namero r, medidas de bacias hidrogréficas e o jogo dos discos, que conduzem a uma
visdo mais ampla e geométrica da probabilidade, sendo um diferencial no estudo
desse relevante conteudo. Desejamos divulgar e contribuir com um material que
auxilie estudantes interessados em probabilidade geométrica, tendo em vista que,
esse conteudo é pouco abordado no ensino basico e superior.

Palavras-chave: Probabilidade Geométrica; Problemas; Aplicacdes.



ABSTRACT

This work aims to display a list of problems (and their resolutions), concepts and
applications of probability that involve the geometric notions of length, area and
volume. We will show the definitions of Geometric Probability and the strategies used
in solving problems in R,R? and R3. We will also address applications of Geometric
Probability such as: the Buffon’s noodle problem, Bertrand's paradox, Buffon's needle
problem, estimating the number =, watershed measurements and the game of discs,
which lead to a broader and more comprehensive view geometric probability, being a
differential in the study of this relevant content. We desire to disseminate and
contribute with material that helps students interested in geometric probability,

considering that this content is rarely addressed in basic and higher education.

Keywords: Geometric Probability; Problems; Applicat
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1 INTRODUCAO

O estudo da Teoria das Probabilidades é de fundamental importancia no
ensino basico, visto que a probabilidade assume papel importante no desenvolvimento
de vérias areas, como: analise genética (medicina), no controle de qualidade de uma
producao industrial (engenharia), na avaliacdo de variedades de plantas (agricultura),
na previsdo de riscos em investimentos financeiros (economia), nas previsdes
meteoroldgicas, e até mesmo, em estudos estaticos do comportamento humano.

Mesmo diante de todos esses exemplos de aplicacGes e utilizacdo da
probabilidade, o estudo desse ramo da matematica no ensino basico esta fadado ao
ensino e aprendizagem de conceitos e definicbes da probabilidade classica (ou
discreta) para auxiliar na resolucdo de problemas associados a métodos de contagem,
geralmente envolvendo moedas, cartas, dados, entre outros. Problemas estes que,
apresentam espacos amostrais/eventos finitos e igualmente provaveis, podendo ser
representados por numeros inteiros. A utilizacdo, quase que exclusiva, da
probabilidade classica no ensino basico também ocorre pela falta de conhecimento de
outras areas da probabilidade que abordem problemas que véo além dos métodos de
contagem. No estudo da Teoria das Probabilidades podemos nos deparar com
problemas que ndo se enquadram na probabilidade classica (ou discreta). Por
exemplo, se X € um numero real aleatério entre 0 e 3. Qual a probabilidade de X estar
mais proximo de 0 que de 1? Se um alvo circular € formado por dois discos
concéntricos, o disco maior possui raio igual a 20 cm e o menor 10 cm. Qual a
probabilidade de, ao lancar um dardo, de acertar o disco menor? Se trés amigos
escolhem, cada um, um nimero real entre 0 e 1. Qual a probabilidade de que a soma
dos quadrados desses nimeros ndo seja maior que 1?

Nos problemas, como os citados acima, aparecem naturalmente conjuntos
infinitos de resultados equiprovaveis que, podem assumir qualquer valor em um
intervalo real, portanto estamos diante de problemas que envolvem espacos infinitos
de probabilidade. Quando nos deparamos com tais espacos infinitos estamos
abordando a probabilidade continua. Para ilustrar melhor a discusséo, vejamos a

seguir o famoso problema do macarrao.
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1.1 O Problema do Macarrao

“Um macarrdo cai no chao e se parte, de forma aleatéria, em trés pedacos.
Qual a probabilidade de os trés pedacos formarem os lados de um tridngulo?”

Tomando um segmento AB de comprimento unitario. Dividindo esse
segmento unitario em trés partes de modo que, AP =x, PQ=y e QB=1—x—y,
temos que a todas formas de se obter um tridngulo € dado por um par ordenado (x, y),
onde x>0, y>0e 1—x—y>0, pertencente a uma regido limitada do plano

cartesiano.

Figura 1: Segmento unitério AB.

A g P y Ql-z—yB
L & &

Fonte: Elaborada pelo autor.

Do fato de x >0,y >0 e x+y < 1, temos uma regido triangular como

mostra na figura abaixo.

Figura 2: Equacédo daretax +y = 1.

0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pela desigualdade triangular € possivel que o0s seguimentos de

comprimento x, y e 1 — x — y formem um triangulo se, e somente se:

Dx<y+1l—-x-—y :>x<%
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Ny<x+1l—x-y :>y<%

iii)1—x—y<x+y:>x+y>%

Dai, teremos que os pares ordenados (x,y), que satisfazem as condi¢bes

da desigualdade triangular, ou seja, formam um triangulo, pertencem a uma regiao

triangular delimitada por x < % y < % ex+y> % como mostra a figura abaixo.

Figura 3: Triangulos formados.

0 1 1
2

Fonte: Elaborada pelo autor.

P~ . , . . 1 - f~
A regido triangular ter4 area igual a " da area da regido total. Logo,
probabilidade de um macarrdo cair no chdo, se partir em trés pedacos de forma
, . ~ . ;1
aleatdria e os trés pedacos formar um triangulo é S ou 25%.

Podemos perceber que os conjuntos de pares ordenados (x,y) que
constituem o “numero de casos favoraveis” e “numero de casos possiveis”
apresentados na resolucdo do problema sédo conjuntos infinitos e ndo enumeraveis,
portanto, ndo podem ser contados e representados por nimeros inteiros. Assim, a
probabilidade pedida no problema do macarrdo ndo pode ser definida como a razao
entre casos favoraveis e casos possiveis, entretanto, pode-se calcular a probabilidade
por meio de consideracdes geométricas. E preciso utilizar conceitos e definicbes de
duas é&reas distintas da matematica na resolugdo do problema, a geometria e a

probabilidade. O que reforca a necessidade de abordar a probabilidade em uma
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perspectiva mais geomeétrica, de forma ampla, o que resulta também na ampliacdo do
conhecimento dos estudantes.

Portanto, conceitos, problemas e aplicagcdes de um ramo da probabilidade
que ndo é abordado no ensino bésico, a Probabilidade Geométrica, serédo

apresentados nos capitulos seguintes.
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2 CONCEITOS E PROBLEMAS

A Probabilidade Geométrica € um ramo da probabilidade em que € preciso
utilizar no¢cdes geométricas para a resolucao de problemas probabilisticos. Existem
muitos problemas simples e interessantes que podem motivar professores e alunos a
estudarem a probabilidade de forma mais ampla, problemas com espacos infinitos de
probabilidade, que envolvem valores continuos para eventos e espagos amostrais.
Além disso, abordar a Probabilidade Geométrica no ensino basico pode ser uma
importante ferramenta na consolidacdo de aprendizagens geométricas e

probabilisticas.

Podemos nos deparar com as mais variadas no¢des geométricas na
resolucao de problemas de probabilidade geométricas, porém, as mais utilizadas sao
as noc¢Bes de comprimento, area e volume. Desse modo, apresentaremos a seguir um
rol de problemas e conceitos que envolvem essas trés nocdes geométricas

importantes para o célculo de probabilidades.

2.1 Problemas envolvendo comprimento

Definicdo de Probabilidade Geométrica em R.

Se P e Q sao pontos de uma linha de extremos A e B, admitamos que a
probabilidade de que um ponto da linha AB pertenca a linha PQ (contida em AB) é
proporcional ao comprimento de PQ e ndo depende da posi¢céo de dos pontos P e Q
sobre AB. Assim, selecionando um ponto de AB, a probabilidade de que ele pertenca

a PQ sera:

_ Comprimento PQ

Comprimento AB’

Figura 4: Representacéo em R.

A P @

S

Fonte: Elaborada pelo autor



18

Problema 1. Se X é um numero real aleatério entre 0 e 3. Qual a probabilidade de X

estar mais proximo de 0 que de 1?
A variavel X pode assumir infinitos valores, por isso iremos considerar o

intervalo de possibilidades para a escolha de X no intervalo [0, 3]. Note que X estara

mais proximo de O que 1 se X < % desse modo, a probabilidade é dada por

_ Comprimento do intervaloonde 0 < X < 1/2 1/2 1 170
Comprimento do intervaloonde0 < X <3 3 6 - o

Problema 2. Seja B um ponto escolhido ao acaso sobre um segmento 0A de

comprimento L. Qual a probabilidade de que o comprimento do menor dos segmentos
OB e BA seja superior a é ?

Consideremos os pontos X,Y € 04, onde O0X = XY =YA = g Os casos
favoraveis sdo aqueles em que ponto B é interior ao segmento XY (figura 5), visto que,

min{OB, BA} > g

Figura 5: Seguimento 04 de comprimento L.

— — — (—g—)
O X B Y A
[ L o . .
¢ L >

Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, a probabilidade pedida é dada por:

=~ ool =

XY
P:::
0OA

Problema 3. Seja M o ponto médio de um segmento. C é escolhido aleatoriamente

em AM e D é escolhido aleatoriamente em MB, qual a probabilidade de que CD <

AB?

I
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Considerando, na reta AB, um sistema de coordenadas de modo que a

coordenada de A seja0 e ade B seja 1. Sendo x e y, respectivamente, as coordenadas

deCeD.

Figura 6: Segmento de reta.

A C M D B
.
1

» » * *
0 = Y

Fonte: Elaborada pelo autor.
Ent&o, temos que

0<x<zes<y<L

Assim, conclui-se que o conjunto de pares ordenados (x,y), que

satisfazem as condicGes acima mostradas, pertencem ao quadrado EFGH.

Figura 7: Quadrado EFGH representado no plano cartesiano.

YA
F(0,1) G(5,1)
1 1 1
E(0, 5) H(5»3)
|
|
|
| -
0 1 T
2

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como CD =y —x e AB = 1, os casos favoraveis, ou seja, que CD < i AB

, . i~ 1
é equivalente a regido formada pory — x < "
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Figura 8: Regido formada pory —x < i.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Representando a intersecéo das figuras 7 e 8, temos que

Figura 9: Intersecéo das figuras 7 e 8.

/o

Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, a probabilidade pedida sera

. 1/1_1
_ Areadotriangulo JH 7 (Z X Z) B
~ Area do quadrado EFGH B (1)2 -8

—_

2
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2.2 Problemas envolvendo areas

Definicdo de Probabilidade Geométrica em RZ2.

Considere que uma regiao A do plano contém a regido B do plano, como
na figura 10. E razoavel admitir que a probabilidade de um ponto de A também
pertencer a B, é proporcional a area de B e nao depende da posi¢cdo que B ocupa em
A. Portanto, selecionando ao acaso um ponto em A, a probabilidade de que ele

pertenca a B sera

Area de B
Areade A

Figura 10: Representagdo em R2.

A

Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 4. Um alvo circular é formado por dois discos concéntricos, o disco maior
possui raio igual a 20 cm e o menor 10 cm. Qual a probabilidade de, ao lancar um
dardo, de acertar o disco menor?

O disco menor possui area igual a 7. 102 = 100w cm?. O disco maior, que
contém o disco menor e o anel externo possui area igual a . 20% = 400w cm?. Logo,

a probabilidade de acertar o disco central sera

_100m 1 S50y
T 400m 3 7

Problema 5. Entre 10h e 11h da manha um 6nibus para na parada de 6nibus e espera
5 minutos antes de partir. Uma pessoa ao chegar no ponto de onibus espera 20
minutos antes de ir embora. Qual a probabilidade de a pessoa pegar o 6nibus?
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Sendo x o tempo de chegada do 6nibus e y o tempo da chegada da pessoa
na parada de Onibus, e representando o sistema de coordenadas (x,y) no plano
cartesiano temos a regido OPQR, indicada a abaixo, representando todas as

possibilidades para os pares ordenados (x, y).

Figura 11: Regido OPQR representada no plano cartesiano.
(Chegada da pessoa)
v

R Q
60
(11h)
0 P
o
0 60 =
(10h) (11h) (Chegada do dnibus)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Conforme o tempo de espera de ambos na parada de 6nibus, para que a
pessoa possa pegar o 6nibus o intervalo de tempo entre a chegada da pessoa e do
Onibus deve obedecer as seguintes condicdes:

i) A diferenca entre o tempo de chegada do 6nibus e da pessoa tem que
ser menor ou igual a 20 minutos, ou seja, x — y < 20.

i) A diferenca entre o tempo de chegada da pessoa e do 6nibus tem que
ser menor ou igual a 5 minutos, ou seja, y — x < 5.

Dessas condigdes, concluimos que os pares ordenados (x,y) que
respondem aos tempos de chegada para 0s quais a pessoa pega o dnibus pertencem

a regido do hexagono cinza conforme a figura a seguir:
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Figura 12: Hexagono cinza representada no plano cartesiano.

y A (Chegada da pessoa) 45
60 R y=x—20
5 YO P
— -
/] 20 60 =
(Chegada da dnibus)

Fonte: Elaborada pelo autor.

A regido OPQR tem area 60 x 60 = 3600. E a area interna a regido OPQR e
externa ao hexagono é composta por dois triangulos retangulos isdsceles. Assim a
area do hexagono é 3600 — (40% + 55%)/2 = 1287,5. Logo, a probabilidade de a

pessoa pegar 6nibus é dada por:

Area do hexagono  1287,5

= — = = 0,3576 = 35,76%.
Area daregiio OPQR 3600 0

Problema 6. (AFA). Um ponto é selecionado aleatoriamente em um tridngulo
equilatero de lado [ = 3. Qual probabilidade de a distancia desse ponto a qualquer
vértice ser maior do que 1?

O ponto selecionado deve pertencer a regido em branco do triangulo
equilatero (figura 13), visto que, todos 0s pontos pertencentes aos setores circulares

(regides cinzas) estdo a distancia 1 dos vértices do triangulo.
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Figura 13: Triangulo equilatero de lado igual a 3.

€ ===
1

Fonte: Elaborada pelo autor.

 2V3 _ 32y3

A area do triangulo equilatero - . E a &rea da regido em branco é

dada pela diferenca entre area do triangulo equilatero e a area dos trés setores
circulares. Como o triangulo é isésceles, o setor circular tem angulo igual a 60 graus

e raio 1, portanto, a area dos trés setores circulares corresponde a area de um

m1?

. . L R2 . , ‘n
semicirculo de raio 1, que € igual a "T === g Assim, a area da regido em branco

& 323w _ 9V3-2m

4 2

distancia maior que 1 dos vértices do triangulo é:

. Logo, a probabilidade de o ponto selecionado, ao acaso, estar a

. 9v3 — 2
Area da regidao em branco -z 213
P = - — — = =1—-——~0,5971 =59,71%.
Area do triangulo equilatero 93 27
4

Problema 7. Um ponto M é selecionado ao acaso no interior de um circulo C, de raio
2 e centro O. Em seguida, constréi-se um quadrado também centrado em O, que tem
M como ponto médio de um de seus lados. Calcule a probabilidade de que o quadrado
assim construido esteja inteiramente contido no circulo C.

Vejamos que o fato do quadrado esta contido no circulo depende
exclusivamente da distancia de O e M. A figura abaixo ilustra trés possiveis escolhas,

dentre infinitas, para o ponto M.
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Figural4: llustracdo das possiveis escolhas do ponto M.

(i) (i)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na figura (i) e (ii) temos casos favoraveis, ou seja, em que o quadrado esté
totalmente contido no circulo C, enquanto na figura (iii), temos uma situacao
desfavoravel. Observe que na figura (ii) a distancia de M a O é maior possivel, visto
gue, os vértices do quadrado estdo sobre a borda do circulo.

Na figura (ii), seja [ a medida do lado do quadrado. Temos entdo, que a

medida de OM = [/2 e que a diagonal do quadrado mede [v/2. Desse modo, temos

que a diagonal do quadrado € igual ao diametro do circulo C, logo, mede 4. Entéo,
W2=4=1=2V2=0M=+2.

Assim, os casos favoraveis sao aqueles em que M se encontra dentro do

disco de raio r = v/2 e centro 0. Portanto, a probabilidade desejada é dada por:

Area do circulo de raio igual a2 n(2)? 2n 1
P = — p = > = == 50%
Area do circulo C T2 4T 2

Problema 8. Considere, no plano cartesiano, o pentdgono ABCDE, de vértices
A(0,2),B(4,0),C(2r + 1,0),D(2m + 1,4) e E(0,4). Escolhendo aleatoriamente um ponto
P no interior desse pentagono, qual a probabilidade de que o angulo APB seja obtuso?

Para que o angulo APB seja obtuso, o ponto P deve ser escolhido de modo
a pertencer ao interior do semicirculo de diametro AB, contido no pentagono
ABCDE (figura 15).
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Figura 15: Pentagono ABCDE representado no plano cartesiano.

E D
4@ $

B C

& -

0 2 4 6 8 (x)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, como a area do semicirculo de didametro AB é dada por:

2

1 dyp
Ssomi =37 ()
2
1 V22 + 42
— Ssemi = E LTT. T
1 20
= Ssemi = EET
5t
= Ssemi u.a

e a area pentagono ABCDE é igual a:

4.2
Spenta = 4. (2m +1) ===

= Spenta = 8T U. Q.

Logo, a probabilidade pedida é:

5w

Area do semicirculo de diAmetro AB > 5
= === _6 = 0,3125 = 31,25%.

Area do pentagono ABCDE 8r 1
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2.3 Problemas envolvendo volumes

Definicdo de Probabilidade Geométrica em R3.

Se o volume B de um sélido qualquer esté contido no volume 4, de um outro
sélido, como na Figura 16, podemos admitir que a probabilidade de que um ponto do
volume de corpo A pertenca ao volume do corpo B € proporcional ao volume de B e
nao depende da posicdo que B ocupa em A. Portanto, selecionando ao acaso um

ponto de A, a probabilidade deste ponto pertencer a B, sera:

_ Volume de B
" Volumede A’

Figura 16: Representacdo no R3.

=

Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 9. Trés amigos escolhem, cada um, um numero real entre 0 e 1. Qual a
probabilidade de que a soma dos quadrados desses numeros nao seja maior que 1?
Sejam x, y, z tais nimeros, temos que x,y,z € [0,1], logo a escolha x,y, z
representa um ponto no cubo de lado igual a 1.
Comox? +y%2+z2<1ex,y,z=>0,arestricdo é equivalente a pedir que a
escolha seja feita em um octante da bola unitaria, assim, como o volume do cubo

s , s ;1 4 .
unitario ¢ 13 = 1 e um octante da bola unitaria é ST 13 = g temos a seguinte

probabilidade:

/6
P = T = = 52%

ol _
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Problema 10. Sejam € um cubo de aresta a, sejam ¢,, &,, respectivamente, a esfera

circunscrita e a esfera inscrita a C, e seja P um ponto qualquer no espago.

Figura 17: Esfera C circunscrita e inscrita no cubo de aresta a.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A) Se P € C qual é a probabilidade de que P € &,?
B) Se P € ¢, qual é a probabilidade de que P € C?

C) Se P € ¢, qual é a probabilidade de que P € &,?

Seja P a probabilidade pedida em cada item, e ainda V.V, V,,
respectivamente, o volume do cubo, da esfera circunscrita e da esfera inscrita, e sejam
11, Ty, Fespectivamente, o raio da esfera circunscrita e da esfera inscrita. Entdo, temos
que:

A) Sendor, = % probabilidade pedida € dada por:

v na

2_ 6 _T

p=—2="L_—"x052
Ve a® 6

B) Sendor, = aTﬁ probabilidade pedida é dada por:

Ve a3 22 2 037
it (a3Y a3 wE
3772

C) A probabilidade pedida sera dada por:
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Problema 11. Seja P um paralelepipedo de altura h e base quadrada de lado [ e seja
C o cone circular reto de altura h cuja base é o circulo inscrito na base de P. Tomando
aleatoriamente um ponto de P, qual é a probabilidade de que esse ponto pertenca a

Cc?

Figura 18: Cone circular reto inscrito na base do paralelepipedo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja P a probabilidade pedida. Seja r o raio da base do cone. Por hipotese
temosr = é Sejam V}, e I, respectivamente, os volumes do paralelepipedo e do cone.

Entéo, temos que:
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3 APLICACOES DA PROBABILIDADE GEOMETRICA

3.1 Paradoxo de Bertrand

Joseph Bertrand, um matematico francés, publicou em 1889, o livro Calcul
de probabilitiés, obra de referéncia para o desenvolvimento do tema. Nesse livro,
Bertrand analisa situacdes em que o espaco amostral de um determinado experimento
€ constituido por infinitos elementos e obtém alguns paradoxos muito interessantes.
Um dos problemas propostos no livro ficou muito conhecido por mostrar algumas
limitacbes da Probabilidade Classica. O problema é o Paradoxo de Bertrand, cujo o
enunciado € o seguinte:

“Escolhendo ao acaso uma corda de uma circunferéncia A de raio igual a r,
qual é a probabilidade de que ela seja maior que o lado do triangulo equilatero de lado

[ inscrito nessa circunferéncia?

Figura 19: Tridangulo equilatero inscrito na circunferéncia de centro O e raio r.

A
A P

B C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Esse problema ficou conhecido como um paradoxo, mas, ndo ha paradoxo
algum se analisarmos rigorosamente as diferentes solu¢cées para o mesmo. O que
ocorre € que o “paradoxo” € passivel de diferentes interpretacdes, em que cada uma
delas se diferencia pelo modo como a corda € escolhida, assim nos deparamos com
espacos amostrais diferentes para cada uma das interpretacdes, gerando, portanto,

trés solucdes distintas e aparentemente validas.
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3.1.1 Solucdes para o paradoxo de Bertrand

Vejamos as solucdes a seguir:
1) Tomando um ponto P dentro da circunferéncia e o ligamos ao centro
através de um seguimento de reta. A corda é tracada nesse ponto de forma a ser

perpendicular ao segmento como mostra a figura a seguir.

Figura 20: Corda AB perpendicular a OP na circunferéncia de centro O.

A

N

B

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quando OP = g temos que a corda coincide com um dos lados do tridngulo

equilatero, logo, para que possamos tracar as cordas desejadas o seguimento OP

deve ser menor que g ou seja, o0 ponto P tem que ser interior ao circulo de centro 0 e
raio igual a g Dai, temos que a probabilidade de o ponto escolhido aleatoriamente no

circulo de raio r, também pertenca a circunferéncia de raio g € dado por:

R 7\?
_ Area do Circulo (0,r/2) T (7) 1
P(Cordas maiores que r\/§) = Area do Circulo (0.7) =z 7

2) A corda une dois pontos na circunferéncia, fixando uma extremidade e
escolhendo, ao acaso, o outro extremo na circunferéncia. Como os casos favoraveis
s&o as cordas maiores que rv3, entdo, podemos tomar os vértices do triangulo
equilatero, que dividem a circunferéncia em trés arcos iguais, e fixarmos o vértice A

como uma das extremidades da corda e escolhermos, ao acaso, a outra extremidade
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da corda. Os pontos a serem escolhidos de modo que a corda seja maior que r/3

pertencem a arco BC na circunferéncia. Vejamos na figura a seguir:

Figura 21: Corda AP na circunferéncia de centro O.

A
Py
B C
Py
Fonte: Elaborada pelo autor.
Portanto, temos que:
— 2
Medida do Arco BC 3nr

P(C ordas maiores que r\/§) =

Comprimento da Circuferencia  2nr

1

§.

3) A corda é tracada escolhendo um ponto, ao acaso, em um dos raios da

circunferéncia e por esse ponto é tracada uma perpendicular. O raio utilizado é

irrelevante e o procedimento aleatorio € equivalente a sortear um ponto ao acaso em

um intervalo [0, r]. Vejamos a figura a seguir:

Figura 22: Raio OP na circunferéncia de centro O.

A

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Se o ponto escolhido, ao acaso, for o pronto médio do raio OP = r, entdo a

perpendicular ao raio tragada por esse ponto é igual rv/3, ou seja, coincide com o lado

de um tridngulo equilatero inscrito na circunferéncia. Dai, temos que para obtermos
as cordas maiores /3, o ponto escolhido pertencente ao raio, também deve pertencer

ao seguimento de reta OM que € igual a g Logo, concluimos que:

T
Medidade OM 7
P(Cordas maiores que rV3) = odide de 55 = %

As respostas apresentadas acima, aparentemente paradoxais, nos levam
a refletir sobre as diferentes interpretacées da frase “escolhida ao acaso”. Para
responder a pergunta sobre qual das trés solu¢des esta correta, € necessario tornar
mais preciso o enunciado do problema de modo a evitar varias interpretacdes, ou seja,
0 enunciado precisa conter a descri¢cao precisa do procedimento a ser realizado, caso
contrario, o termo “escolhida ao acaso” fica com significado muito vago, o que é

comum no caso das probabilidades geométricas.
3.2 Problema da agulha de Buffon

O matematico e naturalista francés George-Louis Leclerc, o Conde de
Buffon, em 1733, no século XVIII, submeteu a Acedémie Royale des Sciences um
artigo no qual constava, entre outros problemas, um problema que envolvia geometria
e probabilidade, que ficou conhecido como o problema da agulha de Buffon. Esse
problema ficou muito famoso e € muito relevante pelo fato de que sua resolucéo
representa um dos primeiros registros de estudo sobre tema abordado nesse texto -
a probabilidade geométrica.

O problema consiste na seguinte indagacéo: considere um plano marcado
por retas paralelas equidistantes entre si. A distancia entre uma reta e outra mede d
e que uma agulha de comprimento h e de espessura desprezivel sera lancada
aleatoriamente sobre esse plano. Qual é a probabilidade de a agulha cruzar uma das

retas do plano?
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Para resolucdo do problema temos que considerar o comprimento da
agulha (h) em relacéo a distancia (d) entre as retas paralelas no plano. Logo, teremos
dois casos a considerar:

Caso 1: Comprimento da agulha é menor ou igual a distancia entre as retas paralelas
no plano, ou seja, h <d.

Caso 2: Comprimento da agulha € maior ou igual a distancia entre as retas paralelas
no plano, ou seja, h > d.

Resolucgéo do caso 1: Considere inicialmente h < d, ou seja, que as distancias entre
retas paralelas no plano sejam no maximo iguais ao comprimento da agulha. Para
analisarmos se a agulha, ao ser lancada, cruzara ou ndo, uma das retas do plano,
temos que considerar o angulo 6 formado pela extremidade inferior da agulha e as
retas do plano e y a distancia entre a extremidade inferior da agulha e a reta

imediatamente superior a essa extremidade.

Figura 23: Agulha entre as retas paralelas no plano.

-~

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que € irrelevante o ponto da reta onde a agulha ira cruzar a reta,
ou seja, a agulha pode cruzar mais a direita, no meio ou mais a esquerda da reta, em
ambos os casos o0 célculo para encontrar a probabilidade s6 depende de dos
parametros y e 6.

Vejamos da figura 21 que y € [0,d], j& que, se a extremidade inferior da
agulha tocar a reta imediatamente superior, entdo, y = 0, por outro lado, se a
extremidade inferior da agulha toca a reta imediatamente inferior, entdo, y = d.
Observe ainda que, angulo 6 € [0,7]. Podemos desconsiderar para o calculo da
probabilidade o que ocorre quando 6 € [r, 2] , pois & semelhante ao que ocorre no

intervalo [0, ] e irrelevante para o calculo da probabilidade.
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Podemos concluir que todos os possiveis casos onde a agulha pode ser
lancada, ou seja, 0 espaco amostral, € o conjunto de todos os pares ordenados
0,9)eQ={R?/0<60<me0<y<d}. Representando esse espago amostral no

plano cartesiano temos a seguinte regiao:

Figura 24: Representagdo do espago amostral ().

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desse fato, temos que o espaco amostral do experimento € dado pela
area da regido retangular acima, logo, Q = nd.

Para os casos onde a agulha de fato cruzar uma das retas, ou seja, 0s
casos favoraveis, temos duas possibilidades, vejamos a figura a seguir:

Figura 25: Possibilidades de a agulha cruzar as retas paralelas.

hsen@

Fonte: Elaborada pelo autor.

1) Sey > hsen 6, entdo, a agulha ndo cruzara nenhuma das duas retas.
2) Se y < hsen 6, entdo, a agulha cruzara alguma das retas.
Abaixo da curva que € o grafico da funcdo y = h sen 0, estdo localizados

todas os pares ordenados (8, y), nos quais a agulha cruza uma das retas, portanto,
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0s casos favoraveis de probabilidade sdo dados pela area da regido S, conforme a

figura a sequir:

Figura 26: Representacéo da regido S no plano cartesiano.

y = h.senf

Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, a probabilidade de a agulha cruzar uma das retas, € dada por:

Areade S

P(S)= ——.
) Area de 1)

A area de S é calculada da seguinte forma:
S = fonhsen 0 dB = h[—cosO |F = —h (cosm — cos0) = (—h)(—2) = 2h
e sendo a area |Q| = nd, entao:

Areade S _ 2h

PS) = ———m =—.
() Areade ) md

Se h = d, temos que P(S) = 2; eseh= % ,entdo P(S) = %
Resolugcdo do caso 2: A probabilidade encontrada acima foi para o caso (h < d).
Podemos também encontrar a probabilidade de a agulha cruzar pelo menos uma das
retas paralelas no plano, para o caso em que a agulha tem comprimento maior que a

distancia entre as retas paralelas, ou seja, h > d.
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Para o caso em que h >d temos algumas situagdes a considerar no
cruzamento da agulha e as retas paralelas do plano. Consideremos 0s mesmos
parametros y e 8, assim como no caso em que h < d. Vejamos as posicdes relativas
da agulha com relacédo as retas paralelas:

1) Se y > h sen 6,entdo, a agulha ndo cruzard nenhuma das duas retas.

Figura 27: Agulha ndo cruzar as retas paralelas no plano.

hsen@

Fonte: Elaborada pelo autor.

2) Sey < hsenf <y +d, entdo, a agulha cruzard apenas uma reta.

Figura 28: Agulha cruzar uma reta paralela no plano.

hsen@

Fonte: Elaborada pelo autor.

Podemos perceber que para a agulha cruzar pelo menos uma reta no plano
€ preciso que y < hsen 8. Logo, podemos interpretar graficamente, que os pares
ordenados (8, y), que pertencem a ) e que estdo abaixo da curva que representa a

funcdo y = h sen 0 satisfaz a desigualdade y < h sen 6.
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Figura 29: Representacdo da regido S no plano cartesiano (h > d).

hl—— =7~ y = h.senf

0 Bl i3 ‘J'T—H:[TT 7]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe na figura 29 que, h sen 6, = d. Portanto, segue que sen 6; = %, e

VhZ—q? 1

- e 60, =sen” Realizando o célculo da

sl

consequentemente, cos 0; =

probabilidade pedida, temos que:

Area sombreada (S)

P(S) =

Area de 2
0
(m—6,—6)d+2[ "hsen8db
= P(S) = S Jy
d
— 26,)d + 2h [-cos@ |2
= P(S) = (m 1) [ ]o
d
— 26,)d — 2h 0, — 0
o P(S) = (m 1) [cos 6; — cos 0]
td
mtd — 26,d + 2h — 2h cos @
= P(S) = L !
d
2 _ g2
nd — 2dsen‘1%+2h—2hcos¥
= P(S) =

d

Assim, a probabilidade de a agulha cruzar pelo menos uma das retas no

plano, para o caso em que h = d, é:

nd — 2dsen™?! % + 2h — 2 cosVh? — d?
d '

P(S) =
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Para o caso particular em que h = d, temos:

nd — 2dsen 11 + 2d — 2 cos Vd? — d?

P(S) = —
nd—Zd%+2d
P(S) =
(S) —
T
nd—2d7+2d 2d 2
P(S) = =—=—
td nd T

Como j& haviamos calculado no caso 1.
3.2.1 Estimando o numero

Considerando o problema da agulha de Buffon para o caso em que o
comprimento h da agulha é menor ou igual a distancia d entre as retas paralelas da
superficie plana, podemos estimar empiricamente aproximacdes para o valor de ,
realizando um numero (N) grande o suficiente de langamentos de uma agulha e

contando o numero (n) de vezes que agulha cruza uma das relas paralelas do plano.

Vejamos que razao % € uma excelente aproximacao para o valor da P(A), portanto,
P(A) = % Pela “lei dos grandes numeros” se 0 experimento aleatorio de probabilidade

P(A), é repetido em ocasides independentes por diversas vezes, entdo a razao %

converge para P(A), quando o numero de repeticdes desse evento é absurdamente

grande, ou seja, quando o numero de repeti¢cdes tender ao infinito, temos que P(A) =

Allim % Como ja vimos anteriormente no caso 1, quando h = d, P(A4) = % portanto,

y n 2 n 2
—=— —=—
Nl—l;roloN T N =&

Logo, T = % para N suficientemente grande.



40

Ao longo da historia diversos experimentos para obter aproximacdes para

o valor de m utilizando o problema da agulha de Buffon foram realizados. Vejamos

alguns resultados desses experimentos na tabela seguinte:

Tabela 1: Aproximacédo de m com a Agulha de Buffon

Autor/ano Razédo | N°de lancamentos | N° de sucessos | Aproximagao
(l) (N) (n) ( _ 2Nh>
d ™= an
Wolf/1850 0,8 5000 2532 3,1596
Smith/1855 0,6 3204 1218,5 3,1553
De Morgan/1860 1,0 600 382,5 3,137
Fox/1864 0,75 1030 489 3,1595
Lazzerini/1901 0,83 3408 1808 3,1415929
Reina/1925 0,5419 2520 859 3,1795

Fonte: Adaptado de Tunala (1997).

Smith e De morgan consideravam meio sucesso 0S casosS em que nao
ficava bem definida a interse¢ao da agulha com a reta paralela.

Apesar dos resultados para as aproximacdes do ndamero m serem
fascinantes, essa aproximacao utilizando o método da agulha de Buffon ocorre de
forma muito lenta, sendo necessario um nimero muito grande de lancamentos para
se obter aproximacdo de algumas casas decimais corretas para o numero. Para
acelerar esse processo podem ser usados computadores e programas que simulam
muitos lancamentos em alguns minutos, sendo possivel constatar a veracidade do

experimento.

3.3 Generalizagdo do problema da agulha de Buffon e medidas de bacias
hidrograficas

Medir o comprimento total dos canais de escoamento de uma bacia
hidrografica pode demandar muito trabalho e tempo. A medida pode ser feita
utilizando um curvimetro, que € um instrumento utilizado para medir linhas curvas, por
exemplo, comprimento de rios e estradas em mapas. Porém, para que se tenha
precisdo nas medidas realizadas com o curvimetro deve-se ter pouca variagdo de

altitudes.
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A partir do problema da agulha de Buffon é possivel obter estimativas para
a medida do comprimento de forma relativamente simples e mais precisas em relacéo
a utilizacédo do curvimetro.

Se trocarmos a agulha do problema de Buffon por uma linha poligonal de
comprimento [, qualguer, ao langar um numero muito grande de vezes essa linha
poligonal entre as retas paralelas, a esperanca matematica,ou seja, 0 numero médio

de pontos de intersecédo da linha com as retas é:

21

A generalizacdo de Laplace para o problema da agulha de Buffon
transforma essa relacao para o caso de um plano dividido em retangulos de lados a e
b. Vejamos a seguir como iSso ocorre:

Considere um plano coberto por retangulos congruentes de lados ae b.
Uma agulha de comprimento [, onde [ € menor que os lados do retédngulo, é lancada
ao acaso. Qual a probabilidade da agulha néo cair inteiramente dentro de um dos

retangulos, ou seja, a probabilidade de agulha cruzar uma das linhas dos retangulos?

Figura 30: Retangulos congruentes no plano.
1 1L

[

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos considerar inicialmente o caso em que a agulha ndo cruza nenhum

dos lados dos retangulos.
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Figura 31: Agulha inteiramente dentro retangulo.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sejam 6 o angulo entre a agulha e um lado horizontal do retangulo, no
sentido anti-horario, x a distancia entre a extremidade inferior da agulha e o lado a do
retangulo imediatamente acima dessa extremidade e y a distancia da extremidade
inferior da agulha e o lado b do retangulo imediatamente a direita dessa extremidade.

Considerando e 0, x e y trés variaveis independentes, onde 0 < 0 < 7,0 <
x<be0<y<a. Temos que todos 0s casos possiveis em que a agulha pode se
encontrar apos o langamento, ou seja, 0 espago amostral 2, é composto pelos pontos
do paralelepipelo de dimensdes m,b € a e cujo volume é: Volume de Q = m.a.b,

conforme a figura abaixo.

Figura 32: Paralelepipelo de dimensdes =, b € a.

Yy

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os “casos favoraveis” para os quais a agulha nao cruze um dos lados do

retdngulo, serd a area do retangulo coberta pela extremidade inferior da agulha,
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considerando o angulo 8 constante e variando os parametros x e y. Para calcular essa
area iremos considerar 0s dois casos a seguir:

Casol:039<§

Figura 33: Regido coberta pela extremidade inferior da agulha (0 < 0 < g).

C————a=-=-==

l.senb

b—Il.senf

€ — —— —H—=>
= —— = = =)

a—l.cosf [.cosf

Fonte: Elaborada pelo autor.

Da figura anterior temos que a area coberta pela extremidade inferior da

agulha, que indicaremos por A(8), é:

A(0) = (a—1lcosB)(b —lsenB)

= A(8) = ab —alsenf — blcos O + [?> sen 6 cos O
2
= A(6) = ab —alsenf —blcos@+7sen29.

Casoz:gse<n

Figura 34: Regido coberta pela extremidade inferior da agulha (g <0< m).

- - == - ===

l.senf

b—l.senf

- —— = = =)

€ =—— (= — = = = = —_
—l.cosf® a -+ l.cosf

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Da figura anterior temos que A(6) é:

A(B) = (a+1lcosB)(b —lsenB)

= A(0) = ab —alsen + blcos @ — [? sen 6 cos 6

2
= A(0) = ab —alsenB + blcos O —Esenze.

Variando o angulo 6 de 0 a = teremos o so6lido contido no espaco amostral
Q, que é gerado pela extremidade inferior da agulha, onde esta n&o cruza um dos
lados do retangulo de lados a e b. O volume desse so6lido, ao qual denotaremos por
V), é:

Y
2 1?

V) = f (ab —alsenf — blcosO + 5 sen 29) deo
0

T lZ
+-];T (ab —alsen® + blcos 8 —isenZH) dae

2

19

12 2
=>V(0) = Iab@ + alcosf — blsenf — 7 oS 29]
0

lZ
+ Iab@ + alcos@ + blsen 8 + ZCOS 29]

3
2

T 2 2 2 T 2
:>V(9)=abE—bl+Z—al+z+abn—al+z—ab§—bl+Z

= V(0) = 1?2 — 2al — 2bl + mab.

Assim, a probabilidade de agulha ndo cruzar qualquer lado de retangulo é:

V(6) [? —2al — 2bl + mab _ 1+l2 —2l(a+b)

b= Volume de Q) - ab mab

Logo, a probabilidade de a agulha cruzar um dos lados do retangulo é dada

por:
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( lz—Zl(a+b)>
> P=1—-|1+
mab

2l(a + b) — I?
P =
mab

Lp_2a 2
" mab  mab Twab

O resultado acima é a probabilidade de a agulha cruzar o lado a ou b do

la 2lb

A . 2 , - ,
retangulo. Assim, temos que, —¢€a probabilidade de a agulha cruzar o lado a, — €

2
a probabilidade de a agulha cruzar o lado b e ﬁ € a probabilidade de agulha cruzar
os lados a e b simultaneamente.

A esperan¢a matematica para o caso da generalizacdo de Laplace nos diz

que:

E(N)=0.P(N=0)+1.P(N=1) + 2.P(N = 2)
= E(N)=P(N=1)+2.P(N =2)

onde, P(N = 0) é a probabilidade de agulha poligonal ndo cruzar lado algum do
retangulo, P(N = 1) é probabilidade da agulha poligonal cruzar um unico lado do
retdngulo e P(N = 2) é a probabilidade de agulha poligonal cruzar dois lados do

retangulo simultaneamente.
Portanto, temos que:

2la  21b 12

P(N=1)+P(N=2)= —ab +7Tab b

2
Como P(N =2) = ﬁ, segue que:

2la 2lb 17 12
nab + nab mab + mab
2la 2lb  2l(a+Db)
mab + mab  mab

P(IN=1)+2.P(N=2)=

SP(N=1)+2.P(N=2) =
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Logo,

2l(a + b)

E(N) = mab

Reescrevendo a expressao acima, obtemos o seguinte resultado:

__E(N).mab
~ 2(a+b)’

Portanto, com base no resultado obtido, para se calcular o comprimento
total (1) dos canais de escoamento de uma bacia hidrografica, podemos langar varias
vezes sobre o mapa da bacia hidrografica uma malha formando uma rede de
retangulos, com as distancias a e b previamente conhecidas, e determinarmos o valor
médio do niumero de pontos de cruzamentos obtidos. Assim, obtém-se, a estimativa

do comprimento total (1).
3.4 O Jogo dos Discos

Na Franca, no século XVIII, era muito comum ladrilhar pisos de castelos e
jardins. As criancas logo fizeram desses ladrilhos um grande tabuleiro e inventaram o
jogo dos discos, também conhecido como jogo do ladrilho. Uma pequena moeda era
lancada ao acaso em um chédo coberto por ladrilhos quadrados, em que o lado do
ladrilho quadrado era maior que o diametro da circunferéncia da moeda. As criancas
apostavam que a moeda cairia inteiramente dentro de um ladrilho ou que a moeda
cairia intersectando o lado de algum ladrilho.

Podemos encontrar a probabilidade de ganho do jogo dos discos, ou seja,
a probabilidade de uma moeda de cair inteiramente dentro de um ladrilho quadrado.
Antes, vale ressaltar que, o calculo da probabilidade depende do diametro do disco e
do tamanho do lado do ladrilho quadrado. Se o diametro do disco for maior que o lado
do ladrilho quadrado ndo teremos casos em que o disco caird inteiramente dentro do
guadrado e, consequentemente ndo poderemos calcular tal probabilidade.

Supondo um piso ladrilhado com quadrados de lado L.
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Figura 35: Representacéo dos ladrilhos quadrados de lado L.

A
Y

Fonte: Caetano, Paterlini (2013).

Seja d, d < L, o didmetro do disco (moeda) que serd lancado no piso
ladrilhado com quadrados de lado L. Considerando todos os casos em que um disco
pode ser langado, tocando ou ndo as bordas em um ladrilho quadrado, temos que o
centro desse disco gera um outro quadrado de lado L —d.

Figura 36: Representac¢éo dos langamentos do disco de diametro d.

 F——————— -

L |

Fonte: Caetano, Paterlini (2013).

Os casos em que o disco é langcado aleatoriamente e cai inteiramente
dentro do ladrilho quadrado, € equivalente aos casos em que o centro do disco cai no
interior do quadrado de lado L —d. Assim, podemos entender que lancar um disco
aleatoriamente no piso ladrilhado é o0 mesmo que lancar seu centro aleatoriamente.

Dessa forma, a probabilidade de o jogador ganhar é mesma probabilidade de um
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ponto, lancado aleatoriamente dentro do quadrado de lado L, cair dentro do quadrado

de lado L —d.
Portanto, a probabilidade de ganho do jogo é:

b Area do quadrado de lado L — d
~ Areado quadrado de lado L

L-d? 1, 2
P_L—Z_L_Zd —Zd+1.

Resolvendo a equacgéo P(d) = 2d2—-24+1 =P, obtemos qued =L(1+
L2 L

vP). Como,0<d <L, temosd = L(1—+/P). Note que P(0) =1,P(L)=0equed =
L € uma raiz dupla da funcéo. Assim, o gréfico de P(d) é parte de uma pardbola com

concavidade para cima e tangente ao eixo horizontal na abscissa d = L.

Figura 37: Grafico da funcgédo P(d) = ledz - %d +1.

14 F

0.8
0.6
0.4

0.2

(=]

Fonte: Caetano, Paterlini (2013).

A funcdo quadrética P(d)=Lizd2—%d+1, nos fornece uma forma

generalizada de calcular a probabilidade de um disco de diametro d, 0 <d <L,
lancado aleatoriamente, cair inteiramente no interior de um quadrado de lado L. Ou
ainda que, dada uma probabilidade P, encontramos o diametro do disco que resulta

na probabilidade P de ganhar no jogo dos discos.
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3.4.1 Piso com rejunte
A funcao de probabilidade P(d) nao considera a medida do rejunte utilizado

no piso, caso a medida do rejunte seja considerada, a probabilidade de ganhar o jogo

pode ser alterada.

Figura 38: Representacédo do piso com rejunte.

()

Fonte: Ludvig (2020).

Portanto, a funcdo de probabilidade nesse caso sera dada por:

L—d)?

p= L=
(L + 2e)?

Vemos que, o acréscimo da medida e do rejunte ao lado L do triangulo

aumenta 0s casos possiveis, logo, quanto maior valor de e, menor a probabilidade de

ganhar o jogo.
3.4.1 Variando os tipos de pisos
No jogo dos discos podemos utilizar variadas pavimentacdes de outros

tipos de pisos onde serdo lancados os discos. Por exemplo, podem ser utilizados

pavimentacgdes triangulares, hexagonais ou circulares.



Figura 39: Tipos de pisos.

Fonte: Caetano, Paterlini (2013).
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O

Utilizando a definicdo de probabilidade geométrica e procedendo de modo

semelhante ao caso do jogo dos discos em que se utiliza o piso quadriculado,

podemos encontrar as funcdes de probabilidade de cada um dos tipos de pisos citados

acima. Vejamos na tabela 2 as func¢des de probabilidade de acordo com o tipo de piso

utilizado.
Tabela 2: Funcéo de probabilidade conforme o tipo do piso utilizado.
Tipos de piso Funcao de probabilidade Figura
Triangular | p(d) = %rz — %r + 1, onde h é a altura
do triangulo maior e r o raio do disco.
P(d) = izd2 —1d+1, onde d é o
Hexagonal N h h ) .
diametro do disco e h é a apotema do
hexagono maior.
2_ 2 .
P(r) = ”(h+rzh+r) onde h é o raio do
Circular circulo maior e r é a diferenca entre o

circulo maior e o menor (disco).

Fonte: Adaptado de Ludvig (2020).
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3.4.1 Explorando o problema do jogo dos discos

A seqguir trataremos de situacbes problemas nos quais podemos

contextualizar e, na préatica, explorar todos os conceitos mostrados acima sobre o jogo
dos discos, utilizando valores exatos para a resolucdo do problema.
Situacdo problema 1. Considere que estudantes de uma escola irdo participar de
uma festa organizada na escola. Como estdo cursando a disciplina de
Empreendedorismo, foi solicitado pelo professor da disciplina que elaborassem uma
atividade para arrecadar fundos para arcar com as despesas da festa de conclusdo
do curso. Os estudantes observaram que um dos ambientes destinados ao evento
continha um piso ladrilhado com azulejos quadrados de 30 cm de lado. Entéo,
pensaram em construir discos de papeldo com um certo diametro d que seriam
comprados pelos convidados e jogados aleatoriamente no piso. O jogador recebera
um prémio se, ao langar o disco aleatoriamente, ele cair inteiramente dentro do
quadrado, ou seja, néo intersecta nenhum dos lados do quadrado. Foi decidido, em
consenso pelos estudantes que, a probabilidade de um jogador ganhar seria de 40%,
ou seja, 60% favoravel aos estudantes. Qual deve ser o diametro do disco para que a
probabilidade de ganhar o jogo seja de 40%?

O problema acima, pode ser uma excelente oportunidade de abordar a
probabilidade geométrica. Sua resolucdo pode ser feita de maneira experimental,
sugerindo aos estudantes que construam varios discos de diametros diferentes e que
realizem a mesma quantidade de langcamentos para cada um deles no piso ladrilhado,
afim de encontrar a probabilidade desejada. Pode-se ainda, explorar os conceitos
matematicos por traz do jogo dos discos realizando algumas perguntas aos
estudantes a respeito do jogo. Vejamos:

1) O gque acontece se o diametro do disco for maior ou igual a 30 cm?

Se o didmetro do disco for maior ou igual que 30 cm ninguém podera
vencer, 0 que torna o jogo inviavel nessas condi¢des. Portanto, o didmetro do disco
tem que ser menor que 30 cm, quanto menor o diametro do disco mais favoravel ao
jogador.

2) Considerando que os quadrados do piso tém lado L, qual a formula para o valor

de d que resulta numa probabilidade P para o jogador?
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Conforme o raciocinio ja desenvolvido anteriormente, pode-se chegar a
funcéo P(d) = ledz —%d +1,com0 <d < 30.

3) Qual deve ser o diametro do disco para que a probabilidade seja 40% favoravel ao
jogador e de 60% favoravel aos estudantes?

A probabilidade 60% favoravel ao jogador é equivalente a probabilidade
40% de o jogador ganhar. Sendo L =30 e P = 0,4 na funcdo P(d) = Lizal2 — %d +1,

com 0 < d < 30, temos que, d = 30 — 64/10 = 11,02 = 11 c¢m. Portanto, o didmetro do
disco p, tal que, a probabilidade é 40% favoravel ao jogador € aproximadamente
11 cm.
4) Se o disco for vendido por R$ 1,00, e considerando que se o jogador acertasse o
disco inteiramente dentro de um quadrado, ele receberia R$ 1,50 (R$ 1,00 como
devolucdo e mais R$ 2,00 como prémio). Qual serd, em média, o ganho dos
estudantes se 500 discos forem vendidos na festa?

O valor arrecadado com a venda dos discos é de R$ 500,00. Sabendo que

o0s jogadores tem 40% de chance de ganhar o jogo, temos que:

10 X 500 = 200
100 B

Portanto, o provavel valor da devolugédo é de 2 x 200 = 400,00. Logo, o
valor arrecadado € R$ 100,00.

Espera-se com as perguntas acima que os estudantes compreendam que:
se o diametro do disco for maior que o lado do ladrilho quadrado ninguém podera
vencer o jogo, pois em todos os casos o disco intersecta algum dos lados do quadrado;
que quanto menor o didmetro do disco maior a probabilidade de o jogador ganhar o
jogo; motivar os estudantes a deduzir a funcdo que estabelece uma relagéo, da
probabilidade de ganhar o jogo em funcéo do diametro do disco utilizado para o piso
com ladrilho quadrado de lado de 30 cm; utilizar a funcéo estabelecida para calcular
valor do didametro ideal do disco para que se tenha a probabilidade de ganho de 40%;
mostrar uma situacao de lucro com jogo dos discos em que os estudantes poderao
perceber a real utilidade de se desenvolver todos conceitos matematicos do visando

o favorecimento no jogo.
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Situacao problema 2: Considere que os estudantes, da situacao problema anterior,
resolveram aplicar o jogo dos discos utilizando CDs comuns de 12 cm de diametro.
Foi decidido, em consenso pelos estudantes que, a probabilidade de um jogador
ganhar seria de 40%. Qual deve ser o valor do lado dos quadrados da superficie plana
quadriculada que os estudantes precisaram utilizar no jogo?

Nesse caso estamos interessados em encontrar uma funcao que fornece a
probabilidade de o jogador ganhar, ou seja, os casos favoraveis, tendo como variavel
o lado do quadrado da malha quadriculada. Portanto, devemos substituir o valor d =
2 dos diametros dos CDs na definicdo da probabilidade de ganho do Jogo dos Discos.

Assim, teremos que:

P_(L—d)z_(L—12)2_L2—24L+144_1 241+1441
2 12 N 12 N L L2

Vejamos que a funcao encontrada é definida para qualquer L # 0. Mas, vale
observar que os casos nos quais o lado do quadrado da malha quadriculada € menor
gue o diametro ndo interessam no problema, pois nesse caso seria impossivel ganhar
0 jogo. Logo, néo faz sentido para o problema valores L < 12.

Para calcular o valor de L, tal que, a probabilidade de ganhar o jogo, nesse

caso, seja de 40%, temos que resolver a equacao abaixo:

P=04 - 1 241+1441
=04==->1-24.- ==
’ 5 L L?

SN

Multiplicando a equac&o por 5L? e cancelando os denominadores, obtemos

a seguinte equacao:

217 = 512 — 120L + 720 & L? — 40L + 240 = 0.

Resolvendo a equacao obtemos como solucdes os seguintes valores:

L=20-4v10=7,35eL =20+ 4Vv10 = 32,65.
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Como j& visto, valores de L ndo podem ser menores que 12, portanto,
descartamos a solucdo L = 7,35. Logo, a medida do lado do quadrado da malha
quadriculada utilizada deve ser de 32,65 cm.

Observe que a funcdo P(L) ndo é polinomial e sim o quociente de duas
funcdes quadraticas, portanto, o grafico ndo é uma parabola como visto na funcéo

P(d). Vejamos o gréfico abaixo:

Figura 40: Gréfico da funcdo P(L) =1 — 24.% + 144. Liz

Ph
1

/
/
o/

o '10 20 30 a0 'so 6o 50 ‘8o lgo T1o0 T110 T120 M30 hgo

Fonte: Caetano, Paterlini (2013).

Assim, podemos concluir que, quanto maior o valor de L, mais proximo de

1 é a probabilidade.
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4 CONCLUSAO

O estudo da Teoria das probabilidades no ensino médio ou superior €
sempre direcionado a resolucdo de problemas de probabilidade discreta, o que
envolve resolver problemas de contagem. Muitos estudantes e professores nao tém
conhecimento da probabilidade continua, e muito menos que, existam definicdes,
problemas e aplicagdes tao fascinantes envolvendo a probabilidade geométrica.

Os problemas e aplicagcdes apresentados no presente trabalho tem o
objetivo de proporcionar aos professores e aos estudantes uma fonte de pesquisa e
estudo mais aprofundada sobre probabilidade, com foco na probabilidade geométrica.
Esses problemas que sdo aparentemente simples e classicos, nos mostram
raciocinios e ideias surpreendentes, com potencial de motivar e fortalecer o ensino da
probabilidade geométrica, caracterizando-se como um recurso eficaz e concreto para
mostrar aplicacdes relevantes sobre esse ramo da probabilidade.

Podemos constatar que a probabilidade geométrica se relaciona com varias
outras areas da mateméatica como: fungbes, geometria analitica, geometria plana e a
geometria espacial, sendo possivel aplicacbes, até mesmo, em outras areas do
conhecimento como, por exemplo, na medida de bacias hidrograficas, o que contribui
para o desenvolvimento de uma visdo mais abrangente e significativa da
probabilidade.

Por fim, buscamos colaborar com a melhoria do ensino e aprendizagem da
matematica no ensino basico, em especial, da probabilidade, assim como, cooperar
para o enriguecimento do conhecimento académico dos professores e dos estudantes

de matemaética interessados em aprender sobre a probabilidade geométrica.
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