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Resumo

Este trabalho tem por finalidade propor uma abordagem da parabola sobre diversos aspectos
que normalmente sdo omitidos no ensino médio, tais como: a equivaléncia de algumas definicGes,
a apresentacio e a demonstracdo da parabola como uma se¢do no cone. Exploramos uma das
propriedades mais importantes da parabola que é sua propriedade refletora e aplicagoes. Palavras-

chave: Parabola, Cone, Propriedade Refletora.

Palavras-chave: do RESUMO.
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Introducao

A Grécia durante muito tempo ficou conhecida como um bergo de ideias fertilissimas nas
diversas ciéncias, em especial na matematica. A manutencao dessa fama ocorreu pela forte re-
lacdo mestre-discipulo que 14 existia. Isso ndo foi diferente com o mestre Eudodxio e o discipulo
Menaecmus.

Nesse periodo as tnicas curvas conhecidas pelos gregos eram retas e circulos. Foi ai que Mena-
ecmus descobriu que havia uma familia de curvas adequadas que podiam ser obtidas de uma
mesma fonte, ou seja, secionando um cone circular reto por um plano perpendicular a um ele-
mento do cone. Estas curvas mais tarde foram denominadas elipse, parabola e hipérbole na obra
de Apoldnio de Perga.

De todas as curvas além de circulos e retas, a elipse é de fato a mais evidente, mas a mesma foi
a ultima a ser vista e foi devido a um estudo de propriedades da parabola e da hipérbole que
surgiu a elipse.

Arquimedes o maior matematico da antiguidade também resolveu um importante problema que
foi a Quadratura da parabola, publicou um tratado sobre Conéides e Esferdides. Tratado esse,
que mostrava o estudo de sélidos de revolugdes gerados por elipses(inclusive o calculo de sua
area), hipérbole e pardbolas.

Um pouco mais adiante(ndo muito), Apolonio de Perga(conhecido como o grande gedmetra),
recompilou trabalhos anteriores sobre o assunto de conicas e lancou sua obra prima, conicas.
Sua obra fez com que basicamente tudo que foi feito anteriormente fosse esquecido. Antes da sua
obra, a elipse, a pardbola e a hipérbole eram obtidas como se¢oes de trés tipos bem diferentes
de cone circular reto, conforme o dngulo no vértice fosse agudo, reto ou obtuso. Suspeita-se
que Apolonio pela primeira vez, mostrou sistematicamente que nao é necessirio tomar secoes
perpendiculares a um elemento do cone e que de um tunico cone podem ser obtidas todas as
trés espécies de segOes conicas, variando a inclinagdo do plano de sec¢do, mostrou também que

as segOes nao precisavam ser realizadas em um cone reto e introduziu o cone de dupla folha,
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gerando um segundo ramo da hipérbole.

Além de Menaecmus, muitos outros matematicos estudaram as propriedades da pardabola, como
Arquimedes (287 — 212a.C.) que calculou a drea delimitada por uma reta e uma pardbola, e
Galileu Galilei (1564 — 1642) que provou que a trajetéria do langamento de um projétil é uma
pardbola. A propriedade refletora da parabola, da qual trataremos, é a mais explorada nas apli-
cacOes praticas, como na modelagem de espelhos para telescopios, antenas parabdlicas ou fardis
refletores. Isaac Newton desenhou e construiu o primeiro telescépio refletor parabdlico.

Esse texto teve auxilio das notas do (Delgado).



Capitulo 1

Secoes Conicas

1.1 Introducao

Antes de Apolénio(262-190 a.C) ja se tinha conhecimento sobre as se¢oes conicas, ou seja,
ja sabiam que ao realizar se¢Ges no cone circular por planos nao paralelos a base, poderiamos
obter certas curvas denominadas elipse, hipérbole e parabola. Tanto essas denominagoes, quanto
a utilizagdo do cone duplo surgindo o segundo ramo da hipérbole foram apresentadas na obra de
Apolénio, Segdes Conicas, apesar dos nomes paribola e hipérbole ja terem sido utilizados antes
do mesmo.

Em Sec¢bes Coénicas, Apolonio apresentava um método perfeito da demonstracdo da obten-
¢ao dessas conicas realizando segées no cone a partir das definicbes de lugares geométricos,
mas esse método era muito trabalhoso e somente em 1822, dois matematicos belgas Germinal

Dandelin(1794 — 1847) e Adolphe Quetelet(1796 — 1874), encontraram uma forma simples.

1.2 Secoes no Cone

Vamos apresentar as possiveis secoes que podem ser obtidas no cone de dupla folha infinito. E

na sequéncia, apresentaremos uma versao parecida com a de Dandelin-Quetelet para a obtencao

da parabola.

As possiveis se¢oes cOnicas que sdo obtidas pela intersecdo do cone com um plano, sao:

(i) um ponto quando o plano intersecta o cone no vértice;

(ii) uma reta se for um cone de dupla folha e o plano contiver dois pontos de uma mesma

geratriz ou uma semirreta cone de uma folha e o plano contiver dois pontos de uma mesma
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(iii)
(iv)

geratriz;

duas retas se a secao for realizada verticalmente passando pelo vértice;

uma circunferéncia se o plano intersectar ortogonalmente o eixo do cone em um ponto

diferente do vértice;

uma elipse se o plano formar um angulo com o eixo de simetria menor que o angulo reto e

maior que o dngulo formado pela geratriz e tal eixo;

uma parabola se o plano for paralelo a uma geratriz do cone;

uma hipérbole se o plano formar um angulo com o eixo de simetria menor que o dngulo

formado pela geratriz e o mesmo eixo.

Observagao 1.2.1. As situagoes citadas, i, i, i1 e v sdo consideradas degeneragoes das

conicas.

Observacgao 1.2.2. Dentre as secOes anteriores, omitimos a representacao de ii, devido

sua visualizacdo imediata, pois basta ser um plano tangente ao cone contendo uma geratriz.

Observagao 1.2.3. Um erro comum no ensino médio sobre o estudo das conicas é citarem
que a obtencao da hipérbole s6 é dada quando a se¢do no cone é executada por um plano

paralelo ao seu eixo de simetria.

Dentre as conicas, iremos nos concentrar na parabola. Assim, nosso primeiro proposito é entender

a equivaléncia entre algumas definicoes a seguir.
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(V)CIRCUNFERENCIA

(ii)PONTO

(vi)ELIPSE

Figura 1.1: SecGes i, ive v

(vi) pardbola

Figura 1.2: secoes vi
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Figura 1.3: sec¢ao iii

Figura 1.4: secao vii
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1.3 Teorema de Dandelin-Quetelet

Definicao 1.3.1. Parabola é a conica definida pela intersecdo de um plano com um cone de tal

forma que o plano seja paralelo a uma geratriz desse cone.

Figura 1.5: Definicao 2.4

Observacao 1.3.2. Seja uma esfera €1 de centro O e um ponto V' exterior a €. Tracemos um
plano o que contém o segmento VO e nesse plano, tome um ponto 7" pertencente a &1, tal que
o dngulo VT A é reto, ou seja, VT é tangente a €1 em T. Rotacionando o tridngulo VT'O em
relagdo a hipotenusa VO, o lugar geométrico descrito por T sobre a esfera é uma circunferéncia
perpendicular & VO, cujos pontos unidos com o vértice V' é um cone circular reto. Portanto, dado

um ponto V exterior a uma esfera, todos os segmentos V P tangentes a esfera sdo congruentes.
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Figura 1.6: cone

Teorema 1.3.3. Esse importante teorema teve auxilio do livro de (Garbi, 2010).

A pardbola obtida ao secionarmos um cone reto de vértice V' e eixo de simetria e, por um
plano paralelo a uma de suas geratrizes g, é o lugar geométrico dos pontos do plano a que

equidistam de um ponto F' chamado foco e de uma reta d denominada diretriz.

Prova:

Em primeiro lugar vamos definir o ponto fixo F'. Considere a esfera €1, tangente interiormente
ao cone e tangente ao plano a, F € « é definido como o ponto de tangéncia da esfera. A reta d
serd definida pela intersecao entre o plano « e um outro plano « perpendicular ao eixo de simetria
do cone, cuja intersecdo com a esfera €1 é a circunferéncia C determinada pela tangéncia da

esfera e do cone.

Nossa estratégia agora serd mostrar que todo ponto da intersecdo do plano o com o cone
equidista de F' e d. Seja Q um ponto arbitrario da intersecao e considere o plano, 5, paralelo a
passando por ). A intersecido de v e 5 € a reta r que é tanto paralela a d, como é a reta suporte

de um segmento QQ’ do circulo Cs, interse¢ao do cone com f3.

Os pontos K e K’ sdo as respectivas interse¢oes de VQ e VQ'(sdo geratrizes) com C;. Pela
ultima observacao, temos que os segmentos VK e VK’ sao congruentes e de forma andloga, é

facil ver que QK = Q'K' = QF = Q'F. Pois o tridngulo VQQ' é isésceles de base QQ’ e ponto
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Figura 1.7: Conica-Parabola

médio O. Logo, o tridngulo QFQ’ é isésceles de base QQ’ e a reta suporte de OF é a mediatriz
do segmento QQ’ e intersecta a reta d em F’. Como d e r sao paralelas, e OF’ é perpendicular
também a d. Calcular a distancia do ponto O a reta d é calcular a medida de OF’ e é o mesmo

que calcular a distancia do ponto ) (pertencente a r) a mesma reta d.

A geratriz g intersecta C7 e Cy respectivamente nos pontos A e B, cujo segmento AB
é congruente a QK que por sua vez é congruente a QF. Por outro lado o plano n definido
por VBO é plano mediador do segmento QQ’, j4 que O é o ponto médio de QQ’ e QQ' é
perpendicular ao plano 7 cuja intersecao desse plano , com o plano « é a reta suporte de OF".

Assim, o quadrilatero AF’OB é um paralelogramo e AB = OF' = QK = QF = d(Q;d).



Capitulo 2

Conicas como lugar geométrico: A

Parabola

2.1 Introducao

Este capitulo foi escrito com o auxilio das notas do PROFMAT de (?7??) e do livro do

(Boyer, 2002) .

Nos anos escolares, o estudo das cOnicas na maioria das vezes nao é realizado, e quando é,
é de forma rapida e genérica, nem sempre é esplanado ou exposto ao aluno que as curvas
possuem suas denominagoes devido as se¢bes obtidas no cone.

Em toda a vida estudantil a pardbola é estudada repetidas vezes, comeca no ensino funda-
mental nono ano, basicamente é repetida na primeira série do ensino médio e em muitas escolas
do Recife, é reprisada na terceira série do ensino médio. Esse estudo normalmente é desenvolvido
via fungdo quadratica como grafico de tais fungbes, onde pouquissimos professores a apresentam
como lugares geométricos. J4 quanto a definicdo como lugares geométricos, em boa parte das
escolas praticamente ndo existe e a caréncia desse estudo(como lugar geométrico) tende a au-
mentar, visto que a programagao do exame nacional do ensino médio ENEM deixa o assunto de
fora.

E bom lembrar que mesmo alguns professores trabalhando o assunto como lugares geométricos,

é comum omissao de como foi obtida tais cOnicas.

Observacgao 2.1.1. O pensamento da maioria dos alunos, estudar o grafico de uma curva que

¢é representado por uma parabola é estudar o grafico de uma funcao quadratica e reciproca-
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mente. Poucos professores frisam que nem toda parabola corresponde ao grafico de uma fungao
quadratica. Seria ficil construir uma curva rotacionando a parabola de equacdo y = x> de um
angulo de 45° e a imagem de tal curva, claramente nio é grafico de nenhuma funcio. E ainda, a
apresentacao do grafico dessas func¢oes é basicamente citada, ou seja, ndo ha uma esplanacio do

porque tais fungoes sao representadas geometricamente por tais curvas.

2.2 Definicoes

Definigao 2.2.1. Conica é o lugar geométrico dos centros de circunferéncias que passam por

um ponto fixo I} e tangenciam uma circunferéncia de centro Fs e raio 2a chamada diretriz.

Definigao 2.2.2. Pardbola é o lugar geométrico dos centros de circunferéncias que passam por

um ponto F' e tangenciam uma reta d chamada diretriz.(F'1 — 00,2a — o0).

Definigao 2.2.3. Pardbola é o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de um ponto

fixo F' denominado foco e uma reta d denominada diretriz.

E facil de observar que as defini¢bes 2.2 e 2.3 sdo equivalentes, pois o lugar geométrico dos

/ ~ . A . ~
pontos P’s que sdo os centros das circunferéncias que passam por F' e sdo tangentes a uma reta
d possuem raios de medida PF, ou seja, os centros P’s é o conjunto de pontos que equidistam

de um ponto F' e de um reta d. Para uma melhor visualizagdo, temos a figura a seguir.

Figura 2.1: definigdo 3.3



Capitulo 2. Cdnicas como lugar geométrico: A Pardbola 12

Elementos 2.2.4. Dados um ponto F'(foco da pardbola) e uma reta denominada diretriz d(F'#d),
definiremos os principais elementos da pardabola e em seguida, faremos um esbogo da curva com
0s seus principais elementos.

e —eixo de simetria é a reta perpendicular a diretriz que passa pelo foco da pardbola;

p —parametro é a medida da distancia entre o foco e a reta diretriz, ou melhor, a medida do
segmento OF (na figura seguinte);

V' —vértice é um ponto pertencente a curva que se localiza no eixo e de simetria da parabola;

Raios Vetores —sao os vetores ou segmentos que ligam o foco a qualquer ponto T da
parabola;

Ponto Pertencente a Curva(Pc) —sdo aqueles pontos genéricos P’s do plano, cuja distancia
desses pontos P’s para o foco, é igual a distdncia dos mesmos para a reta diretriz d, ou seja,
d(Pc,F) = d(Pc,d);

Ponto Interior(P;) —sdo os pontos genéricos P's do plano, cuja distancia desses pontos P’s
para o foco, é menor do que a distancia dos mesmos para a reta diretriz d, ou seja, d(P,F) <
d(P,d). Também poderfamos afirmar que um ponto P; é interno a parabola, se P; é um ponto
da corda da parabola diferente dos extremos;

Ponto Exterior(P,) —sao os pontos genéricos P’s do plano, cuja distancia desses pontos P’s
para o foco, é maior do que a distdncia dos mesmos para a reta diretriz d, ou seja, d(P,F') >
d(P,d).

Reta Tangente(t) —sao aquelas que intersectam a pardbola em um dnico ponto(ponto de
tangéncia). A reta paralela ao eixo de simetria e ndo é tangente, pois possui pontos interiores e
pontos exteriores a parabola;

Reta Normal(n) — sdo aquelas perpendiculares as retas tangentes que passam pelos pontos
T’s(pontos de tangéncias) da curva;

Reta Secante(s) —s@o aquelas que intersectam a pardbola em um tunico ponto se a reta
for paralela ao eixo de simetria e, ou intersecta a parabola em dois pontos determinando um

segmento denominado de corda, onde seus extremos sao pontos da parabola;
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Figura 2.2: Elementos
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Capitulo 3

Propriedade Refletora da Parabola e

Aplicacoes

3.1 Introducao

Este capitulo foi escrito com o auxilio do material de (Strogatz, 2013).

Nessa secao vamos falar da propriedade refletora da parabola. Nas aplicagées usuais as pa-
rabolas sdo rotacionadas em torno de seu eixo de simetria, e assim, obtemos uma superficie
denominada paraboléide de revolucao. Reciprocamente ao secionarmos um paraboldide de revo-
lucdo longitudinalmente por um plano contendo o seu eixo de simetria, a secdo obtida é uma

parabola.

3.2 Teorema de Poncelet

Teorema 3.2.1 (Poncelet). Dado uma parabola p de foco F' e um ponto T' pertencente a mesma,
as bissetrizes dos angulos formados pelo raio vetor e pela reta perpendicular a diretriz d que

passa por T' sdo as retas tangente e normal a parabola em T'.

Prova:

Sejam o ponto A, a projecao ortogonal do ponto T' em d, A’ e F’ os respectivos pontos
simétricos de A e F' em relacdo a T, temos que o tridngulo T F'A é isOsceles, pois 1" pertence
a parabola, e com isso, as medidas de T'F e T'A sdo congruentes pela definicdo da parabola.

Considere t a bissetriz do angulo AT'F, onde o ponto B é a interse¢do de t com o segmento
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AF. Logo, t é a mediatriz do segmento AF', onde os triangulos TFB e T AB sao congruentes
pelo caso A.L.A e o ponto B, é o ponto médio do segmento AF. Seja P#£T um ponto de ¢, o
ponto P’ a projecao ortogonal de P em d e como t é mediatriz do segmento AF, temos que
as medidas de PF e PA sao congruentes(por defini¢do) e ainda, temos que PF = PA > PP,
pois o tridngulo PAP’ é retangulo em P’ com PA e PP’ sendo respectivamente a hipotenusa
e o cateto do tridngulo. Logo, a distancia de P a F é maior que a distancia de PP’ = d(P,d).
Portanto todo ponto Pet, P#T é exterior. Assim, a reta ¢ é uma tangente. J4 a reta normal,

serd a bissetriz do angulo suplementar de F'T A.

Figura 3.1: Poncelet

Antes de citarmos e provarmos dois corolarios, onde o primeiro é o reciproco do segundo,
temos que lembrar e nos familiarizar com a famosa lei de Snell-Descartes, também conhecida
como a lei da reflexdo dos raios em espelhos planos.

A famosa lei de reflexdo estudada no ensino médio afirma que o angulo de incidéncia é igual

ao angulo de reflexao, ou seja, quando um raio incide no espelho e forma com a normal um
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Figura 3.2: Snell

Figura 3.3: Descartes

angulo de medida 7, esse mesmo raio é refletido pelo espelho formando também com a normal

um angulo de medida r(i = r).

Observacao 3.2.2. A lei da reflexao também é aplicada nas superficies curvilineas, onde a reta

tangente a curva num certo ponto, representa um espelho plano perfeito.

Corolario 3.2.3. Uma fonte luminosa situada no foco de uma parabola ao emitir um raio num
espelho com formato de um paraboldide, o raio é refletido paralelamente ao eixo de simetria do

mesmo.

Prova: Sejam F o foco da parabola, P o ponto onde o raio incide na curva (ponto de incidéncia
do raio vetor na curva), t a reta tangente a parédbola em P, A é a projecao ortogonal de P em
d, B o ponto de intersecao de t com o segmento AF, A’ é um ponto da trajetéria do raio apds
o mesmo ser refletido em P, F' e B’ os respectivos simétricos de I’ e B em relacao a P. Pelo

teorema de Poncelet, temos que a reta t é bissetriz do dngulo APF, mediatriz do segmento AF
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s

raio incidente raio refletidao

st R

superficie plana
i=r

Figura 3.4: Snell-Descartes na superficie plana

7z

raio incidente raio refletido

A e

superficie
curva

tangente no ponto de incidéncia

Figura 3.5: Snell-Descartes na superficie curvilinea

17
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/‘—b’ Sup. espelhada
N

| >
A
v i |
|'.‘7- R -
| - \F
o 4 *
|'~.. ¢ | -
L—*‘— ]
A -
Farol de um autofmovel Seccao de um fars

Figura 3.6: farol emitindo feixe

e pela lei da reflexdo, os angulos FPB e A’PB’ sao congruentes e como os angulos FPB e
F'PB’ sao opostos pelo vértice, também sdao congruentes. Assim, os angulos FPB, APB, B'PA’
e F'PB’ sao congruentes e como o angulo A’ PF é o suplemento dos 4ngulos FFPA’ e APF, segue
que A’, P e A sdo colineares. Logo, o raio é refletido paralelamente ao eixo de simetria e, ja que

o segmento PA é perpendicular a d como o eixo e.

Corolario 3.2.4. Quando um feixe de luz incide paralelamente ao eixo de simetria e de um
refletor no formato de um paraboléide de revolugao, os raios sdo refletidos e convergem para o

foco.

Prova: Sejam P o ponto do paraboldide onde o raio incide e é refletido, ¢ é a reta tangente a
curva no ponto P, o ponto A é a projecio ortogonal de P em d, o ponto F é o foco, e suponha
que o raio serd refletido em P na dire¢ao de F'#F.

Devido a definicdo da pardbola, temos que as medidas PF e PA sdo congruentes, que a
reta tangente em P é bissetriz do angulo F'PA pelo teorema de Poncelet e ainda, essa reta é a
mediatriz do segmento F'A. Pela consequéncia da lei de Snell-Descartes o angulo formado pelo
raio com a reta tangente é o mesmo que o angulo formado pela trajetoria do raio ao ser refletido

com essa mesma tangente. Logo, o raio ndo poderia ser refletido para um outro ponto F’ distinto
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(espelho parabélico) (antena parabdélica)

Figura 3.7: antena recebendo sinais

de F, pois o angulo formado pela trajetéria PF’ com a reta tangente seria congruente ao angulo

formado por PF com essa mesma reta. Logo, F' = F’.
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3.3 Aplicagoes

Aplicagao 3.3.1. Essa secio teve o auxilio do livro de (Advila, 1996)

A wutilizacdo de objetos no cotidiano no formato de uwm paraboléide de revolugdo tais como
antenas, radares e outros, € propositadamente. A simetria desses objetos com a incrivel propri-
edade refletora da pardbola sdo muito dteis, devido termos a necessidade em muitas vezes de

amplificar esses sinais e otimizd-los.

Figura 3.8: Antena de radar
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Figura 3.9: Receptor parabdlico

Aplicagao 3.3.2. Além das aplicacoes tradicionais mencionadas, é comum utilizar objetos com
tais formatos no jornalismo com microfones parabélicos para realizarem matérias em um meio
mais conturbado. Pelas autoridades para escutarem conversas sussurradas em investigagoes
através de microfones parabdlicos. Uma das aplicagdes dos fornos solares é a funcdo de concentrar
em uma pequena drea os Taios luminosos através de um espelho parabolico, para que o recipiente
que contém a dgua a ser evaporada chegue a uma temperatura mais alta.

Um forno solar bem conhecido € o localizado em Odeillo, sul da Franca. Pois como a distincia
do Sol a Terra é bem grande o feixe de luz solar que nos atinge possui seus raios praticamente
paralelos. Portanto, ao se refletirem no espelho, os raios desse feixe convergem para seu foco,
onde haverd uma grande concentra¢do de energia, tanto luminosa quanto térmica. Assim, no
foco do espelho hd uma elevacdao de temperatura e, nesse ponto, é colocado o dispositivo que ird

utilizar a energia concentrada.

Aplicagao 3.3.3. Nos refletores, lanternas, fardis e outros, temos a necessidade de mazximizar
o direcionamento da luz emitida por tais objetos. Podendo escolher como serd a emissdo dos
feizes de luz, na situacdo de fardis de carros, temos a opgdo de fazer com que os feizes de raios

luminosos sejam emitidos de forma convergente(luz tradicional) ou podemos fazer com que esses
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Figura 3.10: Forno de Odeillo

raios divirjam(luz alta) conforme nossa necessidade.

e

Figura 3.11: Refletor

Aplicagao 3.3.4. O farol parabdlico de um carro é um exemplo bem prdtico da importante
propriedade refletora da pardbola. Nesse caso temos duas situagdes quase que simultineas, ou
seja, os farcis de carros hoje sdo compostos de dois paraboldides circulares, um com a fonte

luminosa no foco do farol e o outro, com a fonte luminosa entre o vértice e o foco do farol.
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Figura 3.12: Farol de carro

(i) Farol de luz baiza;

Sdo aqueles cuja fonte luminosa € colocada no foco da pardbola. Assim, pela propriedade

refletora da pardbola os raios sdo refletidos no espelho parabédlico e lancados paralelamente

ao eiro de simetria.

Figura 3.13: Fonte luminosa no foco

Prova:

Essa situacao é uma aplicacao direta do teorema de Poncelet, pois os raios emitidos do
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foco a um ponto genérico P do paraboldide, sdo os raios vetores. A reflexdo desses raios,

estdo contidos na reta suporte da perpendicular a diretriz no ponto P.

(ii) Farol de luz alta;

Sao aqueles cuja fonte luminosa € colocada no eizo de simetria, mas antes do foco. Assim,

0s ratos emitidos e refletidos irdo divergir gerando luz alta.

Figura 3.14: Fonte luminosa entre o vértice e o foco

Prova:

Tome a fonte luminosa em um ponto F’ # F, e seja F'P o raio emitido pela mesma.
Sabemos que se a fonte luminosa estivesse no foco, o raio refletido seria paralelo ao eixo de
simetria e o dngulo formado pelo raio vetor com a tangente em P seria congruente ao angulo
formado pelo raio refletido e essa tangente. Mas, se a fonte luminosa for colocada antes
do foco F', ou seja, for colocada no ponto F’, o angulo formado por esse raio e a tangente
em P seria menor que o dngulo formado pelo raio vetor e tal reta. Consequentemente, esse

raio é refletido pela tangente por um angulo menor. Assim, o mesmo vai divergir.

Observacgao 3.3.5. Poderiamos complementar as situagdes anteriores, com o caso da fonte

luminosa ser colocada posterior ao foco(no sentido vértice-foco), mas no eixo de simetria.

Nessa situacao, teriamos que o angulo formado pelo raio emitido da fonte luminosa com a
reta tangente seria maior que aquele formado pelo raio vetor e a tal reta. Logo, esse raio
seria refletido por um angulo maior que aquele obtido quando a emisséo for do foco. Assim,

esses raios tendem a convergir para pontos do eixo de simetria.
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Proposta didatica

O ensino da parte da matemdtica que se relaciona com a pardbola tem inicio no ensino
fundamental no nono ano, ou seja, na antiga oitava série. Nessa série a énfase € basicamente
algébrica nos conceitos de fungdes e normalmente € citado que uma fungdo quadrdtica de R em
R pode ser representada geometricamente por uma pardbola. A construgdo das pardbolas na sua
maioria € realizada ao ligar coordenadas que atendem a relacio de uma dada fungdo quadrdtica
de R em R, mas nao € realizada a construcdo por uma das definicoes citadas anteriormente.

Além da omissdo das definicées da pardbola, é comum a omissdo por boa parte dos professores
sobre suas aplicacées, pricipalmente das propriedades refletoras e que nem toda representacdo
geométrica de uma pardbola de R em R pode ser classificada como grdfico de uma fungdo.

No primeira série do ensino médio é retomado o estudo das fungoes quadrdticas, o estudo é
feito numa perspectiva de avancar no conhecimento de novas funcées, mas a Definicio 2.2.3 que
€ uma definicdo geométrica, normalmente continua ignorada.

Jd na terceira série do ensino médio conhecido como terceiro ano, alguns tomam o conheci-
mento do estudo da pardbola de forma analitica e a mesma é construida pelos conceitos geomé-
tricos na sua maioria pela Defini¢io 2.2.3. Mas, é bom lembrar que depois que o ENEM(exzame
nacional do ensino médio) se tornou a principal referéncia de ingresso para as universidades do
Brasil substituindo as antigas provas dos vestibulares, algumas instituicoes e professores ignoram
tal assunto pois o estudo da pardbola de forma analitica ndo faz parte do programa do ENEM.

Assim, os comentdrios em sua maioria sobre a construcao geométrica da pardbola e de suas
propriedades refletoras ou é muito pequeno ou ndo existe.

E importante lembrar que mesmo com a era pré ou pés ENEM, a maioria dos autores de

livros diddticos nao se preocupam com tais equivaléncias, o conhecimento de boa parte dos alunos
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sobre a construgio de uma pardbola é dado apenas por uma citagio(ou "indugdo") que ao ligar
pontos no plano cartesiano que satisfazem uma fungdo quadrdtica, gera uma curva denominada
pardabola nem sempre se preocupando com o dominio da funcdo.

Em geral a definicdo de pardbola mais conhecida é a Definicio 2.2.3, ou seja, a pardbola
é o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam de um ponto F'(foco) e uma reta
d(diretriz). Vamos tomar a Definicio 2.2.3 como a nossa definicao de pardbola e mostrar que a
curva definida pela propriedade 1.3.1 € uma equivaléncia. E ainda, observamos que a Definicdo
2.2.2 é claramente equivalente a Definicao 2.2.3
. Além desses detalhes relevantes, vamos propor 4 atividades que achamos fundamentais no
ensino de tal curva.

Atividade 1: Obter a equagdo cartesiana de uma pardbola com diretriz horizontal.
Prova:

Tome o ponto F(m, n+p) como o foco, d a reta diretriz, tal que d: y = n - p e P(x, y) um
ponto genérico da curva.

Temos que:

O quadrado da distancia de P a F', é

d*(PF) = (z —m)? + [y — (n+p)]?

e a distancia entre o ponto P e a reta diretriz, é

d(P,d) = (y +p-n).

Como pela defini¢do essas distancias sdo iguais, é imediato que o quadrado de suas distancias
também sdo iguais.

Assim,

(x —m)% + y? + p® +n?-2yp-2yn - 2pn = y% + p> + n® + 2yp - 2yn - 2pn.

Logo,
_ 2 —2xm4m?
y=n+"—7
Sejaa=L ,b==2c="2 4y
J 4p ) 2p ) 4p .
Entao,

y = ax? + bx + ¢, ou seja, mostramos que o conjunto dos pontos do plano que equidistam de
um ponto fixo F' e de uma reta d(a pardbola) pode ser representado por uma funcao quadratica.

Atividade 2: Reconhecer o foco e a diretriz dada uma funcio quadrdtica da forma y = ax?® +
bx + c;(a#0).

Prova: Seja a funcio quadrética y = ax? + bx + ¢,(a#0). Dividindo os membros por a, temos:
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Qe ke

Qe

:xz—l-bl

Assim, a abscissa e a ordenada do seu vértice sdo respectivamente iguais a é z, = —(%) e Yy

Logo,

- %. Como na atividade 1 mostramos que 1p = @, € sem perda de generalidade tome a > 0.

1

o foco é interno a parabola e sua coordenada tem abscissa igual a abscissa do vértice e

a ordenada, é a soma da ordenada do vértice com a metade do parametro da parabola,ou seja,

F(zy;yy, + 1=) e a reta diretriz, é uma reta constante da forma y = v, - L%

1

4a a

Como da atividade 1, obtemos: ﬁ = a , na hipétese de a > 0.

Observagao 4.0.6. O caso de a < 0 é analogo.

Atividade 3: Dada uma pardbola p de equagdo y = x

2 e um ponto P, podemos determinar

trés situacdoes de retas tangentes a p e que passa por P.

(3.1)

P pertence a p;

Prova: Tome P = (2;4) e verificamos facilmente que esse ponto pertence a curva. Que-

remos determinar a equacao da reta tangente a curva no ponto P.

Assim, seja a reta r de coeficiente angular m que passa por um ponto P(xg;yo), sua
equacdo é dada por y — yp = m(x — zp). Como o ponto P = (2;4), temos que r é da
forma y — 4 = m(x — 2) e como tem um ponto em comum com a parabola, no ponto P as
ordenadas sdo iguais, ou seja, m(x — 2) + 4 = x2. Note que r é tangente & p e com isso,
temos somente um valor para abscissa. Logo, o discriminante da equacao seja igual a zero,

ouseja, A =0=m?>—-8m+ 16 = 0= m = 4.

Entao a equacao da reta r tangente & curva no ponto P, é y = 4x — 4.

P pertence ao exterior de p;

Prova: Tome P = (1;0) e verificamos facilmente que esse ponto é exterior a curva. Pois
a distancia desse ponto para a diretriz é 1/4 e 1/4 é a medida do cateto V' F' do triangulo
PV F como o cateto é menor que a hipotenusa PF, onde P é o ponto dado, V' é o vértice

da curva e F é o foco.

Queremos determinar a equacdo das retas tangentes a curva no ponto P. Sendo r uma reta

que passa por P, temos que sua equagao é y — 0 = m(x — 1) e como r e p se intersectam
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em um tnico ponto, eles possuem a mesma ordenada. Logo, m(z — 1) = 22, onde mais
uma vez o discriminate é zero(para que s6 tenham um tinico ponto em comum), ou seja,
22 —mx+m =0 =m = 0oum = 4. Entdo, as equacdes das retas tangentes a parabola

que passam por P, sdo:

y=0ey=4x —4.

(3.3) P pertence ao interior de p;

Prova: As retas que passam por um ponto P = (1;2) e s@o tangentes a pardbola p, ndo

existem. Ja que P é interno a curva e qualquer reta que passe por P serd secante a p.

Atividade 4: Simular um farol no geogebra.

Para formar tais simulagcoes nos dois primeiros casos, escolhemos um ponto F denominado
de foco, escolhemos um outro ponto O para ser a origem e tomamos o seu ponto médio, sendo
esse o vértice V' da pardbola. Com isso, tracamos a reta e, eixo de simetria da pardbola passando
por F' e V', tracamos a reta d(reta diretriz) perpendicular a e passando por O e formamos a
pardbola. Jd que temos o foco e a diretriz.

Tracamos P, um ponto genérico na curva e ligando do foco para para P, temos os raios vetores.
Em seguida, tracamos respectivamente as retas tangente t e normal n em P e selecionando a
reflexdo em torno de wma reta, escolhendo o segmento FP como objeto e a reta normal como a
reta de reflexdo. Geramos assim um modelo de funcionamento do farol de carro com luz baiza.

Nos dotis ultimos casos, partindo da pardbola e seus elementos construidos, de forma andloga,
tracamos P, um ponto genérico na curva, tomamos um outro ponto F' entre o vértice e o foco,
ligamos os segmentos com extremos em F' e P, assim, temos raios luminosos que serdo refletidos
no espelho parabolico em P. Por P, tracemos as retas tangente e normal a curva e selecionando
a reflexao em torno de uma reta, onde F'P sendo o objeto e a reta normal, sendo a reta de
reflexdo, esses raios refletidos divergirdo e ndo serdo paralelos ao eixo e conforme provamos na

secao 4.
(4.1) Farol baizo;

(4.2) Farol baixo com rastro;

Observacao 4.0.7. A parte dos raios rastreados em destaque, sdo aqueles que inicialmente
foram ou sdo direcionados para o espelho parabdlico, e em seguida sao refletidos na direcao

do eixo e(paralelos a e). J& a parte interna branca dentro da parabola sdo os raios que de
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om

Figura 4.1: simulacdo do farol baixo

Figura 4.2: simulagao do farol baixo com rastro

imediato sdo emitidos na dire¢ao vértice-foco. Logo, esses ndo sdo refletidos e se misturam

com aqueles que foram mencionados ao serem refletidos.

(4.3) Farol alto;

(4.4) Farol alto com rastro;

Observacao 4.0.8. A parte dos raios rastreados em destaque, sdo aqueles que inicialmente

foram ou sdo direcionados para o espelho parabdlico, e em seguida sao refletidos divergentemente
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Figura 4.3: simulagao do farol alto

Figura 4.4: simulagao do farol alto com rastro

na diregao vértice-foco(nao paralelos ao eixo e). J4 a parte interna branca dentro da pardbola
sdo os raios que de imediato sdo emitidos para fora do paraboldide. Logo, esses nao sao refletidos

e se misturam com parte daqueles que foram mencionados ao serem refletidos.
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Conclusao

O objetivo deste trabalho foi apresentar uma abordagem da parabola sobre diversos aspectos
que normalmente sdo omitidos no ensino médio, tais como: a equivaléncia de algumas definicGes,
a apresentacao e a demonstracao da parabola como uma se¢ao no cone. Também realizamos a
exploracgao das propriedades refletoras aplicada principalmente nos faréis de carros parabdlicos
e, através de exemplos, sugerimos algumas atividades de extrema importancia que deveriam ser

aplicadas no ensino de tal assunto.
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