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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar alguns conceitos da Matematica Babilonica,
de forma que seja possivel compreender, em parte, como eles pensavam culturalmente
Matematica e como esses conceitos podem ser aplicados no ensino contemporaneo da
Matematica. Para ser possivel o entendimento dos materiais a serem analisados o trabalho
se inicia com a proposta de estudo do sistema de numeracao sexagesimal e entao se
segue para o estudo de alguns conceitos, como algoritmos para fatoracao e para o calculo
de raizes quadradas, e tabletes matematicos, como YBC 6967, YBC 7289, MS 3874 e
Plimpton 322 (cédigos referentes aos documentos). A analise e compreensao destes serd
baseada em questoes culturais dessa civilizacao, a partir das analises de algumas referéncias
bibliograficas que colaboram com a compreensao de alguns algoritmos babilonios, sempre
buscando a possibilidade de aplicacdo no ensino dos conceitos estudados. Como parte final
do desenvolvimento teorico, sera possivel compreender a construgao do tablete Plimpton
322, que pode ser classificado como um material mais complexo, se comparado aos demais
e sera realizada uma comparacao baseada na precisao de calculos trigonométricos do
tablete Plimpton 322 com a tabela de senos de Madhava. Para finalizar este trabalho,
duas atividades didaticas serdao apresentadas, uma para o Ensino Fundamental Anos
Finais e outra para o Ensino Médio. A primeira consiste na compreensao de diferentes
bases numéricas, com um foco especial no sistema de numeragao sexagesimal e decimal, e
aplicagdo da mudanca de base a situacoes relacionadas a nossa contagem de tempo. A
segunda consiste na percepg¢ao e consideracao da precisao dos calculos realizados pelos
babilonios, através de seus tabletes, aplicados aos conceitos de trigonometria e também
aos erros absoluto e relativo. Este trabalho contribui pelo fato de ser um material em
Portugués e que traz uma organizagao sequenciada de conceitos da Matematica Babilonica,
de forma que o leitor encontre informacoes relevantes em um tinico documento. Além disso,
muitos outros aspectos abordados no trabalho e ndo necessariamente nos dois planos de

aula, trazem contribuicoes e também podem ser aplicados em sala de aula.

Palavras-chave: Babilonia; Sistema de Numeracao Sexagesimal; Tabletes; Plimpton 322;

Ensino da Matemaéatica.



Abstract

This work aims to present some concepts of Babylonian Mathematics, so that it is possible
to understand, in some measure, how they thought Mathematics culturally and how these
concepts can be applied in contemporary Mathematics teaching. In order to understand
the materials to be analyzed, the work begins with the proposal to study the sexagesimal
numbering system and then proceeds to the study of some concepts, such as algorithms for
factoring and for square roots calculation, and mathematical tablets, such as YBC 6967,
YBC 7289, MS 3874 and Plimpton 322 (document codes). The analysis and understanding
of these will be based on cultural matters of this civilization, based on the analysis of some
bibliographical references that collaborate with the understanding of some Babylonian
algorithms, always looking for the possibility of application in the teaching of the studied
concepts. As a final part of the theoretical development, it will be possible to understand
the construction of the Plimpton 322 tablet, which can be classified as a more complex
material, if compared to others, and a comparison will be made based on the accuracy
of trigonometric calculations of the Plimpton 322 tablet with the Madhava’s sines table.
To finalize this work, two didactic activities will be presented, one for Elementary School
and another for High School. The first consists of understanding different numerical bases,
with a special focus on the sexagesimal and decimal numbering system, and applying the
change of base to situations related to our way of counting time. The second consists
of the perception and consideration of the precision of the calculations performed by
the Babylonians, through their tablets, applied to the concepts of trigonometry and
also to the absolute and relative errors. This work contributes to the fact that it is a
material in Portuguese and that brings a sequenced organization of concepts of Babylonian
Mathematics, so that the reader can find relevant information in a single document. In
addition, many other aspects addressed in the work and not necessarily in the two lesson

plans, bring contributions and can also be applied in the classroom.

Keywords: Babylon; Sexagesimal Numbering System; Tablets; Plimpton 322; Mathematics

teaching.
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1 Introducao

Que a Matemadtica é uma ciéncia que se faz presente desde as mais antigas
civilizagoes nao se tem duvida. Entretanto, quando pensamos na histéria da Matematica
podemos nos deparar com o seguinte questionamento: Qual é o registro mais antigo
que possuimos, quando foi que o ser humano comegou a registrar seus pensamentos

matematicos?

Um dos primeiros registros matematicos encontrados é o artefato proveniente
do chamado Osso de Ishango, datado de 20000 AEC (Antes da Era Comum) e encontrado
préximo a fronteira da Uganda com o Congo, contendo 168 tracos finos, organizados em
16 grupos e distribuidos em trés colunas. Este objeto, muito provavelmente foi utilizado
por mulheres, de forma que pudessem acompanhar os ciclos lunares e assim planejarem
seus ciclos menstruais (ZASLAVSKY, 1999). Porém, os vestigios mais antigos de escritos
matematicos, de documentos que nos trazem uma composicao mais desenvolvida e organi-
zada sao provenientes do Egito e da Antiga Mesopotamia. Esses povos possuiam registro
de seus sistemas de numeracao, e de aplicacoes que se relacionavam com praticas do seu

cotidiano e com a natureza.

1.1 Civilizacao da Antiga Mesopotamia

A civilizacao da antiga Mesopotamia é uma das primeiras civiliza¢oes conhecidas
e se desenvolveu entre os vales dos rios Tigre e Eufrates. Em um mapa do mundo atual
(Figura 1.1), a localizagao corresponderia ao territério da Siria e, mais especificamente, ao

[raque.

Seu surgimento se deu por volta do ano 5000 AEC. Muitos povos habitaram
por aquela regido, dentre eles os sumérios, acddios, amoritas (antigos babilonios), assirios
e caldeus (novos babilénios). Como viviam muito préximos, suas linguas, escrita e religiao
se tornaram algo comum entre os mesopotamicos, de forma que podemos nos referir a eles
apenas como uma unica civiliza¢ao (J UNIOR, 2021). Esses povos eram grandes estudiosos
da agricultura, astronomia, arquitetura e matematica. Eles possuiam a chamada escrita
cuneiforme, pois produziam seus caracteres em forma de cunha, e seu sistema de numeragao

era o sexagesimal.
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Figura 1.1 — Mapa da Antiga Mesopotamia hoje.

1.2 Matematica na Antiga Mesopotamia

Escavacoes arqueoldgicas permitiram encontrar mais de 500.000 tabletes de
argila com escrita cuneiforme, sendo que dentre estes aproximadamente 400 sao estritamente
matematicos. Dentre eles estd o famoso Cdodigo de Hamurabi (sexto rei babilonico no
século XVIII AEC: 1792 - 1750 AEC) (MIEROOP, 2005) datado de aproximadamente
1772 AEC, assim como intimeros tabletes com contetido matemético (grande maioria
datam de 1800 a 1600 AEC), que consistem de materiais que sao registros de tabuas de
multiplicacao, tabelas auxiliares para calculos, calculos de areas, equacgoes quadraticas e
algumas cubicas, e diversos outros assuntos. Alguns deles inclusive traziam resolugoes de

problemas matematicos, com o algoritmo utilizado.

As pessoas responsaveis pelo registro desses tabletes eram os chamados escribas.
Os escribas tinham a fun¢do de registrar e copiar cuidadosamente o que lhes era cabido,
como escrever textos, registrar dados numéricos, redigir leis, copiar e arquivar informacoes.
Saber ler nao era uma pratica comum e nao eram todos que tinham essa habilidade, logo,
os escribas eram considerados pessoas importantes. Além disso, eram habituados a pratica
de contagem, uma vez que ao realizarem um cépia, eles conferiam se as quantidades de

palavras e digitos coincidiam.

Ter acesso a esses materiais permite que se conhega muito de como a Matematica
se desenvolveu dentro dessas antigas civilizagoes, mas algo que precisa ficar claro desde o
inicio e que deve ser levado em consideracao é que a Matematica ndo é uma ciéncia inerte,
isolada, livre de cultura, e sim um conjunto de convengoes que sao acordadas socialmente.

Isso significa que apenas ser capaz de ler o que foi escrito por aquele povo nao é suficiente
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para compreender de fato o proposito de certos documentos matematicos histéricos. E

necessario estar ciente do contexto historico, social, linguistico e de todo material possivel

que esteja disponivel (ROBSON, 2002).

Na Tabela 1.1 estao contidos os tabletes e seus respectivos codigos de identifi-

cacao que serao utilizados e citados no decorrer deste trabalho.

Abreviacoes | Museu Codigo do | Contetudo
museu
BM 96957 | British Museum, Department of | - Equacgoes para a diago-
+ VAT | Western Asiatic Antiquities e Von- nal de um portao.
6598 derasiatische Abteilung. Tonta-
fein, Staatliche Museen, Berlin.
BM 34568 | British Museum, Department of | 34568 Problema para encon-
Western Asiatic Antiquities trar a largura de um
retangulo, conhecendo
o comprimento e a di-
agonal.
IM 54472 Iraq Museum, Baghdad 54472 Raiz quadrada de
26.00.15
Si.428 Sicar 428 Algoritmo de fatora-
¢ao para computacao
de um lado quadrado.
MS 3874 Manuscript of Schgyen Collection, | 3874 Tablete de reciprocos.
Oslo, Norway
YBC 6967 | Yale Babylonian Collection, Yale | 6967 Problema para encon-
University trar par de reciprocos.
YBC 7289 | Yale Babylonian Collection, Yale | 7289 Aproximacao de v/2.
University
P 322 Colecao G.A. Plimpton da Colum- | 322 Lista de ternos Pitagé-
bia University. Plimpton Library, ricos.
Columbia University, New York.

Tabela 1.1 — Codigo e descricao dos tabletes citados na dissertacao.

A seguir apresentarei alguns tabletes com contetido matematico que se destaca-
ram de forma mais proeminente devido a informacoes que seriam consideradas a frente de

seu tempo, mas que na realidade se fizeram presentes ha milhares de anos atras.

1.2.1 Tablete de Reciprocos Padrido - MS 3874

Dentro da Matematica da antiga Mesopotamia era possivel encontrar tabletes
padroes (Figura 1.2) que traziam pares de nimeros (pares de reciprocos) que satisfaziam

a condicao de que a multiplicagao desse par deveria resultar em uma poténcia de 60.

Os tabletes contendo estes pares de reciprocos, eram divididos em duas colunas,

nas quais eram preenchidos os niimeros na escrita cuneiforme e no sistema sexagesimal.
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COLUNA 2
Reciproco 30
Reciproco 20
Reciproco 15
Reciproco 12
Reciproco 10
Reciproco 450
Reciproco 400
Reciproco 6
Reciproco 5
Reciproco 4
Reciproco 225
Reciproco 200
Reciproco 3
Reciproco 150
Reciproco 144
Reciproco 8000
Reciproco 2
Reciproco 6750
Reciproco 100
Reciproco 90
Reciproco 80

Figura 1.2 — Tablete de Reciprocos - MS 3874 e tradugdo. Fonte: [Cuneiform Digital
Library Initiative - CDLI 2004].

Esta tabela era muito utilizada como um auxiliador de cédlculos, entao os escribas sempre
possuiam uma copia da tabela de reciprocos quando fossem realizar outras operagdes ou
resolver problemas. Sendo assim, é possivel encontrar em diferentes museus, semelhantes

tabletes contendo estes pares numéricos.

1.2.2  Aproximacio de v/2 - YBC 7289

Um dos mais famosos e conhecidos tabletes babilénicos (Figura 1.3), feito
também de argila e registrado em escrita cuneiforme, traz uma aproximacao de v/2, com
precisdo de 3 casas sexagesimais (0 que equivale a 6 casas decimais). Atualmente faz parte

da colecao que estd na Universidade de Yale (Yale Babylonian Collection).

O tablete traz desenhado um quadrado e suas diagonais, informando a medida
do lado, que corresponde a 30, e outros dois niimeros. Seus significados serao melhor

desenvolvidos no Capitulo 4 deste trabalho.

1.2.3 Problema do tipo “igi-igibi” - YBC 6967

O tablete apresentado na Figura 1.4 traz o passo a passo da resolugdo de um
problema do tipo “igi-igibi”. Esse tipo de problema envolve descobrir pares de reciprocos
especificos, uma vez que “igi” significa niimero regular e “igibi” o reciproco do niimero
regular. O problema apresentado no tablete tem como propdsito encontrar um par de

reciprocos de forma que um numero exceda seu reciproco em 7.
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Figura 1.3 — Tablete que traz uma aproximacio de v/2. Fonte: [Cuneiform Digital Library
Initiative - CDLI 2023].

Figura 1.4 — Tablete com problema para encontrar par de reciprocos.Fonte: [Cuneiform
Digital Library Initiative - CDLI 2023].

1.2.4 Plimpton 322 - P322

O Plimpton 322, ou P322, é considerado um dos artefatos cientificos mais

sofisticados do mundo antigo.

O tablete foi criado em Larsa, uma das antigas capitais babilonica e que hoje é
conhecida por Tall Sankarah, cidade que fica localizada ao sul do Iraque, tal cidade que
foi conquistada por Hammurabi em 1762 AEC. A partir disso estima-se que o tablete seja
datado dentro do periodo de 1822 — 1762 AEC (ROBSON, 2002).



Capitulo 1. Introdugdo 18

Atualmente, P322, faz parte da colecao de George Arthur Plimpton (1855
- 1936) e estd na Universidade de Columbia. Este o comprou de um antiquério que o

descobriu no inicio do século 20, no Iraque.

O tablete possui medidas de 12,7 cm por 8,8 c¢m, e seu contetdo esté escrito no
sistema sexagesimal, sendo possivel observar que sua disposi¢ao esta separada em 4 colunas
e 15 linhas. Pode-se perceber ainda que as linhas verticais continuam inclusive no verso
do tablete, mas nao possuem nenhuma informacao escrita nelas. Analisando um pouco
o tablete ¢é visivel que este foi vitima de algum acidente e acabou sendo quebrado, isso
se torna perceptivel pela presenca de uma cola que indica ser de um material mais atual,
indicando que aconteceu em tempos recentes. Isso danificou parte da primeira coluna da

tabela, como ¢é possivel verificar na Figura 1.5.

Figura 1.5 — Tablete Plimpton 322. Fonte: [Cuneiform Digital Library Initiative - CDLI
2005].

Estudiosos se dedicaram ao estudo do Plimpton 322 e realizaram a reconstrucao
das colunas e linhas do tablete, inclusive definindo quais seriam os possiveis titulos das

colunas.

Muitos matematicos trabalharam e tem trabalhado em definir o propédsito de
criacao do P322, j4 que nao é um tablete convencional, mas ainda nao se chegou a um
consenso definitivo. No Capitulo 4 explicaremos de forma mais detalhada algumas dessas

visoes existentes.

1.3  Objetivos

Este trabalho nao foi escrito apenas com a intengao de apresentar a histéria da
Matemaéatica em antigas civilizacoes, mas entender como o povo daquela época realizava
parte de seus céalculos e além disso obtinham resultados com 6timas precisdes, possuindo

apenas seus tabletes de argila padroes (tabletes de multiplicacao, reciprocos, raiz qua-
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drada, etc) e seu objeto de escrita, de modo que o foco principal seja a aplicacao desses
conceitos estudados no ensino contemporaneo da Matematica. Faremos isso enquanto
analisamos parte da profundidade e complexidade da matemaética babilonica contida em
alguns diferentes tabletes, e como, pontualmente cada parte acaba sendo utilizada na
construcao do Plimpton 322 e 1til para sua compreensao. Ao observarmos suas linhas e
colunas, pensaremos em como cada valor foi pensado e calculado, buscando analisar o
significado de cada um. Para que tal tarefa seja possivel, a analise de alguns outros tabletes
babilonicos também serao realizadas, visando uma melhor compreensao do contexto de

certas terminologias e conceitos que aparecem pelo caminho.

A dissertacdo conta com toda uma construcao inicial destes conceitos, método
do lado quadrado (método de Heron), algoritmo da raiz quadrada, a regra da diagonal
(Teorema de Pitdgoras), algoritmo de fatora¢ao babilénico, resolugao de problema do tipo
“igi-igibi”, necessarios para a compreensao do P322. Além disso, permitira a compreensao do
sistema de numeracao sexagesimal e de como ele permite uma maior precisao na realizagao
de calculos (principalmente os realizados & mao) assim como, em cada etapa, elementos

serao trazidos a tona, de maneira que possam ser aplicados ao ensino da Matematica.

No Capitulo 2 abordaremos o sistema de numeragao sexagesimal, considerando
que os tabletes foram registrados dessa maneira, introduzindo como os babilonios realizavam
sua representacao numérica, que simbolos utilizavam e o porqué desse sistema ser utilizado
dado o contexto em que esses povos viviam. Trataremos do conceito de pares de reciprocos
padrao adotado pelos babilonios e veremos a partir de alguns tabletes antigos (BM 34568
e YBC 7289) como os babilonios tinham consciéncia da Regra da Diagonal, conhecida

atualmente como Teorema de Pitagoras.

Em seguida, no Capitulos 3, serdao apresentados alguns métodos que os povos
da antiga mesopotamia utilizavam para encontrar os valores de raizes quadradas. Para
isso, olharemos para o tablete YBC 7289, que possuia uma aproximacao para o valor de
\@, para uma construgao geométrica, que apresentard novos conceitos muito utilizados
na matematica babilonica, e por fim como realizavam o algoritmo da raiz quadrada e
o algoritmo babilénico para fatoracdo de niimeros, que se baseava na identificagdo dos

algarismos finais dos nimeros em questao.

No Capitulo 4 compreenderemos alguns detalhes finais para a compreensao da
formagao do Plimpton 322, além das etapas de construcao de cada coluna e linha. Anali-
saremos também o propdésito deste tablete, veremos varios aspectos anteriores utilizados

neste tablete e realizaremos uma comparacao com a tabela de seno de Madhava.

No Capitulo 5, como ultima parte deste trabalho, serdao apresentadas duas
propostas de atividades para serem trabalhadas em sala de aula. As propostas estarao
ligadas ao trabalho com o sistema de numeracao sexagesimal, e também com a questao de

precisao de calculos aplicados a trigonometria.
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2 Sistema de Numeracao Sexagesimal

A matematica babilonica ja mostrava o seu diferencial e potencial a partir do
seu sistema de numeracao. O sistema utilizado por eles era o sexagesimal, e, portanto, é
muito relevante que compreendamos como eles se apropriavam de tal sistema, uma vez

que todos os tabletes estavam dentro desta realidade.

Para isso, o conceito de base numérica sempre é importante quando estamos
lidando com diferentes civilizagoes. O nosso sistema de numeracao é o decimal, e o
aprendemos desde o inicio de nossas vidas, de forma que fiquemos habituados a ele e nao
tenhamos problemas para realizar operagoes ou para contarmos. Mas quando olhamos
para outras civilizagoes vemos que estas possuiam diferentes formas de expressarem suas

contagens, os maias, por exemplo, utilizavam um sistema de numeragao vigesimal.

Um determinado sistema de numeracao de base b é assim chamado se pode ser

descrito como mostra a defini¢gao 2.0.1.

Definigao 2.0.1. (Sistema de numeracao de base b). Dado um ntmero natural b > 1 e o

conjunto de simbolos (0,1,2,--- b — 1), a sequéncia de simbolos

(dndp—1 -~ didp)p

representa o nimero natural

dp b+ dp_y - 0" o dy - b+ dy,

sendo 0 < dj, < b, para todo k = {0,...,n}.

O nome de um sistema numérico se baseia no valor atribuido a b, o decimal
possui b = 10, e o sexagesimal, b = 60. A partir do conjunto de simbolos, se torna possivel

a representacao de qualquer niimero dentro daquele sistema.

Por que, entdo, considerando que existem muitas possibilidades de bases numé-
ricas, uma civilizacao antiga como a Babilonia escolheria utilizar um sistema de numeragao
sexagesimal? Quais seriam as vantagens de se utiliza-lo em relacao decimal Indo-Arabico

que é o mais utilizado atualmente?

Os Babilonios tinham uma escrita cuneiforme, ou seja, escrita a partir do
auxilio de objetos em formato de cunha, e que foi uma heranca dos povos sumérios,
de aproximadamente 5.000 anos atras. Além disso, possuiam um sistema de numeragao
posicional (provavelmente o primeiro sistema posicional criado, e um grande diferencial),

o que implica que eles tinham estabelecido o conceito de ordem, uma vez que o valor de
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um algarismo é definido pela posicao que este ocupa dentro de um ntmero, e a partir
deste conceito estabelecido eles eram capazes de representar qualquer niimero dentro do

contexto deles.

Por ser um sistema sexagesimal, em que a constru¢ao dos niimeros ¢ feita na
base 60, temos 59 diferentes algarismos que representam os nimeros de 1 a 59 (Figura
2.1). Sao 59 diferentes algarismos e ndao 60 porque eles ndo possuiam um simbolo que
representasse o zero, apesar de terem ciéncia de sua existéncia e usarem um espago vazio
como forma de representa-lo no meio de um niimero. Para a composi¢ao destes 59 niimeros
eles utilizavam a base 10, através de 2 simbolos diferentes (hieréglifos), como é possivel

observar na imagem a seguir:

Y1 711 L7 21 K7 31 <y 41 «y 51
fy 2 {7 12 «ip 22 7 32 < 42 <ty 52
7 3 {13 iy 23 M7 33 <y 43 <« 53
Ta @i @21 €T30 €@ «KPsa
Ws W15 W2 KW € «KFss
We 1 UR2e «F 6 WWae 56
F71 W1 €T €F 3z €F 41 &F 57
s W1s W2 €T €T s B ss
Fo 1o «FFo «F o CFo -
{10 « 20 & 30 fﬁ' 40 ‘(ﬁ( 50

Figura 2.1 — Ntimeros de 1 a 59 em escrita cuneiforme.

Quando os babilénios representavam o ntimero 60, o simbolo utilizado era o
mesmo que representava o nimero 1, para ser mais exato, para cada k temos que todo

numero da forma k - 60", em que n € N, seria representado da mesma maneira.

Exemplo 2.0.1. Observe a representa¢ao de um niimero na base 60 e na escrita cuneiforme

(Figura 2.2).
¥ & <«

Figura 2.2 — Ntiimero 6322 em escrita cuneiforme.

Apenas observando esta representacao dada, a primeira forma que interpreta-

riamos este nimero no sistema decimal seria como o descrito abaixo:
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1-60% + 45 - 60 + 22 = 3600 + 2700 + 22 = 6322,

mas, se considerdssemos um pouco mais a representacao, perceberiamos que a forma
de representacio cuneiforme dos nimeros 6322, 6322 - 60, 6322 - 60, ..., 6322 - 60" sdo as

mesmas.

Isso acontecia porque eles nao usavam um simbolo que correspondesse ao zero
no final de um nimero (se pensarmos isso traduzindo para o sistema decimal, seria o
mesmo que identificar 1 e 10, sem que existisse um zero apés o 10). Identificar a grandeza
ou magnitude do nimero escrito era uma tarefa que cabia ao leitor, e se dava através da
interpretacao baseando-se no contexto apresentado no texto em questao. Como fala Aaboe
(1998, p. 12), “Esta nao é uma falha tao grande do sistema numérico quanto parece a

primeira vista; em geral, nao ha davidas sobre o valor correto.”.

Agora que ja entendemos como funciona o sistema sexagesimal, qual serd o
motivo da preferéncia por este sistema numérico? Os babilonios eram grandes estudiosos
em diversas areas, como agricultura, astronomia, arquitetura, matematica, etc, e dentro da
area de calculos, podemos dizer que eles possuiam o principio de prezar por uma enorme
precisao destes. Para que os babilonios pudessem expandir e comandar seu império, eles se
tornaram cidadaos capazes de manipular niimeros muito bem. Eles gostavam de resolver
problemas praticos de medida e peso, e eles relatavam essas resolucoes escrevendo o passo
a passo utilizado, como um algoritmo matematico. Considerando o fator “precisao”, e
considerando também que naquela época nao existiam instrumentos mecanicos ou algum
outro tipo de recurso que facilitassem seus calculos, a escolha de um sistema que permitisse
isso de uma forma mais otimizada foi um dos principais motivos pelo qual o sistema na
base 60 seria mais ideal que um sistema decimal, por exemplo. Como podemos perceber,
ao fatorarmos o ntimero 60 em funcéo de seus fatores primos temos que 60 = 2*-3-5. A
partir disso podemos obter todos os 12 divisores de 60: 1,2, 3,4, 5,6, 10,12, 15, 20, 30, 60
(Figura 2.3). Possuir um ntmero maior de divisores é uma vantagem (no quesito precisao
de célculos realizados & mao), pois permite que mais fragoes possam ser escritas como
fragoes sexagesimais finitas (ndo dizimas), se comparado, por exemplo, ao sistema decimal,
em que 10 = 2 -5 e assim sendo, possui apenas 1,2,5,10 como divisores. Por efeito de

curiosidade, o niimero 60 é o menor nimero que possui os nimeros de 1 a 6 como divisores.

Além desta razao apresentada, a civilizagdo sumérica havia chegado a aproxi-
magcao de que o sol levava 360 dias para realizar seu movimento de translacao, ou seja, um
ano tinha uma duracao préxima de 360 dias, de forma que o sistema sexagesimal também
facilitaria muito os calculos dentro da astronomia. Por este motivo veio a ser considerado
que um circulo seria dividido em 360 graus, e entao 1 grau em 60 minutos e 1 minuto em
60 segundos, como conhecemos atualmente. Esse sistema pode nao ser tao familiar agora,

mas ainda se faz presente em nosso sistema de contagem do tempo.
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Divisores de 60

'1'x 60 = 60 10'x 6 = 60
12'x 30 = 60 12'x 5 = 60
'3'x 20 = 60 15!x 4 = 60
141X 15 = 60 20x 3 = 60

'5:x 12 =60 30ix 2 = 60
6:x10=60  60ix1=60

Figura 2.3 — Dividores de 60.

Lidar com nimeros em uma base diferente pode parecer trivial se pensarmos
levianamente no assunto, mas ao olharmos de forma pratica é algo que exige diversas
adaptacoes na forma em que estamos habituados a pensar matematicamente. Podemos
observar o que esta sendo dito no nosso sistema de contagem de horas, minutos e segundos,
que manteve o sistema sexagesimal até hoje, e como nao é simples quando o aprendemos
ou quando o ensinamos a alguém sobre isto, sempre havendo um certo choque interno que

requere de nés um tempo de raciocinio até que nos familiarizemos com ele.

Para nao precisarmos lidar com mais uma forma de adaptacao com relagao aos
hieroglifos utilizados e com os niimeros em uma base diferente, no decorrer deste trabalho

utilizaremos a seguinte forma de representacao deles:

1. Serao utilizados os algarismos do sistema de numeracao Indo-Arabico: 0, 1, 2, 3, 4,

5,6,7,8,09.

2. Os algarismos serao separados por ponto, indicando a grandeza destes dentro do

nimero.

3. Quando lidarmos com ntimeros sexagesimais fracionérios, utilizaremos um ponto e

virgula para separar a parte inteira da parte fracionaria.

Exemplo 2.0.2. Exemplos de como as representacoes serao feitas:

3.54.41 = 3-60% + 54 - 60 + 41.

1 1
2.40;55.32=2-60+40+55- — + 32 —.
’ A 60 - 602

1.00.09.00 = 1-60% + 9 - 60.

A melhor maneira, para compreendermos, é relacionar nosso sistema de conta-
gem de tempo, pois se fard importante nossa familiarizagdo com o sistema de numeracao

babilonico, uma vez que ele se faz presente nas analises dos materiais do tabletes babilonicos.
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2.1 Reciprocos Padrao

Comecaremos com o tablete de reciprocos padrao pois ele era a base para a
realizagao de calculos dentro da matematica babilonica, juntamente com as intimeras
tabuas de multiplicacdo. Vimos na Introdugao que era comum os escribas e estudantes
possuirem uma coOpia de um tablete de reciprocos padrao para o auxilio desses calculos
realizados. Era chamado de padrao porque continham em sua maioria as mesmas entradas

nas colunas, como podemos ver na Tabela 2.1.

Coluna I Coluna II | Coluna I Coluna I1
2 30 27 2.13.20
3 20 30 2

4 15 32 1.52.30
5 12 36 1.40

6 10 40 1.30

8 7.30 45 1.20

9 6.40 48 1.15

10 6 50 1.12

12 5 54 1.6.40
15 4 1 1

16 3.45 1.4 56.15

18 3.20 1.12 50

20 3 1.15 48

24 2.30 1.20 45

25 2.24 1.21 44.26.40

Tabela 2.1 — Tabela de pares de reciprocos.

Veremos na Definicao 2.1.1. o que se classifica como um par de reciprocos e

entao discutiremos com relagao as necessidades desse tipo de tablete.

Defini¢cdo 2.1.1. Um par de ntimeros quaisquer, (z,T), é definido como um par de

reciprocos se x - T = 60".

Por conveniéncia, nos referiremos a um par de reciprocos por (z, ), de forma
que sempre que for apresentando um ntmero da forma T estaremos nos referindo ao

reciproco de .

E vélido observar que na matemadtica babilonica o resultado obtido do produto
entre os pares de reciprocos escritos no sistema de numeragao sexagesimal representavam
60 ou poténcias de 60, mas que também eram ntmeros representados neste sistema
igualmente por 1, e que portanto necessitavam de contexto para que se compreendesse
sua real grandeza. Se trouxermos para o nosso contexto, o reciproco se assemelha ao que

chamamos de inverso de um numero.
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Os tabletes de reciprocos padrao possuiam nimeros que satisfaziam a Defini¢ao
2.1.1., mas estes niimeros nao eram considerados nimeros quaisquer, eram definidos como

regulares.

Definicao 2.1.2. Um namero é chamado regular, dentro da matematica babilonica, se

sua fatoracio é dada como 2% - 3% - 5°, em que a,b,c € N.

Uma vez considerada a Defini¢ao 2.1.2, podemos dizer que a primeira coluna
do tablete de pares de reciprocos pode ser compreendida como sendo todos os inteiros
menores que 60 que sao numeros regulares. E ainda possivel observar que a fatoracao em

primos de 60 é dada por 2%-3-5 = 60, que é justamente um ntimero regular.

Ainda podemos observar que quando fatoramos uma poténcia qualquer de
60 obtemos 60" = 22" - 3" . 5" logo, podemos afirmar que se um certo nimero inteiro
possui algum fator primo diferente de 2, 3 e 5, ele nao divide uma poténcia de 60.
Consequentemente, se um nimero for regular, podemos afirmar que existe uma poténcia

de 60 que este nimero serd capaz de dividir.

A segunda coluna, portanto, contém o que chamamos de reciprocos da primeira

coluna, gerando os pares de reciprocos constituintes dessa Tabela de Reciprocos Padrao.

Exemplo 2.1.1. Consideremos o ntimero 45 = 32 - 5, vamos apresentar uma forma de

obter o seu reciproco.

Precisamos igualar 3%-5 a forma de 2**-3".5", que corresponde a uma poténcia
de base 60. Para isso, basta multiplicarmos 3% -5 por 2* - 5, considerando, entéo, que n = 2.

Logo, encontramos que o reciproco de 45 seria o 80.

Na Tabela 3.1 é possivel conferir que o reciproco de 45 é justamente o ntimero

80 (ou 1.20 no sistema sexagesimal).

Como o sistema de numeracao da Babilonia era o sexagesimal, possuir um
tablete de reciprocos padrao permitia que a realizagao de calculos, principalmente as
divisoes, fossem realizados com uma maior facilidade e destreza e ainda assim garantindo
uma precisao nos resultados (KATZ, 2009). Comegamos a notar uma consciéncia complexa
na matematica babilonica, algo que ficara ainda mais evidente ao vermos mais conceitos

conhecidos por eles ha milhares de anos atras.

2.2 A Regra da Diagonal

Iniciamos a série de tabletes e algoritmos conhecidos pelos babilonicos focando
no poligono com o menor nimero de lados e um tipo especifico deste, os triangulos

retangulos.
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Um tridngulo retangulo é capaz de nos remeter a diversas relagoes trigonomé-
tricas que aprendemos no decorrer de nossa vida escolar. Dificilmente alguém nunca tera
ouvido pelo menos o nome de um dos teoremas mais famosos, o Teorema de Pitagoras, em
que, considerando um tridngulo retangulo de lados b, d, [, temos que b* + [* = d?, sendo
d o maior lado do tridngulo, chamado de hipotenusa (ou diagonal, como os babil6nios
chamavam), e b e [ os menores lados, chamados catetos. Pitdgoras viveu de 570 a 490 AEC
e portanto, o teorema que é creditado a ele deve ter sido descoberto e provado dentro

deste periodo de tempo.

Entretanto, muitos documentos histéricos, datados antes desta época, mostram
que civilizagoes antigas também tinham ciéncia desta relagdo, a partir de aplicagoes em
contextos especificos, porém, demonstragoes como a de Pitdgoras nao foram encontradas

até o momento.

Os babil6nios, 1.000 anos antes de Pitagoras, tinham conhecimento desta
relacdo e é possivel ver isso em alguns tabletes feitos de argila que foram encontrados por

historiadores arquedlogos.

Figura 2.4 — Tablete BM 34568 contendo problema para encontrar a largura de um retan-
gulo. Fonte: [Cuneiform Digital Library Initiative - CDLI 2023].

No tablete BM 34568 (Figura 2.4), que se encontra no Museu Britdnico, em

seu primeiro problema, é possivel observar o seguinte texto escrito:

“4 € o comprimento e 5 a diagonal. Qual a largura? Seu tamanho ndo é
conhecido. 4 vezes 4 ¢ 16. E 5 vezes 5 € 25. Se vocé tirar 16 de 25, sobrard 9.

Que numero vezes ele mesmo é 972 3 vezes 3 ¢ 9. 3 € a largura.”
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Além desse tablete, o YBC 7289 também apresenta alguns valores que nos
permite concluir que de fato os babilonios estavam cientes da "Regra da Diagonal', ou como
chamamos "Teorema de Pitagoras". Ele traz 3 valores dispostos no registro, e podemos
ver que o numero que acompanha o lado esquerdo superior estda marcado com o que
corresponde a 3 - 10 = 30. O numero imediatamente abaixo da diagonal horizontal é
1;24.51.10.

Este niimero no sistema decimal ficaria:

24 51 10
1+ —+ — + — =1,41421296.
60 602 603
Percebemos que este valor corresponde a uma aproximacao da raiz quadrada

de 2. E por fim o ultimo niimero encontrado é

95 35 5 7
42:2535 =42+ > 1+ 22 _ 494 2 4+ T _ 49 4963889
! 50 " 6oz Tt T ’

uma aproximacgao para 3 - V2.

Com este e muitos outros tabletes de argila que foram encontrados por histori-
adores pode-se concluir que os babilonios nao tinham apenas nog¢ao de célculos de raiz
quadrada muito precisos, mas que estavam familiarizados com o Teorema de Pitagoras, pelo
menos neste caso especifico. A raiz quadrada de 2 era provavelmente um valor tabulado
em um outro tablete auxiliar, um valor que conhecemos como constante de Pitagoras, e

neste tablete foi utilizada para determinar o valor da diagonal de um quadrado 30 por 30.



28

3 A Raiz Quadrada na Antiga Mesopotamia

Quando falamos sobre o conhecimento dos babilonios sobre a Regra da Diagonal
(Teorema de Pitdgoras), isso pode despertar o questionamento a cerca da capacidade
de realizacao dos calculos de raizes, e provavelmente, nao seria mais surpresa dizer que
eles também possuiam tabletes, assim como os dos pares de reciprocos padrao, de raizes
quadradas padrao, de forma que neles tinham contidas todas as raizes cujos resultados iam
de 1 a 59 (\ﬁ, V4,19, ..4/54.09, v/56.04, \/58.01). Jé tabletes expandidos e que possuissem

raizes quadradas de niimeros maiores, se diferenciando assim dos tabletes padrao, eram

muito mais raros.

No decorrer deste capitulo veremos alguns métodos que os babilonios utilizavam
para encontrar raizes quadradas de niimeros maiores, extensos que nao estivessem contidos

em alguma tabela prévia.

Dentro dessa colecao extensa de tabletes existentes é possivel ver que os
babilonios também atribuiram aproximacgoes pertinentes de raizes quadradas de nimeros
que nao eram quadrados perfeitos. Um tablete que apresenta uma aproximacao é o tablete
YBC 7289 datado entre 1800 - 1600 AEC, que estd atualmente na colecao de tabletes
babilonicos da Universidade de Yale. Ele apresenta a construcao de um quadrado e

suas diagonais, e trés nimeros escritos em diferentes lugares do tablete (Figura 3.1): 30,
1;24.51.10 e 42;25.35.

Figura 3.1 — YBC 7289. Fonte: [Cuneiform Digital Library Initiative - CDLI 2023].

O 30 corresponde ao lado do quadrado, e no seu interior estao os outros
dois nimeros, de forma que estes trés ntimeros estdo ligados entre si pela operacao
30 x 1;24.51.10 = 42;25.35. Primeiramente fica perceptivel que este calculo representa
a diagonal do quadrado de lado 30 em questao, e em seguida percebemos que a relacao
d =1 -/2 era conhecida pelos babilénios.
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Se l =30, e d = 42;25.35, logo 1;24.51.10 deve corresponder a v/2 da equacdo,
ou mais precisamente falando, & uma aproximacao de /2, ja que 1;24.51.10 = 1+ (24/60) +
(51/60%) + (10/60%) ~ 1,414212963 no sistema decimal. Considerar que ha 4.000 anos
atras, sem auxilio de instrumentos facilitadores, os babilonios foram capazes de obter uma
precisao de 5 casas decimais (\fQ ~ 1,41421356) mostra como seu sistema de numeracao
de fato permitia melhores aproximacoes fracionarias e que isso fazia parte da construgao
matematica de seus calculos e estudos. A conclusao definitiva de como tal aproximacao foi
obtida nao se da de forma unanime. E até o presente momento nao é conhecido se eles

possuiam uma forma de representar os niimeros irracionais.

Algumas explicacoes e interpretagoes de como essa obtencao de raizes quadradas

poderiam ter sido obtidas surgiram no decorrer dos anos, de maneira que veremos a seguir.

3.1 Interpretacdo geométrica pelo algoritmo mesopotamico

A seguinte explicagdo para o processo que os Mesopotamios poderiam ter
seguido afim de determinar valores para raizes quadradas, considera o que o historiador
Victor Katz propds como sendo uma explicacao aceitavel e possivel, uma explicagdo "para
0 qual existe alguma evidéncia" (KATZ, 2009, p. 18).

Consideremos o problema de encontrar o lado de um quadrado a partir do
conhecimento de sua area, que neste caso atribuimos o valor de k. Na Figura 3.2 vemos a

construcao deste quadrado, que tem por medida do lado, Vk.

Se tomarmos um valor a, de forma que este seja um valor conhecido e que seja
menor que Vk e considerarmos ¢ como o tamanho do comprimento que serd necessario

adicionar a a de forma que se obtenha Vi é possivel escrever, entao, que

a+c=k (3.1)

Agora, observemos a Figura 3.3, que representa a diferenca dos quadrados, o
quadrado de lado a subtraido do quadrado maior de lado v/k. Representacio que mais

tarde veio a ser chamada de gnémon pelos gregos.

Os povos mesopotamicos possuiam um instrumento de medi¢ao do tempo a
partir da sombra formada sob um objeto em forma de L, e portanto, por essa regiao da
Figura 3.3 se assemelhar a este L, foi chamada mais tarde pelos gregos de, gnémon,
palavra que no grego quer dizer literalmente “um que conhece ou examina”, mas que
passou a ser utilizada para se referir ao relégio solar (HUNGER; PINGREE, 1999).

A regiao representada pode ser decomposta em 3 partes, 2 retdngulos de lados a
e ¢ e um quadrado de lado ¢. Mantenha em mente que ¢ corresponde ao que os matematicos

da época denominavam takiltum, pois sera algo muito abordado no decorrer deste trabalho.
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vk

Figura 3.2 — Representacao de um quadrado de éarea k.

Chamemos entao v a area do gnémon, e entdo conseguimos representa-la em
funcao dos valores que atribuimos as partes. A primeira relacdo que podemos obter de
v é somando cada uma das trés partes. Logo, v = 2ac + ¢*. A segunda é simplesmente
representarmos algebricamente a diferenca dos quadrados, v = (@)2 —a*=k—d A

partir destes dois resultados podemos escrever a relagao de igualdade

2ac + ¢ =k —a®

(a+c)? = k.

Agora, consideremos um valor para a muito préximo de Vk de forma que ¢
seja tao pequeno quanto queremos e que entao ¢ possa ser um valor nao significativo,
gerando a aproximacao

2ac ~ k — a?,

e consequentemente,
k —a?

2a

C~

(3.2)

Se substituirmos a aproximacao (3.3) em (3.1), temos
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Figura 3.3 — Gnémon.

kE—a? 24k
Vi~ a+ @ _ et )
2a 2a

Obtemos uma aproximacgao para \/E, mas que sua precisao depende do valor

inicial adotado para a.

Se por defini¢cdo do problema inicial a < \/E, ¢é possivel perceber que a aproxi-

magcao final obtida serd uma aproximacao por excesso.

Se trouxermos essa aproximacio de vk para o nosso contexto, podemos
compara-la ao Método Newton-Rapson utilizado em Anéalise Numérica para aproximagao
de valores das raizes de uma equacgao algébrica, mas que também pode ser adaptada para

encontrar aproximagoes de raizes quadradas. O método traz o seguinte:

Sl
Pl € N.

Tiy1 = T4

Se considerdssemos = = Vk, e portanto, 2> = k, poderfamos definir f (x) =

z? — k e por consequéncia f'(z) = 2z, que ao substituirmos obter{amos:

2

Tiy1 = T3 — )

2371'
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em que x; € a aproximacao inicial.

A aproximacdo de v/2, que se apresentou no inicio deste tépico a partir do
tablete YBC 7289 mostra que tomando k = 2 e entdo a = 1,4, ja que a deve ser um valor

conhecido e menor que Vk, substituindo esses valores na relacdo encontrada, temos

a?+k 1,42+2 3.96
k ~ = = ~ 1.414285714286.
vk 2a 2-1,4 2.8 ’

O valor de v/2 trazido no tablete ¢ a aproximacao 1,414212963, que é ainda

mais precisa.

Utilizando o v = k — a*, que é a diferenca dos quadrados, e a aproximacao
de k, podemos reescrevé-la de maneira que chegamos a um resultado que foi encontrado

regularmente ao longo dos tempos,

\/a2+7%a+l.
2a

3.2 Método do lado quadrado (Método de Heron)

Como vimos na introducao deste capitulo, tabletes contendo a presenca de
raizes quadradas de niimeros mais extensos nao era algo comum e frequente, mas ainda
assim alguns foram encontrados de forma que se tenha registro de como certos métodos
aconteciam. Registros histéricos como os tabletes IM 54472 e Si.428 apresentam o método

do lado quadrado, ou como conhecemos, método de Heron.

Esse método, para encontrar uma determinada \/E, para os babilonios, consistia
basicamente em escolher um nimero regular = tal que 2% ~ k e entdo, por z ser um ndmero
regular eles teriam acesso ao seu reciproco, de maneira que ao calcularem vk ~ [(k/x)+xz]/2

obteriam a aproximacao desejada.

Consideremos, entdo, um valor k, tal que k € de forma que para encontrar-
) ] ) +5
mos a Vk precisamos determinar o valor de um z, tal que z*> = k. Para isso, definiam-se

dois valores, xg e x1, com o objetivo de se chegar que xg - x1 = k.

A escolha de x(y deveria ser a mais proxima possivel de z, de modo que o
escriba tivesse conhecimento deste niimero regular e de seu reciproco. Uma vez escolhido,
existiria um segundo valor, z1, tal que xg - 1 = k. Reescrevendo este valor em funcao de
xy e k obteria-se x1 = k/xy, e entdo seria possivel concluir que x; seria o reciproco de x

multiplicado por k. Logo, o par (zg,x;) é um par de reciprocos.

Como o procedimento descrito seria justamente a resolucao de uma média

geométrica, cujos termos seriam zy e x; e a média em si seria o valor de k, obviamente



Capitulo 3. A Raiz Quadrada na Antiga Mesopotimia 33

a resolucao da média geométrica seria o ideal, mas este seria justamente o problema, e
entdao como forma de encontrar um valor aproximado, resolver a média aritmética parecia

uma aproximacao satisfatoria.

Para concluir, aplicariam a média aritmética nos dois termos (zg, 1), e esta
se resumiria a Vk ~ (zo 4+ 21)/2 = (1/2) - [zo + (k/x0)], que é exatamente o que foi
apresentado inicialmente. Lembrando que k& é conhecido e o par de reciprocos poderia ser

definido a partir dos tabletes de reciprocos que eles possuiam.

Sabemos que conforme iteragoes fossem sendo feitas dentro deste processo, o
valor de = possuiria uma precisdao maior em relagao a aproximacao inicial que havia sido
escolhida. Entretanto, a realizagao de iteragoes sucessivas talvez nao fosse tao executavel no
contexto dos babilonios por causa da utilizagao de reciprocos que eram numeros regulares
e tabulados, como ja vimos. Os babilonios poderiam nao ser capazes de realizar todo
e qualquer calculo de raiz quadrada, mas antes mesmo que Heron pudesse formalizar
esse método para aproximacao de raizes quadradas, eles ja o utilizavam mesmo com suas
limitagoes (PAULANTI, 2014).

Vamos observar um exemplo que temos da aplicagao deste método, em um dos

tabletes citados na introducao.

Exemplo 3.2.1. (IM 54 472)

Sendo k = 26.00.15.00 (= 5616900) e xy = 40.00 a aproximagao feita para se
encontrar a raiz, uma vez que za = (40.00)% = 26.40.00.00 ~ 26.00.15.00.

Substituindo os valores temos:

k 26.00.15.00

2 2

Uma vez que xy = 40.00, é possivel encontrar no tablete de reciprocos padrao
que seu reciproco seria Ty = 0;00.01.30, e também que o reciproco de 2 ¢é 0;30. Substituindo

o0s reciprocos temos:

k 26.00.15.00
w000 T A%0026.00.15.00 x 0500.01.30 + 40.00

2 2 2

= 39.30;11.15.

Como 39.30;11.15 ~ 39.30, podemos chegar a conclusao de que a aproximacgao

obtida ¢é exatamente a solucao procurada, pois

1/26.00.15.00 = 39.30.
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O exemplo a seguir traz uma série de 3 problemas que mostram como o calculo
de raiz quadrada nao era algo trivial para os babilonios, muito provavelmente porque os
numeros obtidos nao faziam parte dos chamados niimeros regulares, e que eles possuiam

em suas tabelas padroes de calculo.

Exemplo 3.2.2. (BM 96957 + VAT 6598)

Problema 1. Aproxime a diagonal d no retangulo em que os lados b = 10 e

[ = 40 sao conhecidos.

Resolucgao: Para resolver este problema, o método do lado quadrado ¢ utilizado,
uma vez que considera que a aproximacao inicial pode ser o préprio 40, ja que o retangulo

¢ mais comprido, bem achatado e 40 é um nimero regular.

d=Vb+ 12 =+10% + 402,

sendo assim, sabendo a aproximacao inicial para d e também o reciproco d desta aproxi-

magcao tem-se que,

102 + 402) 10 + 40
V07 5 4 ~ (07 2) + 40)

((1.40 + 26.40) - 0; 01.30 + 40)

2
(28.20 - 0; 01.30 + 40)

2 )

e realizando esses calculos, ele chega que o valor para d é

d = 41;15.
Problema 2. Encontre o lado menor do retangulo com comprimento 40 e
diagonal 41;15.

Resolugao: Para resolver este problema, ele prefere fazer o caminho inverso

do problema anterior a utilizar o método do lado quadrado.

Problema 3. Encontre o lado mais longo do retangulo com lado menor 10 e
diagonal 41;15.

Resolugao: O método do lado quadrado poderia ter sido aplicada, mas quem

esta resolvendo diz nao haver solucao.
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3.3 Algoritmo de fatoracdo babil6nica

Temos observado como a matematica babilonica possuia um grau de complexi-
dade muito significativo. Quao mais a fundo nos deixamos investigar, mais conseguimos

apreciar a profundidade dessa civilizacao antiga.

Entao, descendo mais um degrau desse mundo babilonico podemos encontrar

métodos de fatoragao babilonica para algumas motivacoes diferentes.

3.3.1 Algoritmo da Raiz Quadrada

Quando os nimeros dos quais era necessario extrair a raiz quadrada eram muito
extensos e os escribas nao possuiam aproximacao para esses numeros em suas tabelas de
reciprocos, e portanto nao utilizavam o método do lado quadrado, a solugao para esta
situacao era realizar a fatoracao desses nimeros por fatores regulares quadrados, de forma
que esses numeros fossem reduzidos a ntimeros menores, para os quais eles teriam uma
aproximacao. Os babilonios identificavam os fatores quadrados e entdao encontravam o

reciproco que utilizariam para a fatoracao.

Exemplo 3.3.1. Fatoracao pelo algoritmo da raiz quadrada.

Algoritmo Raiz Quadrada
Numero Fator Quadrado Regular Operagao (x Reciproco)
1.07.44.03.45 3.45 x 16
18.03.45 3.45 x 16
4.49 4.49 fim

Tabela 3.1 — Algoritmo da raiz quadrada para 1.07.44.03.45.

Observando a Tabela 3.1 que mostra como o escriba realizaria o algoritmo de
raiz quadrada, é possivel entender que ele observou os digitos menos significativos do
ntimero 1.07.44.03.45, que possui o fator quadrado regular 3.45 (= 15?), e a partir desta
observagao ele realiza a multiplicacao pelo reciproco deste nimero. O reciproco de 3.45
era dado como 16, mas ao realizar o algoritmo é considerada a grandeza 16 - 60~2. Essa
observacao se faz possivel assim como sabemos que um nimero pode ser dividido por 5,

apenas olhando para o ultimo algarismo do mesmo.

Abaixo podemos ver que o numero 1.07.44.03.45 de fato é divisivel por 3.45; o
primeiro algarismo da direita, 45, é divisivel por 15, uma vez que 45 é divisivel por 3 e por
5. Se observamos a divisibilidade de um nimero A.B.C.D.E por 3.45, é necessario que
152 divida A -60* + B -60° + C - 60> + D - 60 + E. Como 15% divide 60 logo dividira 60° e
60*, restando que 15% precisa dividir D - 60 + E, o que acontece, uma vez que D = 3 ¢
E = 45, pois 3 - 60 + 45 = 225 = 15°.
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Depois que o escriba retirasse o fator quadrado regular através da multiplicacao
pelo reciproco de 3.45, que ¢é 0;00.16, restaria 18.03.45, que por observar os digitos
menos significativos, também seria divisivel por 3.45, pelos mesmos motivos descritos
anteriormente. Apods realiza-la, o niimero 4.49 ¢é obtido e entao pode ser identificado

facilmente através de uma tabela padrao de raizes quadradas, como sendo 172

Por fim, a raiz quadrada final serd o produto das raizes quadradas dos fatores
quadrados encontrados: 15 x 15 x 17 = 1.03.45.

O exemplo anterior mostra a efetividade do algoritmo, mas o que deve ser
considerado ¢ a caracteristica de que estes problemas que envolvem o Teorema de Pitagoras
(regra da diagonal) sdo parte de uma construc¢ao cuidadosa, para que se assegurasse que
raizes quadradas pudessem ser facilmente encontradas a partir deste método, mas isso

nem sempre era possivel.

Isso pode ficar mais claro se olharmos para o exemplo a seguir.

Exemplo 3.3.2. Observe o seguinte exemplo, com um nimero que é encontrado na

primeira coluna do Plimpton 322:

Algoritmo Raiz Quadrada
Numero Fator Quadrado Regular Operagao (x Reciproco)
1.53.10.29.32.52.16 16 x3.45
7.04.24.20.48.16 16 x3.45
26.31.31.18.01 26.31.31.18.01 fim

Tabela 3.2 — Raiz quadrada de 1.53.10.29.32.52.16.

Analisando o passo a passo descrito na Tabela 3.2, vemos que o inicio segue
tranquilamente mas ao reduzirmos o niimero para 26.31.31.18.01 chegamos a um numero
que nao possui mais fatores quadrados regulares, e que o tnico fator possivel restante seria

o numero 5.09.01, que é um ntimero primo.

Isso seria um grande empecilho para a resolucao desta raiz quadrada, pois
mesmo com o algoritmo a simplificagdo do nimero seria complicada devido a este fator

quadrado que é um numero extenso e primo.

Até o presente momento nao temos evidéncias de que os estudiosos da época

tenham tido a necessidade de realizarem calculos dessa magnitude.

Esse algoritmo da raiz quadrada permitiu aos escribas estenderem o alcance
da tabela de raiz quadrada, ou melhor falando, da regra do lado quadrado. Podemos
perceber que este método é um algoritmo que se utiliza de iteracoes que sucessivamente
vao identificando e removendo fatores quadrados, de forma que o niimero seja reduzido e
entao se possa aplicar a regra do lado quadrado. Mas ainda podemos ver limitacoes que os

babilonios possuiam para realiza-lo.
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3.3.2 Aplicacao da Fatoracao

Na matematica babilonica, a fatoracao também era utilizada para identificar
fatores comuns entre nimeros, se fossemos comparar com algo mais pratico e presente no
nosso contexto, seria uma espécie de algoritmo para calcular o Maximo Divisor Comum

(MDC) entre ntimeros.

O algoritmo era utilizado para identificar fatores regulares comuns entre ntime-
ros. Basicamente, o escriba precisaria ter dois niimeros inicialmente e entdo procederia
para a etapa de identificacao do fator regular comum observando, como no algoritmo da
raiz quadrada, os digitos menos significativos. A partir da identificacao deste fator comum,
ele localizaria o valor reciproco correspondente e entao realizaria a multiplicacdo. Este

processo se repetiria até que nao houvesse mais fatores comuns identificaveis.
Vamos acompanhar um exemplo da aplicagao deste algoritmo.

Exemplo 3.3.3. Veja o algoritmo sendo aplicando na Tabela 5.3 abaixo:

Algoritmo de fatoracgao
Primeiro nimero | Segundo nimero | Fator regular Resultado 1 Resultado 2
58.27.17.30 1.23.46.02.30 30 1.56.54.35 2.47.32.05
1.56.54.35 2.47.32.05 5 23.22.55 33.30.25
23.22.55 33.30.25 5 4.40.35 6.42.05
4.40.35 6.42.05 5 56.07 1.20.25
56.07 1.20.25 nenhum - -

Tabela 3.3 — Fatoracao simultanea de 58.27.17.30 e 1.23.46.02.30

Observando os ntimeros da Tabela 3.3 (n; = 58.27.17.30, ny = 1.23.46.02.30),
seria possivel observar pelos escribas que ambos possuem o fator regular comum 30, em
seu digito menos significativo. A partir disso, realiza-se a multiplicacao de n; e ny pelo

reciproco e 30, reduzindo estes ntimeros.

No caso de 58.27.17.30 e 1.23.46.02.30, o fator comum é 30, entao os babilonios
realizariam a multiplica¢do pelo reciproco de 30, que é 2, obtendo os valores 1.56.54.35
e 2.47.32.05, a grandeza do reciproco seria 607!, ji que queremos fatorar e uma vez que
30-0;02 = 60° = 1. Ainda seria possivel continuar o algoritmo, uma vez que ainda possuem
0 5 como fator comum. O reciproco de 5 seria 0;12, e ao realizarmos a operagao, teriamos
23.22.55 e 33.30.25. Seguindo o mesmo procedimento, chegariam ao ponto em que nao
existiria mais fatores regulares comuns e entdo o algoritmo chegaria ao fim. E possivel ver

o algoritmo completo na Tabela 5.3.

O matematico Joran Friberg introduziu o nome “trailing part algorithm” para
representar o algoritmo descrito (HOYRUP, 2018). A tradugao de “trailing part” seria
“parte final”, que representa bem a forma que se realiza a técnica. Mais a frente veremos a

aplicagao desse algoritmo dentro do tablete P322.
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4 Tablete Plimpton 322

Na introducao deste trabalho vimos informacoes gerais sobre este tablete

babilonico, e algumas caracteristicas ja foram apresentadas.

Agora, nosso objetivo é desenvolver os aspectos importantes na construcao
deste documento matematico histérico, como ele foi construido e mais alguns detalhes
relacionados ao seu proposito. Além disso, ao vermos as particularidades deste tablete
ponto a ponto, poderemos, de forma mais agrupada, concluir o propdsito de compreender

a profundidade e grandeza do conhecimento matemético dessa civilizagao.

Sobre a composicao de sua estrutura, a primeira coluna traz valores que sao
chamados de takiltum, nas segunda e terceira colunas, temos valores que representam
ternos pitagéricos. O terno (b, [, d) é considerado um terno pitagérico, ou como chamaremos
aqui, terno babilonico, em que se respeita a relacdo d> = b* + [%. No caso do tablete P322,
considerando os ternos babilonicos, a entrada da segunda e terceira colunas correspondem

ao b e d descritos.

A Tabela 4.1 mostra os titulos e os valores completos e corrigidos que estao em
cada uma das entradas do P322, na parte frontal do tablete, uma vez que parte do tablete
estava quebrado. Ja vimos o significado de takiltum, mas nao o de ib-si, cuja tradugdo da

palavra se refere a “algum tipo de operacao”.

Ainda, para entendermos melhor como se deu o processo de obtencao deste
tablete, é necessario que alguns conceitos e informagoes sejam apresentadas, para que

posteriormente possamos ligar cada um destes pontos.

4.1 O Takiltum

O takiltum é uma medida que se faz presente em alguns documentos matematicos
babilonicos, por isso é necessario entender o que ele significa. O proprio P322 traz uma

definicao do que este termo representa:
“O takiltum da diagonal que foi subtraido de tal forma que a largura surge...”

Esta é uma traducao do texto cuneiforme original que se encontra no tablete, e
algo interessante é que muitos estudiosos e pesquisadores divergem com relagao a traducao

exata desta frase.

Considerando certa divergéncia da interpretacao, uma maneira de se obter

uma melhor compreensao desse conceito € observar o contexto da aplicagao dele. Entao,
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I:62 11 b, 1r. d, IV:n
O takiltum da diagonal da | ib-si da largura | ib-si da diagonal POSICA0
qual 1 é subtraido e que a

largura surge

1.59.00.15 1.59 2.49 ki 1
1.56.56.58.14.50.06.15 56.07 1.20.25 ki 2
1.55.07.41.15.33.45 1.16.41 1.50.49 ki 8
1.53.10.29.32.52.16 3.31.49 5.09.01 ki 4
1.48.54.01.40 1.05 1.37 ki 5
1.47.06.41.40 5.19 8.01 ki 6
1.43.11.56.28.26.40 38.11 59.01 ki 7
1.41.33.45.14.03.45 13.19 20.49 ki 8
1.38.33.36.36 8.01 12.49 ki 9
1.35.10.02.28.27.24.26.40 1.22.41 2.16.01 ki 10
1.33.45 45 1.15 ki 11
1.29.21.54.02.15 27.59 48.49 ki 12
1.27.00.03.45 241 4.49 ki 13
1.25.48.51.35.06.40 29.31 53.49 ki 1/
1.23.13.46.40 28 53 ki 15

Tabela 4.1 — Tabela original do P322. Fonte: (MANSFIELD; WILDBERGER, 2017).

¢ importante que se observe outros documentos histéricos contemporaneos em que este

mesmo conceito se faz presente, e portanto, sua aplicacao se torne um pouco mais concreta.

Se olharmos para o tablete YBC 6967, podemos ter acesso a uma aplicagao
deste termo. A partir deste tablete vemos um tipo de algoritmo para obtenc¢ao de pares de

reciprocos, um problema designado igi-igibi pelos babilonios.

No YBC 6967 encontramos a inscri¢ao

“Fxcede seu reciproco por 7. Qual € este reciproco?”

O que é entendido como: “[Um reciproco] excede seu reciproco por 7 (x+7 = ).

Qual é este reciproco?”

Ja foi visto a defini¢do de reciproco, e que um par de reciprocos tem seu produto
igual a 1 ou igual a alguma poténcia de 60. Pelo enunciado temos que a diferenca entre
os reciprocos é um numero inteiro, no caso 7, e a situagao sugere que pensemos nos dois
valores reciprocos como inteiros também. Dessa forma podemos pensar neles como sendo

lados desconhecidos de um certo retangulo que possui area 60.

Sigamos o procedimento realizado e apresentado no YBC 6967 para o encontro

do par de reciproco dada a condigao inicial:



Capitulo 4. Tablete Plimpton 322 40

1. Quebra na metade o 7 que o reciproco excede seu reciproco, e 3;30

(aparecerd).

Sabemos que esse excesso é de 7, entdo ao dividirmos 7 por 2 ou multiplicarmos pelo
reciproco de 2 (30) obtemos o valor de 3;30 ou 3,5 considerando o sistema decimal
(Figura 4.1).

60

31/2 312

Figura 4.1 — Decomposicao de = - 7 = 60 em um quadrado e dois retangulos.

Considerando os dois novos retangulos congruentes de largura 3,5 e altura sendo a
dimensao do quadrado obtido, vamos realocar o segundo retangulo de maneira que
nao tenhamos mais a forma de um retangulo, e sim de um L ao contrario, ou de um
quadrado maior com uma “peca” faltante (quadrado imaginario de lado 3,5), como

indica a Figura 4.2.

2. Multiplique 3;30 por 3;30 e 12;15 (sera o resultado).

Essa multiplicacao se da com objetivo de obter a area do quadrado em amarelo
na Figura 4.2, que seria a peca faltante do quadrado maior que foi construido
geometricamente pelo escriba. Como a medida dos retangulos, que definem esse

quadrado, sao 3;30, a area sera dada por 3;30 x 3; 30.

Realizando a multiplicacao de 3;30 por 3;30 obtém-se 12;15 como resultado.

3. Adicione 1.00;00 ao 12;15 que resulta em 1.12;15.

Este 1.00;00 adicionado nesta etapa corresponde a area do retangulo inicial de area

60, mas que agora foi rearranjado e estd em forma de L.

O intuito é calcular a drea do quadrado maior, presente no passo anterior e apresen-
tado na Figura 4.3, logo 1.00;00 + 12;15 = 1.12; 15.

4. Qual o lado desse quadrado formado?
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Figura 4.2 — Reorganizacao do retangulo z - T em um quadrado decomposto.

Figura 4.3 — Quadrado de area 1.12;15.

Seria calcular a raiz quadrada de 1.12;15, que é 8;30 (Figura 4.4).

Para realizar o calculo desta raiz quadrada o escriba poderia utilizar algum dos
procedimentos que ja abordamos no Capitulo 2, como a regra do lado quadrado ou

o algoritmo da raiz quadrada.

No caso do algoritmo da raiz quadrada, vamos considerar 1.12;15 = 1.12.15.00 x 60>

e entao podemos identificar os fatores quadrados regulares.

Realizando o algoritmo é possivel obter os fatores quadrados que nos dao a resposta

exata da raiz quadrada de 1.12.15.00, que é composta por:

V1.12.15.00 x 602 = 2 x 5 x 51 x 607! = 8; 30.
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Algoritmo Raiz Quadrada
Ntuimero Fator Quadrado Operagao ( x Reciproco)
1.12.15.00 ) x12
2.53.24 2 x 30
43.21 51 fim

Tabela 4.2 — Algoritmo da raiz quadrada para 1.12.15.00

Outro método conhecido pelos estudiosos babilonios era o método do lado quadrado,
em que o valor da aproximacao inicial é importante. No caso da raiz aqui querendo
ser encontrada, o escriba poderia ter definido com aproximagao o valor de zy = 8.00

e cujo reciproco seria Ty = 7.30

Substituindo os valores no algoritmo temos,

0;30 - (8.00 + 1.12.15.00 x 0;00.07.30) = 8;30.56.15 ~ 8; 30.

8,30

Figura 4.4 — Quadrado de lado 8;30.

5. Subtraia de 8;30 o valor de 3;30, que corresponde a metade do 7 excedente
de z, obtendo a largura do retangulo inicial. Da mesma forma somamos
3;30 a 8;30 e obtemos o comprimento do retangulo inicial. O valor somado

e subtraido de 8;30 é o que os babilonios identificavam como takiltum.

8;30 —3;30 =5
e

8;30 + 3;30 = 12.

Com isso, ¢ obtido os dois valores reciprocos satisfazendo a condigao inicial de que
r+7=7, (z,7) = (5,12).
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Agora que vimos o que os babilonios definiam como takiltum, através do passo
a passo descrito inicialmente, podemos definir uma forma generalizada desse valor, de
modo que substituamos o 7 por um valor a, tal que a € N. Inicialmente temos a relacao a
seguir:

r+a=72.

Com a Figura 4.1 em mente, podemos escrever que o lado do quadrado composto
mediria x + (a/2), e substituindo a = T — x, obtemos o lado apenas em fungao do par de

reciprocos.

T—2x 20+T—x T4z
=x+ = = .

+a
T+ =
2 2 2 2

Considerando a composi¢ao da area do quadrado composto, temos dois retan-
gulos congruentes de lados = e T — x, um quadrado menor de lado (Z — z)/2 e um quadrado
maior de lado . Com isso, podemos chegar a seguinte relagdo, que representara a area do

quadrado composto.

_ <‘;> (4.1)

Além desta maneira, temos uma segunda forma para a representacao da area
deste mesmo quadrado composto, baseando no fato de que a area inicial do retangulo é
dada pela multiplicagdo de um par de reciprocos, e restaria o quadrado “imaginario” para

acrescentarmos a esta parte inicial.

A area também pode ser descrita como:

x-x+(x;$>2—1+(x;x)2 (4.2)

Igualando as relagbes (4.1) e (4.2), que representam a mesma area, temos:

(55) - (57)

No decorrer do passo a passo apresentado no tablete YBC 6967 verificamos

que o takiltum é dado por 3;30, e depois que de forma geral é expresso por (T — x)/2,

representando nao apenas o lado do quadrado imaginagio, mas também parte de um terno
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Pitagorico especifico ((Z — x)/2,1, (T + x)/2). No P322, o valor descrito com esta mesma
nomenclatura representa um valor um pouco diferente, mas que ainda se relaciona. Se
chamarmos o takiltum do YBC 6967 de § = (T — x)/2, entdo o takiltum no tablete P322

seria dado por 8% + 1%, e definido como §°.

Apesar da diferencga de valores e do que representam, isso nao se torna um grande
problema porque a palavra utilizada no original ndo sugere um significado extremamente
fixo e restrito ao termo, pois é uma palavra de dificil tradugdo, e que poderia simplesmente
significar quadrado. Tendo levado isso em consideracao temos que ambos os valores estao

relacionados ao mesmo contexto, e isso ¢ suficiente para o que veremos.

Além disso, é possivel observarmos que o algoritmo apresentado no tablete
YBC 6967 equivale ao algoritmo para obtencao de raizes de uma funcao quadratica, ou

como é popularmente conhecida, férmula de Bhaskara.

4.2 Ternos Babilonicos

Dentro da Matematica a palavra terno tem um sentido mais especifico do
que simplesmente ser um conjunto de trés elementos de algo. Geralmente essa palavra,

inclusive, é seguida pelo complemento Pitagorico.

O terno Pitagorico estd relacionado ao Teorema de Pitagoras, uma vez que é
o conjunto de nimeros inteiros que satisfaz a este teorema. Considerando um tridangulo

retangulo, o teorema implica em:

Teorema 1. O quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos

catetos.
Entao, o terno Pitagérico se relaciona ao Teorema 1 a partir da seguinte
definicao:

Defini¢ao 4.2.1. Um terno (a, b, ¢) é dito terno Pitagérico se a, b e ¢ sdo niimeros inteiros

positivos, de forma que o Teorema de Pitdgoras seja valido: a® + b* = ¢*.

Existem infinitos ternos Pitagoricos, e alguns diferentes padroes que nos permi-

tem observar tal afirmacao.

Teorema 2. Considere (a, b, ¢) um terno Pitagérico e também k& um ntmero

natural. Entao (ka, kb, kc) também é um terno Pitagorico.

Definicao 4.2.2. Dizemos que um terno Pitagérico é um terno Pitagérico primitivo, se o

mdc(a, b, c) = 1, ou seja, se 0s nimeros sao primos entre si.

Sabemos ja que os ternos Pitdgoricos receberam esse nome por causa de

Pitagoras e foram assim nomeados por causa do teorema que também recebe seu nome.
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Entretanto, na Antiga Mesopotamia, ternos ja eram utilizados muitos anos antes de
Pitagoras, de forma que podemos atribuir o nome de ternos babilénicos aos ternos que
os babilénios calculavam e utilizavam (RATNER, 2009). No tablete P322, que estamos
interpretando e estudando, poderemos ver como os ternos babilonicos eram utilizados de

maneira ainda mais especifica se compararmos aos Pitagoricos.

Euclides em seus escritos e estudos chegou a uma féormula que descreve que os
ternos (a, b, ) sdo um terno pitagérico, se satisfazem as seguintes condigoes: a = 2mn, b =

m? —n?ec=m?+n?% em que m,n e Z, de tal forma que terfamos

(m* — n2)2 + (2mn)® = (m* + n2)2. (4.3)

Ja na Antiga Mesopotamia, a forma especifica com que eles configuravam seus
ternos, era dada da seguinte maneira: m e n eram nimeros regulares, ou seja, da forma

29.3%.5¢ e com a regularidade de por construcio terem um dos catetos unitério:

mn — nm 2 mn + nm 2
() e ()

Como vimos na Secao 4.1, para que pudessem solucionar problemas do tipo,
“igi-igibi” e descobrissem pares de reciprocos especificos, eles tinham todo um procedimento
a ser seguido, que permitia encontrar a rela¢ao acima, um pouco modificada, mas que viriam
das seguintes associagoes: x = n/m entdo T = m/n. Se denominarmos 5 = (mn —nm)/2 e
§ = (mm+nm)/2, logo, § = (T +1)/2e = (T —x)/2, e entdo B> + 1> = §°. Essa relacio
expressa um triangulo retangulo com a seguinte peculiaridade: delta sendo a medida da

hipotenusa, 1 a medida do cateto maior e beta a medida do cateto menor (Figura 4.5).

B

Figura 4.5 — Terno Babilonico (8% + 1% = §%).
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4.3 Construcao das linhas
Para sabermos como o tablete em si foi construido, vamos inicialmente olhar
para a linha £ = 1 deste.

O tablete contém 4 colunas visiveis que se mantiveram através do tempo, como

a tabela mostra:

& IE d inha |

Nesta secao iremos construir as duas primeiras linhas de P322, e para isso é
importante levar em consideracao os valores de m,n, 5 e § descritos anteriormente. Vimos
que os ternos babilonios eram descritos como na Equacao 4.4, e com a informacao de que na
primeira linha o primeiro par de pardmetros utilizado em P322 foi (n,m) = (5,12), é possi-

vel calcularmos os valores de 3 e §. Tem-se também que os reciprocos sao (7, m) = (12,5).

Logo,
min—nm 12x12—-5x5 224 —25
p= 5 = 5 = 5 — 59.30,
m4nm  12x12+5x5 224+ 25
PO ;r nm _ 12 x 2+ X0 _ 2+ —1.24.30,

6% = (1.24.30)* = 1.59.00.15.

Valores que correspondem ao triangulo retangulo da Figura 4.6.

59.30

1.00.00

Figura 4.6 — Tridngulo Retéangulo (59.30, 1.00.00, 1.24.30).

Sabemos que o terno babilonico (3,1, d) representa um tridngulo retangulo, e

esses valores nos permitirao encontrar b e d, que também sdo valores que pertencem a um
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outro terno. Para encontrarmos os valores de b e d, realizaremos o algoritmo “trailing part”
visto na Secao 3.3 (Tabela 4.3).

I6] ) Fator regular Operacao (x Re-
ciproco)

59.30 1.24.30 30 X2

1.59 2.49 nenhum fim

Tabela 4.3 — Divisor comum entre 3 e 4.

Logo, encontramos que o lado mais longo do triangulo retangulo é b = 1.59, que
a diagonal é d = 2.49, e que o terceiro lado é o escalar [ = 2 (agdo tomada no algoritmo)
formando um tridngulo retangulo de medidas (1.59,2.00,2.49) como podemos observar na
Figura 4.7.

2.49
1.59

2.00

Figura 4.7 — Tridngulo Retangulo (1.59, 2.00, 2.49).

A partir dos resultados obtidos, somos capazes de escrever a primeira linha do
tablete Plimpton 322 (Tabela 4.4). Para a obtengao das entradas da segunda linha, seria

necessario repetir o procedimento utilizando o par (m,n) = (1.04;27).

m | n B B 52 b d linha
12 |5 59.30 1.24.30 1.59.00.15 1.59 | 2.49 1
1.04 | 27 | 58.27.17.30 | 1.23.46.02.30 | 1.56.56.58.14.50.06.15 | 56.07 | 1.20.25 | 2

Tabela 4.4 — Duas primeiras linhas do P322.

4.4 Colunas e linhas faltantes

Ainda observando a Tabela 4.4 com m,n, 3,0,5%,b,d e linhas, ainda fica uma
certa davida em relagdo a ordem seguida nas linhas do P322. Por que o primeiro par

de reciprocos utilizado para obter os valores de P322 é (5,12)? Por que logo apds vem
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Figura 4.8 — Parte de tras do P322.

(27,1.04)? O que poderiam ser as colunas que visivelmente continuam no verso do tablete

(Figura 4.8) mas nao estao preenchidas?

A sugestao de que deveriam ser os conteudos das duas colunas faltantes foi
feita primeiramente por Friberg (1981), foi também apoiada por Britton, Proust e Snider
(2011) e por fim por Mansfield e Wildberger (2017), que além de estarem de acordo com
esta interpretacao, também concordavam com o argumento de que P322 deveria ter sido
preenchido, originalmente, por mais 23 linhas, que teriam sido obtidas como sugeriu Price
(1964), um argumento que provavelmente responderia a tltima pergunta do pardgafo

anterior.

Ao estudar o contetido do tablete P322, Price (1964) foi capaz de observar que
os parametros (m,n) teriam sido posicionados e organizados de forma ordenada, mesmo
que aparentemente os valores absolutos estivessem fora de ordem. Além disso, percebeu
que se ele os restringisse, tal que, 1 <n <60el<m-n<224~1+ \fZ, entao 38 ternos
satisfariam a condicdo. A organizacao seria perceptivel ao olharmos para as razoes de
m/n, que decresce de maneira constante. A coluna 6* decresce uniformemente devido as

propriedades dos niimeros regulares.

Se os parametros m e n consideram todos os valores inteiros em um determinado
intervalo, e sdo primos entre si, ambos nao impares, com m > n > 0, entao a Equacao 4.3
gerara todos os ternos Pitagéricos reduzidos. Aqui também, é preciso levar em consideracao
a propriedade dos nimeros regulares, m, n, uma vez que ja vimos que pares de reciprocos

foram utilizados para gerar a coluna 6.
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E por fim, a seguir temos que o algoritmo apresentado seria o utilizado pelo

escriba, a partir dos valores de n e m para criar o tablete Plimpton 322.

1. Selecione o valor de n, seguindo a tabela de reciprocos padrao.

2. Observe as condicoes determinadas por de Solla Price e encontre os valores de m

que as satisfacam e depois encontre seu reciproco .
3. Encontre o par (mmn,mn).
4. Remova os valores que forem duplicados de (mm, mn).
5. Calcule os valores de 3 e 9.

6. Organize os valores obtidos de (f,d) em ordem decrescente e vocé obterd os 38

termos que supostamente deveria estar no tablete P322.

Podemos ver a aplicacao no exemplo abaixo:

Exemplo 4.4.1. (n,7m) = (2, 30).

Se (n,m) = (2,30), entdo observando as condigbes determinadas por de Solla
Price encontramos os valores que as satisfazem, sendo o primeiro (m,m) = (3,20) e o

segundo (m,m) = (4,15).

Como encontramos os valores para (m,m) e ja tinhamos (n,7), podemos definir
o pares (mm,mn). Para (m,m) = (3,20), (mn, mn) = (1.30,40), e para (m,m) = (4,15),
(mm, mn) = (2.00, 30).

Agora precisamos calcular os valores de 5 e §. E para isso, sabemos que para o

primeiro caso

mi—nm _ 1.30 —40 50

_ _ 29
b 2 2 5 =2
5= mn + nm _ 1.30 4+ 40 _ 2.10 _ 105

2 2 2

E que para o segundo caso,

mn —nm  2.00 — 30 B 1.30

_ _ _ 4
b 2 2 2 b e
s_mmtmm 200430 230

2 2 2

Logo, chegamos a dois pares de (3, §) presentes no P322 (Tabela 4.5), o primeiro
caso gerando a linha 11, em que (f3,d) = (25, 1.05) e o segundo caso gerando a linha 22,
em que (3,9) = (45,1.15).
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Observando os 38 pares de parametros que estao dentro das limitagdes desenvol-
vidas por de Solla Price, e sabendo que de fato as 15 primeiras correspondem exatamente
as 15 primeiras entradas da coluna 62 do tablete P322, é realmente plausivel e aceitavel
que fiquemos inclinados a concluir que Plimpton 322 é um tablete que estaria incompleto

e, portanto, poderia ter sido preenchido com mais linhas na sua parte posterior.

4.5 Préposito/Utilidade de P322

Depois de adentrarmos um pouco mais a complexidade da matematica babilo-
nica, quando olhamos para o tablete Plimpton 322, fica dificil ndo nos questionarmos sobre
seu propésito e objetivo, afinal de contas, foi necessario que alguns conceitos se unissem

para que se chegasse a um material denso e com tantas informagoes como o analisado.

Nao é sem motivo que muitos argumentos em relagao a funcionalidade e ao
propésito do tablete Plimpton 322 foram levantados ao longo dos anos desde que este foi
descoberto. Diversos pesquisadores e historiadores matematicos buscaram compreender o
significado desse tipo de material, mas sua compreensao vai muito além do que apenas
a leitura dos nimeros escritos nele. E necessario que se entenda o contexto histérico e
cultural, além da estrutura de sociedade da época e muitos outros fatores que influenciavam

em como os povos da antiga Mesopotamia pensavam em Matematica.

Friberg (1981) defendeu inicialmente a ideia de que P322 seria uma tabela
de classificagdo de tridngulos retangulos normalizados considerando certas condig¢oes.
Entretanto, alguns anos depois Buck (1980), Robson (2002) e Friberg (2007), apresentaram
que P322 teria servido como uma tabela auxiliar para que os professores da época pudessem

conferir problemas do tipo “igi-igibi” (como aquele apresentado na Secao 6.1).

Friberg (2007) apresentou que P322 é uma tabulagdo de pardmetros com a

finalidade de se calcular raizes quadradas, seguindo o algoritmo da raiz quadrada.

Britton, Proust e Snider (2011) propuseram que as colunas com b e d pode-
riam ser solugdes para algum problema mais desafiador envolvendo triangulos retangulos
normalizados com diagonal § e largura [, e um retdngulo simplificado com diagonal d e

largura b.

J& alguns outros autores levantam a possibilidade de que P322 foi uma tabela
trigonométrica, apesar de a mateméatica babilonica nao apresentar um panorama conceitual
para a medida de angulo (ROBSON, 2002).

Mas, segundo a visdo de Mansfield e Wildberger (2017, p. 410), a possibilidade
de que P322 seja uma tabela trigonométrica sexagesimal exata, sem assumir a medicao
baseada no circulo e no sistema baseado em angulos, é algo que deveria ser levado

em consideracao: “Nao ha evidéncia historica conhecida que confirme como P322 foi
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realmente usado. Esta é uma questao que deve ser respondida pela arqueologia, ou por
futuras descobertas em tabletes existentes. Mas podemos abrir a possibilidade para uma

interpretacao trigonométrica.”

Ao defender esse pensamento e entao pensar de forma pratica, considerando as
colunas “teoricamente” faltantes de P322, os parametros 3, § e também 6 como ponto
inicial, qualquer uma das colunas e linhas pode ser determinada de alguma forma pelas

razoes geradas pelos lados do tridngulo retangulo.

A Tabela 4.5 é o P322 caso ele realmente tivesse as 38 linhas como vimos
na Secao Colunas/linhas faltantes, e a usaremos para observar algumas possiblidades de
aplicacao.

Como ja vimos, os valores de (3,0) e (b,d) representam a diagonal e um dos
lados de um tridngulo retdngulo. Sendo (3,§) um tridngulo retdngulo de lados (5, 1, 9) e
(b,d) um triangulo retangulo de lados (b, [, d).

Vimos anteriormente que a partir dos valores de (5,d), aplicando o algoritmo
“trailing part” chegamos aos valores de (b,d) apds removermos fatores regulares comuns

(). Logo, o | é um escalar entre os tridngulos retangulos (5, 1, 0) e (b,1,d).

Exemplo 4.5.1. (BM 96957 + VAT 6598)

Tome, por exemplo, 8 = b/l e entdao, apliquemos isso novamente aos mesmos

problemas apresentados no capitulo que apresenta o método do lado quadrado.

Problema 1. Qual a diagonal d do triangulo retangulo que possui b = 10 e
[ =407

Solugao: Calculamos 5 = b/l = 10/40 = 0; 15 e entdao pesquisamos no tablete
pelo tridngulo normalizado que possui o (3, mais préximo. Neste caso encontramos a linha

do k = 30 que apresenta os seguintes valores

(B30, 1, 830) = (14.57.45,1.00.00.00, 1.01.50.15).

Como o valor de 8 encontrado foi de 0; 15, ajustamos a grandeza dos valores
da linha 30 do tablete multiplicando pelo escalar 60~2, obtendo (0;14.57.45,1,1;01.50.15).
Redefinindo a escala deste retangulo normalizado pelo escalar [ = 40, conseguimos definir

um valor aproximado para d.

(b, l, d) = (630, 1, (530) x [ = (0, 145745, 17 17 015015) x 40 =

— (9;58.30,40,41; 13.30),

logo, d = 41;13.30.
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52

B B 52 b d linha
59.30 1.24.30 1.59.00.15 1.59 2.49 1
58.27.17.30 1.23.46.02.30 1.56.56.58.14.50.06.15 56.07  1.20.25 2
57.30.45 1.23.06.45 1.55.07.41.15.33.45 1.16.41 1.50.49 3
56.29.04 1.22.24.16 1.53.10.29.32.52.16 3.31.49 5.09.01 4
54.10 1.20.50 1.48.54.01.40 1.05 1.37 5
53.10 1.20.10 1.47.06.41.40 5.19 8.01 6
50.54.40 1.18.41.20 1.43.11.56.28.26.40 38.11  59.01 7
49.56.15 1.18.03.45 1.41.33.45.14.03.45 13.19  20.49 8
48.06 1.16.54 1.38.33.36.36 8.01 12.49 9
45.56.06.40 1.15.33.53.20 1.35.10.02.28.27.24.26.40 1.22.41 2.16.01 10
45 1.15 1.33.45 45 1.15 11
41.58.30 1.13.13.30 1.29.21.54.02.15 27.59  48.49 12
40.15 1.12.15 1.27.00.03.45 2.41 4.49 13
39.21.20 1.11.15.20 1.25.48.51.35.06.40 20.31  53.49 14
37.20 1.10.40 1.23.13.46.40 28 53 15
36.27.30 1.10.12.30 1.22.09.12.36.15 2.55 5.37 16
32.50.50 1.08.24.10 1.17.58.56.24.01.40 7.53 16.25 17
32 1.08 1.17.04 8 17 18
30.04.53.20 1.07.07.06.40 1.15.04.53.43.54.04.26.40 1.07.41 2.31.01 19
29.15 1.06.45 1.14.15.33.45 39 1.29 20
27.40.30 1.06.04.30 1.12.45.54.20.15 6.09 14.41 21
25 1.05 1.10.25 5 13 22
24.11.40 1.04.41.40 1.09.45.22.16.06.40 14.31  38.49 23
22.22 1.04.02 1.08.20.16.04 11.11  32.01 24
21.34.22.30 1.03.45.37.30 1.07.45.23.26.38.26.15 34.31  1.42.01 25
20.51.15 1.03.31.15 1.07.14.53.46.33.45 16.41  50.49 26
20.04 1.03.16 1.06.42.40.16 5.01 15.49 27
18.16.40 1.02.43.20 1.05.34.04.37.46.40 5.29 18.49 28
17.30 1.02.30 1.05.06.15 7 25 29
14.57.45 1.01.50.15 1.03.43.52.35.03.45 6.39 27.29 30
13.30 1.01.30 1.03.02.15 9 41 31
11 1.01 1.02.01 11 1.01 32
10.14.35 1.00.52.05 1.01.44.55.12.40.25 4.55 29.13 33
7.05 1.00.25 1.00.50.10.25 17 2.25 34
6.20 1.00.20 1.00.40.06.40 19 3.01 35
4.37.20 1.00.10.40 1.00.21.21.53.46.40 52 11.17 36
3.52.30 1.00.07.30 1.00.15.00.56.15 31 8.01 37
2.27 1.00.03 1.00.06.00.09 49 20.01 38

Tabela 4.5 — As 38 linhas de P322.
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Problema 2. Supondo d = 41.15 e [ = 40. Entao qual o lado b do triangulo?

Solugao: Primeiro calculamos a razdo 6 = d/l = 41.15/40 = 1;01.52.30, entao
pesquisamos pelo triangulo normalizado que possua o valor mais préximo de §,,. Este
é novamente (30, 1, 030). Redefinimos a escala deste retangulo normalizado pelo escalar

[ = 40, e obtemos, assim, a aproximacao do lado curto do triangulo,

Problema 3. Suponha que b = 10 e d = 41;15. Qual o lado [ do tridngulo?

Solugao: Primeiro encontramos a razao d/b = 41;15/10 = 4;07.30. A razao ao
quadrado é (d/b)* = 17;00.56.15.

Se dividirmos a equacio d* = I? + b% por b? teremos que (d/b)* = (l/b)2 + 1%
Com isso, temos, (I/b)> = 17;00.56.15 — 1 = 16; 00.56.15. Podemos manipular um pouco

mais a equacgao e rearanja-la da seguinte maneira

b 2
<z) x 16;00.56.15 = 1.

Como B3 = b/l, entdo B* é reciproco de 16;00.56.15.

O valor de 3 é aproximadamente 3% ~ 0;3.45, se considerarmos o reciproco
de 16. Outra relacdo que temos é que 3% + 12 = § e como valores de §2 sido fornecidos por

P322, podemos encontrar 6 e entdo encontrar /.

62 ~1+p%=1+0;3.45=1;03.45.

Consultando o tablete, encontramos que o valor mais aproximado, dado pela
coluna %, é 03, = 1;03.43.52. Descobrindo que a linha com a melhor aproximacio é a
linha k& = 30, é possivel obter as aproximacgoes para os valores de 3 e d e consequentemente

descobrir um valor aproximado para [.

Pela regra do lado quadrado d* = I? + b? podemos simplificar essa relacao da

seguinte maneira

> =d*— b

e dividindo ambos os lados por [ temos

lzjlxd—ll)xb.
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Como sabemos os valores de b e d pelo enunciado do problema, que d/l = § e

b/l = B podemos rescrever | como sendo

lﬁ(snXd—/BnXb:(;g[)Xd—ﬁg()Xb:
= 1.01.50.15 x 41; 15 — 14.57.45 x 10 = 40; 01.10.18.45.

Observando a aplicacao do tablete para a resolucao dos trés problemas anteriores,

notamos que P322 permite a obtencao de resultados com uma precisao muito relevante.

Ao considerarmos a possibilidade deste tablete ter sido uma tabela trigonomé-
trica, e se realizarmos uma comparagao deste com a tabela de seno (Tabela 4.6) que foi
criada por um matematico indiano, Madhava (1350), 3.000 anos depois de P322, fica um
pouco mais evidente de como Plimpton 322 era um material com calculos muito precisos e

de muita relevancia.

Angulo (°) Seno Angulo (°)  Seno

03,75 0,06540314 48,75 0,75183985
07,50 0,13052623 52,50 0,79335631
11,25 0,19509032 56,25 0,83146960
15,00 0,25881900 60,00 0,86602543
18,75 0,32143947 63,25 0,89687275
92,50 0,38268340 67,50 0,92387954
26,25 0,44228865 71,25 0,94693016
30,00 0,49999998 75,00 0,96592581
33,75 0,55557022 78,75 0,98078527
37,50 0,60876139 82,50 0,99144487
41,25 0,65934580 86,25 0,99785895
45,00 0,70710681 90,00 0,99999997

Tabela 4.6 — Tabela de seno de Madhava

Em duas aplicagoes, que levam em conta aspectos da arquitetura da Antiga
Babilonia e do Antigo Egito, é possivel comparar ambos os tabletes e verificar que a

precisao de P322 é maior que a da tabela de senos do Madhava.

Exemplo 4.5.2. Na Antiga Babilonia, os zigurates eram templos que faziam parte da
arquitetura da época. Sua construcao era feita em varios andares, sendo que a area do
andar inferior era sempre maior que a do andar superior. Consideremos que uma rampa
levando até o topo de um muro de um zigurate mede 65 covados, e a altura vertical desse
muro é de 54 covados (Figura 4.9). Qual a distancia x que vai da base de fora da rampa

até o ponto diretamente abaixo do topo do muro?

Solugao: (Usando a tabela de Madhava)
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Figura 4.9 — Representacao geométrica do exemplo 4.5.2.

Chamemos o angulo ACB = 0, logo temos através da tabela dos senos que
senfl = 54/65 ~ 0,8308. Observando a tabela, o valor mais préximo encontrado é o de
sen(56,25°) ~ 0, 83146960, e portanto 6 ~ 56,25°. E necessario que se encontre o angulo
complementar a # ~ 56,25°, que seria 90 — # = 90 — 56,25° = 33,75°. Consultando
novamente a tabela, obtém-se que sen(33,75°) ~ 0, 55557022.

Se sen(33,75%) = /65 ~ 0,5556 entao x ~ 65 - 0, 5556 = 36, 1140.

Solugao: (Usando o tablete P322)

Chamemos d = 65, [ = 54 e b = x. A partir disso podemos calcular § = d/I =
65/54 = 1;12.13.20 (~ 1,2037). Consultando a coluna § vemos que o valor mais préximo
contido nela é o da linha 13, em que § = 1;12.15 (~ 1,2041).

Para calcularmos o valor de b, sabemos que 8 = b/l, e como a linha 13 nos d4 um
valor de 8 = 0;40.15, o valor de b serd dado por b = 0;40.15x 54 = 36;13.30 (0,6708 x54 =
36,2232).

Solugao: (Calculadora)

Sabemos que z = V652 — 542 ~ 36, 1801.

Comparando os valores obtidos através da tabela de senos e do P322 a partir
do erro relativo, vemos que o P322 (0,12%) permite um resultado de maior precisdao que a
tabela de Madhava (0,18%).

Exemplo 4.5.3. Consideremos agora a Piramide Quéops, ou mais conhecida como
Piramide de Gizé, que possuia inicialmente uma altura de 140 m e largura da base 230 m

(Figura 4.10). Qual o comprimento de a, uma aresta desta mesma pirdmide?
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230

Figura 4.10 — Representacao geométrica da piramide.

Solugao: (Usando a tabela de Madhava)

Sabendo por construcio geométrica que sen(45°) = 1/2/2, através da tabela de
Madhava podemos aproximar um valor para v/2. Segundo a tabela, sen(45%) ~ 0, 70710681,
entdo V2 ~ 2 x 0,70710681 = 1,41421362. Com isso, podemos resolver o problema
apresentado, uma vez que a medida da diagonal da base quadrada envolve v/2. Como
os lados da base medem 230 m, a metade da diagonal serd 115v/2, e se aplicarmos a
aproximacao obtida, teremos o seguinte valor: 115 x V2 ~ 115 x 1,41421362 = 162, 634566.

A razao entre a altura da pirdmide e a metade da diagonal da base corresponde

ao valor da tangente do angulo formado pela base e a aresta lateral da piramide.

Chamando este angulo 6, temos

140
89~ 162, 634506 ~ O 800820

Sabemos que tgf = senf/cosf = senf/sen(90 — ), e observando a Tabela
4.6, o valor de 6 que se permitiria ter um resultado mais proximo de 0,9000 seria quando
6 = 41,25° ja que tg(41,25°) = sen(41,25°)/sen(48,75°) = 0, 8770.

Tomando entao, # = 41, 25°, temos que o comprimento da aresta é:

N 140 N 140
~ sen(41,25°)  0,6593

~ 212, 3464.

Solugao: (Usando o tablete P322)
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Considerando o triangulo formado pelo canto, pelo centro da base e o topo da

piramide, temos que os lados correspondentes com P322 sdo: b = 140, [ = 115v/2 ¢ d = a.
A partir disso podemos realizar os calculos necessérios.

Primeiro, calculemos [* = 115°x2 = 7.20.50 (= 26450), b*> = 140> = 5.26.40 (=
19600).

Temos que 3 = b/l, logo, B* = (b/l)Q, e temos ainda que 4% + 1% = 6%

Calculando 3% = 5.26.40/7.20.50 ~ 0;44.27.40.29, podemos definir ° =
1;44.27.40.29.

Consultando a tabela de P322, encontramos o valor mais aproximado na linha 5,
nos permitindo encontrar os valores de g = 50.54.40,6 = 1.18.41.20,b = 38.11 e d = 59.01.

Comparando as razoes, temos

a _d 5901

220 b 3811
e entao a ~ 3.36;23.09.05.20 ~ 216, 385858 metros.

Solugao: (Calculadora)

Uma resposta com precisao de 6 casas decimais é 214,592637 metros, entao, a
partir da comparacao do erro relativo entre o valor real e os valores obtidos é possivel ver

que a precisao de P322 (0,8%) é um pouco melhor que a da tabela de senos de Madhava

(1,0%).

Novamente é possivel notar que o Tablete P322 possui uma aproximagao mais
precisa que a tabela de Madhava, e isso pode se dar a algumas razoes, como por exemplo
o fato de P322 possuir, se considerarmos sua forma integral, 38 linhas em contraste com
as 24 da tabela de senos. Outro motivo que talvez reduza a precisao é que essa tabela
apresenta valores de seno, o que é muito propicio, mas ainda assim limitados, de forma
que quando precisamos calcular a tangente de um angulo especifico haveria acimulo de
erros, ja que traz aproximacoes apenas de senos, amplificando esse aspecto, enquanto o

P322 contém a caracteristica de seus calculos serem voltados para a precisao.
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5 Propostas para a Aplicacao no Ensino da

Matematica Contemporaneo

5.1 Proposta de Plano de Aula 1

5.1.1 Objetivo

Compreender os conceitos de diferentes bases numéricas, focando principalmente
no sistema de numeracao sexagesimal e decimal. Além disso, realizar célculos utilizando a
base 60 aplicados a situagoes relacionadas a nossa contagem de tempo (horas, minutos e

segundos).

5.1.2 Metodologia

Sera dada uma aula sobre bases numéricas e valor posicional, juntamente a isso
sera proposto que os alunos fagam uma atividade de pesquisa e modelagem matematica. A
partir desta atividade, os alunos serao capazes de compreender como acontece a represen-
tacdo de um mesmo nimero em bases diferentes. E sugerido que se aplique esta atividade
para alunos do 7° ano do Ensino Fundamental, com duragao de duas aulas de 50 minutos
cada. Os recursos necessarios para a aplicagdo da atividade sao: dbaco adaptado para as

bases necessarias, papel e lapis.

5.1.3 Pré-requisitos

Ser capaz de realizar operagoes basicas (adigao, subtracao, multiplicagao, divisao
e potencia¢do) no Conjunto dos Reais. Compreender que nosso sistema de contagem de

tempo ¢ medido em horas, minutos e segundos.

5.1.4 Fundamentacado Tedrica

Esta proposta de atividade baseia-se na dissertacao de mestrado da aluna Ana
Claudia Piau Candido, que aborda aspectos da matematica da antiga Mesopotamia, que

possuia como sistema de numeragao mais utilizado o sistema sexagesimal.

Esse sistema ainda é utilizado quando lidamos com nosso sistema de contagem
de tempo. Os babilonios construiram um relégio de sol, que ao longo do dia gerava sombras
de comprimentos diferentes, conforme a movimentagao do sol, e entdao, durante a parte
clara do dia, se utilizavam deste conhecimento, e para a parte noturna, se utilizavam de

um conjunto de estrelas. A partir da observacao das sombras, resolveram dividir em 12
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partes (a parte clara do dia) e em 12 partes (a parte escura do dia), um ndimero muito
propicio para a precisao dos cdlculos que precisariam realizar, uma vez que utilizavam os
sistemas duodecimal e sexagesimal. Com o sistema sexagesimal, dividiram cada hora em

60 minutos e entao cada minuto em 60 segundos.

Faz parte do cotidiano de todas as pessoas, afinal, todos estdo submetidos ao
sistema de contagem de tempo a todos os instantes. A atividade propde exatamente isso:
entender como mesmos nimeros sao escritos de forma diferente em bases diferentes. Operar
com horas no sistema sexagesimal e aprender a realizar conversoes de uma base para
outra, podendo observar as equivaléncias entre os dois sistemas de numeracao (decimal e

sexagesimal).

5.1.5 Material tedrico
Sistemas de numerac3o

O conceito de base numérica sempre é importante quando estamos lidando
com diferentes civilizagoes. O nosso sistema de numeragao é o decimal, e o aprendemos
desde o inicio de nossas vidas, de forma que fiquemos habituados a ele e ndo tenhamos
problemas para realizar operacoes ou para contarmos. Mas quando olhamos para outras
civilizagoes vemos que estas possuiam diferentes formas de expressarem suas contagens, os
maias utilizavam um sistema de numeracao vigesimal e os sumérios/babilénios um sistema

sexagesimal.

Um sistema numérico recebe seu nome baseado na quantidade de algarismos
que aquele sistema possui, logo, o decimal, ou base 10, ¢ assim chamado por possuir 10
algarismos distintos, e o sexagesimal, ou base 60, por possuir 60 algarismos. Estes 10 e 60
algarismos diferentes sao responsaveis por expressarem todos os numeros do seu sistema

de numeragao (Figura 5.1).

Valor Posicional

Os Babilonios possufam um sistema de numeragao posicional (provavelmente o
primeiro sistema posicional criado), o que implica que eles tinham estabelecido o conceito de
ordem, uma vez que o valor de um algarismo é definido pela posicao que este ocupa dentro
de um nimero, e a partir deste conceito estabelecido eles eram capazes de representar

qualquer niimero dentro do contexto deles.

Base

Uma base numérica representa e indica quantos algarismos um determinado

sistema de numeracao terd para representar todos seus nimeros.
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Figura 5.1 — Algarismos do sistema sexagesimal babilonico
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De maneira mais formal, um sistema numérico é tido por base N, se ele possuir
N algarismos distintos que sdo capazes de representar qualquer niimero com a combinagao

destes algarismos.

Sistema Decimal (base 10)

O sistema decimal, que utilizamos, é composto por dez simbolos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9), que combinados resultam em todos os nimeros. Os nimeros sao escritos
considerando poténcias de 10.

Os ntmeros podem ser sempre decompostos da seguinte forma, considerando o valor

posicional de cada algarismo:

15 =1 x 10" + 5 x 10°.

249 = 2 x 10> + 4 x 10" + 9 x 10°.

672 = 6 x 10* + 7 x 10" + 2 x 10°.

9823 = 9 x 10° + 8 x 10% + 2 x 10" + 3 x 10°.

Os algarismos que acompanham a poténcia 10° = 1, sdo as chamadas unidades (U)
de um niimero, j os que acompanham o 10" = 10, sdo chamados de dezenas (D),
os que seguem 10% = 100, sdo as centenas (C). Estas trés ordens compdem uma
classe inicial, mas que avanca para classes posteriores sempre mantendo a questao
da ordem: unidade, dezena e centena. Na Figura 5.2. é possivel ver a representagao

de algumas classes e suas respectivas ordens, e na Tabela 5.1 a legenda da figura.
Por ser um sistema de base 10, temos as relacoes apresentadas na Tabela 5.2.

A Figura 5.3 mostra a representagdo do ntimero 249 em um abaco. Cada setor dele é
responsavel por uma ordem, comegando pela unidade, na mesma sequéncia que se

escrevem os numeros nos sistema decimal.
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Quadro de Ordens e Classes - Sistema Decimal

Classe dos Classe dos Classe dos
Bilhoes Milhoes Milhares
12° 11° 10° 92 82 72 6° 5° 42 32 2° 12

ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem ordem

CcB DB UB CMi DMi UMi CM DM um C D U

Figura 5.2 — Quadro de ordens e classes.

Legenda

U Unidade

D Dezena

C Centena

UM Unidade de Milhar
UD Dezena de Milhar
UC Centena de Milhar
UMi Unidade de Milhao
DMi Dezena de Milhao
CMi Centena de Milhao
UB Unidade de Bilhao
DB Dezena de Bilhao
CB Centena de Bilhao

Tabela 5.1 — Legenda do Quadro de Ordens e Classes.

1 dezena 10 unidades

1 centena 100 unidades
1 centena 10 dezenas

1 unidade de milhar 1000 unidades

Tabela 5.2 — Relacoes entre as ordens.

Sistema Bindario (base 2)

O sistema bindrio por ser um sistema de base 2 possui um conjunto de 2 simbolos
(0,1), que combinados resultam em todos os nimeros. Os nimeros sdo escritos

considerando poténcias de 2.

O numero 249 (base 10) é escrito como 11111001 (base 2), para isso precisamos
simplesmente lembrar que agora o niimero nao ¢ mais escrito em poténcias de 10 e

sim em poténcias de 2

249 = (27 x 1)+ (25 x 1)+ (22 x 1)+ (24 x 1)+ (22 x 1) + (22 x 0) + (2! x 0) + (2° x 1) =
(11111001),,.
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10° 0 10’

Figura 5.3 — Representacao do ntimero 249 no abaco decimal.

Na Figura 5.4 vemos a representacao do nimero 249 no sistema binéario.

AR

Figura 5.4 — Representacao do niimero 249 no abaco binério.

Sistema Sexagesimal (base 60)

O sistema decimal, que utilizamos, é composto por sessenta simbolos (0, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9,...,55, 56, 57, 58, 59), que combinados resultam em todos os ntimeros.

Os nimeros sao escritos considerando poténcias de 60.

O ndmero 249 (base 10) é escrito como 4.9 (base 60), para isso precisamos simples-
mente lembrar que agora o nimero nao é mais escrito em poténcias de 10 e sim em

poténcias de 60.

249 = 4 x 60! + 9 x 60° = 4.09.
0823 = 2 x 60% 4+ 43 x 60! + 43 x 60° = 2.43.43.

Na Figura 5.5 temos a representacao dos nimeros 249 e 9823 (decimal) na base

sexagesimal.
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60 60 60° 60’ 60°

(a) 249 (decimal) - 4.09 (sexagesimal). (b) 9823 (decimal) - 1.43.43 (sexagesimal).

Figura 5.5 — Representacoes de nimeros decimais na base sexagesimal.

Contagem de tempo (hora, minutos, segundos)

O relégio que utilizamos no nosso dia a dia apresenta o tempo no sistema
sexagesimal de numeragao. A maior unidade de tempo que temos (considerando um relégio
comum), é a hora. Em seguida temos os minutos, e por fim os segundos. Estas unidades
estao relacionadas de forma que 1 hora é composta por 60 minutos e 1 minuto composto

por 60 segundos.

Apesar de o sistema decimal ser o mais utilizado na sociedade atual, ainda
existe a aplicagdo do sistema sexagesimal quando se fala de tempo, horas, minutos e
segundos. O contato com este sistema de numeragao acontece a partir do momento em

que se comega a conviver socialmente e interagir com o meio em que se esta inserido.

Sendo assim, ¢ possivel que se pense que lidar com esse sistema seria algo com-
pletamente natural, assim como se lida com o decimal. Para falar as horas, e compreendé-las
quando ditas, na maioria das vezes nao existe problema algum, mas se é preciso operar

com os numeros ¢ muito provavel que alguma confusao aconteca.

Pense no exemplo de quando se representa “uma hora e meia”; a representacao
disso no sistema decimal seria 1,5 horas, ja no sistema sexagesimal 1 hora e 30 minutos
(1;30). Se, antes de assistir um filme, alguém nota que a dura¢do do mesmo é de 200
minutos e ele quer simplificar para horas e minutos, a tarefa ja nao é tao simples como se

esperaria.

Se utilizassemos novamente o exemplo do abaco sexagesimal para representar-
mos um periodo com horas, minutos e segundos, veriamos que as horas seriam a parte

inteira, ja os minutos e segundos fragoes dessa hora.

5.1.6 Proposta de Aula

A aula consistird de duas partes: na primeira, o(a) professor(a) abordard o

contetdo envolvendo base numérica, valor posicional e contagem de tempo, apresentado
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HORAS MINUTOS  SEGUNDOS
0 -1 -2

60 60 60

Figura 5.6 — Abaco representando relacio entre horas, minutos e segundos

na fundamentacao tedrica; na segunda parte o professor apresentara uma proposta de
atividade para os alunos. A atividade de aplicacao inicialmente serd manipulando um
abaco, para que os alunos tenham uma melhor visualizagao do processo de mudanca de
base (base 2 para base 10, base 10 para base 60 e vice-versa). Utilizarao o dbaco para
representar o tempo, assim como resolverao situagoes-problema envolvendo horas, minutos

e segundos. Para a parte pratica, um material de apoio sera fornecido.

Conteddo

Transformando horas no sistema sexagesimal para horas no sistema deci-

mal

Para transformarmos periodo de tempo que é dado em hora, minutos e segundos
(sistema sexagesimal) para o sistema decimal, é necesséario que alguns calculos sejam

feitos.

Considere o tempo: x h, y min e z s. Sabendo que h correponde as horas, min

corresponde aos minutos e s aos segundos.

Agora, considere que a soma de x + y + z corresponde a hora no sistema decimal,
entretanto a unidade de medida de cada variavel nao é a mesma. Logo, precisa-se
transformar minutos e segundos para hora.
A relagdo entre horas e minutos é dada na Tabela 5.3.

. : . Y
Entao, pode-se concluir que para transformar minutos em horas, k = 50"

A relacao entre horas e segundos é dada na Tabela 5.4.
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Horas Minutos
1 60
k Yy

Tabela 5.3 — Relagdo entre horas e minutos.

Horas Segundos
1 3600
n z

Tabela 5.4 — Relagdo entre horas e minutos.

Entao, pode-se concluir que para transformar segundos em horas, precisa-se dividir
z

3600

Para termos as horas no sistema decimal, basta somarmos £ h + y min + zs =x h
_60* -z +60-y+ 2

z por 3600 = 6072, de forma que n =

Y z
+ 60 h + 602 h = 602 horas.
Aplicacdo

A aplicagdo consistira de duas partes, na primeira o aluno iniciara a atividade
com o ébaco (o dbaco nado precisa ser exatamente como o representado na figura do
material tedrico). No dbaco serd realizada a representacao dos niimeros em diferentes bases,

partindo da base 10, seguindo para a base 2 e por fim a base 60.

1. Divisao dos alunos e materiais necessarios

Inicialmente, sugere-se que o professor divida os alunos em grupos de 2 ou 3 alunos
e entdo distribua o dbaco para os alunos, com as respectivas pegas (talvez seja mais
interessante se tiver pegas de diferentes cores, para diferentes ordens) . O professor

também pode fornecer folhas para o registro dos alunos.

2. Instrucgao inicial

O professor indicard alguns ntimeros na base decimal para que os alunos, intui-
tivamente, sem uma explicagdo prévia, representem no material fornecido. Nesse
momento, os alunos terao a liberdade de discutirem entre si para realizarem a

representacao que mais faca sentido para eles.

3. Devolutiva dos grupos
Os grupos compartilharao com os demais grupos e com o professor uma explicagao
da maneira que eles utilizaram o abaco para representar os niimeros na base 10.

4. Acao do professor

Dificilmente todos os grupos resolveriam da mesma maneira, entao caberia ao

professor direciona-los para que houvesse a percepcao de que cada posicao dentro do
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abaco representa uma poténcia de base 10, ligando isso ao conceito de ordem e classe
dos niimeros no sistema decimal indo-arabico. A partir disso, ele mostraria aos alunos
como acontece a representagao escrita daquilo que foi representado no material (para

realizar isso, o professor poderia utilizar o material de apoio em anexo).

5. Introducgao ao conceito de diferentes bases

Uma vez assimilado o conceito de base 10, entao, o professor, introduziria o conceito
de base numérica, comecando pela base 60, podendo-se usar o exemplo da contagem

do tempo, para que exista um ponto de referéncia inicial para os alunos.

6. Aplicacao da base 60 no abaco

Os alunos representariam nimeros em sua forma sexagesimal de sua escolha no
abaco, e os nimeros representados seriam transcritos em funcao das poténcia de

base 60, conforme a grandeza do niimero apresentado no abaco.

7. Transformacgao de base

A partir da representacdo escrita em funcao das poténcias de base 60 os alunos
seriam capazes de transforma-los para base 10, apenas desenvolvendo a expressao
obtida.

Ja da base 10 para a base 60 seria preciso haver uma explicagdo por parte do professor.
Uma possibilidade seria distribuir para os alunos pecas de duas cores diferentes, para
o abaco, sendo que uma cor corresponderia a 1 e a outra a 60, além de estipular
espagos respectivos para as pecas de uma determinada cor. A partir disso, os alunos
pensariam em possibilidade de representar um niimero na forma decimal com o

material fornecido.

Em seguida da realizagao da atividade com o abaco, algumas questoes de sintese

da atividade podem ser propostas para que os alunos reflitam sobre a atividade realizada.

A seguir apresento algumas possibilidades de questoes:

1. O que caracteriza um sistema de numeragao posicional?

2. Qual o nimero maximo de pecgas que poderiamos ter em uma ordem de um abaco

decimal? E em um abaco binario? E no sexagesimal?

Na segunda parte, apds vermos como funciona a base 60 e como podemos
transitar da base decimal para ela e vice-versa, o aluno devera operar com niimeros na
forma sexagesimal, aplicando diretamente ao conceito de horas. O aluno realizara as

operacoes basicas na base 60, além de converter minutos e segundos para horas.
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Lista de exercicios

1. Quanto tempo vocé leva para se arrumar para ir a escola?

Atividade Duracao
Levantar da cama
Trocar de roupa
Escovar os dentes
Outra atividade

2. Quantos minutos tém uma hora? Quantos segundos tém uma hora?

3. Um jogo de futebol é dividido em dois tempos de 45 minutos cada, além de um

intervalo de 15 minutos. Qual a duracao total da partida em horas e minutos?

4. Joao resolveu maratonar as duas primeiras temporadas de Sherlock que possui 3
episoddios na primeira e 3 episdédios na segunda. Sabendo que a duracao de cada
episodio é de 90 minutos cada, quanto tempo ele precisou para poder terminar de

assistir a todos os episddios?

5. Luana é uma aluna do 7° ano e se atrasou para a aula chegando a escola as 9h30min.
Ela chegou atrasada para sua aula 1 hora e 45 minutos. A que horas comegava a

aula de Luana?

6. Luca, Raul e Manuela marcaram um encontro em um shopping para irem ao cinema.
Manuela chegou 45min adiantada e Luca chegou as 18h10min. O filme era as
17h50min. Que horas Manuela chegou ao shopping? Quantos minutos Luca perdeu
do filme?

7. Vocé fara uma prova que possui 30 questdes e 3h30min de duracao. Qual o tempo

médio que vocé tem para resolver cada uma dessas questoes?

8. 1h30min no sistema sexagesimal corresponde a 1,5h no sistema decimal. Quanto

corresponde 3h 45min 36s no sistema decimal?



Capitulo 5. Propostas para a Aplicagdo no Ensino da Matemdtica Contemporineo 68

5.2 Proposta de Plano de Aula 2

5.2.1 Objetivo

Considerar a precisao dos calculos realizados pelos babilonicos, através da
utilizacao de seus tabletes. Comparar a tabela de seno de Madhava e o tablete Plimpton
322, uma tabela possivelmente trigonométrica, mas que nao se baseava em angulos, e a
precisao que cada uma oferece. Realizar alguns exercicios de trigonometria e observar a
precisao do P322 em comparacao com instrumentos de calculo atuais. A partir desta aula,
os alunos serao capazes de compreender aspectos de precisao de calculos e aproximagoes,

além de parte do contexto histérico da matematica babilonica.

5.2.2 Metodologia

Sera dada uma aula histérica sobre parte da Matematica na Antiga Mesopota-
mia, principalmente na Babilonia, citando alguns tabletes famosos existentes, Tablete de
Reciprocos Padrao, YBC 6967, YBC 9287 e Plimpton 322. A partir desta atividade, os
alunos serao capazes de compreender como os babilonios presavam pela precisao em seus
calculos e como isso era possivel mesmo hé tantos anos atrds. E sugerido que se aplique
esta atividade para alunos do 2° ano do Ensino Médio, com duracao de duas aulas de 50

minutos cada.

5.2.3 Pré-requisitos

Ser capaz de realizar operacoes bésicas (adigdo, subtracao, multiplicacao, divi-

sdo, potenciagao e radicia¢ao) no Conjunto dos Reais.

Ter nogoes basicas de Trigonometria no triangulo retangulo, como seno, cosseno,
tangente, e também nocoes de Geometria Plana e Espacial. Saber aplicar o Teorema de

Pitagoras.

5.2.4 Fundamentacao Tedrica

Esta proposta de atividade baseia-se na dissertacao de mestrado da aluna
Ana Claudia Piau Candido, que aborda aspectos da matematica da antiga Mesopotamia,

principalmente o tablete Plimpton 322 e possiveis propdsitos para sua construcao.

5.2.5 Material tedrico
Sistema de numeracdo

Os babilénios eram grandes estudiosos em diversas areas, como agricultura,

astronomia, arquitetura, matematica, etc, e dentro da area de calculos, podemos dizer
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que eles possuiam o principio de prezar por uma enorme precisao destes. Para que os
babilonios pudessem expandir e comandar seu império, eles se tornaram cidadaos capazes
de manipular niimeros muito bem. Eles gostavam de resolver problemas praticos de medida
e peso, e eles relatavam essas resolucoes escrevendo o passo a passo utilizado, como um

algoritmo matematico.

Considerando o fator “precisdo”, e considerando também que naquela época
nao existiam instrumentos mecanicos ou algum outro tipo de recurso que facilitassem
seus calculos, a escolha de um sistema que permitisse isso de uma forma mais otimizada
foi um dos principais motivos pelo qual o sistema na base 60 seria mais ideal que um
sistema decimal, por exemplo. Como podemos perceber, ao fatorarmos o niimero 60 em
funcdo de seus fatores primos temos que 60 = 22 -3 -5. A partir disso podemos obter
todos os 12 divisores de 60: 1,2, 3,4,5,6, 10,12, 15, 20, 30, 60. Possuir um niimero maior de
divisores é uma vantagem, pois permite que mais fracoes possam ser escritas como fragoes
sexagesimais finitas (ndo dizimas), se comparado, por exemplo, ao sistema decimal, em
que 10 = 2 - 5, possuindo apenas 1,2,5,10 como divisores. Por efeito de curiosidade, o

nimero 60 é o menor nimero que possui os niimeros de 1 a 6 como divisores.

Tabletes Babilonicos

O primeiro material que dentro da Matematica da antiga Mesopotamia era
possivel encontrar sao os tabletes padroes de reciprocos que trazem pares de ntmeros
dispostos em colunas e linhas. Os nimeros dispostos em uma mesma linha eram chamados
de reciprocos, pois satifaziam a condicdo de que o produto entre eles resultava em 1 ou
em alguma poténcia de 60. Essas tabelas eram muito utilizadas como um auxiliador de
calculos, entao os escribas sempre possuiam uma copia da tabela de reciprocos quando
fossem realizar outras operagoes ou resolver problemas. Sendo assim, é possivel encontrar

em diferentes museus, semelhantes tabletes contendo estes pares numéricos.

O segundo tablete, o YBC 6967 (Figura 5.7), traz o passo a passo da resulogao
de um problema do tipo igi-igibi. Esse tipo de problema envolve descobrir pares de
reciprocos especificos, uma vez que igi significa nimero regular e 4gibi o reciproco do
numero regular. O problema apresentado no tablete tem como propdsito encontrar um par

de reciprocos de forma que um nimero exceda seu reciproco em 7.

O terceiro, e um dos mais famosos e conhecidos tabletes babilonicos, YBC
7289, traz uma aproximacao de v/2, com precisao de 3 casas sexagesimais (o que equivale
a 6 casas decimais). Atualmente faz parte da cole¢ao que estd na Universidade de Yale
(Yale Babylonian Collection) (Figura 5.8). O tablete traz desenhado um quadrado e suas

diagonais, informando a medida do lado, que corresponde a 30, e outros dois niimeros.

O quarto é o tablete Plimpton 322, ou P322, e é considerado um dos artefatos



Capitulo 5. Propostas para a Aplicagdo no Ensino da Matemdtica Contemporineo

70

Figura 5.7 — YBC 6967. Fonte: [Cuneiform Digital Library Initiative - CDLI 2023].

Figura 5.8 — YBC 7289. Fonte: [Cuneiform Digital Library Initiative - CDLI 2023].



Capitulo 5. Propostas para a Aplicagdo no Ensino da Matemdtica Contemporineo 71

Figura 5.9 — Tablete de argila Plimpton 322. Fonte: [Cuneiform Digital Library Initiative -
CDLI 2005].

cientificos mais sofisticados do mundo antigo (Figura 5.9), e sua finalidade é motivo
de estudo de muitos até hoje. O tablete possui medidas de 12,7 cm por 8,8 cm, e seu
contetdo estd escrito no sistema sexagesimal, sendo possivel observar que sua disposi¢ao

esta separada em 4 colunas e 15 linhas.

Sobre a composicao de sua estrutura, a primeira coluna traz valores que sao
chamados de takiltum, nas segunda e terceira colunas, temos valores que sao nimeros que
representam ternos pitagéricos. No caso de P322, pares reciprocos foram utilizados para

que o cateto menor e a hipotenusa dos triangulos retangulos fossem encontrados.

No titulo da coluna que representa o takiltum ha uma inscricao cuja traducao
diz o seguinte: “O takiltum da diagonal que foi subtraido de tal forma que a largura surge...”.
Isso porque o takiltum no tablete, o termo se referia a 62, de forma que ¢ correspondia a

hipotenusa de um triangulo retangulo, em que um dos catetos tinha medida igual a 1.

As Figuras 5.10 e 5.11 mostram a construc¢ao de um problema do tipo “igi-igibi”,
e como apo6s a manipulacao do retangulo inicial eles obtinham um par de reciprocos. O
problema a ser resolvido implicava que esses reciprocos tivessem um excedente entre si

(um valor excedente inteiro). E a partir da manipulagao, é possivel construir a Figura 5.11.

Observando a Figura 5.11, é tido que o takiltum corresponde ao lado do
quadrado menor (construgao que pode ser vista no tablete YBC 6967 e desenvolvida passo

a passo na dissertagao).

Além da coluna que representa o takiltum, o tablete P322 em sua forma original é
composto por 15 linhas, apesar de alguns estudiosos da area concordarem com o argumento
de que P322 deveria ter sido preenchido, originalmente, por mais 23 linhas, que teriam

sido obtidas a partir de algumas consideragoes propostas por Derek de Solla Price (1922 -
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X+a

al2 al2

Figura 5.10 — Retangulo de lados x e x + a.

X

(X - x)/2

Figura 5.11 — Quadrado formado a partir do retangulo na Figura 5.10.

1983). Na Tabela 5.5 é possivel observar como seria caso P322 tivesse de fato as 38 linhas,

além da inser¢ao de duas colunas auxiliares (5 e 0).
Erro absoluto e relativo

O Plimpton 322 assim como outros tabletes babilonicos apresentavam resolugoes
de problemas bem precisas, de forma que se faz pertinente o levantamento dessas precisoes,

comparando inclusive com outras tabelas matematicas.

Realizar a quantificagdo dos erros intrinsecos na computagao da solugdo de um
dado problema é uma questao fundamental. Para tanto, precisamos definir medidas de
erros (ou de exatiddo). As medidas de erro mais utilizadas sdo o erro absoluto e o erro

relativo.

O erro absoluto é dado pelo médulo da diferenga entre o valor aproximado e o

valor real. J4 o erro relativo, representa a razao do erro absoluto pelo valor real.

Seja, entdo, o valor real x e 2, sua aproximacao. O erro absoluto da aproximacao

é definido como
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I3 0 52 b d linha
59.30 1.24.30 1.59.00.15 1.59 2.49 1
58.27.17.30 1.23.46.02.30 1.56.56.58.14.50.06.15 56.07 1.20.25 2
57.30.45 1.23.06.45 1.55.07.41.15.33.45 1.16.41 1.50.49 3
56.29.04 1.22.24.16 1.53.10.29.32.52.16 3.31.49 5.09.01 4
54.10 1.20.50 1.48.54.01.40 1.05 1.37 5)
53.10 1.20.10 1.47.06.41.40 5.19 8.01 6
50.54.40 1.18.41.20 1.43.11.56.28.26.40 38.11 59.01 7
49.56.15 1.18.03.45 1.41.33.45.14.03.45 13.19 20.49 8
48.06 1.16.54 1.38.33.36.36 8.01 12.49 9
45.56.06.40 1.15.33.53.20 1.35.10.02.28.27.24.26.40 1.22.41 2.16.01 10
45 1.15 1.33.45 45 1.15 11
41.58.30 1.13.13.30 1.29.21.54.02.15 27.59 48.49 12
40.15 1.12.15 1.27.00.03.45 2.41 4.49 13
39.21.20 1.11.15.20 1.25.48.51.35.06.40 29.31 53.49 14
37.20 1.10.40 1.23.13.46.40 28 53 15
36.27.30 1.10.12.30 1.22.09.12.36.15 2.55 5.37 16
32.50.50 1.08.24.10 1.17.58.56.24.01.40 7.53 16.25 17
32 1.08 1.17.04 8 17 18
30.04.53.20 1.07.07.06.40 1.15.04.53.43.54.04.26.40 1.07.41 2.31.01 19
29.15 1.06.45 1.14.15.33.45 39 1.29 20
27.40.30 1.06.04.30 1.12.45.54.20.15 6.09 14.41 21
25 1.05 1.10.25 D 13 22
24.11.40 1.04.41.40 1.09.45.22.16.06.40 14.31 38.49 23
22.22 1.04.02 1.08.20.16.04 11.11 32.01 24
21.34.22.30 1.03.45.37.30 1.07.45.23.26.38.26.15 34.31 1.42.01 25
20.51.15 1.03.31.15 1.07.14.53.46.33.45 16.41 50.49 26
20.04 1.03.16 1.06.42.40.16 5.01 15.49 27
18.16.40 1.02.43.20 1.05.34.04.37.46.40 5.29 18.49 28
17.30 1.02.30 1.05.06.15 7 25 29
14.57.45 1.01.50.15 1.03.43.52.35.03.45 6.39 27.29 30
13.30 1.01.30 1.03.02.15 9 41 31
11 1.01 1.02.01 11 1.01 32
10.14.35 1.00.52.05 1.01.44.55.12.40.25 4.55 29.13 33
7.05 1.00.25 1.00.50.10.25 17 2.25 34
6.20 1.00.20 1.00.40.06.40 19 3.01 35
4.37.20 1.00.10.40 1.00.21.21.53.46.40 52 11.17 36
3.52.30 1.00.07.30 1.00.15.00.56.15 31 8.01 37
2.27 1.00.03 1.00.06.00.09 49 20.01 38

Tabela 5.5 — As 38 linhas de P322.

|2" — x|
O erro relativo da aproximagao é definido como

i

,x # 0.
|z

Observe que o erro relativo é adimensional e, muitas vezes, é expresso em



Capitulo 5. Propostas para a Aplicagdo no Ensino da Matemdtica Contemporineo 74

porcentagens. Mais precisamente, o erro relativo em porcentagem da aproximacao é dado

por

,_
= =2l 00%.

]

5.2.6 Proposta de Aula

A aula consistirda de duas partes: na primeria, o professor pode escolher a
melhor forma de dividir a turma em grupos, para que cada grupo fique responsavel por
pesquisar sobre um dos tabletes trazidos na introducao tedrica, e que tentem relacionar
os conteidos de cada um com pelo menos algum contetdo que ja tenham aprendido. Na
segunda parte, o professor traria o aspectos da precisao existente nos tabletes babilonios
e introduziria os conceitos de erro relativo e absoluto, aplicado mais especificamente ao
tablete Plimpton 322, de maneira que os alunos tenham essa percepcao ao resolverem

exercicios de trigonometria no triangulo retangulo.

Parte 1

Dividir os alunos em grupos, entao distribuir os tabletes para cada grupo
respectivamente. Uma vez que essas questoes forem definidas, permiir que os alunos se
retinam e tenham acesso a algum material de pesquisa, para que efetuem a proposta de
identificar o conteiido trazido por cada um, e que entao realizem alguma relacao entre

contetidos que ja tenham aprendido.

Parte 2

Aproveitar o que o grupo responsavel pelo Plimpton 322 e complementar a
informacao trazida. Apresentar aos alunos a tabela do P322 completa, e explicar o que

cada coluna representa geometricamente.

Mostrar que (3,1,d) é um terno Pitagérico (terno babilonico), expresso geo-
metricamente por um tridngulo retdngulo com catetos e 1, e hipotenusa igual a . Na

Figura 5.12 (a), é possivel ver um exemplo de tridngulo seguindo as especificagbes acima.

Mostrar que (b,[,d) também é um terno pitagorico, mas que esté relacionado
com (f,1,0), através do escalar [. O exemplo da Figura 5.12 (b) mostra o tridngulo (a)
multiplicado por um escalar [ = 0; 2, gerando o terno (b,d, ).

b d
Dessa forma podemos tirar as seguintes relagoes entre as variaveis: § = ik 0= 7
d2
2 [
e = 7
Informar que 0;2 é o reciproco de 30 que é o fator comum dos lados com o qual

se realiza o algoritmo “trailing part”. E que a tltima coluna é a numeracao das linhas.
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2.49

59.30 1.59

1.00.00 2.00
@) (b)

Figura 5.12 — Tridngulos representando ternos babilonicos .

Mostrar como determinar o erro absoluto e relativo e realizar uma comparacao
com a tabela de senos de Madhava (Tabela 4.6).

Nesta parte, poderiam ser disponibilizados os exemplos 4.5.2 e 4.5.3 apresen-
tados na dissertacao e alguns outros exercicios que envolvam triangulos retangulos de
escolha do professor, para que os alunos possam utilizar o P322 nas resolugoes e entao
comparar com as resolucoes habituais que os alunos ja estao acostumados, realizando por

fim os célculos de erro absoluto e relativo.
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Exemplos de exercicios:

1. Na Antiga Babilonia, os zigurates eram templos que faziam parte da arquitetura
da época. Sua construcio era feita em varios andares, sendo que a area do andar
inferior era sempre maior que a do andar superior. Consideremos que uma rampa
levando até o topo de um muro de um zigurate mede 65 covados, e a altura vertical
desse muro é de 54 covados. Qual a distancia z que vai da base de fora da rampa

até o ponto diretamente abaixo do topo do muro?

54

2. Consideremos agora a Piramide Quéops, ou mais conhecida como Piramide de Gizé,
que possuia inicialmente uma altura de 140 m e largura da base 230 m. Qual o

comprimento de a, uma aresta desta mesma piramide?

3. Encontre o que ¢ pedido a seguir utilizando a Tabela 5.5 que trazem as entradas do
tablete Plimpton 322, e entao realize a comparagao do valor obtido com o resultado

adquirido a partir do Teorema de Pitagoras.
a) Determine a medida da diagonal de um retdngulo de base 12 cm e altura 8 cm.

b) Qual a medida da diagonal de um quadrado cujo lado mede 12 ¢cm?
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6 Conclusao

Com base nesta viagem adentro da matematica babilonica é possivel perceber
que todos os tabletes padroes, os tabletes de resolucoes de problemas, e principalmente
o Plimpton 322, convergem para o ponto de que a civilizagdo da Antiga Mesopotamia
era composta por grandes estudiosos matematicos que se tornaram referéncia, nao so
h& milhares de anos atras mas também para o futuro. Esse passado tao distante ainda
traz aspectos que se fazem presentes diariamente. Além disso, cada parte desenvolvida
trouxe conceitos que podem ser abordados dentro de sala de aula, mesmo que nao estejam
contemplados nos planos de aulas desenvolvidos, como os métodos para resolugoes de

raizes quadradas e até mesmo de equagoes quadraticas.

Se hoje temos um sistema posicinal, se usamos um sistema sexagesimal para a
contagem do tempo, é devido a esse inicio 14 atras nessa antiga civilizacao, e nosso povo
pode nao necessariamente ser descendente direto dela, mas vemos diariamente a influéncia
deixada. E portanto, a escolha de trabalhar este assunto em um dos planos de aula, apesar
de parecer algo simples e intrinseco a nés, nos surpreende quando observado no dia-a-dia,

uma vez que transformacoes de base nao sao nada triviais.

Como parte do objetivo desta dissertacao estava a conexao com a educac¢ao
matematica a organizagao do trabalho se deu de forma a trazer esses elementos a cada
conceito novo trazido. E além disso, foi possivel entender propésitos e contextos historicos

nos permitiram compreender de forma mais significativa este diferente cotidiano.

Diante dos fatos apresentados no decorrer deste trabalho, espera-se que essa
dissertacao possa servir como contribuicao dentro da educacao matematica, pelo fato
de organizar muitos conceitos da matematica babilénica em um mesmo documento em
portugués, e também como um estimulo aos estudantes do Ensino Fundamental e Médio e
como um suporte pedagdgico aos docentes de matematica, a fim de que estes dois grupos
possam fazer essa viagem através do tempo e observar aspectos comuns a nossa realidade

e outros incomuns que satisfaziam os contextos historicos e as necessidades babilonicas.
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Nome: Turma:
Preencha a folha com os resultados obtidos no passo a passo da atividade proposta.
Nuameros | Quociente Resto Rascunho
Preencha a tabela abaixo com os algarismos pertencentes as respectivas poténcias.
7 6 5 4 3 2 1 0

NO

Conforme a decomposicdo da tabela anterior, escreva o nimero no retangulo e em
seguida a decomposicdo correspondente em fun¢do das poténcias de 10.

Figura .1 — Material de apoio para Atividade 1
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