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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar os fundamentos da divisibilidade, estudar as
propriedades dos niimeros primos, sua associacao com fatoriais e com progressoes arit-

méticas, além de apresentar alguns resultados equivalentes & Conjetura de Goldbach.

Palavras-chave: Teoria dos Numeros, Conjetura de Goldbach, Numeros Inteiros,

Fatoriais.



Abstract

The objective of this paper is to present the fundamentals of divisibility, study the
properties of prime numbers, their association with factorials and arithmetic progres-

sions, and present some results equivalent to GGoldbach’s Conjecture.

Keywords: Number Theory, Goldbach’s Conjecture, Integer Numbers, Factorial.



Lista de Tabelas

5.1 Tabela de Diferencas de Quadrados



Sumario

5

6

Introducao
Ntimeros Inteiros e Divisibilidade
Sobre Ntumeros Primos

Nuameros Primos: Resultados e Aplicacoes
4.1 Numeros Primos e Fatoriais . . . . . .. . .. ... ... ........

4.2 Numeros Primos e Progressdes Aritméticas . . . . . . . . .. ... ...
A Conjetura de Goldbach

Aplicacao do Tema Divisibilidade em Sala de Aula

Referéncias

11

26

33
33
38

40

46

49



1 Introducao

Este trabalho tem por objetivo analisar algumas das propriedades dos chamados
nimeros primos. Um nimero primo é aquele que somente é divisivel por um ou por si
mesmo. Um ntimero inteiro n é divisivel por um ntmero inteiro m quando existe um
inteiro ¢ tal que n = gm.

Desde da Grécia Antiga os mateméaticos se interessam pelos niimeros primos: Quan-
tos sao? Como se distribuem? Como encontra-los? Existe uma maneira simples de
saber se um nimero é primo ou nao? No decorrer dos séculos algumas destas perguntas
foram respondidas, outras ainda permanecem sem resposta até os dias atuais.

Algumas afirmacées sobre os nimeros primos foram comprovadas ha muitos séculos.
O famoso matematico Fuclides demonstrou que existem infinitos nimeros primos. O
matematico Eratostenes inventou um método, conhecido como Crivo de Eratostenes,
para montar uma lista de primos até um determinado niimero. No entanto, ao passo
que o numero de elementos da lista aumenta, seu método se torna cada vez mais
trabalhoso.

Por outro lado, outras afirmacoes envolvendo os niimeros primos ainda nao foram
demonstradas. Por exemplo, até hoje nao se sabe como os ntimeros primos se distri-
buem entre os nimeros compostos (0s que nao sao primos), nem como descobrir, de
maneira simples, se um numero é primo ou nao. Por causa da dificuldade na iden-
tificacao de um numero primo, sistemas de seguranca online tém utilizado, durante
décadas, nimeros primos para proteger senhas e outras informacoes pessoais daqueles
que navegam pela internet.

Outra questao curiosa é sobre com que frequéncia um ndmero primo aparece.
Quando se observa uma lista de primos se nota, num breve olhar, que existem di-
versos pares de ntimeros primos que diferem por apenas duas unidades, tais como 3 e
5, 5e7,11e13, 17 e 19, entre outros. Tais primos sao chamados primos gémeos e, até
hoje, nao se sabe se existem infinitos pares de primos gémeos ou nao.

Ainda sobre este topico, por volta de 1900, J. Hadamard e Ch. de la Valleé-Poussin,
provaram, trabalhando independentemente, um resultado sobre a frequéncia dos primos
conhecido como Teorema dos Nimeros Primos. A demonstragao de tal Teorema foi
simplificada em 1949 por A. Selberg. No entanto, a distribuicao dos ntimeros primos

ainda é bastante misteriosa e existem intimeros problemas associados a ela aguardando
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uma demonstracao. Apresenta-se abaixo alguns dos mais famosos:

1. Existem infinitos primos gémeos, ou seja, existem infinitos pares de nimeros

primos que diferem por apenas duas unidades?
2. Sempre existe um primo entre n* e (n + 1)? para todo natural n > 07
3. A sequéncia de Ficonacci (1,1,2,3,5,8,13,...) contém infinitos niimeros primos?
4. Existem infinitos primos da forma n? — n + 417

5. E verdade que, para todo k > 4, existe uma infinidade de progressdes aritméticas

constituidas por k nimeros primos?

Os dois problemas mais famosos relacionados aos niimeros primos e ainda em aber-
tos sao a Conjetura de Goldbach e a Hipotese de Riemman. A Conjetura de Goldbach
relaciona-se a uma carta que o matematico Christian Goldbach escreveu a Leonhard
Euler, em 1742, afirmando que todo niimero natural par, maior ou igual a quatro,
pode ser escrito como a soma de dois ntimeros primos. Ivan Vinogradov, em 1937,
demonstrou uma variante mais fraca desta conjetura, a saber, que todo niimero impar
suficientemente grande pode ser escrito como a soma de trés primos. A Conjetura de
Goldbach, no entanto, permanece sem demonstracao até hoje. O melhor resultado
relacionado & conjetura de Goldbach foi obtido por Chen que demonstrou que todo
nimero par, suficientemente grande, pode ser escrito como a soma de um primo com
um 2-quase-primo. Um ntimero 2-quase-primo é um nimero da forma ps = p.q, onde
p e q sao primos. Esse resultado é conhecido como Teorema de Chen.

Por sua vez, a Hipdtese de Riemman é o maior problema matematico de todos os
tempos e, resumidamente, consiste em demonstrar que todos os zeros nao triviais da
funcao zeta de Riemann encontram-se sobre uma determinada reta. Tal hipdtese ainda
permanece sem demonstracao. Tao cedo quanto em 1900 foi oferecido um prémio em
dinheiro para quem a demonstrasse e muitos resultados importantes da Matematica
dependem de sua veracidade. Trabalhar com estas importantes questoes foi a motivagao
principal deste estudo.

Este trabalho esta dividido em seis capitulos:

e Capitulo 1: Motivacao historica e resumo.

Capitulo 2: Fundamentos da divisibilidade e conceitos ligados a ela.

Capitulo 3: Numeros primos e suas propriedades béasicas.

Capitulo 4: Aplicacoes dos nimeros primos em outros ramos da Matematica,

Capitulo 5: Resultados relacionados a Conjetura de Goldbach e,

Capitulo 6: Sugestao para Aplicacdo em Sala de Aula.



2 Numeros Inteiros e Divisibilidade

A linha da Matemaética que estuda os niimeros naturais é conhecida como aritmética.
Os numeros naturais sao os que aparecem naturalmente no dia a dia das pessoas e sao
conhecidos como 0, 1,2, 3,4, 5, .... Estes niimeros foram reunidos em um conjunto a que
os matematicos chamam de N. Estao definidas sobre este conjunto as operagoes adi¢ao

(4) e multiplicagao (.), que possuem as seguintes propriedades:

1. Sao bem definidas, ou seja, para todos a,b,a’ e b’ € N, se a = b e a’ =V entao
at+b=ad+bea-b=d- -V,

2. Sao comutativas, ou seja, para todos a,b € N tem-se que a+b =b+aea-b="b-a,

3. Sao associativas, ou seja, para todos a,b € N tem-se que a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢
e a.(b.c) = (a.b).c,

4. Possuem elementos neutros, ou seja, para todoa € N,a+0=aea-1=a,

5. A multiplicagao é distributiva com relagao a adicao, ou seja, para todos a, b, c € N
tem-se a- (b+c¢) = (a+b)- (a+c).

Considera-se ainda que os niimeros naturais possuem as seguintes propriedades:

6. Integridade, ou seja, dados a,b € N, com a, b diferentes de zero, tem-se que a - b

¢é diferente de zero.

De maneira equivalente pode-se dizer que se a-b=0entaoa=0ou b =0
7. Tricotomia: Dados a,b € N se verifica apenas uma das seguintes possibilidades:
(a) a=b

(b) existe ¢ € N, com ¢ # 0,b=a + ¢, ou

(c) existe c€ N, com ¢ #0,a=b+c

Diz-se que a é menor do que b, e simboliza-se por a < b, sempre que se verifica a

propriedade (b). Diz-se que a é maior do que b, e simboliza-se por a > b, sempre que se

11
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verifica a propriedade (c¢). Adicionalmente, conclui-se, das defini¢oes acima, que 0 < a,
para todo a > 1, pois tem-se que 0 + a = a, o que implica que 0 < a.

Note ainda que, para a e b, nimeros naturais, se a + b = 0 entao, a = b = 0.
Realmente, se a # 0 tem-se que b < 0, o que é absurdo. Portanto, a = 0. De maneira

similar mostra-se que b = 0. Logo, se a > 0 ou b > 0 entao a +b > 0.
Proposicao 2.1. Para todo a € N tem-se que a -0 = 0.

Demonstracao. De fato, a-0=a-(0+0) =a-0+a-0. Se a-0 > 0 entdo, da afirmagao

anterior, segue que a -0 > a -0, o que é absurdo. Logo a -0 = 0. O

Proposicao 2.2. No que se refere a relacao “menor do que” vale a lei do cancelamento

para a adi¢ao, ou seja, para todo a,b,c € Nya < b se, e somente se, a+c < b+ c.

Demonstra¢ao. Suponha a < b. Isso significa que existe d > 0, tal que b = a + d.

Somando ¢ a ambos os lados desta igualdade tem-se, pelas propriedades da adic¢ao:

b+c=c+b=c+(a+d)=(c+a)+d=(a+c)+d,

o que mostra que a +c¢ < b+ c. O

Proposicao 2.3. No que se refere a relacao “menor do que” vale a lei do cancelamento
para a multiplicacao, ou seja, para todo a,b,c € N, com ¢ # 0, tem-se que a < b se, e

somente se, a-c <b-c.

Demonstracao. Suponha a < b. Isso significa que existe d > 0, tal que b = a + d.
Somando ¢ a ambos os lados desta igualdade tem-se, pelas propriedades da adicao e

da multiplicacao:

b-c=c-b=c-(a+d)=(c-a)+(c-d)=(a-c)+ (c-d),

0 que mostra que a-c <b-c. O

Proposicao 2.4. No que se refere a “iualdade” vale a ler do cancelamento para a

adicao, ou seja, para todo a,b,c € N,a = b se, e somente se, a+c=b+ c.

Demonstracao. Pelo fato da adicao ser bem definida vale que, se a = b entao a + ¢ =

b + c. Reciprocamente, supondo que a + ¢ = b + ¢ existem trés possibilidades:
(i) a < b. Pela Proposi¢ao 2.2, a + ¢ < b+ ¢, o que é absurdo.
(ii) b < a. Pela mesma proposi¢ao, b+ ¢ < a + ¢, o que também é absurdo.

(iii) Logo, a = b.
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Proposicao 2.5. No que se refere a “iwualdade” vale a lei do cancelamento para a
multiplicacao, ou seja, para todo a,b,c € N, com ¢ # 0, tem-se que a = b se, e somente

se,a-c=0b-c.

Demonstracao. Pelo fato da multiplicacao ser bem definida vale que, se a = b entao

a-c="0b-c. Reciprocamente, supondo que a-c = b - c existem trés possibilidades:

(i) a < b. Pela Proposigao 2.3, a-¢ < b- ¢, o que é absurdo.
(ii) b < a. Pela mesma proposi¢do, b- ¢ < a - ¢, o que também ¢ absurdo.
(iii) Logo, a = b.
O

Observando-se em mais detalhes a relacao “menor do que” percebe-se que nao é
reflexiva, pois nao vale a < a. No entanto a relagao “menor ou igual a”’, descrita
abaixo, o é.

Diz-se que a é menor ou igual a b, e simboliza-se por a < b, sempre que a < b ou
a = b. Diz-se que a ¢ maior ou igual a b, e simboliza-se por a > b, sempre que a > b
oua=nb.

A relacao “menor ou igual a” é, de fato, uma relacao de ordem, pois,

1. E reflexiva: para todo a, a < a.
2. E antissimétrica: para todos a,b, se a < be b < a entdo a = b.

3. E transitiva: para todos a,b, e ¢, se a < be b < ¢, entdo a < c.

Antes de iniciar a discussao sobre divisibilidade é interessante considerar o principio
de inducao finita, visto que é muito utilizado na demonstracao de resultados impor-
tantes na teoria dos niimeros.

A inducao finita se baseia nos dois seguintes principios:

Principio 2.1. (Boa Ordem) Todo conjunto ndo-vazio de nimeros naturais possui

um menor elemento.

Principio 2.2. (Indugao Finita) Seja A C N, com as seguintes propriedades:
i) 1eh;
ii) Se k € Aentao k+1 € A.

Entao A = N.
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Observacao 2.1. Observe que, de acordo com este principio, para provar uma afirma-
¢ao para todo nimero natural basta provar para 1 e, a seguir, supondo que a afirmacao

vale para um niimero natual n qualquer, provar que vale para n + 1.
Corolario 2.1. Nao existe nenhum nidmero natural n tal que 0 < n < 1.

Demonstra¢ao. A frase acima é equivalente a proposicao p(n) : n > 0 entdo n > 1
vale para todo n. Uma vez que 0 > 0 ¢é falso segue-se que p(0) ¢ verdadeira, ja que a
implicagao “0 > 0 entdao 0 > 1”7 sempre é verdadeira. Além disso, p(n + 1) é sempre
verdadeira pois, se n + 1 > 0, entao n 4+ 1 > 1 pela lei do cancelamento.

Portanto, p(n) implica p(n + 1) para todo n e o resultado segue. ]

Corolario 2.2. Dado n € N nao existe nenhum nimero natural m tal que n < m <
n+ 1.

Demonstracao. Se tal nimero existisse, existiria um natural k tal que n+k = m < n+1.
Entao, pelo cancelamento, tem-se que 0 < k < 1 o que, pelo corolario anterior, é
absurdo.

Portanto, nao existe nenhum natural m entre n e n + 1. O

Sequéncias sao fungoes cujo dominio é o conjunto dos nimeros naturais (N) e cujo
contradominio é o conjunto dos nimeros reais (R). Para tratar do relacionamento en-
tre os nimeros primos e as progressoes aritméticas apresenta-se a seguir o conceito de
progressao. Progressoes sao sequéncias que seguem uma lei de formagao determinada
pelo seu primeiro elemento e por um nimero conhecido como razao. Essa lei de for-
macao, em muitos casos, pode ser demonstrada através do principio de inducao finita.
Para os fins deste trabalho serao utilizadas apenas progressoes cujo contradominio seja
o conjunto dos ntimeros naturais.

Como exemplo, apresenta-se abaixo as defini¢oes de alguns tipos especiais de pro-

gressoes:

Defini¢ao 2.1. Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia de nimeros reais

(ay) tal que ay € dado e, para todo n € N, tem-se que

Apt+1 = Qp + 1,

onde r € um numero real fixado chamado razdo.

Exemplo 2.1. A sequéncia 3, 7, 11, --- é uma progressao aritmética na qual a; = 3
er =4.

Note que a razao de uma PA pode ser encontrada por se subtrair a; de a;.; para
qualquer natural 7. Assim, ay — ay = a3 — as = a;41 — a; = r. No exemplo dado

a, —ay =4=r.
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Defini¢ao 2.2. Uma progressao geométrica (PG) é uma sequéncia de nimeros reais

(ay) tal que ay € dado e, para todo n € N, tem-se que

Qp4+1 = an * g,

onde q € um niumero real firado, ¢ # 0 e q # 1, chamado razao.

Exemplo 2.2. A sequéncia 3, 6, 12, --- é uma progressao geométrica na qual a; = 3
eq=2.

Note que a razao de uma PG pode ser encontrada por se dividir a;.; por a; para
qualquer natural 7. Assim, as ~a; = a3 =+ as = a;41 ~ a; = ¢q. No exemplo dado

a2+a1:2:q.

Definigao 2.3. Uma progressao aritmético-geométrica (PAG) é uma sequéncia de ni-

meros reais (a,) tal que ay é dado e, para todo n € N, tem-se que

Ap4+1 = Qp * Q‘|‘7”7

onde r e q sdo numeros reais firados e q #£ 1.

Exemplo 2.3. A sequéncia 4, 13, 31, --- é uma progressao aritmético-geométrica na
qual a; =4, r =5 e g = 2. De fato,
ar=4,a0=4-24+5=13,a3=13-2+5=31,---.

Note que as razoes de uma PAG nao sao encontradas apenas por uma operac¢ao sim-
ples. Para que seja possivel encontra-las é necessario resolver um sistema de equagoes

de duas incognitas. No exemplo:

13=4-q+r
31=13-q+r

Multiplicando a primeira equagao por —1 obtem-se:

—13=—-4-q—r
31=13-q+r
Somando estas duas equacoes tem-se que 9 - ¢ = 18, de onde ¢ = 2. Substituindo

este valor na primeira equagao tem-se que r = 5.

Usando-se o principio da indugao finita é possivel demonstrar as seguintes proprie-

dades relacionadas a progressoes:

Proposicao 2.6. Numa progressao aritmética tem-se que:

1. a,=a;+ (n—1)r;
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(a1 + ax)n

2. Se S, =a1+as+---+a, entao S, = 5

Demonstracao.

1. Para n = 1 tem-se que a; = a;. Suponha que a propriedade vale para n. Entao,

pela definicao de PA e pela hipotese de inducao,

Upp1 =ap+7 =01+ (n—1)r+r=a +nr

(a1 —|—CL1) -1

2. Paran =1 tem-se que S; = a; = . Suponha, agora, que o resultado

vale para S,. Entao, pela definicao de .S,,, pelo item anterior e pela hipotese de

inducao tem-se que,

(a1 + ax)n
2
ain + apn an+ apn 20,417 an+ apn + 20,11
= - —|— an+1 pr—y pr— pr—
2 2 2 2
ain + a,n + a; +nr+ apq1 _an +a; +a,n+nr+ ape

2 2
a(n+ 1)+ (an +r)n+any1  ar(n+1) + appn + anp
- ; - 5 -
ar(n+1) 4+ apt1(n+1)

- 9

Spr1=a1+as+ -+ a, +app1 = + Qpqp1 =

Proposicao 2.7. Numa progressao geométrica tem-se que:

1. ap,=a,-¢"°Y

"—1
2. SeSn:a1+a2+~--—|—aneq7é1ent&oSn:alq T
q_

Demonstracao.

1. Para n = 1 tem-se que a; = a;. Suponha que a propriedade vale para n. Entao,

pela definicao de PG e pela hipotese de inducao,

-1
Qpi1 = Qpnq = a1q" " - q = a1q".

1

2. Para n = 1 tem-se que S; = a1 = alq T Suponha, agora, que o resultado

vale para S,. Entao, pela definicao de .S,,, pelo item anterior e pela hipotese de

inducao tem-se que,

Spr1 =01+ a2+ -+ ay+ app1 =01
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a1q" —a ai1q" —a an, —1 ai1q" — ay; + a, —an,
_ 14 1 Fan = 19 1 i +1(q ) _ 14 1 +194 +1_
q—1 q—1 q—1 q—1
_ Up1 — a1 + a1G4"q — Apy _ (p+1 — Q1 + 61161”+1 — Gpt1 _
q—1 q—1
Cqun+1 —a qn+1 -1
= = a1
qg—1 qg—1
L]

Para terminar o topico sobre inducao finita apresenta-se abaixo alguns exemplos de
formulas de inducao.

Exemplo 2.4. Até onde se tem registro, o primeiro exemplo de utilizacao do Principio
de Inducao Finita remonta ao ano de 1575, quando Francesco Maurolycus calculou
a soma dos n primeiros nimeros impares. Ele demonstrou que,para todo n natural

tem-se que

1+3+-+(2n—1)=n

Primeiramente, observe que vale p(1), pois, 1 = 12. Suponha que vale p(n), ou seja,
que 1 +3+---+ (2n — 1) = n? para um determinado natural n. Entao, vale p(n + 1,

pois

1434+ +C2n—1)+2n+1)=n"+2n+1=(n+1)'
e, portanto, a férmula vale para todo n.

Exemplo 2.5. Most 1 + ! + ! + -+ ! n
Xem D ostre que . = .
P T 2723734 n-(n+1) n+l
1

1
Em primeiro lugar note que, T35 71 =5
Suponh le p(n), ou sej I S -
uponha que vale p(n), ou seja, que . =
porha A PR, O 568, AU 7 T 93 T3 n-(n+l) n+l
para um determinado n. Entao, pela hipotese de inducao,
1 N 1 N 1 . 1 N 1 o n 1 B
1-2 2-3 3.4 n-(n+1) m+1)-n+2) n+l ®m+1)-(n+2)
n(n+2)+1 n®+2n+1 (n+ 1) n+1

T+l -m+2) (m+1)-(n+2) (+D)-(n+t2) nt2
Exemplo 2.6. Encontre uma férmula para a soma 2 +4 + --- + 2n.

Neste tipo de problema primeiro deve-se calcular alguns elementos a fim de conse-

guir encontrar a formula geral. Neste exemplo tem-se que:

Sl = 2, 52 = 6, Sg = 12,54 = 20, S5 = 10, etc

Organizando estas informagoes obtem-se:
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S; =2
So=51+2-2
S3=5+2-3
iy

Sn:Sn_1+2'TL

Somando membro a membro estas equagoes chega-se a:

Si+ S+ +8=2-54+8+ - +S1+22+---+n)

(24n)(n—1)

Sp=51+2 5

=24+ (n—1)(n+2)

Logo, S, =24 (n —1)(n + 2).

Observe que, neste caso, a maneira pela qual a féormula foi encontrada constitui
uma demonstracao matematica de que esta soma é valida para um determinado n.
Para garantir sua validade para todos os naturais ¢ necessario aplicar o Principio de
Indugdo. Tem-se que p(1) é verdadeira, pois S; = 2+ (1 —1)(1 4 2) = 2. Suponha que
Sp =24 (n—1)(n+ 2), para um determinado n, ou seja, que vale p(n). Entao, pela

definicao da soma, pela construcao da sequéncia e pela hipotese de inducao, tem-se que

Spi1=Sn+ap1=2+n—-1)n+2)+2n+1)=2+n*+2n—n—2+2n+2 =
=240 +3n=2+nn+3)=2+(n+1)-1D((n+1)+2),

como queriamos demonstrar.

Observacao 2.2. Chama-se de conjunto Z dos niimeros inteiros ao conjunto dos ni-
meros naturais N, acrescido dos ntimeros negativos. Como em divisibilidade a maioria
das propriedades vale quando restrita aos niimeros naturais, neste trabalho, sempre

que for interessante esta restricao sera utilizada.

Defini¢ao 2.4. Se a e b sao inteiros, diz-se que a divide b, e denota-se por alb, se

existir um inteiro ¢ tal que b = ac. Se a nao divide b denota-se a1 b.

Exemplo 2.7. Tem-se que 5 divide 65, pois 65 = 13 - 5. Por outro lado, 5 nao divide

47, pois nao existe nenhum inteiro k tal que 47 = Hk.
Proposicao 2.8. Sejam a,b e c inteiros. Se alb e b|c entdo alc.

Demonstrac¢ao. De fato, uma vez que a|b existe um inteiro ki, tal que b = kja. Ana-
logamente, como b|c existe um inteiro ko, tal que ¢ = kob. Portanto, ¢ = kokia, o que

significa que alc. O

Proposicao 2.9. Sejam a,b,c,m e n inteiros. Se cla e c|b entdo c|(ma + nb).
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Demonstracao. Pela definicao de divisibilidade se c|a entao a = kic, para algum ky,
inteiro. Analogamente, se c|b entdo b = koc. Multiplicando-se estas duas equagoes,
respectivamente, por m e n obtém-se ma = mkyc e nb = nkyc. Somando-se membro a

membro chega-se a ma +nb = mkyc+nkoc = (mky £nks)c. Portanto c|(ma+nb). O
Proposicao 2.10. Sejam a,b,n € N, com a+b # 0. Entio a+b divide > + 1?71,

Demonstracao. Demonstra-se por indugao sobre n. Para n = 0 a afirmagao é verda-
deira, pois a' + b' = a + b. Suponha que a + b|a®" ™! + v*"*1. Entao:

Q2 DAL 4 p2(nt1)+1 20201 _ p2p2ntl | p2 o041 | p2pontl

=a
— (CL2 . b2)a2n+1 + b2(a2n+1 + b2n+1)'

Uma vez que a + bla®> — b* e que, por hipotese, a + b|(a* 1 + b*" 1) o resultado

segue, do acima e da Proposicao 2.9. O]

Teorema 2.1. (Divisao Euclidiana). Sejam a e b dois nimeros naturais tais que

0 < a < b. Existem dois numeros naturais, unicamente determinados, tais que
b=a-q+r,
comr < a.

Demonstracao. Considere o conjunto () dos ntimeros da forma b, b—a, b—2a, - - - ,b—n-a,
enquanto b —n -a > 0.

Pela Propriedade da Boa Ordem, existe r = b— ¢-a, o menor elemento do conjunto
Q. Se alb, entao r = 0 e o resultado segue. Caso contrario, se a 1 b entao r # 0.
Portanto, mostrando que r < a chega-se ao resultado desejado. Entao, suponha que
r > a. Neste caso, existe ¢ < r tal que r = ¢+ a. Logo, comor =c+a=>b—q-a

tem-se que:

c=b—(¢+1)-acqQ.

Portanto, ¢ € ) e é menor do que 7, o que é absurdo, pois r foi tomado como o
menor elemento de (). Portanto, r < a e a existéncia de ¢ e r estd demonstrada.

Quanto a unicidade, suponha que existam dois elementos distintos, r =b—¢q-a e
r"=b—¢q -a, comr <r <a. A diferenca entre estes dois elementos é divisivel por a

e, portanto, r — r’ > a. Entao, ' > r +a > a, o que é absurdo. Logo, r =1’. O

Corolario 2.1. (Propriedade Arquimediana). Dados dois niimeros naturais a e b

com 1 < a < b, existe um ntmero natural n tal que

na <b<(n+1)a.
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Demonstracao. Pela Divisao Euclidiana tem-se que existem ¢,r € N, tais que b =

q-a—+r,comr <a. Tomen =gq. Entao,

na=q-a<q-a+r=>o

Por outro lado,

b=q-a+r<(¢g+la+r=(n+1a+r.
Logo, na < b < (n+ 1)a. O

Definicao 2.5. Seja m um nimero natural diferente de zero. Dois nimeros naturais
a e b sao congruentes modulo m quando os restos de sua divisao euclidiana por m sao

tquais. Notacao: a =b mod m.
Exemplo 2.8.

e 18 e 43 deixam resto 3 ao serem divididos por 5, entao sao congruentes modulo
5;

e 71 e 85 deixam resto 1 ao serem divididos por 7, entao sao congruentes modulo
7

e 43 deixa resto 1 ao ser dividido por 6 e 46 deixa resto 4 ao ser dividido por 6.

Portanto, 43 e 46 nao sao congruentes modulo 6.

Observacao 2.3. Observe que dizer que a = b mod m é o mesmo que dizer que
m|b — a. De fato, suponha que a e b deixem resto r ao serem divididos por m. Entao,
pela divisao euclidiana tem-se que ¢ = mqg; +r e b = mga +r. Entao b —a =

mqy + 1 —mqg —r =mqy —mq; = m(qg — q1) e, portanto, m|b — a.

Proposigao 2.11. Sejam a,b € N e n um nimero natural maior do que zero. Se a = b

mod m, entao a™ = 0" mod m.

Demonstracao. Inicialmente note que, para quaisquer nimeros naturais tem-se que, se
a=b mod mec=d modm entdo ac = bd mod m. De fato, bd — ac = d(b —a) +
a(d — ¢). Como m|b — a e m|d — ¢, entdo m|bd — ac e ac = b mod m.

Observado isto, a demonstracao do resultado é feita por inducao sobre n. A afir-
macao ¢ verdadeira para n = 1. Suponha, agora, que o resultado vale para n, entao,
pela hipotese de inducao e pela Observacao 2.3 tem-se que

a" ™' =a"a =" mod m.

Mas b"b = b"*!. Logo a"*! = a"a = b™"! mod m. O

Definicao 2.6. Dados dois niimeros inteiros a e b, distintos, diz-se que o nimero

inteiro d € um divisor comum de a e b se d|a e d|b.
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Exemplo 2.9. Por exemplo, 6 ¢ um divisor comum de 84 e 96, pois 84 = 14 -6 ¢
96 = 16 - 6, mas 7 nao é um divisor comum de 84 e 96 pois, embora 84 = 12 -7 nao

existe nenhum inteiro k£ tal que 96 = 7k.

Definicao 2.7. O mdzimo divisor comum de dois inteiros a e b € o maior inteiro

positivo que divide a e b. Nota¢ao: (a,b).

Exemplo 2.10. Usando os mesmos nimeros do Exemplo 2.10, 12 é o maximo divisor
comum de 84 e 96, pois 84 = 12-7 e 96 = 12 - 8, e nao existe nenhum outro ntimero

inteiro positivo que seja maior do que 12 e divisor comum de 84 e 96.
Proposicao 2.12. Seja d = (a,b), entao existem inteiros m e n tais que d = ma+ nb.

Demonstracao. Seja ¢ = mpa + nob o menor inteiro positivo que pode ser escrito nesta
forma, entao cla e c|b. De fato, se ¢ 1 a existiriam, pela Divisao Euclidiana ¢; e r;
tais que a = c¢q; + 11, com 0 < r; < ¢, de onde 11 = a — cq1 = a — (mpa + neb)q1 =
(1 — g1mo)a + (—qnp)b. Ou seja, 1 é da forma mya + n1b e menor do que ¢, o que é
absurdo por construcao. Logo c|a. Da mesma maneira demonstra-se que c|b.

Como d é um divisor comum de a e b tem-se que existem inteiros my e my tais que
a = myd e b = mad. Logo, ¢ = moa + ngb = momyd + ngmaed = d(momy + ngms),
ou seja, d|c e, portanto, d < ¢. Como d é o maximo divisor comum de a e b, d < ¢ é

impossivel. Logo ¢ = d e, portanto, existem m,n tais que d = ma + nb. O

Lema 2.1. (De Euclides.) Sejam a,b,n € N, com a < na < b. Se existe (a,b — na)

entdo (a,b) existe e

(a,b) = (a,b — na).

Demonstracao. Seja d = (a,b — na). Pela definicdo de maximo divisor comum, d|a e
d|b — na. Uma vez que d|a tem-se que d|na. Além disso, d|b, pois b = b — na + na>
entao, d ¢ um divisor comum de a e b. Finalmente, suponha que ¢ seja um divisor
comum de a e de b. Entao c|a e ¢|b — na. Portanto, pela definicao de maximo divisor

comum c|d. Logo, d = (a,b). O
Definicao 2.8. Dois nimeros naturais a e b sao ditos primos entre si quando (a,b) = 1.

Proposicao 2.13. Dois nimeros naturais a e b sao primos entre si se, e somente se,

existem numeros naturais m e n tais que ma — nb = 1.

Demonstracao. Suponha, sem perda de generalidade, que a > b. Seja ¢ € N tal que
cla e c|b. Logo, pela Proposicao 2.9, c|(ma — nb). Entdo, ¢ = d(ma — nb). Como
¢ = (a,b) =1 tem-se que 1 = d(ma — nb), de onde, d = 1 e ma — nb = 1, uma vez que
tanto d, como ma — nb foram tomados como nimeros naturais. Portanto, existem m e
n tais que ma — nb = 1.

Por outro lado, suponha que existam m e n tais que ma —nb = 1. Seja d = (a, b).

Entao, pela Proposi¢io 2.9, d|(ma — nb) = 1. Mas, entdo, d|1 e, portanto, d =1. [
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Teorema 2.2. Sejam a, b e ¢ nimeros naturais. Se alb-c e (a,b) =1, entdo alc.

Demonstra¢ao. Como alb - ¢, existe um numero natural e tal que bc = ae. Como
(a,b) = 1, pela Proposigao 2.13, existem niimeros naturais m, n tais que na — mb = 1.

Dai, segue que ¢ = nac — mbc = nac — mae = a(nc — me). Isto &, alc. O
Proposicao 2.14. Sejam a,b e n nimeros naturais. Entao d = (na,nb) = n(a,b).

Demonstracao. Pela Proposicao 2.12 existem u,v € N tais que d = una + vnb, é o
menor valor possivel para os ntimeros da forma wyna + vonb. Seja e = (a,b). Entdo,
pela Proposicao 2.12, e é igual ao menor valor dos nimeros da forma uga+wvyb. Portanto,
d = una + vnb = n(ua + vb) = nc e (na,nb) = n(a,b). O
Corolario 2.3. Sejam a,b e n nimeros naturais. Entao (L, L) =1

(a,b)’ (a,b)

Demonstracao. Usando a Proposicao 2.14 tem-se que:

@ (o ) = (@055 @hgg) = @

a b
Portant — —— | =1. ]
““@<@www0

Proposicao 2.15. Dados a,b e c € N, se (a,b) =1 entdo, (a-c,b) = (c,b).

Proposicao 2.16. Dados a,b e ¢ € N entao, (a-c,b) =1 se, e somente se, (a,b) =
(c,b) =1.

Demonstragao. Se (a,b) = (¢,b) = 1 tem-se, pela Proposi¢ao 2.15, que (a - ¢,b) =
(¢,b) = 1. Por outro lado, se (a - ¢,b) = 1 entdo, pela Proposi¢ao 2.13 existem m,n €
N tais que mac — nb = 1. Logo, existem m; = mc e ny = n naturais, tais que
mya — n1b = 1. Dai segue, pela Proposi¢ao 2.13 que (a,b) = 1. Similarmente, conclui-
se que (c,b) = 1. O

Proposicao 2.17. Dados a,b € N entdo a = (a,b) se, e somente se, alb.

Demonstracao. De fato, se a = (a,b) entdo, pela defini¢do de méximo divisor comum
alb. Por outro lado, se alb, entdo b = na, de onde, usando a Proposi¢ao 2.14, (a,b) =
(a,na) = a(l,n) = a. O

Proposicao 2.18. Dada uma sequéncia (ay)n, tal que Ym > n, (apm,a,) = (an,a,),

onde r € o resto da divisio de m por n, entdo tem-se que (A, Gp) = U p-

Demonstracao. Escrevendo m = qn +r,r = q1ny + 11,71 = @oNo + T9, -, s = (si1Msi1,
onde rg 1 = 0, tem-se, pela Divisao Euclidiana, que rs = (m,n). Aplicando a proprie-

dade de (a,), tem-se que:

(Clm, an) = (ana arl) = (arla a‘7‘2) == (arsa ar5+1) = (am 0) = Q(m,n)-
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Definicao 2.9. O menor inteiro positivo que €, simultaneamente, multiplo de a e b é

chamado minimo multiplo de a e b. Notagao: [a,b].

Exemplo 2.11. 30 é o minimo miiltiplo comum de 6 e 5, pois é o menor inteiro positivo
que é multiplo de 5 (pois 30 =6-5) e de 6 (pois 30 =5-6).

Note que 30 também ¢ o minimo miltiplo comum de 6 e 10, pois é o menor inteiro
positivo que é maltiplo de 10 (pois 30 = 3 - 10) e de 6 (pois 30 =5 6).

Proposicao 2.19. Dados dois nimeros inteiros a e b, existe |a,b] e

la, b](a,b) = ab.

: ab <
Demonstracao. Seja m = ——. Entao alm e bjm. Por outro lado, tomando ¢ um

(a,b)

a b
multiplo comum de a e b tem-se que ¢ = nja = nsyb, de onde, n;—~ = ng—+.
(a,b) (a,b)
a b

pelo Corolario 2.3, —— e ——— sao primos entre si. Segue do Teorema 2.2 que
(a,b) ~ (a,b)
a

(a,b)

Uma das aplicagoes interessantes do maximo divisor comum relaciona-se com a

Mas,

(a,b)

divide ny e, portanto, m = b divide nyb = c. O

famosa sequéncia de Fibonacci. Nesta sequéncia um termo é a soma dos dois termos
anteriores, sendo que os dois primeiros termos sao 1. Representando os elementos da
sequéncia de Fibonacci por f;, onde 7 é a posicao do termo na sequéncia é possivel

escrever:

fi= fiz1 + fi—2, parai > 2,

ou seja, a sequéncia é dada por 1,1,2,3,5,8,13,21,33,....
Apresenta-se, a seguir, algumas propriedades interessantes desta sequéncia relacio-

nadas ao méaximo divisor comum e & divisibilidade.

Proposicao 2.20. Dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci sao primos

entre si.

Demonstra¢ao. Demonstra-se o resultado por indugao. Paran = 1 tem-se que (fi, f2) =
(1,1) = 1. Suponha que (f,, fnr1) = 1 Entao, pelo Lema de Euclides:

(fn+17fn+2) = (fn+17fn+2 - fn+1) = (fnJrlafn) = 1.
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Proposicao 2.21. Sejam m,n € N* e m > 2. Entao

fm—i—n = fm—lfn + fm.fn—i—l'

Demonstracao. Demonstra-se o resultado primeiro por se fixar n = 1 e usar inducgao
sobre m. Depois, fixa-se m e usa-se inducao sobre n. Desta maneira demonstra-se que
o resultado vale para todo m e para todo n.

Tomando n = 1 a igualdade escreve-se como:

1 = foorf1 + fn S = fone1 + fno

que ¢é verdadeira para todo m pela definicao da sequéncia de Fibonacci.

Suponha, agora que, fm-‘rn = fm—lfn + fmfn—i—l- Entao,

Jmrma1) = fmin + fmye1) = f1fo + fmfovr + foror) =
= fin-1(fat1 — fa-1) + fn(forz = fo) + frntn-1) =
= fm—1Sot1 = fm-1fn-1+ fnSore — S + fngn-1) =
= frm1for1 + fofore = fnoifo1 = fnfo + 1) = (%)

Mas, usando a hipétese de indugao uma segunda vez, tem-se que fr,1m—1) =
fm-1fn-1+ fmfn- Substituindo em (x) obtem-se

(*) = fm—lfn—i-l + fmfn—l—Q - fm—lfn—l - fmfn + fm—lfn—l + fmfn =

= fm—lfn+1 + fmfn+2-

Proposicao 2.22. Sejam m,n € N*. Se m|n entdo f.|fn-

Demonstra¢ao. Como m|n tem-se que n = km para algum inteiro k. Demonstra-se
que o resultado vale para todo miiltiplo de m pelo uso de inducgao sobre k. Para k =1,
tem-se que m|m entao f,,|f, verdadeiro. Suponha que o resultado vale para n = km,

ou seja, que fp,|fmr. Entdo, pela Proposi¢do 2.21 tem-se que

fn(k+1) = fnk+n - fnk—lfn + fnk’fn—i—l'

Mas, ful fak1fu €. pela hipotese de inducio, fu|fuxfur1, segue que f, divide fogi.
]

Teorema 2.3. Na sequéncia de Fibonacci sempre vale ([, fn) = fimn)- Além disso,

fulfm se, e somente se, n|m.
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Demonstracao. Suponha que m > n. Entao, pela Divisao Euclidiana, m = nqg + r.

Usando a Proposicao 2.21 tem-se que

fm = fnq+r = fanlfr + fanr+1-
Mas, pela Proposicao 2.22, f,|f,, Entdo, pelo Lema de Euclides:

(fm fm) = (fnq—lfr + fanr—i—la fn) = (fnq—lfwfn)- (**)

Pela Proposicdo 2.20, (fng—1, fng) = 1, entdo, da Proposigao 2.16 tem-se que (frg—1, fn) =

1. Portanto, de (xx) e da Proposi¢ao 2.15 segue que (fn, fn) = (fa, f+). Entdo, pela
Proposicao 2.18, (fm, fn) = funn)-

A segunda afirmagao segue diretamente da primeira, pois, se n|m entao, pela Pro-
posicao 2.17, (n,m) = n, de onde, f, = fium) = (fa, fm), ou seja, f,, = (fu, fm). Logo,
fulfm- Mostra-se a reciproca usando o mesmo argumento.

]

Uma das perguntas interessantes relacionadas & sequéncia de Fibonacci é se ela
possui em seus termos, infinitos nimeros primos (um niamero primo é o que é divisivel
apenas por um e por ele mesmo. Mais sobre os niimeros primos sera visto no capitulo 3).
Esta pergunta nao tinha sido respondida até a conclusao deste trabalho e encontra-se

entre as afirmagoes nao demonstradas sobre os nimeros primos.



3 Sobre Numeros Primos

Neste capitulo, serd apresentado o principal elemento matematico de estudo deste

trabalho, os ntimeros primos. No proximo, serao apresentados algumas aplicacoes.

Definicao 3.1. Um numero natural maior do que 1 e que so é divisivel por 1 e por si

proprio € chamado de nimero primo.

Exemplo 3.1. Os numeros 7, 13 e 29 sao primos, mas 85, 115 e 140 nao sao, pois sao

divisiveis por 5.

Definicao 3.2. Sejam, a e m nimeros naturais tais que (a,m) = 1. O menor in-
teiro positivo k para o qual a®* = 1 mod m é chamado de ordem de a mddulo m e

representado por ord,,a.

Exemplo 3.2. Por exemplo, 3* =81 =1 mod 5, 3* =27=2 mod 5, 32 =9 =4
mod 5 e 3' =3 =3 mod 5. Portanto, ords3 = 4.

Definicao 3.3. Seja n um nimero natural. Chama-se funcao ¢ de Euler a que associa
a cada numero natural, o numero de inteiros positivos m menores do que n, tais que

(m,n) = 1.

Exemplo 3.3. Calcule o valor da funcdo ¢ para os ntimeros 24, 32 e 37.

Para 24 tem-se que 1,5,7,9,10,11, 13,14, 15,16, 17,18, 19, 20, 21, 22 e 23 sao primos
com 24. Logo ¢(24) = 17.

Para 32 tem-se que 1, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25, 26, 27, 28 ,29, 30 e 31 sdo primos com 32. Logo ¢(32) = 27.

Finalmente, para 31, uma vez que ele é um nimero primo tem-se que ¢(31) = 30,

pois todos os niimeros anteriores a 31 sao primos com ele.

Definicao 3.4. Sejam, a e m nimeros naturais tais que (a,m) = 1. O nidmero a é

chamado raiz primitiva mddulo m quando ord,a = p(m).

Exemplo 3.4. Tem-se que 3 é uma raiz primitiva de 7, pois 729 = 3 =1 mod 7. Por
outro lado, 3° =243 =5 mod 7,3* =81 =4 mod 7,3*=27=6 mod 7,32 =9 =2
mod 7 e 3' =3 =3 mod 7. Portanto, ord;3 = 6.

Além disso, como 7 é um nimero primo tem-se que ¢(7) = 6, o que prova que 3 é

uma raiz primitiva de 7.

26
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Definicao 3.5. Um sistema completo de residuos modulo m é um conjunto de nimeros
naturais cujos restos pela divisao por m sao os niumeros 0,1,2,--- . m—1, em qualquer

ordem e sem repeticoes.

Exemplo 3.5. O conjunto {31,43,82,95,14} é um sistema completo de residuos mo-

dulo 5 pois, dividindo estes ntimeros por 5 obtem-se, respectivamente, 1,3,2,0 e 4.

Definicao 3.6. Um sistema reduzido de residuos modulo m é um conjunto de nimeros

naturais r1,--- ,rs tais que
1. (ry;m) =1, para todoi =1,--- s,
2. 1; nao € congruente a r; modulo m para i # 7,

3. Para cada n € N que seja primo com m, existe i tal que n =r; mod m.

Exemplo 3.6. Usando o mesmo conjunto do Exemplo 3.5 tem-se que {31,43,82,14}
é um sistema reduzido de residuos modulo 5, pois todos os seus elementos sao primos
com 5, nenhum deles é congruente ao outro moédulo 5 e todo natural que seja primo
com 5 é congruente a um dos elementos deste conjunto modulo 5, ja que todos os restos
maiores do que zero, possiveis numa divisao por 5 podem ser obtidos dos elementos

deste conjunto.

Observagao 3.1. Das defini¢oes anteriores percebe-se que p(m) < m — 1 pois, os
valores que tal funcao pode assumir sao os valores que correspondem ao resto da divisao
euclidiana de um namero natural por m. Note ainda que, quando ¢(m) =m — 1, m é
primo, pois todos os nimeros 1,2,3,--- ,m — 1 sao primos com m.

Isso ajuda a concluir que, se um nimero a é raiz primitiva moédulo p, com p primo,
entdo ord,a = ¢(p) = p— 1. Além disso, é possivel demonstrar que todo niimero primo
p possui pelo menos uma raiz primitiva a, tal que p | a.

Nos artigos 73 e 74 das Disquisitiones Arithmeticae, Gauss descreveu um processo

para o calculo de raizes primitivas.

Observacao 3.2. Durante os séculos os mateméaticos tém observado classes de niimeros
com o objetivo de aprender sobre os nimeros primos. Muitos dos problemas abertos
da matematica relacionam-se a estas classes e, por isso, apresenta-se agora uma lista

das mais conhecidas.
1. Ntmeros de Fermat : F, = 22" + 1;
2. Nameros de Mersenne: M, = 2" —1;

3. Pseudoprimos: Nimeros compostos que possuem propriedades que se espera en-

contrar apenas em nimeros primos;
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4. Niameros de Carmichael: Ntimeros compostos n tais que a”~! =1 mod n, para

todo a, 1 < a <ncom (a,n) =1;
5. Numeros de Cullen: Numeros da forma C,, =n x 2" + 1

6. Numeros de Woodall: Numeros da forma C,, =n x 2" — 1

Além disso, diversas classes de ntimeros primos foram estudadas. Abaixo apresenta-

se alguns exemplos.

1. Primos de Sophie-German: Numeros primos p tais que 2p + 1 também sejam

primos.
2. Primos de Wieferich: Um primo p que satisfaz a congruéncia 2~ =1 mod p?.

3. Primos de Wilson: Um primo que satisfaz a congruéncia (p — 1)! = —1 mod p?.

Existem muitas conjeturas, ou seja, afirmacoes nao demonstradas, sobre os ntimeros

primos e relacionadas a eles. Abaixo apresenta-se algumas delas:

1. Existe uma infinidade de niimeros de Mersenne compostos.

2. Se a ¢ um numero inteiro diferente de zero e que nao é quadrado, entao existe uma
infinidade de ntimeros primos p tais que a é raiz primitiva modulo p. (Conjetura
de Artin)

3. Para todo natural par 2k, existe uma infinidade de pares de ntmeros primos

consecutivos py,, P11, tais que d,, = pn+1 — pn = 2k. (Conjetura de Polignac)

4. Todo inteiro par maior do que 4 é a soma de dois niameros primos. (Conjetura
de Goldbach)

5. Seja M, o p-ésimo ntimero de Mersenne. M, é primo, se é somente se, as sen-

2P +1
+ e p ¢ um primo da forma 2¥ £ 1 ou 4F &£ 3 (para algum k > 1)

tencas
forem simultaneamente verdadeiras ou falsas. (Conjetura de Batman, Selfridge e
Wagstaff)

Utilizando-se calculos em computadores demonstra-se que varias conjeturas sao va-
lidas para milhares de nimeros. No entanto, uma demonstracao para todos os naturais
ainda nao foi encontrada para nenhuma delas. No capitulo 5 serao analisados alguns

resultados relacionados com a Conjetura de Goldbach.

Observacao 3.3. Da definicao de nimero primos, dados p e ¢ dois niimeros primos e

um nimero natural a qualquer, tem-se que:

1. Se plq, entdo p = q.
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2. Se pta, entao (p,a) = 1.

1. Com efeito, por hipotese, ¢ é primo e p|q, entao pela defini¢do de niimero primo,
oup=1oup=gq. Como p é primo tem-se, por definicao, que p > 1. Logo p = q.

2. Seja (p,a) = d. Pela definicdo de maximo divisor comum tem-se que d|p e d|a.
Portanto, d = p ou d = 1. Mas e se d = p entao se seguiria que pla, o que é contrario
a hipdtese. Logo d =1

Proposicao 3.1. Sejam a, b e p, nimeros naturais com p um nimero primo. Se pla-b

entao pla ou plb.

Demonstra¢ao. Suponha que p t a. Logo, por defini¢do, (p,a) = 1. Portanto, pelo
Teorema 2.2, p|b.
m

Corolario 3.1. Sejam p, p1,p2, -+ , pn nUmMeros primos. Se p|p1-pa -+« P, entdo p = p;

para algum 1 =1,2,--- n.

Demonstracao. Demonstra-se o resultado por inducao sobre n. Se n = 2, o resultado
vale pela Proposicao 3.1. Como hipétese de inducao suponha que o resultado vale para
n— 1. Agora se, p|p; - p2 - - pn tem-se que p|py - pa -+ pnr—1 OU P|p,. Se p|p, o resultado
segue. Se p { p, entdo p|p; - p2 -+ Pn_1 €, pela hipotese de indugao p = p; para algum
i=1,2,---,n—1. m

Teorema 3.1. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero natural maior
do que 1 ou é primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como

um produto de nidmeros primos, distintos ou nao.

Demonstracao. Usando o principio de inducao finita, tem-se que, para n = 2 o resul-
tado vale. Suponha que o resultado vale para kK < n. Mas entao, ou n é primo, ou
pode escrito como n = niny com 0 < n; < ne0 < ny < n. Entao, pela hipotese
de inducao, existem primos pi,ps, - ,Pr € q1,q2, ** , (s, tAIS qUe Ny = Py - Pa---Pr €
No=q1:q2---(s € entao n =nng = pP1-Pa---Pr-q1-q2- - - (s, onde 0s p; nao sao todos
necessariamente distintos dos g;.

Falta, ainda, mostrar que esta decomposicao é tnica. Suponha, agora que n =
PL D2 Dt = Q1 G2 qy, COM OS p; e gj, nimeros primos. Evidentemente, se n = 2,
tem-se p; = ¢1 = 2. Suponha, que o resultado vale para todo natural menor do que n,
ou seja, que caso se tenhan > m =p;-pa---pr = q1 - @2 G, COM 0s p; e g; entao,
t = u e cada um dos p; € igual a um dos ¢; para algum j.

Tem-se que p1|n = q1- g2 - - - ¢, €, portanto, pig1 - ¢z - - - q,. Pelo Corolario 3.1 p; = g,

para algum j. Reordenando os ¢; pode-se supor que tem-se ¢; = pl. Entao,

P2 Pe = G2 Qu.

Mas, como ps - - - p; < n tem-se que, pela hipotese de inducgao, ¢ = u e cada um dos

p; € igual a um dos ¢; para algum j. Portanto, o resultado segue. O]
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Teorema 3.2. Se n nao é primo, entao n possui um fator primo menor ou igual a

NG

Demonstrac¢ao. Se n nao é primo ele é, por definicao, composto. Entao, pode ser escrito
como n = ny - ny. Suponha, sem perda de generalidade, que n; < ny. Pode-se concluir,
entao, que n; < /n. De fato, se nao for assim tem-se que n =ny - ny > /n-/n=mn,
o que é absurdo. Logo n; < +/n.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, n; possui pelo menos um fator primo p.

Como esse fator ¢ menor ou igual a n; ele € menor ou igual a \/n. O]

O famoso matematico grego Fuclides, autor de Os Elementos, demonstrou o se-

guinte teorema:
Teorema 3.3. FExistem infinitos nimeros primos.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que a sucessao de niimeros primos seja finita e
dada por pi,pa, -+, pn. Seja P = py-py---p,+ 1. Seja p um nimero primo que divide
P. Esse primo nao pode ser igual a nenhum dos p; pois, senao, dividiria P e dividiria
P1 - P2 - Pn. Logo, dividiria, P — py - pa---p, = 1, 0 que é absurdo. Portanto, p ¢ um
nimero primo que nao pertence a sucessao e, portanto, existe um primo diferente de
D1, P2, -, Pn. Esse raciocinio pode ser repetido quantas vezes for necessario. Portanto,

existem infinitos nimeros primos. O]

Apos a comprovagao de que existiam infinitos primos diversos matematicos comeca-
ram a procurar uma féormula geral para a sequéncia dos primos. Esta procura levou a
criacdo de varios testes de primalidade que, embora nao sejam eficientes, pois exigem
um grande nimero de operacoes, podem ajudar a determinar se um ntamero possivel-
mente é primo. Os testes de primalidade podem ser classificados em seis categorias

distintas:
1. Testes para nimeros de forma particular

(a) Teste APR

(b) Testes com curvas elipticas

[N]

. Testes para niimeros genéricos
3. Testes baseados em teoremas

4. Testes baseados em conjecturas
(a) Teste de Miller - baseado na hipotese de Riemann

5. Testes deterministicos
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6. Testes de Monte Carlos

Proposicao 3.2. Se um numero natural n > 1 nao € divisivel por nenhum nimero

primo p tal que p*> < n, entdo n é primo.

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que nao exista p primo, tal que p|n com p* <n
e que n seja composto. Entdo pelo Teorema Fundamental da Aritmética, existe g,tal
que g é o menor nimero primo que divide n. Entao n = gn; e ¢ < n;. De onde,

¢2 < gny = n. Portanto, g|n e g < n, contrario a hipotese. O

Teorema 3.4. (Pequeno Teorema de Fermat) Dado um nimero primo p, tem-se

que p divide o numero a? — a, para todo a € N.

Demonstracao. Demonstra-se o resultado por inducao sobre a. Para a = 1 o resultado

vale, pois p|0. Suponha, que o resultado vale para a. Entao tem-se que:

(a+1)P —(a+1)=d” + (Z;)ap1+<§>a”2+~~+ (pfl>a—a:

=a’ —a+ (119>&p1+ (g)ap2+---+ (pfl)a’

que é, pela hipotese de inducao e pelo Lema 4.1, divisivel por p. O

Corolario 3.2. Se p é um niumero primo e se a € um numero natural nao divisivel por

p, entdo p divide aP~' — 1.

Demonstragao. Pelo Pequeno Teorema de Fermat tem-se que pla? —a = a(a?~' — 1).
Por outro lado, por hipotese, p 1 a, ou seja (a,p) = 1. Entao, pelo Teorema 2.2,
plaP~t — 1. O

Proposigao 3.3. Sejam a,b,c,m € N, com ¢ #0 e m > 1. Entao

ac = bc mod m se, e somente se a =b mod ( 7
c,m

Demonstracao. Supondo, sem perda de generalidade, que bc > ac e uma vez que, pelo
) c m . X
Corolario 2.3, e sao primos entre si, tem-se que
(¢,m) — (¢,m)

m c

ac=bc mod m < m|(b—a)ce (c,m)l(b_a)(c,m) &
& (C’m>](b—a)<:>azb mod )

Corolario 3.3. Sejam a,b,c,m € N, comc#0, m>1 e (¢,m) =1. Entao

ac =bc mod m se, e somente se a =b mod m.
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Demonstragao. Decorre, imediatamente da Proposicao anterior, uma vez que (¢, m) =

1. O
Proposigao 3.4. Seja ry, -+, Ty um sistema reduzido de residuos mddulo m e seja
a € N, tal que (a,m) = 1. Entdo, ary,--- ,aryum) € um sistema reduzido de residuos
modulo m.

Demonstragao. Suponha que o sistema reduzido de residuos modulo m, i, -+, 7y(m)

tenha sido obtido a partir de um sistema completo de residuos moédulo m dado por
a,--- ,a,. Entdo, para todo a; com um r; correspondente tem-se que (a;,m) = 1.

Entao, pela Proposi¢ao 2.16 tem-se que (aa;, m) = 1, o que demonstra o resultado. [

Teorema 3.5. (De Fuler) Sejam m,a € N, com m > 1 e (a,m) = 1. Entao:

a?™ =1 mod m.

Demonstragao. Seja um sistema reduzido de residuos modulo m dado por rq, -+, 74(m)-
Pela Proposicao 3.4, ary, -+ ,ary,) também formam um sistema de residuos modulo
m. Entao

m —
a@"( ). TL T2 Tp(m) = AT - AT2 AT (m) = T1 T2 Tyo(m) mod m.

Aplicando a Proposicao 2.15 um ntimero finito de vezes tem-se que (7173 - - = 7y (my, 1)

1. Entdo, pelo Corolario 3.3 tem-se que a?™ =1 mod m. O

Pode-se formular o Pequeno Teorema de Fermat utilizando a defini¢do de congruén-

cia (Definicao 2.5) da seguinte maneira:

Teorema 3.6. (Pequeno Teorema de Fermat) Dado um nimero primo p, tem-se
que p divide o mimero a’? = a mod p, para todo a € N. Se, p { a, entdo a?~' = 1

mod p.

Demonstracao. Consequéncia direta do Teorema de Euler ja que, como p é primo

pp =p—1. Entao

a??) = P71 =1 mod p.



4 Numeros Primos: Resultados e

Aplicacoes

Definic¢ao 4.1. Dado x € N denota-se por w(x) ao nimero de primos p tais que p < x.

A funcgao w(z) € chamada fung¢ao de contagem dos nimeros primos.

Em 1792, aos 15 anos de idade, Gauss conjeturou que m(x) era assintoticamente

igual & funcao logaritmica:

Todt

Li(x) = —.
iz) 5 logt

Com o tempo tal conjetura provou-se verdadeira e é hoje conhecida como:
Teorema 4.1. (Teorema dos Numeros Primos). Nas condicées da defini¢ao anterior,

T

7(x)

- log

4.1 Numeros Primos e Fatoriais

Proposicao 4.1. Para todo natural n > 2, a sequéncia (n+1)!+2, (n+1)!4+3,--- | (n+

D!+ n+1 de nimeros naturais € formada por n nidmeros consecutivos compostos.

Demonstracao. De fato, pela definicio de fatorial, o namero (n + 1)! possui todos
os fatores de 2 até n + 1. Logo, dado qualquer nimero da forma (n + 1)! 4+ 4, com

i=2,..,n+ 1, existird o fator i no namero (n + 1)!, ou seja,

m+)+i=2-3-...-(i—1)-i-(i+1)-...-(n+ 1) +i=
=i2-3-...-6@—-1-@+1)-...-(n+1)+i=
=i(2-3-...-i—-1)-(G+1)-...-(n+1)+1)
que é divisivel por i e, portanto, um ntimero composto. ]

Lema 4.1. Seja p um niumero primo. Os niumeros (f), onde 0 < 1 < p, sao todos

divisiveis por p.

33
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Demonstracao. Por definicao,

G)_p@—U@—2%~@—i+D

7 7!
Evidentemente, se ¢ = 1 o resultado segue. Assim, supondo 1 < ¢ < p tem-se
ilp(p—1)---(p—i+1). Uma vez que i < p resulta que (i!,p) = 1, entdo i!|(p —

1)---(p—i+1). Escrevendo

G)ZP@—U@—2X~@—i+D

1 7!
facilmente observa-se que o resultado vale.
m

a
Nesse topico sera utilizado o simbolo [E] para designar o quociente da divisao de

a por b na divisao euclidiana.

Proposicao 4.2. Seja a € N e b,c € N*. FEntao,o quociente da divisao por ¢ do
quociente da divisao de a por b € igual ao quociente da divisao de a por b vezes ¢, ou

seja,

Demonstracao. Considere

a
91 = [5] € 2= |——
Entao, pela divisao euclidiana, a = bq; +r;, com r; < b—1. Por outro lado, também
pela divisao euclidiana, ¢, = [9] = cQy + 19, com 1y < ¢ — 1.
Portanto, a = bg; + 11 = b(cqa + 12) + 11 = bege + bra + 11.
Observando ainda que, bro + 1 < b(c — 1) + b — 1 = bc — 1, conclui-se que g3 é o

a
bC

Observacao 4.1. Dados p primo e m um ntimero natural, denota-se por E,(m) ao

]

expoente da maior poténcia de p que divide m, ou seja, ao expoente que aparece na

decomposicao de m em fatores primos.

Teorema 4.2. (Legendre) Sejam n um nimero natural e p um nimero primo. Entdo

By(n!) = [g] ; Lﬂ N Lﬂ .
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Demonstracao. Observe que, pelo Principio da Boa Ordem, existe um ntmero natural
, , N n .
r tal que p* > n para todo ¢ > r. Entao, |—| =0, se ¢ > r. Para demonstrar o

resultado usa-se indugao sobre n. Para n = 0 tem-se E,(0!) = 0. Suponha, agora que

o resultado vale para todo m < n. Os multiplos de p entre 1 e n sao

n
p72p7"'7 |:_:|p
p

g - 2]+ 5 ([2]))

Mas, por hipotese de inducao,

Pode-se, entao, escrever,

N
Pela Proposicao 4.2, Pl _ {1}, pZ = [%], etc...
p p

Portanto,

O

Exemplo 4.1. Encontrar a decomposicao de 20! em fatores primos e descobrir com
quantos zeros termina a representacao decimal deste ntimero.

Para resolver o problema é necessario encontrar o valor de E,(20!) para todo primo
p < 20. Tem-se que:

Eﬂ%bz[%1+[%q+{%q+[%q:ﬂﬂ+5+2+1:18

2 4 8 16
207 [20]
Es20) = | =2+ | = | =6+2=38
3] 719
.
Es(20) = |=| =4
_5_
.
Er(200) = | | =2
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0
E(20) = | =] =1
13(200) 113 ]
0
E-(200) = | =] =1
17(200) 117
0
Eo(20) = | =] =1
10(201) 19|

Logo 20! = 218.3%.5%.72.11.13-17-19. Como existem 4 fatores 5 neste ntimero,

ele termina com quatro zeros.

Definicao 4.2. Seja um numero natural n, com n > 0. Chama-se representacao

n-ddica de um numero natural m a sua representacao na base n.

Exemplo 4.2. Seja o nimero natural 295. Apresenta-se abaixo sua representacao

n-adica paran de 2 a 9:

e 1001001119y =1-256+0-1284+0-64+1-32+0-16+0-8+1-4+1-2+1=
256+0+0+324+0+0+4+2+1=295

1012213y = 1-243+0-81+1-27+2-9+2-3+1=243+0+27+18+6+1 = 295

102134y =1-2564+0-64+2-16+1-4+3=2564+0+4+32+4+3 =295
(4)

21405y =2-1254+1-254+4-5+0=250+ 2542040 = 295
()

12116 =1-216 +2-36+1-6+1=216+72+6+ 1 =295

601y =6-49+0-7+1=294+0+1 =295
o 44T =4-64+4-8+T=256+32+7=295

® 3571y =3-814+5-94+7=243+45+7=295
(9)

Teorema 4.3. Sejam p,n € N* com p primo. Suponha que

n=mn.p +n_1p" L+ ...+ np+ ne.
seja a representacao p-ddica de n. Entao,

n—(no—i-nl—i—...—l—nw)

Ey(n!) = p—1

Demonstracao. Por definicao, 0 < n; < p. Entao:

n _ r—1 r—2
[E} =Nyp -+ Npap T A NP+
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n

&§}=7wﬂ‘2+n%4ﬁ“3+n-+nz

2]

Dai, usando a férmula do Teorema de Legendre e somando e subtraindo ng na

expressao resultante tem-se que:

n n n pr—1 prt—1
E,(n!)=|— — —| =n,— el - =
»(n!) {p}—l—[ﬁ}—l— +lpr} np_1+n — +e 4y

o A 4 map g — (0 + 40y + 1)

p—1
o n—(ng+ny+---+n,)
- P _

O

Exemplo 4.3. Encontre a decomposicao de 20! utilizando a férmula do Teorema 4.3
e compare com o resultado do Exemplo 4.1.

Para resolver este exercicio é necessario encontrar a representagao de 20 nas bases
2,3,5,7,11,13,17 e 19. Tem-se que

o 10100 =1-16+0-8+1-4+0-2+0
° 202(3):2'9+0~3+2
° 40(5)24-5+0:20+0

° 26(7)22'7+6=14+6

1705 = 1-13+7

13(17) =1-17+3

gy =1-19+1

A partir dai tem-se que:

200-(04+04+14+0+1)

=18
2—-1

Ey(201) =
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By(201) = 20 (32_+10 +2) _g
E5(201) = w L,
Er(201) = w L,
E11(200) = w »
E5(20!) = % »
Ei7(20!) = w .
E19(20!) = w B

4.2 Numeros Primos e Progressoes Aritméticas

Teorema 4.4. (Dirichlet) Se d > 2 e a # 0 sdo inteiros primos entre si entdo a
progressao aritmética a,a+d,a+2d, ...,a+(n—1)d, contém uma infinidade de nimeros

PTimos.

A demonstracao foge do escopo deste trabalho, mas pode ser encontrada em HASSE,
1980.
O resultado abaixo esté relacionado a conjetura de que existem infinitos niimeros

de Mersenne compostos.

Proposicao 4.3. (Powell-Israel) Sejam m,n nimeros inteiros tais que, m > 1 e mn >
2 e p um nimero primo. Entao existe uma infinidade de nimeros compostos da forma

mpy —n.

Demonstracao. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética mn — 1 possui pelo menos
um fator primo ¢. Entdo, ¢ | m. Pelo Teorema de Dirichlet (4.4) existem infinitos
primos p, tais que p = ¢ — 2 mod ¢ — 1. Portanto, existe uma infinidade de ntimeros
inteiros compostos mP — n com p primo.

]

Observacao 4.2. FEm 2 de marco de 1998, M. Topic, encontrou uma progressao arit-
mética que possui dez termos consecutivos primos. A razao da progressao aritmética é

210. O primeiro destes termos é o nimero
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p = 10009969724697142476377866555879698403295093246891900418036034177

58904341703348882159067229719.



5 A Conjetura de Goldbach

Em 1742, em uma carta a Euler, Goldbach disse acreditar que todo inteiro maior
do que 5, ou seja, todo inteiro maior ou igual a 6, podia ser escrito como a soma de

trés primos. Euler respondeu que era facil ver que essa afirmacao era equivalente a:
Todo inteiro par maior ou igual a 4 é a soma de dois niumeros primos.

De fato, se a segunda afirmagao for suposta verdadeira tem-se que, para todo n > 3,
2n—2 = p1+p9, onde p; e py sao primos. Portanto, 2n = 24+p;+ps e 2n+1 = 3+p1+po,
o que demonstra a primeira afirmacao.

Reciprocamente, suposta verdadeira a primeira afirmacao tem-se que, para 2n > 4,
2n+2 = p1 +p2 +p3, onde py1, ps e p3 sao primos. Como 2n+ 2 é par, um destes primos
é necessariamente par, ou seja, é¢ igual a 2. Supondo, ps = 2 tem-se 2n = p; + po.

No entanto, a validade da segunda afirmacgao, agora conhecida como Conjetura de
Goldbach, permanece sem demonstracao até a conclusao deste trabalho. Pelo fato de

existirem infinitos primos, facilmente nota-se que vale a seguinte variacao da Conjetura

de Goldbach:

Proposicao 5.1. Eziste uma quantidade enumerdvel de naturais tais que a Conjetura

de Goldbach € vdlida.

Demonstracao. Tome b > 3, um nimero natural. Como existem infinitos ntimeros
primos, quando b percorre o conjunto dos naturais, obtém-se a sequéncia p; + 3, ps +
3,p2+3,...,p; +3,..., com o0s p;’s primos distintos e impares. Sendo assim, as somas
p; + 3 sdao nimeros pares, ou seja, 2n;, = p; + 3, para uma quantidade enumeravel
de n;. Portanto, a Conjetura de Goldbach vale para uma quantidade enumerével de

naturais. O
Generalizando este resultado, tem-se que escolhendo 2 < p < ¢ < p;, primos, a

sequéncia,

b1 +pap2 +p7p3 +p7 <y Pi +p7 ceey

com os p,s primos distintos, também tem por elementos apenas nimeros pares, valendo

a Conjetura de Goldbach para os n; da forma 2n; = p; + p.

40
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Apesar disso, as dificuldades para demonstrar a Conjetura permanecem. Durante
o ano de 2011 cursava o Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT), quando, na disciplina de Fundamentos da Aritmética me deparei com o
seguinte exercicio (Hefez, pg 95, ex 7.5.6)

Ezxiste uma correspondéncia biunivoca entre pares de primos gémeos e numeros n

tais que n® — 1 possui quatro divisores.

O problema imediatamente me interessou, pois relacionava-se diretamente a um ou-
tro problema em aberto da matematica, a saber: FExistem infinitos primos gémeos?
Entao decidi resolver o exercicio, pois demonstrar que existem infinitos valores de n
para os quais n2 — 1 tem quatro divisores equivale a responder afirmativamente a ques-

tao acima. A resolucao do exercicio é:

Dado um par de primos gémeos p e ¢, tome n = p + 1. Entao, p =n — 1. Por outro
lado, n = ¢—1 e, portanto, ¢ = n+ 1. Tem-se entdo que p-q = (n—1)(n+1) = n?—1.
Os divisores de n? — 1 sao 1,p,q e n?> — 1, ou seja, quatro divisores.

Reciprocamente, se n? — 1 possui quatro divisores ele é da forma p-¢ = n? — 1, com

p e q primos. Entao,

p-gq=n*—1=n+1)(n-1).

Como p e ¢ sao primos tem-se, supondo, sem perda de generalidade, p < ¢, que
=n—1eq=n+1. Logo, p e ¢ sao primos gémeos. A unicidade é garantida pelo

Teorema Fundamental da Aritmética.

Resolver o exercicio foi simples, no entanto, demonstrar a existéncia de infinitos n
para os quais tal propriedade vale mostrou-se tao inatingivel quanto a demonstragao
da afirmacao original sobre se existem infinitos pares de primos gémeos. No entanto,
analisando o exercicio, imaginei o que aconteceria se em vez de considerar as diferencas
de quadrado n? — 1 fossem estudadas as diferencas n? — a? para um nimero natural a
qualquer.

Uma primeira ideia foi de que o resultado do exercicio pudesse ser estendido para
o caso geral, ou seja, que existisse uma correspondéncia biunivoca entre primos equi-
distantes de um determinado n e as diferencas de quadrados n? — a? que possuissem
quatro divisores. Observe que tal diferenca pode ser fatorada como (n+a)(n —a). No
entanto, ao estudar tal diferenca para diversos valores percebi, com a ajuda do Prof.
Dr. Romulo Campos Lins e Prof Dr. Henrique Lazari, que em alguns determinados
casos o resultado nao era valido.

Por exemplo, se for escolhido n = 6 e a = 3 tem-se que n? — a® = 62 — 32 = 27 =

(6+3)(6—3) =9-3, que possui quatro divisores, a saber 1, 3, 9 e 27, mas 9 e 3 nao
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sao primos equidistantes de 6.

Portanto, para o caso geral, é necessario colocar, como hipdtese, que n+a en —a
sejam primos entre si. Observe que esta condicao é satisfeita no caso em que a = 1.
Adicionalmente, perceba que se a =n — 1 obtem-se quen+a=2n—1len—a=1e,
uma vez que 1 nao é primo, estes casos também precisam ser excluidos.

Levando em conta estas restricoes formulei o seguinte resultado geral:

Proposicao 5.2. Para cada nimero natural n > 3, suponha que exista um nimero
natural a, 0 < a < n —1, tal que (n — a,n + a) = 1. Nestas condi¢des, para cada par
n e a, existe uma correspondéncia biunivoca entre pares de primos equidistantes de n

2

e 0s niimeros da forma n?® — a® que possuem quatro divisores.

Demonstracao. De fato, dado um par de primos p e ¢ equidistantes de n, suponha,
sem perda de generalidade, que p < n e tome a = n —p. Entdao, n = p+a e
p =n—a. Como p e q sao equidistantes de n, n = ¢ — a e tem-se que ¢ = n+ a. Entao
p-q=(n—a)(n+a) =n?—a? Como, por hipotese, (n — a,n + a) = 1, os divisores

2 2 2

de n? —a? sdo 1, p, g e n? — a?, ou seja, quatro divisores.

Reciprocamente, se n? —a? possui quatro divisores e (n—a,n+a) = 1, entao n* —a?

¢ da forma p - ¢ = n? — a®. Além disso,

p-q=n’>—a’=n+a)(n—a).

Como (n—a,nm+a)=1en—a>1 (pois, 0 < a <n— 1), tem-se que p e q sdo
primos. De fato, suponha, por absurdo, que um deles, por exemplo p, seja composto.
Entao, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, ele seria escrito como p = pps.
Logo, p1|n? — a?, pa|n® — a2, pin® — a?, q|n® — a?, pip2qin® — a® e 1|n? — a® e n? — a?
teria seis divisores, o que é contrario a hipotese.

Supondo, sem perda de generalidade, p < ¢, tem-se que p =n —a e ¢ = n + a.
Logo, p e ¢ sao primos equidistantes de n. A unicidade de a para p e ¢ é garantida
pelo Teorema Fundamental da Aritmética.

m

Apo6s demonstrar essa proposicao percebi que havia uma ligacao entre ela e a Con-
jetura de Goldbach, pois, considerando-se os primos p e ¢ da proposi¢ao acima tem-se
que p=n—aeq=n+a,deonde p+q=n—a+n+a = 2n. Ouseja, p+q = 2n. Desta
maneira, demonstrar que para todo n existe um ntmero a nas condicoes da Proposicao
5.2 é equivalente a demonstrar a Conjetura de Goldbach. Estudando ainda mais o

assunto _Ii)_ercebi, entao, que falar sobre p + ¢ = 2n para 2n > 4 era equivalente a falar
pT4q

sobre =n, n > 2. Essa conclusao equivale & afirmar que para todo n > 2 ou
n é primo, ou existem primos equidistantes de n. Em resumo significa que, para todo
numero n > 2 pode-se afirmar que n é a média aritmética de 2 primos. Chegando a
esta conclusao, por volta de agosto de 2012, resolvi entrar em contato com alguns pes-

quisadores do Departamento de Mateméatica da UNESP/RC. Conversei com a Profa.
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Dra. Eliris Cristina Rizziolli e com o Prof. Dr. Henrique Lazari sobre meus estudos
e enviei para eles, via e-mail, parte de minhas conclusoes. A partir do incentivo deles
prossegui as pesquisas.

Encontrei, num artigo da Wikipedia, em inglés [7] uma afirmagao similar & de que
para todo nimero n > 2, n é a média aritmética de 2 primos. Tal afirmacao, citada
como Conjetura de Lawson, dizia “Para todo I maior do que 2 existe um par de primos
equidistantes de I”. No entanto, a Conjetura de Lawson falha para I = 3. E necessario,
entao complementar esta afirmacao por dar a I a possibilidade de ser primo. Quando se
faz isto a ampliacao da Conjetura de Lawson, expressa abaixo é equivalente a Conjetura
de Goldbach. Formalizando:

Proposicao 5.3. A Conjetura de Golbach € equivalente a afirmacao de que todo natural

n > 2 € a média aritmética de dois numeros primos, distintos ou nao.

Demonstracao. De fato, suponha valida a Conjetura de Goldbach. Entao, para todo
n > 2 tem-se que 2n > 4 e, por Goldbach, existem primos p e ¢, tais que 2n = p + q.
_ptgq
Portanto, n = ——.
Reciprocamente, se vale que, para todo n > 2, n é a média aritmética de, no
maximo, dois niimeros primos, existem p e ¢, primos, distintos ou nao, tais que n =

]%. Ou seja, 2n = p + q, com 2n > 4 e vale a Conjetura de Goldbach. O

Uma vez provado este resultado, demonstra-se agora que essa afirmacao é equiva-
lente a Proposicao 5.2 e, portanto, as duas afirmacoes sao equivalentes a Conjetura de
Goldbach. Apenas, neste caso, os primos p e ¢ devem ser distintos para se conseguir

satisfazer a hipotese de que a > 0. Formalizando:

Proposicao 5.4. Se para todo n > 2, existir 0 < a <n —1 tal que (n+a,n—a) =1

. . ) . . +
e n? — a? tenha 4 divisores, entdo existem p e q primos, tais que, n = ]%

Demonstracao. Se existe a < n — 1 tal que n? — a® tem quatro divisores entdo, pela

Proposicao 5.2, existem p e ¢ primos tais que pg =n? —a?, comp=n—ae q=n+a.

+
Logop%—q:n—a—l—n—l—a:Qnen:]%.
Reciprocamente, se n = ptyq com p e g primos, tome a = % Entao

o o_(P+a? (a—p)? _ 4pg _
' —a’ = = P

e, portanto, n? — a® tem quatro divisores.

[]

Continuando os estudos, percebi que existe um relacionamento entre as diferencas
de quadrados, nas condicoes da Proposicao 5.2, e as equacoes quadraticas da forma
2> — (p+ q)xr + pg = 0, com p e ¢ primos distintos. Observe que, p e ¢ sdo as raizes

da equacao e, portanto, existe uma correspondéncia biunivoca entre estas diferencas
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de quadrados e as equagoes quadraticas nas quais o coeficiente do termo 22 é igual a 1

e cujas raizes sao primos p e ¢, distintos.

Proposicao 5.5. Para cada nimero natural n > 3, seja um nimero natural a, 0 < a <
n—1, tal que (n—a,n+a) = 1. Nestas condigdes, existe uma correspondéncia biunivoca
entre diferencas de quadrados que possuem quatro divisores e equagoes quadrdticas da

forma 2* — (p+ q)x +pq =0, com p e q primos distintos.

Demonstracao. De fato, dado n? — a? com quatro divisores tem-se, pela Proposi¢ao
5.2, que n? — a® = pq. Toma-se entdao 2% — (p + q)z + pg = 0 para a equagao.

Reciprocamente, dada a equagao 2 — (p+¢q)x +pg = 0, com p e ¢ primos distintos,

. _ptq  q—p
omen—Tea——

n? —a? = pq. O

. Entao, como demonstrado na Proposicao 5.4, tem-se que

Observacao 5.1. Um ponto interessante a se observar é que, dada uma funcao qia—
pTq
2
en?—a?= pq tem-se que o vértice da parabola que representa esta funcao tem coor-

dratica da forma f(z) = 22— (p+q)z+pq = 0, com p e ¢ primos, tomando-se n =

denadas (n — a?). Ou seja, demonstrar que para todo n > 2 encontra-se um a, tal que
0<a<n-—1,com (n+a,n—a)=1n%—a* tenha quatro divisores e (n, —a?) seja o
vértice da parabola que representa a funcao f(z) = 2% — 2nz + (n* — a?), também se
relaciona com demonstrar a Conjetura de Goldbach.

Simplificando, se para todo n > 2, existir um ntmero natural a, tal que 0 < a <
n — 1, de maneira que a fungao quadratica f(x) = 22 — 2n + (n? — a?) tenha por raizes

dois nimeros primos distintos, entao a Conjetura de Goldbach é verdadeira.

A Tabela 5.1 mostra que para muitos valores de n (0 namero da coluna) é possivel
encontrar um a (o namero da linha) e primos p e ¢ que satisfazem a igualdade acima.
Por exemplo, quando se escolhe n = 13 e @ = 6 tem-se que n? —a? = 132 — 6% =
169 — 36 = 133 = 7-19. Entao, 7 e 19 sao os primos de Goldbach para n = 13. Estes
primos podem ser localizados na tabela por se seguir as diagonais a partir do nimero
que se encontra no cruzamento da linha 13 com a coluna 6. Na tabela n, a e n? — a?
estao sublinhados. As diagonais percorridas para encontrar p e ¢ estao em italico e os
primos p e q estao em negrito.

Utilizando o mesmo processo para outros valores de n e de a para os quais n? — a?
possuam quatro divisores o leitor perceberd que pode encontrar diversos primos de
Goldbach. No entanto, a demonstracao de que existe um a para todo n > 2, nas
condicoes da Proposicao 5.4 , equivalente a verificacao da Conjetura de (Goldbach,
ainda nao foi possivel.

Pelos estudos que fiz conclui que tal demonstracao é tao complexa quanto a propria
Conjetura de Goldbach, mas deixo aos interessados o incentivo para procurar respostas

e caminhos adicionais.
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1 2 3 4 3 6 7 8 9 10 11 12
1 0 -3 -8 15| -24| -35| -48| -63| -80| -99 ]| -120 | -143
2 3 0 -5 12 21| -32| -45| -60| -77| -96| -117 | -140
3 8 0 -7 -16| -27| -40| -55| -72| -91 | -112 |-135
4 15 12 7 0 91 20| -33| -48| -65| -84 | -105| -128
D 24 21 16 o -11| -24| -39| -56| -75| -96| -119
6 35 32 27 20 11 0| -13| -28| -45| -64| -85 -108
7 48 45 40 33 24 13 0 -15| -32| -51| -72 -95
8 63 60 ) 48 39 28 15 o -17| -36| -57 -80
9 80 77 72 65 o6 45 32 17 0 -19| -40 -63
10 99 96 91 84 7 64 a1 36 19 0] -21 -44
11 120 | 117 | 112 | 105 96 85 72 o7 40 21 0 -23
12 143 | 140 | 135 | 128 | 119 | 108 95 80 63 44 23 0
13| 168 | 165 | 160 | 153 | 144 | 133 | 120 | 105 88 69 48 25
14 195 | 192 | 187 | 180 | 171 | 160 | 147 | 132 | 115 96 75 92
15 224 | 221 | 216| 209 | 200 | 189 | 176 | 161 | 144 | 125 | 104 81
16 || 255 | 252 | 247 | 240| 231 | 220 | 207 | 192 | 175 | 156 | 135 | 112
17 || 288 | 285 | 280 | 273 | 264 | 253 | 240 | 225 | 208 | 189 | 168 | 145
18 || 325 | 320 | 315 | 308 | 299 | 288 | 275 | 260 | 243 | 224 | 203 | 180
19 || 360 | 357 | 352 | 345 | 336 | 325 | 312 | 297 | 280 | 261 | 240 | 217
20 399 | 396 | 391 | 384 | 375 | 364 | 351 | 336 | 319 | 300 | 279 | 256
21 440 | 437 | 432 | 425 | 416 | 405 | 392 | 377 | 360 | 341 | 320 | 296
22 || 483 | 480 | 475 | 468 | 459 | 448 | 435 | 420 | 403 | 384 | 363 | 340
23 || 528 | 525 | 520 | 513 | 504 | 493 | 480 | 465 | 448 | 429 | 408 | 385
24 || 575 | 572 | 567 | 560 | 551 | 540 | 527 | 512 | 495 | 476 | 455 | 432
25| 624 | 621 | 616 | 609 | 600 | 589 | 576 | 561 | 544 | 525 | 504 | 481
26 || 675 | 672 | 667 | 660 | 651 | 640 | 627 | 612 | 595 | 576 | 535 | 532
20 728 | 725 | 720 | 713 | 704 | 693 | 680 | 665 | 648 | 629 | 608 | 585
28 || 783 | T8O | TTS | 768 | T59 | T48 | T35 | 720 | 703 | 684 | 663 | 640
29 || 840 | 837 | 832 | 825 | 816 | 805 | 792 | 777 | 760 | 741 | 720 | 697
30 | 899 | 896 | 891 | 894 | 885 | 874 | 861 | 846 | 829 | 800 | 869 | 756
31 960 | 957 | 952 | 945 | 936 | 925 | 912 | 897 | 880 | 861 | 840 | 907
32 || 1023 | 1020 | 1015 | 1008 | 999 | 988 | 975 | 960 | 943 | 924 | 903 | 880
33 || 1088 | 1085 | 1080 | 1073 | 1064 | 1053 | 1040 | 1025 | 1008 | 989 | 968 | 945
34 || 1155 | 1152 | 1147 | 1140 | 1131 | 1120 | 1107 | 1092 | 1075 | 1056 | 1035 | 1012
35 || 1224 | 1221 | 1216 | 1209 | 1200 | 1189 | 1176 | 1161 | 1144 | 1125 | 1104 | 1081
36 || 1295 | 1292 | 1287 | 1280 | 1271 | 1260 | 1247 | 1232 | 1215 | 1196 | 1175 | 1152
37 1 1368 | 1365 | 1360 | 1353 | 1344 | 1333 | 1320 | 1305 | 1288 | 1269 | 1248 | 1225
38 || 1443 | 1440 | 1435 | 1428 | 1419 | 1408 | 1395 | 1380 | 1363 | 1344 | 1323 | 1300
39 || 1520 | 1517 | 1512 | 1505 | 1496 | 1485 | 1472 | 1457 | 1440 | 1421 | 1400 | 1377
40 || 1599 | 1596 | 1591 | 1584 | 1575 | 1564 | 1551 | 1536 | 1519 | 1500 | 1479 | 1456

Tabela 5.1: Tabela de Diferencas de Quadrados




6 Aplicacao do Tema Divisibilidade
em Sala de Aula

Apresenta-se agora uma sugestao para a utilizacao do tema divisibilidade na Escola
Basica. O objetivo é mostrar aos alunos como diferentes areas da Matemética estao
interligadas e como entender esta ligacao é de ajuda para uma melhor compreensao e
aplicacao dos contetidos estudados em sala de aula.

No Capitulo 4 deste trabalho foram analisadas algumas ligacoes entre fatoriais e
divisibilidade. Em especial o Exemplo 4.1, que mostra como encontrar a decomposi¢ao
de 20! utilizando a funcao E,(m), na qual p é um nimero primo e m é um nimero na-
tural, fornece um tema bastante interessante para utilizacao em uma classe do segundo
ano do Ensino Médio, associado ao ensino de Anélise Combinatoéria.

Essa funcao, definida na Observacao 4.1, e que retorna o expoente da maior poténcia
de p que divide m, ou seja, o expoente que aparece na decomposicao de m em fatores
primos, é simples o suficiente para ser trabalhada com os alunos do Ensino Médio.

Uma sequéncia didatica para trabalhar o tema é:

1. Recordar a ideia da decomposicao de um niimero em fatores primos;

2. Como motivagao, explicar o relacionamento entre a decomposicao de ntimeros

muito grandes e a seguranca na internet;

3. Revisar o conceito de fatorial, trabalhado anteriormente no estudo da Anélise

Combinatoéria e do Binomio de Newton;

4. Definir a fungdo E,(m) e trabalhar exemplos para uma melhor compreensao do

conceito;

5. Tornar claro como a funcao esta associada a decomposicao de fatoriais em fatores

primos, conforme explicado no Teorema 4.2 (De Legendre);
6. Apresentar a formula do Teorema e exemplos com niimeros pequenos;

7. Calcular a decomposicao do fatorial de 20 usando o Exemplo 4.1. Essa decom-
posicao é dada por 218 -3%.5%.72.11.13-17-19.
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8. Comentar o trabalho envolvido no calculo desta decomposi¢ao utilizando o algo-
ritmo tradicional, destacando que, antes deste ser aplicado, é necessario calcular

o valor de 20!;

9. Escolhendo um fatorial menor, por exemplo, 10! (veja Exemplo 6.1), mostrar
como encontrar a decomposi¢ao utilizando o teorema de Legendre e utilizando o

algoritmo tradicional da decomposicao em fatores primos;

10. Aplicar alguns exercicios para fixacdo os conceitos.

Se o professor tiver tempo e achar interessante poderd ainda mostrar aos alunos
como descobrir com quantos zeros termina 20! ou outro fatorial qualquer, conforme
explicado no Exemplo 4.1.

Concluindo, apresenta-se abaixo uma comparacao entre os dois processos e alguns

exercicios para aplicacao em sala de aula.

Exemplo 6.1. Decomponha 10! pelo método tradicional e usando o Teorema de Le-
gendre.

Resolucao:

Para utilizar o algoritmo tradicional inicialmente calcula-se o valor de 10!, ou seja,
10-9-8-7-6-5-4-3-2 = 3628800. Depois divide-se este ntimero pelos nimeros primos

em ordem crescente até que o resultado seja 1.

3628800
1814400
907200
453600
226800
113400
56700
28350
14175
4725
1575
525

175

35

7

1

N Ot Ot W W W W N N NN NN NN

Entao 10! = 2% .3%.5% . 7.
Usando o Teorema de Legendre é necessario encontrar o valor de E,(10!) para todo

primo p < 10. Tem-se que:
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E»(10) = P] + [9] + [g —5+2+1=28

2 4
10 [10]
_1 -
E5(10)) = 01y
_5_
_10_
E,(10!) = =| =1

Logo 10! =28 .3%.52.7.
Observe que, calculando pelo Teorema nao é necessario encontrar o valor do fatorial,

o que facilita, em muito, encontrar a decomposicao do fatorial para nimeros grandes.

Exercicio 6.1. Resolva os exercicios abaixo utilizando a funcao E,(m) e o Teorema
de Legendre (Teorema 4.2).

1. Quais as maiores poténcias de 3 e 7 que dividem 10000!?
2. Com quantos zeros termina a representacao decimal de 10000!7
3. Ache a maior poténcia de 108 que divide 10000!.

4. Ache o menor valor de n tal que a maior poténcia de 7 que divide n! seja 73*.
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