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RESUMO

A Matematica, assim como todas as areas do conhecimento, frequentemente se bene-
ficia do uso de ferramentas tecnoldgicas, especialmente da Tecnologia da Informagao
e Comunicagao (TIC). Com isso em mente, o objetivo principal deste trabalho foi
criar um minicurso no formato MOOC (Curso Online Aberto e Massivo), focando
em conceitos de Trigonometria. Este formato de curso oferece ao participante a
oportunidade de estudar de forma interativa e com total liberdade para organizar
sua rotina de estudo. Para apoiar o aluno, foram criadas apostilas, slides e vide-
oaulas, permitindo que o aluno possa estudar em sua casa ou em qualquer lugar
que desejar. O curso completo estard disponivel no site https://poca.ufscar.br/.
Acreditamos que este minicurso possa ser uma alternativa 1util para estudantes que
procuram uma forma de estudar, e que também possa servir como material de apoio

para professores de Matemadtica em suas aulas.

Palavras-chave: Tecnologia. Minicurso. Trigonometria. MOOC.
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ABSTRACT

Mathematics, like all areas of knowledge, often benefits from the use of technological
tools, especially Information and Communication Technology (ICT). With that in
mind, the main objective of this work was to create a short course in the MOOC
format (Massive Open Online Course), focusing on concepts of Trigonometry. This
course format offers participants the opportunity to study interactively and with
complete freedom to organize their study routine. To support the student, handouts,
slides and video lessons were created, allowing the student to study at home or any-
where they wish. The complete course will be available at https://poca.ufscar.br/.
We believe that this short course can be a useful alternative for students looking
for a way to study, and that it can also serve as support material for Mathematics

teachers in their classes.

Keywords: Technology. Mini course. Trigonometry. MOOC.
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Capitulo 1

Introducao

Com o acesso a internet se tornando cada vez mais presente em todos os lugares,
as possibilidades de Educagao a Distancia (EaD) estao ganhando espago de forma
diversificada. Com isso, a disseminacao de novas ferramentas de Tecnologia da
Informagao e Comunicagao (TICs) no cotidiano das pessoas esta se tornando uma
realidade na educacao basica brasileira. As ferramentas digitais estao a cada dia
sendo inovadas e possibilitam aos alunos oportunidades de se capacitarem melhor
mesmo estando cursando o ensino médio, sendo uma maneira agil para suprir as
deficiéncias em conteudos isolados em qualquer disciplina.

Devido a essa expansao, os cursos online estao ganhando credibilidade no ambito
nacional e mais recentemente os cursos de Educacao Aberta (EA) também estao em
ascensao, possibilitando que novas formas de aprendizagem sejam agregadas a sala
de aula tradicional e com isso, a relacao professor, aluno e conteido se torna mais
atraente, minimizando um problema social de acesso a educacao béasica no Brasil.

A Educagao Aberta é um movimento histérico que busca atualizar principios da
educacao progressista na cultura digital. Promove a equidade, a inclusao e a quali-
dade através de praticas pedagogicas abertas apoiadas na liberdade de criar, usar,
combinar, alterar e redistribuir recursos educacionais de forma colaborativa. Incor-
pora tecnologias e formatos abertos, priorizando o software livre. Nesse contexto,
prioriza a protecao dos direitos digitais incluindo o acesso a informacao, a liberdade
de expressao e o direito a privacidade (FURTADO; AMIEL, 2019).

Seguindo na linha de possibilitar um acesso mais facil para os alunos, propondo
ambientes que possam reforcar seus conhecimentos com intuito de sanar dificuldades
surgidas ao longo do ensino médio, o professor atua como mediador e incentivador
ao uso de formas mais livres de estudo para seus alunos. Diante disso, Siemens (2013
apud Holanda, 2020), diz que: o professor atua na criagdo de contextos e ambientes
adequados para que o aluno possa desenvolver suas habilidades sociais e cognitivas de
modo criativo na interacao com outrem, através da abordagem conectivista, dando

surgimento aos Massive Open Online Courses (MOOC).



Massive Open Online Courses (MOOCs) sdo uma modalidade de curso on-line
com capacidade para atender uma grande quantidade de estudantes. Cursos desta
natureza utilizam plataformas de aprendizagem online e atraem diferentes perfis de
alunos, ofertando oportunidades de qualificacao aos participantes, inclusive aqueles
que nado frequentam uma instituigdo de ensino (RODRIGUES et al., 2016 apud
SOUSA; PERRY, 2018). Esses cursos estao ganhando aceitagao devido ao seu for-
mato flexivel, permitindo que os alunos estudem de qualquer lugar e organizem
seu horario de acordo com suas rotinas. Com uma ampla variedade de opgoes de
cursos disponiveis, essa flexibilidade é particularmente vantajosa para aqueles que
enfrentam barreiras geograficas ou de tempo para frequentar um curso presencial.

Os cursos MOOCs oferecem uma vantagem significativa, permitindo que os alu-
nos organizem seus estudos de acordo com sua propria conveniéncia. Essa flexi-
bilidade proporciona beneficios valiosos para a vida estudantil, permitindo que os
alunos troquem experiéncias e colaborem com outros alunos de qualquer lugar. Além
disso, a interagao com os professores de diversas regioes pode tornar o processo de
aprendizagem, mas enriquecedor e agradavel.

Foram levados em consideragao varios aspectos para a decisao sobre o tema do
curso MOOC, “Uma introdugao a trigonometria”. Um dos aspectos considerados foi
a versatilidade com que os cursos MOOCs ofertam os materiais para que os alunos
estudem, e dessa forma, os interessados terao toda interatividade e abertura para
reverem o curso quantas vezes quiserem e melhorarem seus conhecimentos sobre a
trigonometria. Como o contetido do curso exige uma analise de figuras para melhor
visualizagao das propriedades mostradas em triangulos e circunferéncia, os recursos
em slides e videos irao ajudar bastante no entendimento e assimilagao por parte dos
alunos.

A trigonometria é uma disciplina interdisciplinar que se relaciona com diver-
sas areas do conhecimento, como a Eletricidade, Miusica e Engenharia Civil, entre
outras, permeando muitos aspectos de nosso cotidiano. Entretanto, a transmissao
efetiva desse conhecimento pode ser comprometida por fatores como limitagoes de
tempo durante o ano escolar, a auséncia de contetudo relevante no plano de curso e
dificuldades na formacao basica dos alunos, que podem resultar em obstaculos ao
progresso na sala de aula.

Apresentamos neste trabalho um curso MOOC com o propésito de oferecer ao
aluno acesso a conteudos relevantes de trigonometria, que os auxiliarao durante a
introducao do tema, bem como fornecerao material de apoio e revisao. O curso
enfoca a trigonometria em trés abordagens distintas. Inicialmente, é apresentada a
trigonometria no triangulo retangulo, onde se exploram as primeiras nocgoes sobre
razoes trigonométricas, fundamentais para a compreensao dessa disciplina no ensino

médio.



Na segunda unidade do curso, abordamos a trigonometria na circunferéncia.
Nesta unidade, trabalhamos com os pré-requisitos basicos para o estudo da trigono-
metria na circunferéncia, desta forma, iniciamos com uma abordagem sobre angulos
e arcos formados na circunferéncia. Em seguida, apresentamos a construcao do Ciclo
(ou Circunferéncia) trigonométrico e suas propriedades. Somente apds essa etapa
¢ que introduzimos as razoes trigonométricas e suas propriedades, ilustrando-as em
figuras para facilitar a compreensao dos alunos. Além disso, fornecemos uma abor-
dagem detalhada para a compreensao de algumas relagoes fundamentais entre as
razoes trigonométricas.

Por fim, apresentamos as fungoes trigonométricas, destacando suas propriedades
e representando-as em graficos para que os alunos possam identificar cada uma com
facilidade. Essa etapa é fundamental para consolidar o conhecimento adquirido sobre
a trigonometria e preparar os estudantes para aplicacoes mais avancadas dessa area
de conhecimento. Acredito que a abordagem didatica utilizada no curso MOOC
ird contribuir para o desenvolvimento dos alunos e para a difusao do conhecimento
matematico.

O curso foi estruturado em diversos recursos didaticos para que o aluno possa
estudar e aprimorar seu aprendizado sobre o tema proposto. Foram utilizados slides,
videos aulas e uma apostila especialmente elaborada para aprofundar os conceitos
apresentados durante as aulas. Além disso, foram propostos exercicios diversos para
que os estudantes possam aplicar os conhecimentos tedricos adquiridos durante o

curso, tornando o aprendizado mais efetivo e dinamico.



Capitulo 2

O uso de tecnologias no ensino de

Matematica

A Matematica, bem como todas as areas de conhecimento, pode fazer uso fre-
quentemente de alguma ferramenta tecnolégica, especialmente da Tecnologia da In-
formagao e Comunicagao (TIC). Neste trabalho serd mostrado como as TICs podem
influenciar na motivagao e no ensino de Matemaética dos alunos.

As tecnologias podem ser usadas como um auxilio para o professor trabalhar
os conteidos de Matemdtica de forma interdisciplinar, fazendo uma ligacao entre
situagoes atuais que necessitam de um conhecimento matematico e o uso de ferra-

mentas tecnolégicas para serem solucionadas.

A educacao Matematica tem o objetivo de transformar o ensino
em um saber légico por meio do exercicio do raciocinio. Por-
tanto, precisa oferecer uma aprendizagem centrada nas evolugoes
tecnoldgicas e na interdisciplinaridade, formando seres capazes e
preparados para viver e agir nesse mundo cada vez mais complexo,
onde as coisas evoluem e modificam rapidamente (RIBEIRO; PAZ,
2012, p.13).

Segundo Perius (2012), os computadores e a internet oferecem oportunidades
que facilitam o desenvolvimento e o entendimento de conceitos e procedimentos
matematicos. Entre outras possibilidades, o uso de figuras elaboradas em aplicativos
(softwares) de geometria dinamica, por exemplo, pode auxiliar o aluno a entender
as figuras geométricas como classes, diferenciando-as do simples desenho de uma
figura.

Mesmo que de forma simples, a apresentacao de uma ferramenta digital sendo
relacionada a algum conteido de matematica, ja atrai um pouco a atengao do aluno,
e esse é o principal objetivo de inserir as tecnologias no ensino de matematica.

Para Ribeiro e Paz (2012),



(...) adisciplina de matemadtica sempre foi o bicho de sete cabegas
para muitos alunos ao longo da sua formacao. E essa perspectiva
estd atrelada a mé formacao por parte de alguns professores de
matematica que atuam no ensino da matematica oferecendo as
respostas prontas, nao oportunizando que o aluno construa seus
préprios conceitos (RIBEIRO; PAZ, 2012, p.17).

Os professores de matemédtica carregam consigo a dura missao de resgatar os
alunos desinteressados, tentando mostrar que a matematica tem suas aplicacoes em
nosso cotidiano e é de suma importancia na vida de qualquer cidadao, deixando de
lado aquele impacto que o aluno tras com ele desde os primeiros contatos que teve
com Matematica 14 no inicio de sua vida estudantil.

As tecnologias podem ser usadas como ferramentas importantes no auxilio aos
professores na elaboragao do planejamento e na regéncia de suas aulas. O professor
pode fazer uso de diversas ferramentas tecnoldgicas em sua sala de aula, por exemplo,
utilizar jogos, aplicativos, software, programas, links, sites, canais e muitos outros.
Os jovens estao em contato diariamente com essas midias digitais, simplesmente
fazendo uso do celular, dessa forma podemos pensar que o equipamento nao esta

muito distante de nés, basta utilizar de forma correta.

As Novas Tecnologias no ensino da Matemética devem ser utili-
zadas como aliada na construcao de verdadeiros conhecimentos,
preparando o cidadao do futuro para uma vida social e profissional
plena através de um ambiente de aprendizagem virtual, possibili-
tando ao aluno de hoje, viajar no mundo virtual mesmo habitando
uma sala fria e restrita a poucos seres humanos, mas cheia de com-
putadores capazes de nos levar a qualquer lugar ou simplesmente
falar com uma pessoa do outro lado do mundo (RIBEIRO; PAZ,
2012, p.15).

E de muita valia a insercao de alguma tecnologia nas aulas de matematica,
desde que tenha uma certa ligagao com o que esta sendo trabalhado, seguindo assim
o plano de curso da escola. O curriculo de matematica dispoe de varios contetidos
que podem ser trabalhados fazendo uso de uma simples calculadora, utilizando para
determinar alguma expressao que nao seria possivel de forma manual, assim, ja esta
sendo realizada uma préatica com ferramentas tecnoldgicas.

A questao do computador para ser usado diretamente com algum conteido de
matemadtica, pode ser feito o uso de varios aplicativos e/ou programas para mostrar
aos alunos como funciona e como usar a ferramenta.

Perius (2012), ressalta que o computador é uma ferramenta poderosa em recur-
sos, velocidade, programas e comunicagao, permitindo pesquisar, simular situagoes,

lugares, testar conhecimentos especificos, descobrir novos conceitos e criar, por exem-



plo, paginas na internet, como espaco virtual de encontro e divulgacao de referéncia,
um espago de visibilizagao virtual.

Para a maioria dos professores da educacao basica isso se torna inviavel devido a
precariedade dos laboratorios de informatica disponivel nas escolas, entao, o profes-
sor procura uma forma mais pratica e geralmente usa o seu computador particular e
mostra superficialmente como utilizar a tecnologia, infelizmente é assim que funciona
em muitas escolas publicas.

Devido ao cenario de pandemia que atingiu todo o mundo nos anos de 2020 e
2021, as escolas tiveram que buscar alternativas rapidas para que o ensino apren-
dizagem nao fosse afetado por completo. Os professores passaram por capacitacoes
durante esse periodo, para que pudessem aprimorar suas habilidades e manuseio com
as diversas ferramentas tecnoldgicas que passaram a usar para ministrar as aulas de

forma remota.

Tornou-se imprescindivel mencionar o quanto as Tecnologias de
Informacao e Comunicagao foram importantes em meio & pande-
mia da COVID-19, ndo queremos aqui salientar que antes elas
nao eram proficuas, mas sim, ressaltar a importancia delas neste
periodo, e que sem elas, seria muito mais dificil ou até mesmo
invidvel dar continuidade aos nossos sistemas de ensino formal
(SANTOS; GONCALVES; CARDOSO, 2012, p. 112).

Apbs esse periodo de pandemia as aulas voltaram a ser de forma presencial,
porém, o uso das tecnologias durante as aulas passaram a ser necessarias, visto que,
varias atividades em sala de aula ou até mesmo em outras areas da escola poderiam
ser realizadas de forma virtual, dessa forma, a tecnologia veio para ficar no ambiente

escolar.

Muitas escolas publicas ou privadas foram obrigadas a transformar
sua maneira de mediar o processo de ensino e de aprendizagem,
tendo como principal ferramenta pedagdgica as TIC, para cum-
prir o calendério letivo e promover a necessaria interacao entre as
familias e as escolas, bem como proporcionar aos alunos um guia
para o seu aprendizado, visto que, o modo de aprender, deixou
de ser majoritariamente, com aulas presenciais e trem ocorrido
por meios digitais (SANTOS; GONCALVES; CARDOSO, 2012,
p. 112).

A comunidade escolar esta passando por avancos a todo momento no campo
tecnologico, o cenario educacional durante o periodo de pandemia, mostrou que é
possivel o professor ministrar sua aula sem que o aluno esteja presente, podendo

trocar ideias sobre o que esta sendo transmitido durante a aula virtual.



Aquela aula tradicional que o professor apenas joga o contetudo pronto e acabado
nao pode mais prevalecer no ensino de hoje, onde a aprendizagem é construida
mediante a troca de ideias do professor com o aluno e em muitos casos de forma
virtual. Para quebrar esses paradigmas tradicionais e inserir uma educagao inclusiva
e tecnoldgica, o ensino aprendizagem precisa passar por inovagoes, com o intuito de
tornar os alunos, futuros cidadaos participativos na sociedade em que vivem.

Segundo (Timboiba, et al., 2011) diante de tanta tecnologia e de tanta informagao
é preciso pensar em uma educacao que trabalhe com os conhecimentos de forma
contextualizada, ou seja, com conhecimentos que contribuam com a formacao de
cidadaos capazes de dar respostas as necessidades de uma sociedade em constante
transformacao.

Dessa forma a insercao das tecnologias se torna uma pratica necessaria para a
educacao de hoje e nas aulas de matemaética pode servir como um atrativo a mais
para aqueles alunos que estao desmotivados. Muitos desses alunos apresentam bas-
tante dificuldades para assimilar os contetidos basicos, o uso de aplicativos, jogos,
games que envolvam as operagoes basicas, pode ser o inicio de um resgate da apren-
dizagem desse aluno, sendo uma das grandes virtudes de inserir as tecnologias nas

aulas de matematica.

Deve-se possibilitar que o professor vivencie situagoes em que a
informatica seja usada como recurso educacional, afim de poder
entender o que significa o aprendizado por meio das tecnologias,
qual é o seu papel como educador nessa situagao e qual é a meto-
dologia mais adequada para a efetivagao da construcao do conhe-
cimento (PERIUS, 2012, p.25).

Os professores de matematica da educagao bésica carregam nas costas uma ardua
missao de tentar fazer com que os alunos tenham um certo apresso por matematica.
Na era dos avancos tecnoldgicos os professores precisam buscar novas metodologias,

para despertar o interesse do aluno.

A relagao entre o professor, aluno e os conteidos se transforma
em objeto de estudo e proposicao de novas dinamicas de ensino e
aprendizagem, observando sempre as necessidades para cada nivel
de ensino e os diversos ambientes em que eles estao inseridos, in-
dicando uma nova postura do professor mediante o processo de
aprendizagem dos seus alunos (HOLANA; FREITAS; RODRI-
GUES, 2020, p. 57).

Os professores das séries iniciais precisam passam por formagoes e capacitagoes

para que melhorem suas praticas de ensino e assim trabalhar de forma mais dinamica



e prazerosa a introducao da matematica na vida dos alunos. Esse primeiro contato
do aluno com a matematica deve ser trabalhado de forma responsavel e delicada
para que essa aprendizagem seja levada para a vida toda.

Segundo Ribeiro e Paz (2012, p. 16), é importante compreender que para uma
proposta pedagogica no ensino da matematica utilizando os recursos tecnologicos
como ferramentas de auxilio & aprendizagem, nao sao necessarios somente condigoes
favoraveis, equipamentos e materiais, mas principalmente, o querer do profissional
da matematica em oferecer um ensino voltado a realidade social atual.

O ensino de matematica hoje estd refém de uma cultura muito ruim para o
desenvolvimento intelectual dos alunos, eles querem que a midia digital, por exemplo,
o celular realize as operacoes sem que ele pense um pouco como resolve-las. Eles se
recusam a resolver uma simples operagao matematica fundamental, isso dificulta a
dinamica da aula e torna ainda mais dificil a insercao de uma ferramenta tecnolégica
no planejamento da aula.

Para Andrade, Colares e Costa (2018), o nivel de dificuldade dos alunos da
educacao bésica na matematica varia bastante, perpassando por aspectos l6gicos,
operacionais, perceptivos e interpretativos. Porém, as dificuldades mais comuns
estao na area da aritmética, principalmente nas operacoes em que envolve o jogo
dos sinais e na interpretacao de problemas.

Diante dessa situacao o professor nao se sente confortavel em deixar o aluno
realizar os calculos da atividade usando uma maquina. O celular, a calculadora,
o tablet e o computador seriam 6timas ferramentas para serem usadas em sala de
aula, se fossem utilizadas para fins de aprendizagem ou pesquisa, como: demonstrar
operagoes, resolver um calculo com uma notagao muito grande, para agilizar algum
calculo sugerido pelo professor, para mostrar graficamente algumas curiosidades
interessantes que aparecem na matematica, nao para fazer o procedimento pelo

aluno.

O computador pode ser uma ferramenta educacional, através da
utilizacao de softwares pedagodgicos que realizam intmeras de-
monstragoes e construgoes de diversos contetidos matematicos,
tanto algebricamente quanto graficamente. Logo, a utilizacao da
informatica no ensino da Matematica, além de despertar e trazer
incentivo, criatividade a descoberta e construgao dos conceitos,
mostra que ela nao é apenas um meio de lazer e sim uma Gtima
op¢ao como ferramenta de ensino (LUDUIG, SCHEIN).

Nas formacoes de professores da rede estadual do Ceara, por meio da Coorde-
nadoria Regional de Desenvolvimento da Educacao — CREDE 20, que estao sendo
realizadas no periodo pds pandemia, é muito trabalhado a insercao da internet e

das tecnologias na escola e na sala de aula. A internet é um meio que todos estao



inseridos, porém, nao quer dizer que todos fazem um bom uso, utilizando para fins
de aprendizagem e de interacao com o mundo virtual.

O professor muitas vezes indica um certo ambiente onde o aluno podera acessar
e 14 tentar sanar alguma divida que poderia ter sido sanada nas séries anteriores e
por algum motivo nao aconteceu. Nao basta simplesmente ter uma boa internet na
escola, esse fato nao quer dizer que foi introduzido a cibercultura de forma correta e
que foi util para aprendizagem dos alunos. Os ambientes virtuais sao sugeridos pelo
professor, mas sé alcancard o objetivo se for utilizado da forma correta e para fins
de buscar conhecimentos por aqueles que querem aprender por meios digitais.

De acordo com Silva,

Estar on-line nao significa estar incluido na cibercultura. Internet
na escola nao é garantia da insercao critica das novas geragoes e
dos professores na cibercultura. O professor convida o aprendiz a
um site, mas a aula continua sendo uma palestra para a absorcao
linear, passiva e individual, enquanto o professor permanece como
o responsavel pela produgao e pela transmissao dos ”conhecimen-
tos”. Professor e aprendizes experimentam a exploracao nave-
gando na Internet, mas o ambiente de aprendizagem nao estimula
fazer do hipertexto e da interatividade préprios da midia on-line
uma, valiosa atitude de inclusdo cidada na cibercultura. Assim,
mesmo com a Internet na escola, a educagao pode continuar a ser
o que ela sempre foi: distribuicao de contetidos empacotados para
assimilagao e repeti¢ao (SILVA, p.67).

Uma estratégia pedagogica que o professor de matematica pode utilizar para
inserir alguma TIC nas aulas de matematica, seria a realizagao de minicursos com
conteidos mais basicos para os alunos irem adquirindo apresso pela matematica.

A insercao de aplicativo, midias, programas e outras ferramentas sao de funda-
mental importancia para as aulas de matematica. Devido a esse novo cenario que
estamos vivendo, apds esse periodo de pandemia, é uma iniciativa que pode deixar
as aulas de matematica muito mais alegres e com uma nova roupagem, para isso o
professor precisa comecar aos poucos a utilizar os recursos digitais como ferramenta
pedagdgica em suas aulas.

Assim, diante dessa realidade, é possivel afirmar que o professor de matemaética
precisa estar sempre se atualizando e buscando inserir metodologias inovadoras e in-
terativas em suas aulas. Em particular, as TICs oferecem as ferramentas que podem

contribuir significativamente para o éxito no ensino aprendizagem de matematica.



Capitulo 3
Referencial Teorico

A fundamentacao tedrica deste trabalho foi construida com base na revisao li-
teraria de artigos, livros e outras publicacoes a respeito das caracteristicas de Re-
cursos Educacionais Abertos (REA) e cursos na modalidade MOOCs.

3.1 Recursos Educacionais Abertos na Educacao
Basica

Atualmente, a maioria dos estudantes da educacao bésica estda constantemente
conectada a diversos recursos tecnolégicos, seja em redes sociais ou ambientes de
estudo. Como resultado, as escolas ja nao sao o unico local de pesquisa e estudo
para os alunos. Consequentemente, os professores nao detém mais o monopodlio do
conhecimento, uma vez que os alunos tém acesso a diferentes fontes de contetdo
e podem compartilhar experiéncias com seus colegas e professores na sala de aula.
(JUNIOR; OLIVEIRA; BARBOSA, 2020).

Essa é uma tendéncia mundial, que a educagao busque diversos meios tec-
nologicos para atender a demanda de alunos que nao conseguem permanecer pre-
sencialmente no ambito escolar. Como educador, é fundamental que se compreenda
a importancia de incentivar e apoiar a autonomia dos alunos em sua jornada edu-
cacional. Ao encoraja-los a pesquisar e gerenciar sua prépria rotina de estudos, os
estudantes se tornam mais responsaveis e ativos em seu préprio processo de apren-
dizagem, desenvolvendo habilidades valiosas para a vida adulta. Além disso, essa
pratica permite que os alunos explorem uma variedade de recursos digitais, o que
pode enriquecer seu aprendizado e torna-lo mais envolvente e interativo. No entanto,
¢ importante lembrar que é papel do educador fornecer orientacao e suporte ade-

quados para que os alunos possam utilizar esses recursos de forma efetiva e segura.
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A Educagado Aberta é considerada um dos movimentos educativos
mais importantes do século XXI. Tendo como base a convergéncia,
evolugao e aprimoramento dos recursos educacionais abertos, do
software livre, do livre acesso por meio de licengas especificas, dos
MOOCs (Curso Online Aberto e Massivo), da ciéncia aberta e de
uma série de mudancas sociais. O cerne desse movimento ultra-
passa apenas o simples acesso a conteidos e recursos e associa-se
a uma filosofia educacional, a novos valores baseados na abertura
de diversos materiais, na ética da participacao e na colaboragao
(AIRES, 2016, apud JUNIOR; OLIVEIRA; BARBOSA, 2020, p.
3).

A promocao da educagao de forma livre e aberta estd em ascensao, ja que os
alunos tém acesso a uma ampla variedade de conteidos e podem escolher aqueles que
mais se adequam ao seu programa de estudo. Esse processo aumenta gradualmente
a aprendizagem.

De acordo com VAGULA (2015), os recursos educacionais abertos apresentam
uma série de vantagens para os professores, que estao cada vez mais capacitados
e aprimorando suas metodologias de ensino. Embora a insercao de ferramentas
digitais nas aulas possa ser desafiadora para alguns, as possibilidades oferecidas por
esses recursos sao vastas e podem transformar a forma como os alunos aprendem.

Sobre os Recursos Educacionais Abertos, podemos afirmar que;

O termo Recursos Educacionais Abertos (REA) foi definido for-
malmente pela primeira vez em um Férum da UNESCO em 2002
designando materiais de ensino, aprendizado e pesquisa disponi-
bilizados em qualquer suporte ou midia, sob dominio ptublico ou
licenciados de maneira aberta, permitindo, assim, utilizacao ou
adaptacao por terceiros. Os REA podem ser livros, capitulos de
livros, planos de aula, softwares, jogos, resenhas, trabalhos escola-
res, artigos, dissertacoes, teses, manuais, videos, audios e imagens,
dentre outros tipos, (FURTADO; AMIEL, 2019).

Os Recursos Educacionais Abertos sao acessiveis a um grande nimero de pessoas
simultaneamente, e permitem que seus usuarios possam modifica-los de forma a gerar
novas producoes, atualizadas e melhoradas, com conteido em constante evolucao.
Essa possibilidade de aprimoramento constante é um dos principais beneficios dos
recursos educacionais abertos, permitindo que o material produzido possa ser adap-
tado as necessidades e demandas dos usuarios, tornando-o mais relevante e efetivo em
seu proposito educacional. Além disso, essa dinamica de colaboracao e atualizagao
constante pode estimular a criatividade e a inovacao no processo de producgao e uso
desses recursos, tornando o aprendizado mais envolvente e estimulante para alunos
e professores.

Segundo VAGULA (2015), o REA possibilita novas oportunidades para os alunos

estudarem e para os professores melhorarem sua didatica em sala de aula, focando
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na interdisciplinaridade para abordar seus contetdos, isso devido ao livre acesso
que todos podem ter a materiais de diversos autores e os envolvidos ainda terao a
possibilidade de criar e adaptar os materiais.

O proprio professor pode desenvolver este processo, em consonancia com seus
alunos ou até mesmo com colegas professores de mesma area. Caso o material seja
adaptado, serd compartilhado na rede, auxiliando e colaborando com o trabalho que
outros professores realizaram, dando possibilidades para que o aluno pesquise. Com
isso, o professor tera ferramentas para construir um plano de aula mais dinamico e
rico de estratégias, deixando de lado o tradicionalismo. De acordo com Ferreira e
Carvalho ”Os REAs seriam materiais de ensino e aprendizagem disponibilizados na
web sob licencas abertas, bem como registros de praticas pedagdgicas e métodos de
pesquisa”. Sendo assim, através dos cursos MOOC os educadores podem compar-
tilhar suas experiéncias e técnicas para ajudar outros professores a aprimorar suas
habilidades de ensino.

Ao disponibilizar esses recursos de forma aberta e gratuita na internet, é possivel
ampliar o alcance do ensino para além das barreiras fisicas das escolas e universi-
dades, permitindo que qualquer pessoa possa aprender e se desenvolver de forma
autonoma. Além disso, a inclusao de registros de praticas pedagdgicas e métodos de
pesquisa nos REAs pode contribuir para a disseminacao de boas praticas de ensino
e para a construcao de uma cultura de colaboracao e compartilhamento na &area
educacional.

Dessa forma, os REAs representam uma importante ferramenta para promover
a democratizacao do conhecimento e para aprimorar a qualidade da educacao em

todo o mundo.

3.2 Cursos MOOC

De acordo com MCAULEY (2010, apud SANTANA; ROSSINI; PRETTO, 2012)
um MOOC (Cursos Online Abertos e Massivos) é um curso online com a opgao
de inscricao aberta e livre, um curriculo compartilhado publicamente, e que ge-
ram resultados com finais imprevisiveis. Os MOOCs integram rede social, recursos
online acessiveis e sao facilitados por profissionais especialistas na area de estudo.
Mais significativamente, os MOOCs sao construidos por meio do engajamento dos
aprendizes, que auto-organizam sua participacao de acordo com seus objetivos de

aprendizado, conhecimento prévio e interesses comuns.
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Os MOOC, normalmente, sao apresentados em plataformas es-
truturadas para possibilitar grande quantidade de acessos si-
multaneos. Além disso estas plataformas padronizam a forma de
realizagao de atividades de verificacao do aprendizado, féruns e
apresentagio de conteido. (SOUZA; CYPRIANO (2016, p. 69).

Como afirma SANTANA; ROSSINI; PRETTO (2012, p.198), “as primeiras ex-
periéncias praticas com MOOCs foram realizadas por George Siemens e Stephen
Downes (2008). De forma massiva e aberta, o curso atraiu mais de 1220 pessoas”.

Sobre as plataformas de cursos MOOCs:

As plataformas de MOOCs oferecem possibilidade de certificacao
em diferentes areas: ciéncias humanas, ciéncias sociais aplicadas,
ciéncias da saude, ciéncias naturais, ciéncias exatas, etc. O es-
tabelecimento de plataformas para o oferecimento desses cursos
criou um segmento educacional e, além disso, um segmento de
mercado. Dentre as plataformas mais conhecidas, destacamos:
Coursera, edX e Udacity, dos Estados Unidos, Future Learn, do
Reino Unido, e a europeia OpenupEd. (FORNO; KNOLL, p. 183,
2013).

As caracteristicas dessas plataformas incentivam os alunos a buscar versatilidade
na escolha de sua rotina de estudos, bem como a adquirir conhecimentos em diversos
segmentos do mercado, a fim de idealizar a sequéncia de estudos em uma area
promissora no futuro.

No Brasil, temos algumas plataformas que foram as pioneiras nesse formato de
oferecer cursos MOOCs, sao elas: Khan Academy (http://pt.khanacademy.org) e
Veduca (http://www.veduca.com.br), e mais recentemente a plataforma TIMTec
(http://mooc.timtec.com.br) desenvolvida pelo Instituto TIM para uso na Rede e-
Tec, em especial, para os Institutos Federais, segundo RIBEIRO; CATAPAN (2018).

Como exemplo de aplicacao de cursos MOOC podemos citar o estudo de SI-
QUEIRA et al. (2022) que descreve a criagdo de um curso de informadtica bésica,
com foco no uso cotidiano da tecnologia, destinado a professores e alunos do ensino
bésico do Instituto Federal de Educagao, Ciéncia e Tecnologia de Sao Paulo (IFSP).
O objetivo central do curso era ensinar aos alunos a criacao de planilhas, slides,
arquivos de texto, entre outros recursos, visando manter a continuidade das aulas
durante o perfodo de pandemia do COVID-19, que exigiu o ensino remoto como
alternativa segura e viavel. O curso teve 164 inscritos e cerca de 48 completaram,
levando em consideracao que nao houve cobranga a respeito de eficiéncia dos parti-
cipantes, foram disponibilizados e teve quase duas mil visualizacoes, isso quer dizer
que os participantes tiveram a oportunidade de assistir aos videos por varias vezes,

sendo esse uma das grandes vantagens dos cursos MOOCs.
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Neste estudo de caso, constatamos que o fato do estudante ter a possibilidade de
acessar o curso inimeras vezes é um fator positivo para a aprendizagem. Lembrando
que o critério de sucesso nao se baseou na quantidade de alunos que concluiram o
curso, mas sim na frequéncia de acesso aos videos das aulas, o que demonstrou que
aqueles que estavam interessados em aprender participaram ativamente do processo.

Outra vantagem dos MOOCs é que eles podem ser acessados em diferentes
horarios e locais, possibilitando a flexibilidade na rotina de estudos. Além disso,
muitos cursos oferecem certificados e diplomas que podem ser utilizados para fins
de qualificagao profissional.

Apesar das diversas vantagens, é importante destacar que os MOOCs nao sao
uma solugao tnica para todos os problemas educacionais. A qualidade dos cursos
pode variar, e é importante escolher cuidadosamente o curso adequado para cada ob-
jetivo de aprendizado. Além disso, o ensino a distancia pode nao ser a melhor opcao
para todos os estudantes, especialmente aqueles que tém dificuldades de organizacao
e disciplina pessoal.

Em resumo, os cursos MOOCs sao uma modalidade de ensino que vem ganhando
espaco e relevancia na educacao. Com a possibilidade de acesso a contetidos de alta
qualidade, flexibilidade na rotina de estudos e certificacoes profissionais, os MOOCs

podem ser uma alternativa valiosa para estudantes em todo o mundo.
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Capitulo 4
Metodologia

O presente trabalho consiste na elabora¢ao de um curso MOOC (Curso Online
Aberto e Massivo) que tem como propdsito transmitir aos estudantes diversos concei-
tos, definigoes e exemplos praticos relacionados a trigonometria. Devido a natureza
virtual do curso, foram desenvolvidos materiais detalhados, com uma linguagem
clara e acessivel, a fim de facilitar a compreensao dos alunos. Essa modalidade de
ensino a distancia (EaD) permite que o estudante, com autonomia, tenha acesso
a todo o material de apoio necessario para a realizagao do curso de forma livre e
autonoma, sem interferir significativamente em sua rotina diaria. Embora o curso
nao seja extenso, ele aborda as principais dareas consideradas essenciais para a com-
preensao do tema, acompanhado de exercicios autoexplicativos que possibilitam uma
pratica rapida e eficiente dos conceitos abordados.

O curso foi preparado com o objetivo de ser disponibilizado no Portal de Cursos
Abertos (PoCA), que é uma plataforma de cursos a distancia disponibilizados gra-
tuitamente no Ambiente Virtual de Aprendizagem Moodle. Os cursos sao oferecidos
como parte do programa de extensao da Secretaria Geral de Educacao a Distancia
da Universidade Federal de Sao Carlos (SEaD-UFSCar), registrado na Pré-Reitoria
de Extensao da UFSCar.

A estrutura do curso foi planejada com o objetivo de oferecer uma sintese clara
e objetiva do conteido abordado, visando tornar a rotina de estudo mais eficiente
e produtiva. O método de ensino adotado, que permite ao aluno escolher livre-
mente o conteido a ser estudado e aprofundado, apresenta uma grande vantagem,
favorecendo a personalidade do aprendizado.

Além disso, nas apostilas procurou-se apresentar exercicios resolvidos de forma
detalhada, proporcionando ao aluno uma compreensao mais aprofundada do tema
e uma melhor capacidade de resolucao dos exercicios propostos. Essa abordagem
visa promover o desenvolvimento do pensamento légico do aluno, estimulando-o a
investigar e pesquisar a solucao dos exercicios, o que contribui para um aprendizado

mais significativo e duradouro.
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O contetido foi organizado em 4 unidades e com uma carga horaria minima para
o cursista de 8 horas de dedicacao. Vejamos as unidades, a seguir:

Unidade 1 — Trigonometria no triangulo retangulo: Razoes trigonométricas;
relacoes fundamentais entre as razoes; Razoes trigonométricas especiais.

Unidade 2 — Trigonometria na Circunferéncia: Arcos e angulos; Ciclo trigo-
nométrico.

Unidade 3 - Trigonometria na Circunferéncia: Razoes trigonométricas na circun-
feréncia.

Unidade 4 - Trigonometria na Circunferéncia: Funcoes trigonométricas.

O curso é ofertado de forma online e gratuita no Portal de Cursos Abertos
(PoCA) pela Universidade Federal de Sao Carlos de forma continua e sem acompa-
nhamento de um tutor.

O presente trabalho foi desenvolvido com o intuito de disponibilizar um material
de suporte acessivel a um amplo publico de alunos e professores, com o objetivo
de ser utilizado tanto em sala de aula quanto por alunos que optam por estudar
de forma independente. Acreditamos que a estruturacao do curso e seu conteido

possam ser de grande utilidade para alunos e professores.
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Capitulo 5
Analise e Discussao

O fato relatado neste trabalho, pode ser pensado como uma realidade que muitos
jovens estao passando por todo o pais, que é a falta de acesso ao ensino superior
e a metodologia que foi sugerida, visa minimizar essa questao, e o ingresso de um
numero maior de pessoas ao ensino superior. As grandes universidades estao a cada
dia procurando novas formas de incluir os alunos com a mais diversas dificuldades
no ensino superior e tecnolégico.

Dessa forma, almejamos que os conteidos ligados a trigonometria sejam mencio-
nados de forma criativa e em cursos como este no formato digital e com metodologias
que irao propiciar ao estudante em geral novas oportunidades de estudarem em casa
ou em qualquer lugar que estejam, sendo esse o objetivo principal do curso.

Para SANTOS e TURIBUS, a trigonometria surgiu em decorréncia das necessi-
dades humanas. Isso mostra que para acontecer uma aprendizagem significativa da
trigonometria, é necessario ir além das férmulas, e sobretudo seu ensino ser pautado
em aplicagoes praticas as quais deixam o aprendizado mais prazeroso. Outro ponto
percebido com esta pesquisa é que a trigonometria possibilitou iniimeros desenvol-
vimentos para a sociedade. Foi com esse pensamento sobre o tema que o curso foi
desenvolvido, no intuito de contribuir de forma significativa na formacao intelectual
de todos os envolvidos.

Dessa forma podemos concluir que a trigonometria tem muito a enriquecer na
vida estudantil e profissional do individuo que tiver interesse em estuda-la profun-

damente, e com o modelo de curso MOOC serd ainda mais proveitoso para todos.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Neste trabalho buscamos apresentar algumas das diversas vantagens do curso
MOOC com foco em Trigonometria para estudantes. Esse formato oferece condigoes
ideais para aqueles que nao podem frequentar uma sala de aula tradicional, bem
como para aqueles que estao concluindo ou em vias de concluir o ensino médio. Os
alunos tém a oportunidade de estudar no seu proprio ritmo e escolher quais partes
do contetido desejam abordar de forma isolada.

Em vista disso, elaboramos um curso abrangente que proporciona suporte aos
alunos, dispensando a necessidade de um professor tutor para auxilid-los na compre-
ensao e resolucao dos exercicios propostos. Buscamos produzir um material didatico
detalhado com o objetivo de auxiliar o aluno em sua jornada de conhecimento. Além
disso, o aluno pode revisar os videos, slides e apostilas quantas vezes desejar, o que
é uma excelente vantagem do formato MOOC para consolidar o entendimento do
conteudo.

Reconhecemos que a Trigonometria é uma area vasta da matematica, e incentiva-
mos os alunos a buscar conhecimentos além deste curso. Existem muitos contetidos
de fundamental importancia para a vida académica, e neste curso abordamos apenas
uma parte do necessario para os alunos que estao concluindo o ensino médio e tém
interesse em prosseguir os estudos para ingressar no ensino superior ou técnico.

Desejamos que este curso seja uma ferramenta ttil para os professores de Ma-
tematica, que possam utilizé-lo como material de apoio em suas aulas, indicando-o
como complemento aos alunos. Além disso, esperamos que seja uma fonte de ins-
piracao para pesquisas, despertando a curiosidade de todos aqueles interessados no

tema.

18



Referéncias Bibliograficas

1]

8]
[9]

Alberto, L. Angulo ao centro e angulo correspondente. Pagina inicial. Dis-
ponivel em jhttps://www.geogebra.org/m/tqnxkfex;. Acesso em: 14 de
mar. 2023.

Bezerra, M. J., Carvalho, J. S. Matemdtica para o ensino médio - Série

Parametro. Volume tnico. Sao Paulo: Scipione, 2001.

Chaves, J. R. A.Triangulos Retangulos. P&agina inicial. Disponivel em

ihttps://www.geogebra.org/m/kxeaqmpk;. Acesso em: 14 de mar. 2023.

Cunha, M. Radianos - definicao. Pagina inicial. Disponivel em
ihttps://www.geogebra.org/m/JSB4f3MY;. Acesso em: 14 de mar.
2023.

Dantas, F. A.Razoes trigonométricas - circunferéncia. Pagina inicial. Disponivel

em jhttps://www.geogebra.org/m/ca7jftnh;. Acesso em: 14 de mar. 2023.

Ferreira, G. M. S., Carvalho, J. S. Recursos Educacionais Abertos como tecnolo-

gias educacionais: consideracgoes criticas. Debates e polémicas, p. 738-755,
2018.

Forno, J. P. D., Knoll, G. F. Os MOOCs no mundo: um levantamento de cursos
online Abertos Massivos, p. 178-194, 2013.

Furtado, D., Amiel, T. Guia de Bolso da Educag¢ao Aberta. Brasilia - DF, 2019.

Holanda, A. C. A. Dissertacao: MOOCOLAB: um Framework de colaboragao

personalizado em Massive Open Online Courses, 2020.

[10] Holanda, M. D. M., Freitas, I. B., Rodrigues, A. C. S. Matemdtica no En-

sino Médio: dificuldades encontradas nos conteudos das quatro operagoes

basicas. Revista de iniciacao a docéncia, p. 56-69, 2020.

[11] Iatagan.Ciclo trigonométrico com secante e cossecante. Péagina inicial. Dis-

ponivel em jhttps://www.geogebra.org/m/genxqh8e;. Acesso em: 14 de
mar. 2023.

19



[12]

[13]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

lezzi, G.Fundamentos de Matemadtica elementar: Trigonometria. Volume 3. 9
ed. Sao Paulo: Atual, 2013.

lezzi, G., Dolce, O., Desenszajn, D., Almeida, R.Matemdtica: Ciéncia e
Aplicagoes. Volume 2 PNLD 2018, 2019, 2020, 2021. 9 ed. Sao Paulo:
Saraiva, 2016.

Joao, A.Circunferéncia trigonométrica. Pagina inicial. Disponivel em

ihttps://www.geogebra.org/m/bxvwe78y;. Acesso em: 14 de mar. 2023.

Junior, F. S. C., Oliveira, C. D., Barbosa, E. F. TCC: O uso de Recursos Edu-
cacionais Abertos (REAs) e dispositivos maoveis nas aulas de Matemdtica,
2020.

Lima, E. L. Niimeros e Func¢oes Reais. SBM 1? ed. Rio de Janeiro, 2013.

Madeira, R. O. C.Fun¢ao tangente. Pégina inicial. Disponivel em
ihttps:/ /www.geogebra.org/m/NReJCURn;. Acesso em: 14 de mar. 2023.

Madeira, R. O. C.Funcao cotangente. Pégina inicial. Disponivel em
ihttps://www.geogebra.org/m/FhSRNJQW,;. Acesso em: 14 de mar.
2023.

Magalhaes, B. M. M. Razoes trigonométricas de um angulo agudo.Pagina inicial.
Disponivel em jhttps://www.geogebra.org/m/gncrva68;. Acesso em: 14
de mar. 2023.

Matika. Trigonometria Ciclo trigonométrico. Péagina inicial. Disponivel em
ihttps://matika.com.br/trigonometria-no-ciclo-trigonometrico/angulos-

negativos ;. Acesso em: 07 de mar. 2023.
Neto, A. C. M. Geometria. SBM 1? ed. Rio de Janeiro, 2013.
Perius, A. A. B. TCC: A tecnologia aliada ao ensino de Matemdtica, 2012.

Rosa, C. E. G. Rebate de angulos na Circunferéncia trigonométrica. Pagina ini-
cial. Disponivel em jhttps://www.geogebra.org/m/VvQYVxcK;. Acesso
em: 14 de mar. 2023.

Ribeiro, F. M., Paz, M. G. O ensino da Matemdtica por meio de novas tecno-
logias. Revista Modelos - FACOS/CNEC Osério, p. 12-21, 2012.

Ribeiro, L. O. M., Catapan, A. H. Plataformas MOOC e redes de coopera¢ao
na FAD. Em REDE: Revista de Educacao a Distancia, p. 46-62, 2018.

20



2]

[30]

[31]

[34]

[35]

[36]

Salgado, M. Razoes trigonométricas do triangulo Retangulo. Pédgina inicial. Dis-
ponivel em jhttps://www.geogebra.org/m/GtNezwru;. Acesso em: 14 de
mar. 2023.

Santana, B., Rossini, C., Pretto, N. L. Recursos Educacionais Abertos: prdticas
colaborativas e politicas publicas.1* ed.Sao Pulo. EDUFBA, 2012, p. 193-
217.

Santos, H. Circunferéncia trigonométrica. Pagina inicial. Disponivel em

ihttps://www.geogebra.org/m/jz77Tnwsw;. Acesso em: 14 de mar. 2023.

Santos, J. G., Gongalves, L. R. S.; Cardoso, V. C. O uso das TICs durante
a pandemia de COVID-19 no ensino de Matemdtica. Revista Kiri-Keré:
Pesquisa em ensino, p. 108-125, 2021.

Silva, F.  C.Fung¢ao  secante. — Péagina  inicial. = Disponivel em
ihttps://www.geogebra.org/m/b3qfz66a;. Acesso em: 14 de mar.
2023.

Silva, F. C.Funcao cossecante. Pagina inicial. = Disponivel em
ihttps://www.geogebra.org/m/zrqrbyfd;. Acesso em: 14 de mar.
2023.

Siqueira, D. K., Carvalho, G. V., Candido, P. H. V., Santos, C. H. S. Ez-
periéncias na elaborac¢ao de cursos MOOC para alunos e professores: in-
formdtica do cotidiano e pensamento computacional. Revista brasileira de
iniciagao cientifica (RBIC), 2022.

Souza, N. S., Perry, G. T. Aprendizagem em MOOCs: Barreiras de desafios da

atualidade. Congresso Internacional de Educacao e Tecnologia, p.2, 2018.

Souza, R., Cypriano, E. F. MOOC: uma alternativa contemporanea para o
Ensino de Astronomia, p. 65-80, 2016.

Timboiba, C. A. N., Ribon, I. S., Pain, I. P. O., Monteiro, S. R., Monteiro,
S. A., Guirardi, M. M. M. A insercao das TICs no ensino fundamental:

limites e possibilidades. Revista cientifica de educagao a distancia, 2011.

Tomson, P. Fungoes trigonométricas (seno e cosseno). Péagina inicial. Dis-
ponivel em jhttps://www.geogebra.org/m/yrhmcbjs;. Acesso em: 14 de
mar. 2023.

Vagula, E. O uso dos Recursos Educacionais Abertos na Educacdo Bdsica. XII

Congresso Nacional de Educacao: EDUCERE, p. 31396-31411, 2015.

21



Apeéendice A
Materiais elaborados

A partir da proxima péagina estao anexados os materiais preparados para o curso
MOOC sobre trigonometria, que sera disponibilizado no Portal de Cursos Abertos
(PoCA), incluindo slides, apostilas e videoaulas. O curso abrange as dreas essenciais

da trigonometria e esta organizado em quatro unidades:

1. Trigonometria no triangulo retangulo: Razoes trigonométricas e relacoes fun-

damentais.
2. Trigonometria na Circunferéncia: Arcos, angulos e ciclo trigonométrico.
3. Trigonometria na Circunferéncia: Razoes trigonométricas.
4. Trigonometria na Circunferéncia: Fungoes trigonométricas.

O curso na integra pode ser acessado no site https://poca.ufscar.br/.
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Uma introdug3o a Trigonometria® 2 3 —

Introducgao

Esse conteudo é de fundamental importancia para os alunos que estdao no ensino médio,
pois varias areas da matematica trabalham com a trigonometria do triangulo retangulo e
necessitam que sejam aplicadas algumas de suas propriedades e razées que aqui serao

estudadas.

Em nosso cotidiano estamos sempre nos deparamos com varias situagdes que precisamos
aplicar algo que foi estudado no triangulo retangulo. Os pedreiros, por exemplo, muitas
vezes usam propriedades da trigonometria e ndo sabem que ali estd um conteddo muito

importante de matematica.

Na construcao civil, por exemplo, as aplicacées da trigonometria do triangulo retangulo
sao mais frequentes, como na construgdo de rampas de acesso que precisam seguir as
medidas previstas na lei; de mao francesa que possui forma triangular e serve para apoiar
as bases e vigas; de tesoura de telhado que possui um formato triangular para sustentar o
telhado; de escadas residenciais para que sejam garantidas as medidas ideais para uma
escada dentro do que diz a engenharia. Como o tridngulo é uma figura rigida, faz esse
papel plenamente. No cdlculo de medidas inacessiveis, por exemplo, para mediar a
largura de um rio e a altura de um prédio, utiliza-se aparelhos de alta precisdo como o

teodolito que usa as leituras de angulos como base para o célculo.

A trigonometria também é fundamental em areas como a fisica e a matematica aplicada.
Na fisica, a trigonometria é usada para descrever as propriedades dos movimentos
oscilatorios e periédicos, como ondas sonoras e eletromagnéticas. Na matematica, a
trigonometria é aplicada em diversos ramos, como na teoria dos numeros, geometria,

analise e estatistica.

! José Carlos de Sa...... [Mestrando em Mestrado Profissional em Mateméatica — PROFMAT/SEDUC]
2 Erica Boizan Batista .... [Doutora em Matematica]
3 Valdinés Leite de Sousa Junior ... [Doutor em Matematica]
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E importante destacar que a trigonometria é uma ferramenta poderosa para resolver
problemas praticos e tedricos em diversas dreas do conhecimento, e seu estudo é 2

essencial para quem deseja se aprofundar em ciéncias exatas e engenharia.

1. Revisao: seno, cosseno, tangente e cotangente de um angulo

Seja 8 a medida de um angulo agudo de um tridangulo retangulo, temos:

»Seno de 8 é razdo entre o cateto oposto a esse angulo e a hipotenusa;

= Cosseno de 8 é a razdo entre o cateto adjacente a esse angulo e a hipotenusa;

= Tangente de § é a razdo entre o cateto aposto a esse angulo e o cateto adjacente a ele;

= Cotangente de f é a razdo entre o cateto adjacente a esse angulo e o cateto oposto a ele.

OBS: A cotangente é o inverso da tangente.

Observe a figura:

Figura 1: triangulo retangulo

a

Fonte: autoria propria

Iremos mostrar as razdes trigonométricas do triangulo acima referente ao angulo agudo £.

o senf =

S Q
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o cos,B=E

o cotg[i’=§

Veja também: Seno, cosseno e tangente no triangulo retangulo e seus valores
https://www.geogebra.org/m/kxeagmpk

Esse applet apresenta um vasto resumo sobre a trigonometria no tridngulo retangulo.
O aluno podera interagir com a ferramenta, modificando em tempo real o valor do
angulo referido e observando o comportamento das razdes seno, cosseno e tangente
no triangulo, analisar as medidas dos catetos e da hipotenusa do mesmo e os
respectivos valores das razdes dos angulos notaveis.

Exercicio resolvido - 1

Determine o seno, o cosseno, a tangente e a cotangente do angulo 6 (teta) no triangulo
retangulo abaixo.

Figura 2: triangulo retangulo 1

15 25
0
20
Fonte: autoria propria
Resolugdo:

cateto oposto 15 3
L Sen9=_— = — ==
hipotenusa 25 5
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cateto adjacente

e cos 0= - = =
hipotenusa
cateto oposto 15

° tg = = —

hipotenusa 20

cateto adjacente

e cotg 0=

cateto oposto

20 4
25 5
3

T4
20 4
T 15 3

1.1. Razoes trigonométricas especiais

No triangulo retangulo destacamos os valores das razdes trigonométricas mencionadas, para

os angulos notaveis, (de 30°, 45° e

Usaremos uma tabela para melhor memorizagao dos valores:

Tabela 1: razes trigonométricas especiais (angulos notaveis)

60°).

Angulo
30° 45° 60°
Razao
1
Seno - E E
2 2 2
1
Cosseno E E -
2 2 2
Tangente E 1 V3
3
Cotangente V3 1 E
3

WAy B W N T A .. "

Fonte: autoria propria

]
P

| %=

.,I




O '(;p

PoCA < ; '((’Jk

Veja também: As razdes trigonométricas em angulos agudos

https://www.geogebra.org/m/gncrva68 5

O applet mostra as razoes trigonométricas do tridngulo retangulo de angulo agudos,
onde o aluno poderd sincronizar o angulo desejado e observar o valor de cada razao
em relagdo ao mesmo.

Observe algumas aplicacdes das razbes trigonométricas desses angulos notaveis.

Exercicio resolvido — 2

Um foguete sobe em linha reta formando um angulo de 30° com o solo. Apds uma subida de

2000m, qual a altura em que o foguete se encontra?

Resolugdo: Primeiramente ilustramos essa situacdo em desenho para facilitar o

entendimento.
Figura 3:foguete subindo

foguete
’f
2000m _-="" |
ﬂ’ I
=" | altura-h
-»=% 30° 1
solo

Fonte: autoria propria

Analisando a figura, percebemos que temos os valores do cateto aposto ao angulo e da
hipotenusa do triangulo. Dessa forma iremos aplicar a razdo seno para encontrar o valor

desejado.
cateto oposto
seno = —
hipotenusa
30° h ! h 2h 2000 - h 2000 1000
= —_—m e —_ = — = - = —=
sen 2000 2 2000 2 m

Portanto, o foguete estd a 1000m de altura.

Exercicio resolvido — 3
" Ay B . . Y T L. ..
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Um cabo de aco de 22,5m fincado ao chdo e preso no alto de uma torre, forma um angulo m——
45° com o solo, qual a distancia do ponto de fixacdo do cabo no chao até a base da torre?

Use V2 = 1,4 6
llustraremos a situacdo em desenho.

I
Figura 4: torre

22,5m
Ponto de
solo fixagdo do cabo
distancia d

Fonte: autoria propria

Como temos os valores do cateto adjacente ao angulo dado e da hipotenusa, iremos aplicar
a razao cosseno.

cateto adjacente

cosseno = -
hipotenusa
d V2 d 22,5V2 225x 1,4
COS 60 —22,5—>7_22'5—>2d—22,5\/§—>d— — = >
31,5
d= > =15,75m

Portanto, a distancia do ponto de fixacdo do cabo até a base da torre é de 15,75m.

Exercicio resolvido — 4

Um sobrado de 9m de altura possui uma escada externa para chegar até seu teto, a distancia
do pé da escada até a base do sobrado é de 3v/3m e o qual o angulo de inclinagdo da
escada?

Resolugdo:

Ailustragdo da situagao fica da seguinte forma.

Figura 5: sobrado
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3v3m

9m !

Fonte: autoria propria

Analisando a figura, temos os valores apenas dos dois catetos, dessa forma iremos aplicar
tangente, lembrando que poderemos utilizar outras razées para resolver esta questao.

cateto oposto

tangente = -
cateto adjacente

33
tgazT—wgaz?—mrz 30°

Portanto, o angulo de inclinacdo da escada é de 30°.

1.2. Relagdes entre seno, cosseno, tangente e cotangente
Veremos agora, algumas relacdes entre as razdes trigonométricas mostradas até aqui.

De acordo com o que foi estudado até agora sobre as razdes trigonométricas no tridangulo
retangulo, temos as seguintes relacdes, de acordo com o triangulo abaixo.

Figura 6: triangulo retangulo 2
A

Fonte: autoria propria

Fixando o angulo agudo a, temos:
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Veja também: As razdes trigonométricas e a relagao fundamental da
trigonometria

https://www.geogebra.org/m/GtNezwru

No link acima, o applet apresenta o comportamento das razées trigonométricas do
triangulo retangulo e da relacdo fundamental da trigonometria, a partir da
alteracdo do valor do angulo que se refere.

Veremos algumas aplicacdes das relagdes entre as razdes trigonométricas do tridngulo
retangulo.

Exercicio resolvido — 5

Determine o cosseno, a tangente e a cotangente do angulo A (lambda), quando: sen 1 = %.

Resolugao:

cateto oposto
hipotenusa

a 9, e a medida da hipotenusa é igual a 15, veja na figura:

Comoosend = , temos no triangulo, que a medida do cateto oposto é igual

A
Figura 7: triangulo retangulo 3

15

Fonte: autoria propria

Aplicando o Teorema de Pitagoras, encontramos o valor do cateto adjacente, veja:

(hipotenusa)? = (cateto oposto)? + (cateto adjacente)?
WAy B NN Y. T Y A ..
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Logo o cateto adjacente é igual a 12. @

Coma ja temos os dois catetos e a hipotenusa do tridngulo, podemos desenvolver as

razoes desejadas.

cateto adjacente 12 4

COSA = - = —==
hipotenusa 15 5

o) = catetooposto 9 3
g4 = cateto adjacente 12 4
cateto adjacente 12 4

cotgA = = — = =
cateto oposto 9 3

Exercicios propostos

1 - Obtenha o valor de seno, cosseno, tangente e cotangente do angulo 3 (beta) no triangulo

retangulo abaixo.

35
21

28

2 — Determine o valor de x em cada caso.

60 17 60°
a) x b) y
u
18V3 X
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3 — Uma escada de 9 m de comprimento esta apoiada em uma parede e forma com o solo
um angulo de 60°. Qual é a altura atingida pelo ponto mais alto da escada? Qual é a distancia

do pé da escada até a parede?

4 — Uma bola percorre 16 m ao ser solta sobre um plano inclinado que forma um angulo de

30° com o solo. Determine a altura em rela¢do ao solo, da qual a bola foi solta.

Resultados esperados:

21 28 3 4
1-senf = -5 cosB = 5 tgBp=3; cotgB =7

2-2) 18;b) 5% ) 4,5VZ; d) VB
3 —altura =7,79 m; distancia=4,5m

4-8m
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Uma introdugao a Trigonometria

Introdugao

Nessa unidade iremos estudar uma parte da trigonometria que estd ligada a varios outros
conteudos de Matematica e de outras dreas de conhecimento. O estudo de trigonometria
na circunferéncia esta presente na drea de medicina, geografia, nas telecomunicacgdes, na

fisica, na engenharia civil, na informatica e em diversas outras areas.

A trigonometria estudada na circunferéncia tem como objetivo aprimorar os
conhecimentos dos alunos na construcao de angulos e arcos na circunferéncia e medir
seus respectivos valores, enriquecer o que ja foi estudado na parte referente a localizagao
de pontos no plano cartesiano, conhecimento esse que é usado na geografia e

astronomia.

Esse conhecimento de trigonometria era muito utilizado nas grandes navegacdes para
poderem se localizar em suas viagens. Outra area que aplica constantemente o
conhecimento trigonométrico é a topografia, pois trabalha com calculos muito complexos

envolvendo principios da trigonometria.

Além disso, a trigonometria na circunferéncia é essencial para o estudo das funcdes
trigonométricas, que relacionam os valores dos angulos com os valores das razdes
trigonométricas, como seno, cosseno e tangente. Essas fun¢des sao amplamente
utilizadas em diversas dreas da ciéncia e da tecnologia, como na engenharia, fisica,

computacdo e na analise de dados.

Os conceitos de trigonometria associados a circunferéncia também sdo usados na
resolucao de problemas praticos, como na determinacdo de distancias inacessiveis entre
dois pontos, utilizando a trigonometria esférica. Esse conhecimento é fundamental na

cartografia, que é a ciéncia que estuda a representacgao grafica da superficie terrestre.

! José Carlos de Sa...... [Mestrando em Mestrado Profissional em Mateméatica — PROFMAT/SEDUC]
2 Erica Boizan Batista .... [Doutora em Matematica]
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Em resumo, a trigonometria na circunferéncia ¢ um conhecimento fundamental em
diversas areas do conhecimento, desde a geografia e a astronomia até a fisica e a
engenharia. Seu estudo permite a resolucdo de problemas praticos e tedricos complexos,

além de contribuir para o avan¢o do conhecimento cientifico e tecnolégico.

2.1. Arcos e angulos

Seja uma circunferéncia de centro O, na qual marcamos dois pontos distintos, A e B, com

isso a dividimos em duas partes, que chamamos de arcos de circunferéncia. Veja na figura 1:

Figura 1: arco AB

A
Temos o arco

AB e o arco BA

Fonte: autoria propria
Se os pontos A e B forem simétricos em relagdo ao centro da circunferéncia, o segmento AB
serd um diametro da circunferéncia, e cada um dos arcos gerados é uma semicircunferéncia

ou um arco de meia volta, como mostra a figura 2:

Figura 2: arco de meia volta

Fonte: autoria propria
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Se os pontos coincidirem serdo gerados dois arcos, um arco de uma volta e o outro um arco —

nulo. 3

Figura 3: arco de uma volta Figura 4: arco nulo

A=B

Fonte: autoria propria

Observando as figuras anteriores, percebemos que a todo arco AB corresponde um angulo

central, ou seja, um angulo cujo vértice é o centro da circunferéncia.

Figura 5: angulo central

AOB é o angulo central
correspondente ao arco AB, e
ambos possuem a mesma
medida.

Fonte: autoria propria

OBS: O angulo AOB mede 60°, podemos dizer que o arco AB também mede 60°, pois a

medida angular de um arco é igual a medida do angulo central correspondente.

Veja também: Angulo central e arco correspondente
https://www.geogebra.org/m/tqnxkfcx

A animagdo mostra que um angulo central tem mesma medida que seu arco correspondente,
na circunferéncia.
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Em se tratando de medida de um arco, adotamos o grau (°) ou radianos (rad) como sendo as

unidades de medidas aplicadas. Dessa forma, temos: @;L

. . . . 1 . A
e 1 grau é equivalente a medida um arco igual a 360 da circunferéncia dada;

e 1 radiano é equivalente a medida de um arco cujo comprimento é igual a medida

do raio da circunferéncia dada.

Figura 6: medida linear do arco

A'B é a medida do

comprimento do arco AB e

A igual a medida do raio da

/\ circunferéncia, por isso o

angulo central e o arco

correspondente  medem 1
rad.

Fonte: autoria propria

Diante dessa definicdo de radianos podemos determinar a medida de um arco em radianos,

com a seguinte expressao:

) comprimento do arco (¥)
medida do arco emrad (a) =

medida do raio da circunferéncia (r)

Veja também: Surgimento da unidade radianos
https://www.geogebra.org/m/ISB4f3MY

O applet mostra a relagdo que gerou a unidade de medida em radianos.

Veja no exemplo a seguir a aplicagdao dessa expressao:

Exercicio resolvido - 1
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Dada uma circunferéncia de raio 2,5 cm, tomando-se um arco AB de comprimento igual g "=—
7,5 cm. Qual a medida desse arco em radianos? 5

Figura 7: circunferéncia 1

£= 75cm

Fonte: autoria propria

Resolugdo:

Portanto, a medida desse arco em radianos é 3 rad.

Em se tratando de medidas de arcos em graus e radianos, em alguns casos precisamos fazer
a conversdo de uma unidade para outra, para isso precisamos aplicar a expressdo € = 2mr,
que nos dd o comprimento C da circunferéncia em funcdo do de seu raio r, e T que é um
numero irracional com valor de, aproximadamente, 3,14159265...

Com base na definicdo de radianos iremos determinar a medida do arco de uma volta em
radianos, ou seja, o comprimento de uma circunferéncia em radianos. Desta forma, iremos

dividir o comprimento da circunferéncia pela medida de seu raio, obtendo:

? 2nr
a=-->a=—=2nrad
r r

Com isso concluimos que um arco de uma volta (360°) equivale a 2w rad, de imediato
percebemos que um arco de meia volta (180°) equivale a mrad, assim a expressao:
180° ---------- 7t rad serd aplicada para a conversdo de unidades de medidas de arcos. Veja

os exemplos abaixo:

BV AW ol WU .\ R A, T
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Exercicio resolvido — 2 —
Um arco mede 45°. Quanto mede esse arco em radianos? @
Resolugao:
Aplicaremos a expressdo 180° ---------- 1 rad e estabelecemos a regra de trés simples:

Trad — — — — — — — — — — — — — 180° mrad. 45° /4

{x ______________ 450 T X = Tgge T X =yxrad

Portanto, 45° equivale a % rad.

Exercicio resolvido — 3

. A . A 3n . A
Dada uma circunferéncia, seu angulo central mede - rad. Qual a medida desse angulo em

graus?

Resolugao:

Aplicaremos a expressao 180° ---------- 1 rad e estabelecemos a regra de trés simples:
nrad ————180° 3?11 rad . 180° 3w rad.36°
3 - x = > x =—7— - x = 108°
?rad————x T rad mrad

Portanto, 3?71 rad equivale a 108°.

Exercicio resolvido — 4

Um arco mede 2 radianos. Quanto mede esse arco em graus?

Resolugao:

Primeiramente, observamos que a medida do arco é um nimero real, dessa forma, temos

por definicdo que m rad = 3,14 rad, aproximadamente, sendo assim: 3,14 rad ---- 180°.

Agora iremos aplicar a regra de trés simples:

_____ ° 2rad. 180° 2.180°
{ 3,14rad 180 N _ _ - x = 114-,60

2rad — — — — — — X T T314rad . T 314

Portanto, 2 rad equivale a 114, 6°.

BV AW ol WU .\ R A, T
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2.1. Ciclo ou circunferéncia trigonométrica

Definiremos o ciclo ou circunferéncia trigonométrica da seguinte forma. Consideramos dois 7
eixos cartesianos orientados, (horizontal para a direita) e (vertical para cima),
perpendiculares no ponto O, seu sentido positivo é o anti-horario e o sentido negativo é o

horario.

Na circunferéncia trigonométrica definida, consideramos o centro O com coordenadas (0;0),

origem dos arcos no ponto A(1;0) e seu raio unitario, ou seja, com medida igual a 1.

O ciclo foi dividido em quatro partes iguais que chamamos de quadrantes, como mostra a

figura 8:

Figura 8: quadrantes

-

raioiguala 1l

Fonte: autoria propria

. T 3n .
Os quadrantes possuem extremidades: 0, oM e 2, como mostra a figura 9.

Figura 9:
extremidades no ciclo
Ya E YA_3_T[
2 / 2
i 0 - -2
0 2m X 0 0 x
\ 3n T
2

Fonte: autoria propria
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© D E-{-frﬂ-.\



AR O=7 A QNS N
g 4=
X AR

Veja também: Circunferéncia trigonométrica
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https://www.geogebra.org/m/bxvwe78y

A animacdo apresenta o ciclo trigonométrico e a localizagcdo e dos arcos notaveis e seus
correspondentes, como também o valor de arco em graus e radianos.

Vejamos alguns exemplos:
Exercicio resolvido - 5

. . T 2T 4T
Marque 0s pontos correspondentes a0S numeros reais 0, E'_

7T . A~ .
,— e — na circunferéncia
373 4

trigonométrica.

Resolugdo:

e . . . L. Figura 10: circunferéncia 1
De inicio iremos construir o ciclo trlgonometrlco.

A
2m
= 0 tem seu lugar na origem dos arcos; T
= Os valores em radianos iremos converter 5
para graus, a fim de facilitar sua 0
localizagdo no ciclo trigonométrico. Use a
expressdo: 180° — — — — — T rad
7
4 Tn
3
Fonte: autoria propria
180° == === —— T rad 180°. % rad 36°. mrad
n - Xx = - x = = 36°
x————————grad wrad wrad
180° — — — — — — d o 2T
mra 180°. - rad 60°. 2 rad
2m - x = - x = ———— = 120°
X —— = === 3 rad T rad mrad
180° — — — — — — d o Am
nra 180°. - rad 60°. 4m rad
A - x = - x = ————— = 240°
X ——— === 3 rad mrad mrad

BV AW ol WU .\ R A, T
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Exercicio resolvido — 6

, . T 31 7m 5w 7
Dados os pontos correspondentes aos numeros reais: 1, 3 V3, = 33
ur U 2m L2 o 7T agrupe-os por quadrante
15 ) 6 ) 12 ) 5I 3 ) 3 4’ g p p q .
Resolugdo:

Para resolver esse exemplo, temos que nos nortear pelas extremidades do ciclo
. P . T 3T , ~ ~
trigonométrico, em radianos temos os valores 0, T e 21, se 0s numeros nao estao

em radianos, temos por base que m = 3,14 e 2m = 6,28, (= quer dizer, aproximadamente).

OBS: Os valores em radianos iremos converter para graus, a fim de facilitar sua localizagdo no ciclo

trigonométrico. Use a expressao: 180° — — — — — T rad.
{180° ——————————— 3,14 rad 180°. 1rad 180° _ o 56
- = —— = =
X —— — 1rad x 3,14rad x 3,14 '
180° - —— —— — — — — — T rad 180°. %rad 60°. wrad
T sy =—— 3 L y=2 T 6
x———————————ETCld T rad wrad
180° — — — — — — T rad 180°. %Tn rad 45°. 3w rad
3 ->x = - X = = 135°
X ———— —— — T rad T rad wrad
V3 = 1,73
180° — — — — — — 3,14 rad _ 180°. 1,73 rad R
{x _______ 1,73rad ~* =~ 3,14rad I Y VI
180° - —————— nrad 180°. '%T rad 30°. 7w rad
7T - x = > X = — = 210°
X ————— — — ? rad T rad T rad

BV AW ol WU .\ R A, T
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180°— — — — — — —
X ——————= —— rad
7 _ 2,333
3 - )
180° — — — — — — 3,14 rad 180°. 2,33 rad 419,4° .
{x ——————— 2,33rad T 7 314rad X T 314 T 133,57
o ° 14
180° = = —— — - wrad 180°. ¢ rad 12° . 147 rad
14 > x = - x = = 168°
X —— === — rad T rad T rad
15
180° — — — — wrad o (- Um
mra 180 '(_T) rad 30°. (—11)m rad
11nm -S> x = -5 x = = —-330°
X —— (— T) rad mrad T rad
180°— — — — — — nrad 180° 23n d °
12 ra 15°.23mw rad
23m - x = > x = = 345°
X ————= — rad T rad T rad
12
Esses outros ja foram feitos na questdo anterior, assim:
T 36° on _ 120° i _ 240° m_ 315°
5 T 3 ’ 3 ’ 4
Agora, iremos agrupar por quadrante:
T T 11T
0 =51 5 (=)
00 = , 2m, 7, 3m, 4w
22Q = V3; 3’3 4’ 15
7T 4T
Q=73
5t 7m 231
ve=3T 0
OBS: temos no exemplo resolvido 6, um valor negativo (— 117“), para localizarmos esse nimero

na circunferéncia, precisamos identificar o angulo positivo correspondente ao valor que

temos, procedemos da seguinte forma:

BV AW ol WU .\ R A, T
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Se o valor em graus for maior que - 360°, que é o caso de -330°, subtraimos esse valor de

360° obtendo: 360° - 330°= 30°, logo 30° é o angulo positivo correspondente a -330°. 1 1
Portanto, (— 11?”) estd no 12 quadrante.

Se o valor for menor que - 360°, dividimos por 360° e o resto somamos a 360°, veja:

(_ 1.2_”) = (— 1 ';800) = —576° = 360° = 1 eresto 216°, entdo fazemos

- —216° +360° = 144°

Logo, (— an) estd no 22 quadrante.

Veja também: Localizacao de arcos por quadrantes
https://www.geogebra.org/m/VvQYVxcK

O applet mostra a localizagao dos arcos em cada quadrante, respectivamente, e o valor
de cada angulo a seu correspondente no 1° quadrante.

2.2. RazdGes trigonométricas na circunferéncia

Nesta unidade iremos estender o conceito das razdes trigonométricas ja vistas (seno,
cosseno e tangente) para um numero real B, 0 < 3 < 2m, visto que iremos trabalhar na

circunferéncia e ainda acrescentaremos as razdes cotangente, secante e cossecante.

Veja na figura abaixo os eixos das razOes seno, cosseno, tangente e cotangente e suas
respectivas medidas na circunferéncia trigonométrica.

Figura 11. eixos do seno, cosseno, tangente e cotangente

B

Fonte: autoria propria
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Seno - seja 8 a medida de um arco na circunferéncia trigonométrica, de extremidade P.

Definimos o seno de B como sendo a ordenada do ponto P. 12
sen § = ordenada de P.

Cosseno - seja B a medida de um arco na circunferéncia trigonométrica, de extremidade P.

Definimos o cosseno de B como sendo a abscissa do ponto P.
cos [ = abscissa de P.

Vejamos na figura a seguir o seno e o cosseno na circunferéncia trigonométrica:

Figura 12: seno e cosseno

sen f3

cos fB
Figura 13: sinais do seno Figura 14: sinais do cosseno
A
g \ - )
- j _ +

Fonte: autoria propria

Em se tratando de trigonometria, chamamos o eixo y (ordenadas) de eixo dos senos e o eixo
X (abscissas) de eixo dos cossenos.

Exercicio resolvido - 7
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Determine os valores de seno e cosseno das extremidades dos quadrantes

T 31T . A . . sy .
(0; ST e 21), da circunferéncia trigonométrica. 13

Resolugao: .
Figura 15: seno Figura 16: cosseno
Vs

n s
1‘l2 2

2T

1 3 Fonte: autoria prépria 37T
2 2

Iremos resumir os valores de seno e cosseno numa tabela, veja:

Tabela 1: seno e cosseno dos arcos notaveis

|
Arcos 0 — | 3—“ 2T
2 2
Sen 0 1 0 -1 0
Cos 1 0 -1 0 1

Fonte: autoria propria
OBS: Analisando os valores de seno e cosseno percebemos que variam no intervalo
[—1; 1], pois vale lembrar que o raio da circunferéncia trigonométrica é igual a 1, logo:
-1 <sen<l1le—-1<cos <1

Seno e cosseno de arcos congruos ou correspondentes aos angulos notaveis

Seja P a extremidade de um arco 3 do primeiro quadrante, temos:
» Piaextremidade do simétrico de P em relagdo ao eixo Oy;
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» P,aextremidade do simétrico de P em relagdo ao centro O;
= P3aextremidade do simétrico de P em relacdo ao eixo Ox;

Para reduzirmos os arcos cOngruos ao primeiro quadrante, aplicamos as seguintes
expressoes:
» Se o0 arco estiver no 2°Q usamos a expressao: - f3;

= Se o0 arco estiver no 3°Q usamos a expressao: & + f;

= Se o0 arco estiver no 4°Q usamos a expressao: 21 - ;

Exercicio resolvido — 8

21
Obtenha o seno e o cosseno do arco 5

Resolugdo:
Inicialmente iremos analisar a localizacdo da extremidade do arco, para isso iremos
converter para graus.

180° - — — — — — — — T rad 180°. 2?7.[ rad 60°.2 Trad

= - X =
X —————— —— — rad T rad T rad

= 120°

Usaremos a expressdo i — 3.

. . [ . . .
Assim a extremidade do arco encontra-se no 2°Q, faltando 60°ou 3 para atingir , ou seja,

T =1 T logo:
3_ 31 g

27'[_ T 60°—\/§ 27t_ T 60° =
sen3 —sen3—sen = eocos3 —cosg— cos = -3

OBS: O cosseno no 2° Q é negativo.

Exercicio resolvido — 9
51
Obtenha o seno e o cosseno do arco e

Resolugao:

BV AW ol WU .\ R A, T
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Inicialmente iremos analisar a localizacdo da extremidade do arco, para isso iremos

converter para graus. 15
180°———————~ r rad 180°. °F rad 45°.57 rad
ST - X = - x = = 225°
X ———————— e rad T rad mrad

Usaremos a expressdo  + f5.

. . ° ° s .
Assim a extremidade do arco encontra-se no 3°Q, passando 45 ou—, de , ou seja,

51T T

T—n+z,logo.

Sn_ T 450 = V2 571'_ T 450 = V2
sen4 —sen4— sen = > eocos4 —cos4— cos = >

OBS: O seno e o cosseno no 3° Q sao negativos.

Exercicio resolvido — 10
11w
Obtenha o seno e o cosseno do arco —~

Resolugdo:
Inicialmente iremos analisar a localizagdo da extremidade do arco, para isso iremos
converter para graus.

180° — — — — — — — mrad 180°. & rad 30°.11 wrad

117 _ 6 _
X ——————— — rad -X T rad - X T rad

= 330°

Usaremos a expressdo 2w — f.
. . V1 . .
Assim a extremidade do arco encontra-se no 4°Q, faltando 30°ou < para atingir de 2m, ou
. 11w s
seja, — = 2m — p logo:

1171_ T 30° = 1 1177,'_ T 30° =
sen g —sen6— sen = 2eocos G —cos6—cos =

OBS: O seno no 4° Q é negativo.

Tangente - seja 3 a medida de um arco na circunferéncia trigonométrica, de extremidade P
e seja T o ponto em que a reta que passa pelo centro O, por P e intercepta o eixo Z (eixo das

tangentes), tangente a circunferéncia em A.

BV AW ol WU .\ R A, T
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Definimos a tangente de B como sendo a medida do segmento AT.

Denotamos por: tg 8 = AT.

Cotangente — seja B a medida de um arco na circunferéncia trigonométrica, de extremidade
P e seja D o ponto em que a reta que passa pelo centro O, por P e intercepta o eixo W (eixo

das cotangentes) tangente a circunferéncia em B.

Definimos a cotangente de B como sendo a medida do segmento BD.

Denotamos por: cotg 8 = BD.

Vejamos na figura a seguir a tangente e a cotangente na circunferéncia trigonométrica:

Figura 17: tangente e cotangente

cotgfp <0 cotgf >0

Z

-
/ tgf >0

W
X

/> tgf <0

TI

Figura 18: sinal da tangente Figura 19: sinal da cotangente

A A

= N
"

Fonte: autoria propria
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https://www.geogebra.org/m/jz77nwsw

angulo escolhido.

Veja também: As razoes seno, cosseno e tangente na circunferéncia trigonométrica

A animagdo mostra o comportamento do seno, do cosseno e da tangente na
circunferéncia trigonométrica ao mesmo tempo e em cada quadrante em relacdo ao

Exercicio resolvido — 11

Determine os valores da tangente e cotangente das extremidades dos quadrantes

T 31 . A . . sy e
(0; smM—e 21), da circunferéncia trigonométrica.

Resolugdo:

Figura 20: tangente Figura 21: cotangente

T
“2 A 45
“/\O T[ 0‘
!)2 ) | .
3 3n
2 2
Fonte: autoria prépria
Iremos resumir os valores da tangente e cotangente numa tabela, veja:
Tabela 2: tangente e cotangente dos arcos notdveis
T 3n
arcos 0 — T —_— 2T
2 2
Tg 0 A 0 A 0
cotg A 0 2 0 A
Fonte: autoria propria
.

BV AW il WU\ R A T,



https://www.geogebra.org/m/jz77nwsw

PoCA

Paoital o Lirscs Abertos

Exercicio resolvido - 12

Sendo x = 45°, obtenha o valor da expressao:

_ tg(x) — cos(3x) + sen(2x) + cotg(2x)

Resolugado:

cotg(x) — tg(3x) + cos(x)

Inicialmente iremos substituir os respectivos valores de x.

_ tg45° — cos135° + sen90° + cotg90°

cotg45° — tg135° + cos45°

Agora, calculamos separadamente cada valor:

tg45° =1 ;

cos 135° = — cos 45° = —7;

sen90° = 1;

1- (-1 + %

interse¢cdo com o eixo dos cossenos.

Denotado por: sec 8 = OV.

interse¢ao com o eixo dos senos.

Denotado por: cotg 8 = 0U.

cotg 45°
tg 135° =

cos 45° =

V2

1+ 5 +1 2+

5=

2
1+1+7

Secante — Seja uma reta r tangente a circunferéncia em P, tomamos o ponto V sua

Definimos a secante de p como sendo a medida do segmento OV.

Cossecante — Seja uma reta t tangente a circunferéncia em P, tomamos o ponto U sua

Definimos a cotangente de B como sendo a medida do segmento OU.

BV AW ol WU .\ R A, T
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Veja também: As seis razées trigonométricas estudadas na circunferéncia
https://www.geogebra.org/m/ca7jftnh

https://www.geogebra.org/m/gcnxgh8e

cotangente, secante e cotangente na circunferéncia com suas particularidades.

Temos dois applets que mostram de forma interativa as razdes seno, cosseno, tangente,

19

Figura 23: secante positiva

Figura 22: secante positiva

4 secB <0

\ B
\A
j
B’

A’
secB >0
Fonte: autoria propria
Figura 24: cossecante positiva Figura 25: cossecante positiva
cossecBB >0 U cossecB <0

4
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Figura 26: sinal da secante Figura 27: sinal da cossecante
\ r 3

Fonte: autoria propria

an

2.3. Relag6es fundamentais

Definimos a razdes trigonométricas na circunferéncia trigonométrica no intervalo [0, 2],

agora, iremos mostrar algumas rela¢des fundamentais que existem entre elas.

.  sen’f + cos*B = 1,paratodo B real,p € [0,2m].
I tgp = %,pam todo Breal,B € [0,2n] e & E, 37” .
. cotg B = %,paru todo Breal,B € [0,2n] e & [0,m, 2m].
IV. secf = ﬁ,pam todo Breal,B € [0,2n] e & E, 37" .
V. cossecfB = ﬁ,para todo B real,B € [0,2n]eB ¢ [0,m, 2m].

Vi. Paratodo fBreal,f € [0,2n]ef € [O, g,n, 3;",271], temos as seguintes

relacdes:

1
a. cotgp = oy

b. tg*’B +1 = sec’p

c. 1+ cotg?pB = cossec’f

BV AW ol WU .\ R A, T
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Exercicio resolvido — 13

Aplicando as rela¢des fundamentais da trigonometria, simplifique a expressao:
1 —senx - cosx -tgx

Resolugado:

De imediato podemos substituir tg x por %, assim:

1 —senx -cosx "tgx =

senx
1 — senx -cosx - =
coS X

1 — senx -senx =
1 — sen®x
Aplicando a relagdo fundamental: sen? x + cos*x = 1, temos que:

1 — sen’x = cos*x

Exercicios propostos

1 - Expresse os valores abaixo em graus:

a) Zrad b) *Z rad c)1,5rad d) DT rad
9 2 12

2 — Expresse os valores abaixo em radianos:

a) 25° b) 90° c) 330° d) 75°

Ay W el W . Y BV A U, ™ ——
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3 - Construa a circunferéncia trigonométrica e marque os pontos correspondentes aos m—

. . 5 mw 11m 357
numeros reals: —; —; —, —.
8 10 9 18

) )

4 — De acordo com as limitacdes de cada quadrante na circunferéncia trigonométrica, agrupe

7TL’_ 21w

’ . 3T 9m 14 21
(O pontos correspondentes a0Ss humeros reals:E; ?; \/i; \/g; T; T; s’ 18"

5 — Expresse o valor de cada expressao abaixo:

T 51 1
a) 3-sen; -2 sen——+ - -senm

2 3 3 51 6 7T
- +C0S — + —+C0S — — ='(C0S —
3 2 5 3 7 6

b) —
51 7T 31
c)tg;—tg;—cos;

d) tg 7?” + cotg g

, T T T T
6 — Qual é o valor de (cossec < + sen E) (sen S — sec E) ?

Resultados esperados:
1-2a) 20°; b) 450°; c) 86°; d) 225°

5 11 5
2-a)>=;b) % 0) == d) =

51 b1 11w 35m
3- Y Il quadrante; m | quadrante; > Ill quadrante; Y IV quadrante

4—IQ:?1’—7;;\/7 IIQ:\/§;%T IIIQ:% IVQ:%”;HTH; %;

5—a)3+\/§;b)%§;d—ﬁ—§—\/§;d)¥

6_&—8%—2@—4
4
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Uma introdug3o a Trigonometria® 2 3 —

Fungdes trigonométricas

Fungio seno

Chama-se fungao seno a fungdo definida f: R — R, que associa a cada ndmero real x.
0 seu seno, isto é, f(x) = senx.
Propriedades da fungdo seno:
a. Osinal da fungdo seno é positivo se x pertencer ao 1° ou ao 2° quadrantes;
b. O sinal da funcdo seno é negativo se x pertencer ao 3° ou ao 4° quadrantes;
c. A funcdo seno é crescente no 1° Q, pois, a medida que x aumenta, os valores de sen
x também aumenta, no intervalo [0,1];
d. A funcdo seno é decrescente no 2°Q e no 3°Q, pois, a medida que x aumenta, os

valores de sen x diminuem, no intervalo de [1, —1];

e. A funcdo seno é crescente no 4°Q, pois, a medida que x aumenta, os valores de

sen x também aumentam, no intervalo [—1, 0];

f. A funcdo seno é periddica de periodo 2, ou seja, a funcdo se repete periodicamente

de 2w em 2m;

g. O dominio da funcdo seno é R;

h. Aimagem da fungdo seno é Im(x) = [—1,1];

i. Afunc¢do seno é impar, pois paratodo x € R, sen(—x) = — senx.

! José Carlos de Sa...... [Mestrando em Mestrado Profissional em Matematica — PROFMAT/SEDUC]
2 Erica Boizan Batista .... [Doutora em Matematica]
3 Valdinés Leite de Sousa Junior ... [Doutor em Matematica]

¥ el W Y. T A A .. ———
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Grafico da fungdo seno

Para construir o grafico da fun¢do seno, f(x) = senx que chamamos de senoide, 2
associamos cada valor de x a seu respectivo valor sen x, vejamos na tabela a seguir:

Para os valores de f(x) = sen x, atribuimos os valores dos extremos dos quadrantes.

Tabela 1: pares ordenados da fungdo y = sen x

_ Y Grafico 1: grafico da fungdo y = sen x

0 0 L
T .
2 v) = sen(z) T[
2
I1 0
PPN
3n -1
2
2T 0
Fonte: autoria propria

Exercicio resolvido - 1

Construa o gréfico da fungdo f: R — R, definida por f(x) = 3 sen x.

Resolugdo:

Para construir o grafico de uma funcao com esta, podemos fazer uma tabela em trés passos:
1 — Atribuir valores convenientes para X, sendo eles as extremidades dos quadrantes;

2 — Associamos a x os correspondentes valores de sen x;

3 — Fazemos o produto sen x por 3 a fim de obter a imagem correspondente a cada x.

Tabela 2: pares ordenados da fun¢do y = 3. Sen x

¥ el W Y. T A A .. ———
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> -
I n 0 T 0 3.0=0
3 3
°T g 3m 1| 3.(1)=-3
2 2 2
0
2m 2T 2T 0 3.0=0

onte: autoria propria

OBS: Perceba que a imagem da funcdo foi multiplicada por 3, passando a se tornar [—3, 3];

y
3’ ...................... .

Grafico 2: grafico da fungdo y = 3. sen x
i
i2

0

(o) = 3 seni(x)
FC

Fonte: autoria propria

Fung¢ao cosseno

Chama-se fungao cosseno a fun¢do definida f: R = R, que associa a cada numero real x o

seu cosseno, isto &, f(x) = cos x.
Propriedades da fungao cosseno:

a. Osinal da funcdo cosseno é positivo se x pertencer ao 1° ou ao 4° quadrantes;

b. O sinal da fungdo cosseno é negativo se x pertencer ao 2° ou ao 3° quadrantes;

¥ el W Y. T A A .. ———
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c. Afuncdo cosseno é decrescente no 1°Q e no 2°Q, pois, os valores de cos x diminuem m——

de 1 até -1 a medida que x aumenta; @}

d. A fungdo cosseno é crescente no 3°Q e no 4°Q, pois, os valores de cos x aumentam

de -1 até 1 a medida que x aumenta;

e. A funcdo cosseno é periddica de periodo 2m, ou seja, a funcdo se repete

periodicamente de 2 em 21;
f. O dominio da funcao cosseno é R;
g. Aimagem da fungdo cosseno é Im(x) = [—1,1];

h. A fungdo cosseno é par, pois paratodo x € R, cos (—x) = cos x.

Grafico da fung¢ao cosseno

De acordo com as propriedades vistas, iremos construir o grafico da fungdo cosseno, f(x) =

cos x seguindo 0s mesmos passos para a construcao do grafico da senoide.

Tabela 3: pares ordenados da fungdo y = cos x

Grafico 3: grafico da fungdo y = cos x

31 0
2
2m 1 Fonte: autoria propria

¥ el W Y. T A A .. ———
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Exercicio resolvido — 2 5

Construa o gréfico da fungdo f: R — R, definida por f(x) = 3 cos x + 1.
Resolugado:

Para construir o grafico desta funcdo iremos seguir os mesmos passos usados no exercicio
resolvido 2.

Tabela 4: pares ordenados da fungdoy =3.cosx+ 1

0 0 1 0 1 | 3.(1)+1=4
T T T
> 5> |0 5 0 | 3.(00+1=1
— -

m -1 T -1 3.(-1)+1==-2
3 3
°T S 3m 0 | 3.(00+1=1
2 2 2
2T 21 1 2T 1 3.(1)+1=4

Fonte: autoria propria

OBS: Perceba que multiplicamos a imagem por 3 e somamos 1, passando a se tornar [—2, 4];

Gréfico 4: grafico da fungdoy=3.cosx+1

Fonte: autoria propria

¥ el W Y. T A A .. ———
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Veja também: Fung¢ao seno e cosseno com seus graficos

https://www.geogebra.org/m/yrhmcbjs 6

O applet apresenta o comportamento das fungdes seno e cosseno no circulo trigonométrico
em consonancia com a construgdo seus graficos.

Fungio tangente

Chama-se fungao tangente a fun¢do definida f: D — R, que associa a cada numero real x,

X # % + km, asuatangente,isto é, f(x) = tg x.

Propriedades da fungdo tangente:

a. Osinal da funcdo tangente é positivo se x pertencer ao 1° ou ao 3° quadrantes;
b. O sinal da funcdo tangente é negativo se x pertencer ao 2° ou ao 4° quadrantes;

c. A funcdo tangente é periddica de periodo m, ou seja, a funcdo se repete

periodicamente de w em T;
d. O dominio da fungdo tangenteéD = {x € R|x ig + km, k € Z};

e. Aimagem da fungdo tangente é Im(x) = R.
Grafico da fungdo tangente

De acordo com as propriedades vistas, iremos construir o grafico da funcdo tangente,

f(x) = tg x seguindo os mesmos passos para a construgdo do grafico das outras fungdes.

Tabela 5: pares ordenados da fungdo y = tg x

¥ el W Y. T A A .. ———
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Grafico 5: gréfico da fungdo y = tg x

‘l'[ 3T
) = tglo) {5 n ey 2
: : X
3n A : :

Fonte: autoria propria

Exercicio resolvido — 3

Determine o dominio da func¢do f(x) = tg (Zx - %)

Resolugdo:

De acordo com as propriedades da fungdo tangente, o dominio de f(x) =tgx é

D = {xe R|x ¢§+ km, keZ},assim:

Df)=2x = # -~ +knr - 2x# _+T+kr -

km 51 km
- X#*F =+ —

T3 12 2

N|0\|§|1

- 2x¢5?n+k7r - X #

Logo 0 D(f) ={X ER|x =+ i—z + %,kez}.

Veja também: Fungao tangente e grafico
https://www.geogebra.org/m/NReJCURn

A animagdo apresenta o comportamento da fungao na circunferéncia e ao mesmo tempo
a construcdo do seu grafico, de forma bem interativa, onde podemos observar os angulos.

Fungao cotangente

¥ el W Y. T A A .. ———

O ufezem



https://www.geogebra.org/m/NReJCURn

)oCA

tal e Cuvsos Albertos

Chama-se fungao cotangente a fungdo definida f: D — R, que associa a cada nimero real x, m—

x # km, asua cotangente, isto é, f(x) = cotg x.
Propriedades da funcdo cotangente:

a. Afungdo cotangente é sempre decrescente, exceto onde ela ndo esta definida;

b. A funcdo cotangente é periddica de periodo m, ou seja, a funcdo se repete

periodicamente de T em 1;
c. O dominio dafungdo cotangenteéD = {x € R|x # km, k € Z};

d. Aimagem da fun¢do cotangente é Im(x) = R;

Grafico da fungdo cotangente

De acordo com as propriedades vistas, iremos construir o grafico da funcdo cotangente,

f(x) = cotg x seguindo os mesmos passos para a construcdo do grafico das outras fungdes.

Tabela 6: pares ordenados da fungdo y = cotg x
Gréfico 6: grafico da fungdo y = cotg x

0 2 |
n 0 S
P 0 : 2T
Px
]| A 1
3m 0 T
2
21 A
Fonte: autoria propria

¥ el W Y. T A A .. ———
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Exercicio resolvido — 4 9

Determine o dominio da fungdo f(x) = cotg 3x.
Resolugado:

De acordo com as propriedades da fung¢do cotangente, o dominio de f(x) = cotg x é
D ={X € R|x # km,k € Z}, assim:

D(f)=3x+# knr - x # =

Logoo D(f) = {x ER|x# %,kEZ}.

Veja também: Fungdo cotangente e grafico
https://www.geogebra.org/m/FhSRNJQW

O applet apresenta o comportamento da fungao cotangente na circunferéncia e como se
da a construcdo do seu grafico.

Funcao secante

Chama-se fung¢do secante a fungdo definida f: D — R, que associa a cada nimero real x,

Y . s,
x# -~ + km, asuasecante, isto é, f(x) = sec x.

Propriedades da fungdo secante:

a. A funcdo secante é crescente no 1° e no 2° quadrantes e decrescente no 3° e no 4°

guadrantes;

b. A fun¢do secante é periddica de periodo 21, ou seja, a fungao se repete

periodicamente de 21 em 2m;
c. O dominio da fungdo secanteéD = {x € R|x # % + km, k€ Z};

d. Aimagem dafungdosecanteéIm(x) ={X € R|y< —louy > 1}
Vel W Y B A .. "W
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Grafico da fungdo secante

10

De acordo com as propriedades vistas, iremos construir o grafico da funcdo secante,

f(x) = sec x seguindo os mesmos passos para a construgdo do gréafico das outras fungdes.

Tabela 7: pares ordenados da fungdo y = sec x
Graéfico 7: grafico da fungdo y = sec x

Fonte: autoria propria

Veja também: Fung¢ao secante e grafico
https://www.geogebra.org/m/b3qfz66a

O applet apresenta a construgdo do grafico da fungdo secante, evidenciando as restri¢ées
da funcgdo, ou seja, mostrando onde a fungdo nao esta definida.

Func¢ao cossecante

Chama-se fungdo cossecante a fungdo definida f: D — R, que associa a cada numero real x,

x # km, asua cossecante, isto é, f(x) = cossec x.
Propriedades da fung¢ao cossecante:

a. A fungdo cossecante é crescente no 2° e no 3° quadrantes e decrescente no 1° e no

4° quadrantes;

¥ el W Y. T A A .. ———
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b. A funcdo cossecante é periddica de periodo 2m, ou seja, a funcdo se repete m—

periodicamente de 21 em 2T; 11
c. O dominio dafungdo cossecanteé D = {x € R|x # km, k € Z};

d. Aimagem da fungdo cossecante é Im(x) ={x € R|y< —1louy =>1}.

Grafico da fungdo secante

De acordo com as propriedades vistas, iremos construir o grafico da fung¢do cossecante,

f(x) = cossec x seguindo 0os mesmos passos para a constru¢do do grafico das outras

funcdes.

Tabela 8: pares ordenados da fungdo y = cossec x

Gréfico 8: grafico da fungdo y = cossec x

2
1 A 0 : X
31 1
2
2T 2

Fonte: autoria propria

Veja também: Fungao cossecante e seu grafico
https://www.geogebra.org/m/zrqr5yf4

O applet mostra o comportamento do grafico da fun¢do cossecante, deixando bem claro
onde ela ndo esta definida, sendo bem explicitado na construgao do grafico.

¥ el W Y. T A A .. ———
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Exercicios propostos

1 - Construa o grafico das fungdes a seguir:
a) f(x) = 2.senx

b) g(x) = 4.cosx

2 — Determine o dominio de cada funcdo abaixo:
a)f(x) = tg (x + g)

b) g(x) = cotg (x - 2?”)

c) h(x) = sec2x

d) i(x) = cossec (x + ‘%ﬂ)

Resultados esperados:

1-3)

I | 2 [ \7
L4
2

2 -

a)x¢§+k7t; b)x;tz?”+kn;c)x¢%+k7n;d)x¢2?n+k7r

¥ el W Y. T A A .. ———
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TOPICOS

@ Razoes trigonométricas do triangulo retadngulo
@ Relagdes entre seno, cosseno, tangente e cotangente

@ Seno, cosseno, tangente e cotangente de angulos complementares

© Razées trigonométricas especiais
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Fonte:o autor

Se os angulos agudos dos triangulos forem ordenadamente
congruentes, os triangulos serdo semelhantes, tendo portanto, lados

proporcionais. Sendo assim, podemos deduzir que :

ﬂ=ﬁ a-:&
a c - Ccq c (I)
hoa Lkt
1
a_ b, 4_a ® 50
a"o e (D PoCA o (B

As igualdades (I), (Il) e (lll) mostram que a raz&do entre dois lados quaisquer de um
triangulo retangulo é igual a razao entre os dois lados homdlogos de qualquer triangulo
retdngulo semelhante a ele. Em outras palavras, a razéo entre dois lados quaisquer de um
tridngulo retdngulo ndo depende do tamanho desse tridngulo, mas apenas de seus

angulos.
ang s

A A As Ar As
Fonte:o autor

Os tridngulos BA:C:, BA:.C., BAsC.... sdo todos semelhantes entre si. Assim

decorrem as chamadas razdes trigonométricas no tridngulo retingulo, que

iremos estudar a seguir. "‘JPoCA @




Razoes

Razoes

U —y S
Fixando um angulo agudo a, temos as seguintes relagdes:

Seno de um angulo agudo € a razao entre o cateto oposto

ao angulo e a hipotenusa.

O

PoCA D
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Cosseno de um angulo agudo é a razao entre o cateto

1
!

adjacente ao angulo e a hipotenusa.
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Tangente de um angulo agudo é a razao entre o cateto

oposto ao angulo e o cateto adjacente ao angulo.

Cotangente de um angulo agudo é a razao entre o cateto

adjacente ao angulo e o cateto oposto ao angulo .




/~ {7
Relagbes entre seno, cosseno, tangente e cotangente “”J‘

De acordo com o teorema de Pitagoras, temos

que “ o quadrado da hipotenusa é igual a soma

dos quadrados dos catetos” c? = a% + b? assim:

c®=(c.sena)*+ (c. cos a)?
c?2=c% sen*a +c? cos?a

c? = c%(sen? a +cos? a)

Portanto, surge a relagdo fundamental da

trigonometria:

O

,~ 7 )
Relagbes entre seno, cosseno, tangente e cotangente “}“

cos d
sen a

| Consideremos a razao

[w)
o
72}
Q

alo

= cotg a

»
@
=
Q

I
allalc
o | o

_ Cos
Portanto, cotg a = sen o ¢ Jue por

sua vez fica facil identificar que:

1
cotga=_——
e PoC @

UFSCar
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Seno, cosseno, tangente e cotangente de angulos
complementares

Temos que:
a+ [+ y=180° N a+ B=90°
y =90° o e B sio complementares

Troca @ |FO

/
Seno, cosseno, tangente e cotangente de angulos

complementares

tga = % B
®
c~ B
cotgp = — a
o
A
b C
b Fonte: o autor
tgh= <

° b
cotga = 3

Troca S%)D




Razbes trigonométricas especiais (de 30°, 45° e 60°)

Na resolucdo de calculos geométricos e

trigonométricos, utiliza — se frequentemente os

valores de seno, cosseno e tangente de 30°, 45° e
60°.

Para desenvolver as razoes trigonométricas de 30° e

Fonte:o autor

60°, consideramos um triangulo equilatero ABC, na

qual tragamos uma altura h referente ao lado AB, possui todos os

lados com medidas
iguais.

cujos os angulo agudos CeB medem 30° e 60°, AB =BC = AC

obtendo um tridangulo retdngulo BDC, reto em D,

respectivamente.

Razbes trigonométricas especiais (de 30°, 45° e 60°)

Entao, no triangulo retangulo BDC, temos: Angulo de 60°

Angulo de 30° L3
sen 60° = —=—

1
sen 30° = =—= sen 30°= =

cos 30° = =y

=
v

o3
— tg30 = 3

B> cotg30°=+3 :
Cotg 60° =Liﬁ
=




Razbes trigonométricas especiais (de 30°, 45° e 60°)

Angulo de 45° Ent&o, no triangulo retangulo, temos:
Ja as razoes trigonométricas para 45° sao obtidas a

partir do triangulo retadngulo gerado da divisdo de

sen 45° = — sen4b5°= E

um quadrado de lado L por sua diagonal d. A V2 2

diagonal de um quadrado divide o angulo reto em

V2

dois angulos de 45°.
g —  Co0s45° =

L

tg45°= ¢ p. tg45°=

cotg 45° = E C— cotg45° =1

Fonte: o autor

v/ {7
Razbes trigonométricas especiais (de 30°, 45° e 60°) “”J)

A tabela resume os valores de
cada razao trigonométrica. Sua
memorizacdo € recomendada,

uma vez que esses valores,

como ja dito, sdo frequentemente

utilizados.
PoCA Sg% 8
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Uma Introducao a Trigonometria
Revisao: Trigonometria do Tridngulo Retangulo

Resumo da apresentagao

Apresentamos uma breve revisao
relacionada as razbes trigonométricas,
relacbes entre as razdes, razdes de
angulos complementares e razdes

trigonomeétricas de angulos notaveis.
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Uma introducao a Trigonometria

Unidade 2. Trigonometria na Circunferéncia

2.1 Arcos e angulos

Professores:
José Carlos de Sa

Erica Boizan Batista

Valdinés Leite de Sousa Junior

TOPICOS

® Arcos de circunferéncia

® Medidas e comprimento de arco

@ Medidas de angulos

@ Ciclo ou circunferéncia trigonométrica
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Arcos de circunferéncia J)

Consideramos uma circunferéncia de centro O sobre a qual marcamos dois pontos

distintos, A e B. Dessa forma a circunferéncia fica dividida em duas partes, cada uma

€ chamada de arco de circunferéncia.

Analisando a figura abaixo, note que existem dois arcos determinados por A e B:
® o arco de extremidade A e B que contém o ponto X é representado por AXB.
® o arco de extremidade A e B que contém o ponto Y é representado por,@

Y - OBS: Quando ndo houver duvidas em relagéo ao arcg-ao qual

nos referimos, podemos escrever simplesmente AB para
representar o arco com extremidades A e B.

"’PoCA O] 5

B L gD |52

Fonte: o autor

Arcos de circunferéncia A,‘I”J’,)

Observe agora dois casos particulares de arcos
de circunferéncia:

- Se A e B sao simétricos em relagado ao centro
O, o segmento AB €& um diametro da
circunferéncia e cada um dos arcos determina
uma semicircunferéncia e é chamado arco de

meia volta.

N

—
O arco AB é igual ao arco BA.

B

Fonte: o autor pOCA S@D g
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Arcos de circunferéncia

'e

- No caso em que A coincidir com B, sdo determinados dois arcos.
Um dele é o arco de uma volta e o outro, o arco nulo.

A=B
A=B
Fonte: o autor

VY n . L,
Note que a todo arco AB corresponde um angulo central, isto €, um
angulo cujo vértice é o centro da circunferéncia.

A
AOB é o angulo central ;s 5~
B correspondente ao arco AB 'f 8
{ PoCA oD |52

Fonte: o autor

Medida e comprimento de arcos

A medida linear de um arco refere-se ao seu
comprimento. Quando retificamos um arco de
circunferéncia, obtemos um segmento de reta cuja medida
é igual ao comprimento do arco, que é medida em

centimetros, metros, milimetros, quildmetros etc.

B

\—/ A
Fonte: o autor A

poca & 1D

O segmento BA' é a
medida linear do arco.

Portal de Cursos Abertos



Medida e comprimento de arcos ‘-”,J‘

O comprimento C de uma circunferéncia é dado em fungao
do raio, definido por C=2mr, em que m € o numero

irracional 3,14159265... aproximadamente.

A partir dai, vamos determinar a medida do arco de uma
volta (comprimento da circunferéncia) em radianos. Para
isso, temos de dividir o seu comprimento pelo raio, obtendo:

2
C= %r= 2mrad, dessa forma o arco mede 2m rad ou

360°. Dai surge a relagao:

Medida de angulos

pOCA @

Portal de Cursos Abertos %D




Ciclo ou Circunferéncia trigonometrica - .%

= 0o centro da circunferéncia € O (0;0);

= o ponto A (1;0) é a origem dos arcos, isto
€, os arcos sdo medidos a partir de A;

Origem dos
arcos

* 0 raio da circunferéncia € igual a 1

Ciclo ou Circunferéncia trigonométrica

Os eixos cartesianos dividem a circunferéncia

trigonométrica em quatro quadrantes de

. 3
extremidades 0,%,71,7” e 2.

y y

N

NN

2 Fonte: o autor

Sentido anti-horario Sentido horario

Teoca & o




\

VP
Bf

W'
Y
AP

Ciclo ou Circunferéncia trigonométrica

;
¢

¢

A

G V)V

—

s
3
o 1
quadrante quadrante
0 0
X

30 40
quadrante quadrante

2

s

Fonte: o autor
®
Teoca @&

Uma Introdugao a Trigonometria
Trigonometria na Circunferéncia

Resumo da apresentagao

Apresentamos 0s primeiros passos
para estudo da trigonometria na
circunferéncia, com énfase no estudo
de medidas de arco e angulos e uma
breve definicho da circunferéncia

trigonomeétrica.

PoCA ©
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N

2.2 Razdes trigonométricas na circunferéncia

Professores:
José Carlos de Sa

Erica Boizan Batista

Valdinés Leite de Sousa Junior ’,

®
o

TOPICOS

@ Introdugéo

. Seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante na circunferéncia

o Relacbes fundamentais entre as razdes trigonométricas

UFSCar
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r Consideramos uma circunferéncia trigonométrica de origem A e raio OA igual a 1.

e

Para iniciar os estudos das razdes trigonométricas na circunferéncia, associaremos

ao ciclo trigonométrico quatro eixos:

= Eixo dos cossenos (x) = Eixo das tangentes (z)
direcdo: OA direcdo: paralelo a 'y por A
sentido positivo: O - A sentido positivo: mesmo sentido de y

« Eixo dos senos (Y) = Eixo das cotangentes (w)

diregao: perpendicular a x, por O diregao: paralelo a x por B

sentido positivo: 0 mesmo de x

Teocn &

Portal de Cursos Abertos. %D

sentido positivo: O - B

iUFSCar
5

Introducao

A figura abaixo mostra os eixos do seno, cosseno, tangente e

cotangente na circunferéncia trigonométrica

y z Eixo das

/"’ cotangentes
B

w
Eixo dos
senos Eixo das
_/ tangentes
A A
o X
Eixo dos

cossenos

B pOCA §©D é

Portal de Cursos Abertos

Fonte: o autor



Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

Ao estudar as razées trigonomeétricas em angulos agudos de um tridngulo reténgulo,

definimos sen a, cosaetga para0 < a < % .

Nesta unidade iremos estender o conceito de seno, cosseno e tangente para um numero

real a, com 0 < a < 2m e acrescentaremos as razdes cotangente, secante e cossecante.

Seja P um ponto da circunferéncia trigonométrica, imagem de um nimeroreal a, 0 < a <

2m.
Definimos seno de a como a ordenada do ponto P. Como na figura a seguir:

Trocr & D

sen a = med (OP)

Portal de Cursos Abertos.

Fonte: o autor

Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

2'= Se os pontos R e S estiverem no terceiro ou
quarto quadrante e suas ordenadas forem
menores que zero, 0 seno sera negativo;

Fonte: o autor

-1<sen<0

fPoCA QD §
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Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

O gréfico abaixo apresenta de forma
sintetizada o sinal de seno em cada
quadrante.

Fonte: o autor

Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia




Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

28 Se os pontos R e S estiverem no segundo
ou terceiro quadrante e suas abscissas forem

menor que zero, 0 COoSseno sera negativo;

SE— "

AN
</

0 Fonte: o autor
| -1<cos<0
Yoon @ [}5
S Y
{ pOCA D g

Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

O grafico abaixo apresenta de forma
sintetizada o sinal de cosseno em cada
quadrante.

-
\_

Fonte: o autor T’p‘)CA SED© ’ g <>



Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

tangentes (Z)

4
P
tga
o a
A’ \ A cossenos
B’ | Fonte: o autor

tg a = med (AT)

T'POCA SC%)D

;UFSCar

v/ } 7 )
“} )

2'= Se os pontos R e S estiverem no segundo
ou quarto quadrante e o ponto T abaixo de A,

Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

a tangente sera negativa;
z

Fonte: o autor

tg<0

T'POCA g[)




Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

O grafico abaixo apresenta de forma

sintetizada o sinal de tangente em cada
quadrante.

dh
NI

Fonte: o autor T Poca SQ;??D

AN

UPSCar

Seno, cosseno, tangente, cotangente,

v/ } 7 )
“} )

secante e cossecante na circunferéncia

B cotga D

0
A’\ |

Fonte: o autor B’

cotg a = med (BD)

T'POCA go




Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

2= Se os pontos R e S estiverem no segundo

ou quarto quadrante, a cotangente sera

negativa;

Fonte: o autor

cotg<0

Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

O grafico abaixo apresenta de forma
sintetizada o sinal de cotangente em cada

quadrante.

-
& _

Fonte: o autor



Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

B’ Fonte: o autor

seca = med (OV)

T'POCA go

UFSCar

\ A P
272 Se o ponto P estiver no segundo ou
terceiro quadrante, a secante sera negativa;

.

Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

N

Fonte: o autor

sec<0

T'POCA g[)




Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

O grafico abaixo apresenta de forma
sintetizada o sinal de secante em cada
quadrante.

s
"

Fonte: o autor TfPOCA @ ’

Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

cossec o

O
A A

Fonte: o autor

cosssec a = med (OU)

T'POCA go




Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

22 Se o ponto P estiver no terceiro ou quarto

quadrante, a cossecante sera negativa;

B’ Fonte: o autor

cossec <0

Seno, cosseno, tangente, cotangente,

secante e cossecante na circunferéncia

O grafico abaixo apresenta de forma

sintetizada o sinal de cossecante em cada
quadrante.

/T
\_

Fonte: o autor



Relagdes fundamentais v‘,‘%
Relagbes fundamentais v‘,‘%

Teorema 3
Para todo a real, a €[0,2T] e a ¢
{o, T, 21}, vale a relagéo:

'fPOCA go

a

Para todo « real, a € [0, 211], vale a relagéo:

'fPOCA g%

iUFSCar
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Relag¢des fundamentais

Para todo a real, a €[0,2T] e a €
{o, T, 21}, vale a relacéo:

Relacbes fundamentais
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Uma Introdugao a Trigonometria
Trigonometria na Circunferéncia

Resumo da apresentagao

Nesta  unidade, abordamos as
definicbes e relagdes entre as razoes
trigonométricas na  circunferéncia

trigonométrica.

CREDITOS

José Carlos de Sa
Graduado em Licenciatura Plena em Matematica
Graduado em Quimica

Mestrando em Matematica

Erica Boizan Batista
Graduada em Licenciatura Plena em Matematica
Mestre em Matematica

Doutora em Matematica

Valdinés Leite de Sousa Junior
Graduagao em Licenciatura Plena em Matematica
Mestre em Matematica

Doutor em Matematica

PoCA

Portal de Cursos Abertos

O

D




V\

REFERENCIAS

BEZERRA, Manoel Jairo. Matematica para o Ensino Médio
Série Parametro. Volume Unico. S&o Paulo: Scipione, 2001.

IEZZI, Gerson. Fundamentos de matematica elementar:
Trigonometria, Volume 3. S&o Paulo: 9 ed. Atual Editora, 2013.

IEZZI, Gerson; DOLCE, Osvaldo; DESENSZAJN, David;
ALMEIDA, Roberto. Matematica: Ciéncia e Aplicagdes, volume 2
PNLD 2018,2019, 2020, 2021. Sao Paulo: 9 ed. Editora Saraiva,
2016.

'JPoCA

Portal de Cursos Abertos.

O

JFaoD




Uma introducao a Trigonometria

Unidade 4. Trigonometria na Circunferéncia

2.3 - Fungdes Trigonométricas
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@ Fungéo seno

@ Fungao cosseno
@ Funcao tangente
@ Funcao cotangente

@ Funcao secante

@ Fungao cossecante ]
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‘Fungo seno

sen X
Seja x um numero real e P sua imagem na

circunferéncia trigonométrica.
Denominamos fungdo seno a fungdo f: R - R

que associa a cada numero real X 0 seu seno,

isto é, f(x) = sen x.

Observe que f associa a cada numero real x a

ordenada do ponto correspondente a sua
-1 Fonte: o autor

imagem P.

Lembramos que a ordenada de qualquer ponto Med(AP) = x rad

na circunferéncia trigonométrica varia entre -1 ." @
( PoCA

e 1,ouseja, —1 <senx < 1. e D)

iUFSCar
o

1 — No 1° e 4° quadrantes, a fungdo f é crescente, pois, a medida que x
aumenta, os valores de sen x aumentam (1° Q os valores aumentamde Oa 1 e

no 4° Q os valores aumentam de -1 a 0);

2 — No 2° e 3° quadrantes, a fungao f é decrescente, pois, a medida que x
aumenta, os valores de sen x diminuem (2° Q os valores diminuem de 1a0 e

no 3° Q os valores diminuem de 0 a -1.

3 — Afuncao seno € periddica e seu periodo é 2m.

4 —f € uma fungdo impar, pois para todo x € R, sen (- x) = - sen x. ) 3 i




Levando em consideracao todas as propriedades anteriores, construimos o grafico

de f, dado por f(x) = sen x, que é chamado de senoide.

QN wl A ]| R| o
S NS1 STF=T NI

w
N|=|
1
RN

)
S

0
Fonte: o autor @

Fonte: o autor T ecca == D)

y

v
|y

2 |

UFSCar
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Fonte: o autor
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Funcgodes trigonométricas v‘ .”J)
Fung&o cosseno

Seja x um numero real e P sua imagem na
circunferéncia trigonométrica.
Denominamos fung¢ao cosseno a fungao f: R —»

R que associa a cada numero real x o seu -1

cosseno, isto é, f(x) = cos x.

Observe que f associa cada numero real x a

abscissa do ponto correspondente a sua -1 Fonte: o autor

imagem P. -
Med(AP) = x rad
Lembramos que a abscissa de qualquer ponto

na circunferéncia trigonométrica varia entre -1 -" L @
([ PoCcA o

iUFSCar
5

e 1,ouseja, —1 < cosx < 1.

1 — No 1° e 2° quadrantes, a funcao f € decrescente, pois, a medida que x
aumenta os valores de cos x diminuem (1° Q os valores diminuem de 1 a0 e

no 2°Q os valores diminuem de 0 a -1);

2 — No 3° e 4° quadrantes, a fungao f & crescente, pois, a medida que x
aumenta os valores de cos x aumentam (3° Q os valores aumentam de -1 a 0

€ no 4°Q os valores aumentam de 0 a 1);

. 3 —Afuncgao é periddica e seu periodo é 2.

' 4 — f é uma fungao par, pois para todo xe R, cos (-X) = cos X

PoCA QEC%)D §
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Levando em consideracao todas as propriedades anteriores, construimos o grafico

de f, dado por f(x) = cos x, que é chamado de cossenoide.

> |

W\

G |~

S

s

1
@
Sab

SR

B+

SN[l

Rl

Fonte: o autor
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Fonte: o autor

Fonte: o autor
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Seja x um numero real, x¢§+kn e P sua B

imagem na circunferéncia trigonométrica.

Denominamos funcdo tangente a funcao

f: D = R que associa a cada numero real X, o
N
X¢§+k‘l'[, 0 numero real AT = tg X, isto é,
f(x) = tg x. P
B’

Notemos que, se P esta em B ou B’, entao, a
reta OP fica paralela ao eixo das tangentes.
Dessa forma, nao existe o ponto T e a tg x nao

& definida.

'f'PoCA

Portal de Cursos Abertos.

1 — No 1° quadrante a tangente cresce de 0 a +oo;

2 — No 2° quadrante a tangente cresce de 0 a -;

3 — O dominio da fungao tangente é D = {x ER|x # g + kn};

4 — Aimagem da funcéo tangente é Im(f) = R;

J 5 — A fungao tangente é periodica e seu periodo é .

N

PoCA

Portal de Cursos Aberto:

Fonte: o autor
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'Fungo tangente

tg x




de f, dado por f(x) = tg x, que é chamado de tangentoide.

Levando em consideracao todas as propriedades anteriores, construimos o grafico

3 M b— -3 Fonte: o aut
: T eoca @
Fonte: o autor PocAa S
y
l i
i
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i i s 3
| 2 2 5_” 7_7T 1
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Fonte: o autor
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Fungoes trigonométricas
‘Fungé&o cotangente

cotg x

Seja x um numero real, x+ krt e P sua imagem B D
na circunferéncia trigonométrica. <
Denominamos fung¢ao cotangente a funcao
f: D = R que associa a cada numero real X, A 9 X
Xx# km, o numero real BD = cotg x, isto é,
f(x) = cotg x.

B

Notemos que, se P esta em A ou A, entdo, a

Fonte: o autor

reta OP fica paralela ao eixo das cotangentes.

Dessa forma, nao existe o ponto D e a cotg x

nao é definida. '?'pOCA @

Portal de Cursos Abertos. %D

1 — O dominio da fungéo cotangente é D = {x € R |x # kmn};
2 — Alimagem da funcéo cotangente é Im(f) = R;
3 — A fungao cotangente é peridédica e seu periodo é .

4 — A fungdo cotangente é sempre decrescente, exceto onde ela ndo esta

definida.

pOCA @
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Considerando arcos do 1° e 2° quadrantes, temos os seguintes pares ordenados

(x, cotg x) mostrados na circunferéncia trigonométrica:

6 i
3 3
T
G1): <3n )
—,=1]
V3| *
(5'?>' -

Fonte: o autor
Fonte: o autor ¢ @

Portal de Cursos Abertos.
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‘Fungéo secante

Seja x um numero real, x¢%+kn e P sua B
imagem na circunferéncia trigonométrica. P
Denominamos fungdao secante a fungao
f: D = R que associa a cada numero real X, o S
A A

X+ §+kn, o numero real OS = sec x, isto &, u
f(x) = sec x. Secx

. , - B’
Notemos que, se P esta em B ou B, entdo, a

Fonte: o autor

reta u fica paralela ao eixo dos cossenos.

Dessa forma, ndo existe o ponto S e a sec x ] @
PoCA  =p

fUFSCCIr

nio é definida.




1 — O dominio da fungéo secante é D = {x ER|x# g + kn};

2 —Aimagem da fungdo secante é Im(f)={y e R|y<—-1louy =1 }

3 — A funcao secante é periédica e seu periodo € 2.

ou 4° quadrantes.

Portal de Cursos Abertos
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4 — A fungao secante é crescente no 1° ou 2° quadrantes e decrescente no 3°

O

JFaoD

Considerando arcos do 1° e 2° quadrantes, temos os seguintes pares ordenados

(x, sec x) mostrados na circunferéncia trigonométrica :

21 5).
(5-2)
3n
<T,—\/E>;
5t 2v3\
(-2
(7'[,—1)

(0, 1);
T 2V3 .
6’ 3 )
3n P T T
e 7\ (GV2)s
57 13 /[
3 3 (5.2);
I vz
23 2V3
D 3

Fonte: o autor

PoCA
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Fonte: o autor
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7 7
I —
r ‘Fungéo cossecante

Seja x um numero real, x+ kmt e P sua imagem

E

cossecxX g

na circunferéncia trigonométrica.

Denominamos funcao cossecante a funcgao

f. D > R que associa a cada numero real x, x A \
x# km, o numero real OC = cossec X, isto &,
f(x) = cossec x.

Notemos que, se P esta em A ou A, entdo, a B

reta t fica paralela ao eixo dos senos. Dessa
Fonte: o autor

forma, nao existe o ponto C e a cossec x ndo é

definida. T’PQCA S@D g

Portal de Cursos Abertos.

1 — O dominio da fungdo cossecante é D = {x € R |x # km};
2 —Aimagem da fungdo cossecante é Im(f)={y e R|y < —-1louy =1 }
3 —Afuncao cossecante é periddica e seu periodo é 2.

4 — A funcdo cossecante é crescente no 2° ou 3° quadrantes e decrescente no

1° ou 4° quadrantes.

PoCA %@D %
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"

cossec x) mostrados na circunferéncia trigonométrica :

Considerando arcos do 1° e 2° quadrantes, temos os seguintes pares ordenados (X,

no

B
w|
‘SE]

ol 3

{
)

b
)

4
\-
.')

N
N

R
Q

’

/.
S

Q

(52): (28
3’3
Y
ST
T 2V3 _ 4
<§’T>'

Fonte: o autor

Uma Introdugao a Trigonometria
Trigonometria na circunferéncia

Resumo da apresentacao

Abordamos nessa unidade as

definicdes, propriedades e mostramos

alguns dos valores das funcoes
trigonométricas na circunferéncia
trigonomeétrica.

Fonte: o autor
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