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RESUMO

Este trabalho tem como principal objetivo oferecer aos alunos do ensino
médio, ainda que superficialmente, a possibilidade de ap6s o estudo de
matrizes conhecerem um pouco sobre a Teoria de Grafos, conteddo que néao é

contemplado no ensino médio.

Através desse trabalho os alunos terdo contato com um conteudo que
permite a modelagem de diversos problemas do dia a dia que podem ir dos
mais simples, o0s quais os alunos conseguirdo solucionar até mesmo antes de
terem o contato com a Teoria de Grafos, aos mais elaborados, em que 0s
conceitos basicos de Teoria de Grafos dardo suporte e fundamentacéo para a

modelagem e solucdo de problemas.

O trabalho apresenta também, mais especificamente para professores
gue tenham interesse em se aprofundar um pouco mais na Teoria de Grafos,
dois algoritmos, de Fleury e de Dijkstra que possibilitam a resolugdo de
problemas mais elaborados na Teoria de Grafos, e que abre caminho para
agueles que tem dominio maior em programacao de implementar programas
gue buscam a solucéo de problemas cuja solu¢do tem um grau de dificuldade

maior.

Com a reestruturacdo do Ensino Médio, e a criacdo de disciplinas
eletivas, o tema abordado neste trabalho pode ser mais facilmente
implementado pelo professor de Matemética como uma das eletivas elencadas

ao longo do 2° ano do ensino médio.

Palavras-chave: Grafos — Ensino Médio — Matrizes — Eletivas



ABSTRACT

This work has as main objective to offer high school students, although
superficially, the possibility of after the study of matrices to know a little about
graph theory, content that is not contemplated in high school.

Through this work students will have contact with a content that allows
the modeling of several problems of daily life that can go from the simplest,
which | believe that students can solve even before having contact with graph
theory, to the most elaborate, in which the basic concepts of Graph Theory will

support and rationale for modeling and solving problems.

The paper also presents, more specifically for teachers who are
interested in delving a little deeper into Graph Theory, two algorithms, by Fleury
and Dijkstra that enable the resolution of more elaborate problems in Graph
Theory, and that paves the way for those who have greater mastery in
programming to implement programs that seek the solution of problems whose
solution has a higher degree of difficulty.

With the restructuring of high school, and the creation of elective
disciplines, | believe that the theme addressed in this work can be more easily
implemented by the mathematics teacher as one of the electives listed

throughout the 2nd year of high school.

Keywords: Graphs - High School - Matrices - Electives



LISTA DE FIGURAS

FIGURA 1 — PONTES DE KONIGSBERG...........coccoieteieeeeeieeeeeseeieesenenenans 15
FIGURA 2 = GRAFO Z....oooioeeeeeeeeeee et en s en st 34
FIGURA 3 = ARESTAS PARALELAS.......cooiieeeeeeeeeee e 35
FIGURA 4 = LACO.....coiiieiieeeeeeeeeee et en st en s st eneeens 35
FIGURA 5= GRAFO Z.....ocooieeeeeeeeeeeeee e en s s n s s, 37
FIGURA 6 = GRAFO G......ovoeeeeeeeee et et 39
FIGURA 7 = GRAFO SIMPLES........c.coivieeeeeteeeeeeet et en e 40
FIGURA 8 = GRAFO 3-REGULAR.........coovitieeeeeeeeee oo en e 40
FIGURA 9 — GRAFO COMPLETO K5.....ocoivivieieeieieeieeeeeseesenes st eeeneneeens 41
FIGURA 10A — GRAFO ORIENTADO. ......ccoiiireeiieieeeeeeeeren e, 42
FIGURA 10B — GRAFO NAO ORIENTADO........cocoovieieeeeeeeeereeeeeieeieeeeeenees 42
FIGURA 11 = CONEXAO.......ooiieeeceeeeeeeeeeeeeee et e 42
FIGURA 12 — GRAFO G ORIENTADO.......coiueeeeeeeeeeeeeeeee s s, 43
FIGURA 13 = GRAFO ORIENTADO........cociuieeeeeeeeeeeee e, 44
FIGURA 14 — CICLO EULERIANO. .......cocieeeieeeeeeeeeeeeee e 46
FIGURA 15 — GRAFO SEMIEULERIANO........cooiioireeeeeeeeeeee s, 47
FIGURA 16 — GRAFO VALORADO.......cocuiieieeeeeeeeeeeee e e enen e 48
FIGURA 17 — APLICACAO DO CARTEIRO CHINES........ccoooovevieieeieeeeeen, 48

FIGURA 18 — GRAFO EULERIANO; APLICACAO ALGORITMO FLEURY...51

FIGURA 19 - PASSOS 1, 2 E 3 DO ALGORITMO DE FLEURY. .........cceeeeeee. 52
FIGURA 20 - PASSOS 2, 3 E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY ........ccoeeiiennn. 52
FIGURA 21 - PASSOS 2, 3 E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY .........cceeeeeee. 53

FIGURA 22 - PASSOS 2, 3E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY..........ccceeeee. 53



FIGURA 23 - PASSOS 2, 3 E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY ........ccoveiiinnn. 53

FIGURA 24 - PASSOS 2, 3 E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY ........ccooeiinnn. 54
FIGURA 25 - PASSOS 2, 3E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY..........cccoeeee. 54
FIGURA 26 — GRAFO SEMIEULERIANO.......coiiiiiiiiii e 55
FIGURA 27 —= PASSOS 1, 2 E 3 DO ALGORITMO DE FLEURY ........ccooeiinnn. 55
FIGURA 28 —= PASSOS 2, 3E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY..........ccceeeee. 56
FIGURA 29 - PASSOS 2, 3E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY ........ccooeiinnn. 56
FIGURA 30 - PASSOS 2, 3 E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY ........ccooiiinnn. o7
FIGURA 31 - PASSOS 2, 3E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY..........ccceeee. 57
FIGURA 32 - PASSOS 2, 3 E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY ........ccooiiinnnn. 57
FIGURA 33 - PASSOS 2, 3 E 4 DO ALGORITMO DE FLEURY ........ccoveiinnnn. 58
FIGURA 34 — CIRCUITOS EULERIANOS......cootiie e 58
FIGURA 35 = CIRCUITO EULERIANO......coiiiiiiieiiiiieeeee e 59
FIGURA 36 = CIRCUITO EULERIANO. ..ot 59
FIGURA 37 = CIRCUITO EULERIANO. ... .ot 60
FIGURA 38 = CIRCUITO EULERIANO. ..ot 60

FIGURA 39 — GRAFO VALORADO; APLICACAO DO ALGORITMO DE

DITSKTRA et e e e e e ettt e e e e e s r e n e 62
FIGURA 40 — PONTES DE KONIGSBERG...........coiiiiiiiiicceceeeeeeee 68
FIGURA 41 — ATIVIDADE 1 = AULA 2. .. 69
FIGURA 42 — ATIVIDADE 2 = AULA 2. .. 70
FIGURA 43 = ATIVIDADE 1 = AULA 3. . 71
FIGURA 44 — ATIVIDADE 2 — AULA 3. . e 72
FIGURA 45 = ATIVIDADE 3 = AULA 3. . e 73

FIGURA 46 — ATIVIDADE 1 = AULA 4. ..o 74



FIGURA 47 — GRAFO DAS PECAS DOS DOMINOS........ccccceoveeereeeeereeree, 75

FIGURA 48 — SEQUENCIA DAS PECAS DO DOMINO.......ccccocoeviereerene. 76
FIGURA 49 - PROBLEMA DO CAVALO NO JOGO DE XADREZ................. 76
FIGURA 50 — CASAS DO TABULEIRO ENUMERADAS...........ociiiiiiiieeeee i
FIGURA 51 — GRAFO DOS MOVIMENTOS DO CAVALO.......cccccvvvririirinnnnnn. 1
FIGURA 52 — GRAFOS DAS POSICOES 1 E 2. 78
FIGURA 53 —= GRAFO DOS JOGOS DE FUTEBOL.......ccuvuviiiiiiiiiiieieeeeeeee 79

FIGURA 54 — CAMINHO MINIMO......ccocoiiuiiiiieieieceeeeeeeee e 80



SUMARIO

T a1 goTo [F o= To RSP SRPRP 14
Organizacao da DISSEIMAGAD ........cccevveeeeriieeeieseee sttt ettt e s e e besre e s e reeanenes 16
CAPITULO 1 — Matrizes e Suas Propriedades ............cococueeueeuerueeereeseeeeeeeeesesesssese s 17
1.1 CONCEILO U8 MALIIZ....c..cueenieiieieeieeteeteet ettt s 17
1.2 1gUAldAdE A€ MALIZES.....ccui ettt s e st et e st e sbeeasesteeraentens 18
1.3 TIPOS UE MALIIZES.....oicveeeeeiiceetesteeees ettt ettt st be s te e s e besreestesbeeasesteesaensens 19
1.4 OpEeragies COM MALMZES........ccocuririririeieiee ettt 23
1.4.1 AJIGAO € SUDIIAGAOD ....c.ceuieiiriietirteetetertet ettt sttt enes 23
1.4.2 Multiplicagdo de um NUmero Real por uma Matriz .........cccecevvveveneneneneneneeeeene 24
1.4.3 MURIPIICAGAO UE MALIIZES .....ccuiriieiieieeeeee ettt 25
1,44 MAITZ INVEISA...c..iiiiiiieiieiieieieete sttt sttt sttt ettt st b bt s et et e e eaeens 26
CAPITULO 2 — DELEIMINGANTES ......coooeovevereereeeee et aesses s sessesss s ssas s s s saneas 28
2.1 Determinante de uma Matriz de Ordem L.........ccccovivriniiniineenceseeeeseeeeeeeeae 28
2.2 Determinante de uma Matriz de Ordem 2..........cccceeviiineiniinieineneereeneeeeseeeees 28
2.3 Determinante de uma Matriz de Ordem 3..........ccccoveiriniiniincinceeeeeeeees 28
2.4 Determinante de uma Matriz de Ordem N..........ccceveeeriniiiniiincineneeeseeeeeee 30
CAPITULO 3 — Introduc&0 & Teoria doS GrafOS..........coeueveveesreerersresesesesessssesssseesensenes 33
3.1 CONCEILO UE Graf0.....c.evueuiieiirieiirieerteee ettt 33
3.2 Representacao de um Grafo através de Diagramas.........cccceeeveeeeeenenesiesieseeseeeenenns 33
3.3 AIESLAS € VEITICES....oieeeiieicteece ettt 34
3.3.1 Arestas € VErtiCeS AQJACENIES.........ccceeieieieeeeeecteete ettt st r et 34
3.3.2 Arestas Paralelas ..o 35
G T JC 2N I Vo o 1O 35
3.4 Ordem e Tamanho de Um Grafo .........coccveineinininiieeecce e 36
3.5 Grau d€ UM VEITICE ....ccocirieiirieirieeeieeee ettt sttt sttt 36

3.6 Representacdo de um Grafo através de Matrizes........coceveveeeeeeinenesenenesee e 38



A T o To Fs R e (=T ] = {0 1 SRR T 40

3.8 Trajet0S EUIEHANOS. .......ccceceeiicieeee ettt st e st sre s besraensesreennenras 45
CAPITULO 4 — Algoritmos de Fleury € de DijKStra .........cc.ccueueeurevreerreeeeeeeeeeesesesese e 50
4.1 AIGOTItMO A€ FlEUIY ..ottt 50
4.2 AlGOrtMO A DIJKSIIA .....ccuiceieiiiiieiecie ettt ettt e re et sre s e besraeaesreenneneas 61
CAPITULO 5 = PlaN0 A€ AUIA .........ouivreieieeieieie st 67
5.1 Aula 1: PArte HISTOMCA ....c.eoveuirieiiieiirieirieesiesie ettt 67
5.1.1 OBJELIVO ..ttt bbbt 67
5.1.2 ATIVIHAUE ...ttt b ettt ettt sttt et aeenes 67
5.2 Aula 2: Introduc&o a Teoria de GrafOsS ......cccecveeeeeinirenieesee e 68
0 B @ o 1=1 (1Y TSRS 68
5.2.2 ATIVIOAUE ...ttt ettt ettt bbbttt neeaeenes 68
5.3 Aula 3: TrajetOS EUIETIAINOS. ......c.oviiriririerieieeteeee ettt 71
R T B O o 1=1 (1Y TSR 71
5.3.2 ALIVIBAUES ...ttt ettt be e 71
5.4 Aula 4: Representag&o matricial de Um grafo ...........ccocevevevenieienienencnesereeeeeeee 73
oIt RO o)1= (1Y T TR 73
5.4.2 AUIVIBAUES ...ttt bbbttt b et b e ebe e 73
5.5 Aula 5: Algumas aplicCagies €M JOGOS.....cccereueieeeiriirieriesienieneeeeeere e ssessesse e e eeneenes 74
TR RO o] =] 1Y T SRR 74
5.5.2 AUIVIAAUES ...ttt 74
5.6 Aula 6: CaminNO MAIS CUIMO .......ccueuerieiirieiirieinieeetee ettt 79
5.6.1 ODJELIVO ...ttt ettt et sttt et st a et e et e s be et e steeraenbeereenaesreeneents 79
5.6.2 ALIVIBAUES ......oviiiiiiiiiieieete ettt 79
CONCIUSBIO ...ttt ettt b ettt et b e eb e 84

Referéncias BiblIOGrafiCaS........ccovieiriierereeees et 85



14

Introducéao

O ensino de matrizes e determinantes no ensino meédio é, na maioria das
vezes, apresentado aos alunos de forma bastante técnica e sem muita
contextualizacdo. Apesar de serem conteudos que os alunos, de maneira geral,
conseguem compreender e ter dominio satisfatorio das propriedades e técnicas

apresentadas, carecem de situacdes de aplicabilidade.[12]

Nosso objetivo inicial é trazer um breve relato do surgimento dos conceitos
de matrizes e determinantes e de suas principais propriedades. Em seguida vamos
apresentar um pouco sobre o estudo da teoria de grafos, proporcionando assim, aos
alunos, a possibilidade do contato com um conteddo que ndo esta na grade
curricular de matematica do ensino médio, mas que pode trazer a eles algumas

aplicac6es mais préoximas de seus cotidianos.[7] e [8]

Referéncias apresentadas no livro chinés Nove Capitulos da Arte Matematica,
de Chui-Chang Suan-Shu, durante a dinastia Han, mostram que alguns problemas
da época eram solucionados através da utilizacao de tabelas, o que leva a crer que

a ideia de matriz ja estava implicitamente presente nesse periodo.[2]

O nome Matriz aparece com James Joseph Sylvester (1814 — 1897) por volta
de 1850. Ele toma como referéncia o significado informal da palavra Matriz: lugar
onde alguma coisa se gera ou se cria; fonte. Para ele uma matriz era vista como
“...um bloco retangular de termos... 0 que ndo representa um determinante, mas é
como se fosse uma MATRIZ a partir da qual podemos formar varios sistemas de

determinantes ...” [11]

Como podemos observar no trecho descrito anteriormente, para Sylvester,

Matriz estava intimamente associada as ideias de determinante.

Apesar de Sylvester ja ter falado de matriz, foi Cayley (1821 — 1895) que em
1858 apresenta em sua obra “Memoir on the Theory of Matrices” [10] um estudo

sobre matrizes como método de simplificar a notacdo de uma transformacéo linear.

Alguns anos adiante, Cayley escreve sobre a adicdo de matrizes e sobre a

multiplicacdo de matrizes por escalares, bem como suas propriedades.
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O inicio do estudo sobre grafos e suas propriedades foi uma das muitas e

grandes contribuicdes do matematico suico Leonhard Euler (1707 — 1783).

Em 1736, foi apresentado um desafio a Euler, até entdo sem solucédo. Na
cidade de Konigsberg (Russia), que era cortada pelo rio Pregel, havia duas ilhas
ligadas entre si por uma ponte, e essas ilhas eram, também, ligadas com o
continente por outras seis pontes. O desafio consistia em saber se era possivel
atravessar as sete pontes sem passar duas vezes na mesma ponte, retornando ao
ponto de partida. Euler mostra que o trajeto que se buscava nao existia,
solucionando assim o problema. Para chegar a essa conclusdo ele fez uma
representacdo gréfica da situacdo proposta pelo desafio utilizando-se de linhas e
pontos para representar as pontes e as regides de terra respectivamente. Tal

representacdo é considerada como o marco inicial da teoria de grafos.

Konigsberg Bridges - Fonte:
https:/fen. wikipedia.org/wikifSeven_Bridges_of_K%C3%B6nigsberg

Figura 1 - Pontes de Konigsberg

Veremos mais adiante que, no desenvolvimento da teoria de grafos, a
utilizacdo de matrizes torna-se um recurso importante para a representacdo dos
grafos, principalmente com o surgimento dos computadores e de sua aplicacéo

como ferramenta otimizadora na solucéo de problemas.
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Organizacao da Dissertacao
Esta dissertacdo esta organizada do seguinte modo.

No capitulo 1 apresentamos o conceito de matriz e algumas propriedades.

Abordamos, também, as operacdes com matrizes e o conceito de matriz inversa.

No capitulo 2 é apresentado o calculo de determinantes de matrizes de ordem
1, 2 e 3 e 0 Teorema de Laplace para o célculo do determinante de uma matriz de

ordem n, comn > 2.

No capitulo 3 trazemos a introducdo a teoria de grafos, sua representacao
através de diagramas e matrizes e alguns tipos de grafos. Neste capitulo abordamos

também os trajetos eulerianos.

No capitulo 4 mostramos dois algoritmos: de Fleury (para trajetos eulerianos)

e de Dijkstra (caminho mais curto).

No capitulo 5 trazemos uma sugestédo de plano de aula para ser desenvolvido

com alunos do 2° ano do ensino médio sobre a teoria de grafos.

Finalizamos com a conclusédo onde sdo apresentadas algumas consideracoes

sobre a dissertacédo realizada.
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CAPITULO 1 — Matrizes e suas Propriedades

Nesse capitulo vamos apresentar o conceito de matriz e algumas de suas
principais propriedades.

Nossas principais referéncias para este capitulo foram [6] e [14].
1.1 Conceito de Matriz

Damos o nome de matriz a uma tabela de elementos organizados em linhas

e colunas.
Cada numero que compde uma matriz é chamado de elemento ou termo.

Em uma matriz, cada elemento ocupa uma posicao definida por certa linha e

por certa coluna, nessa ordem.

Veja a matriz a seqguir:

8 -2 8 -2
<5 4 ) ou IS 4 l .
1 9 1 9

Essa matriz possui 3 linhas e 2 colunas. Nesse caso, dizemos que é uma

matriz do tipo 3 x 2 (3 linhas e 2 colunas).

Genericamente, cada elemento de uma matriz pode ser representado pelo

simbolo a;; , em que i indica a linha e j indica a coluna.

Considerando a matriz acima, temos por exemplo:

e O elemento 5 esta na 22 linha e 12 coluna; entdo a,; = 5.
e O elemento 9 esta na 32 linha e 22 coluna; entdo as, = 9.

e O elemento - 2 estd na 12 linha e 22 coluna; entdo a,, = — 2.
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Assim, uma matriz A de m linhas e n colunas é representada por:

a;; Q12 Qg3 Ain
a1 Qzp Qzz3 ... Ay

A= : oo comm, n € N*
Am1 Amz  Ams * Amn

De forma abreviada podemos escrever A = (a;;) mxn-

1.2 lgualdade de Matrizes

Duas matrizes, A e B, sdo matrizes iguais se, e somente se, elas possuem a
mesma ordem e 0s elementos que ocupam a mesma posi¢cdo em ambas as matrizes

séo iguais (elementos correspondentes).
Genericamente, podemos representar da seguinte forma:

Amxn=Bmxn=>aij=b 1S1Sm€1S]STl

ij
Exemplo 1.2.1
—4 1/8 —4 -3
A=|cos60° o |eB=[05 ¢ |-
22 30 8 1

As matrizes A e B séo iguais pois sdo de mesma ordem (3x2) e os elementos
correspondentes, embora com representacdes distintas, sao iguais.
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1.3 Tipos de Matrizes

Determinadas matrizes apresentam tipos especiais de estruturas e

propriedades especificas. Vamos, a seguir, apresentar algumas dessas matrizes.

. Matriz Quadrada

Uma matriz de ordem m x n é quadrada quando o numero de linhas € igual ao

numero de colunas, isto €, m =n.

Exemplo 1.3.1

A= (i _54) € uma matriz quadrada 2x2 ou, simplesmente, matriz de ordem 2.

Especificamente nas matrizes quadradas, temos elementos que formam o

gue denominamos diagonal principal e diagonal secundaria.
Considerando uma matriz quadrada de ordem n, temos:

A diagonal principal da matriz € formada pelos elementos a;; em que i = j, isto
€, Ay1,037,033, vy Ay -
A diagonal secundaria da matriz € formada pelos elementos a;; em que i + j =

n+1,istoé, aipn, Azpn—1,q30n-2,---, An1

Exemplo 1.3.2

Diagonal secundaria Diagonal principal
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. Matriz Nula

Uma matriz em que todos os seus elementos sao iguais a zero, isto €,

a;j = 0, paratodo i e j € chamada matriz nula.

0 0
A=10 0].
0 0

A matriz que possui apenas uma linha, isto €, a matriz do tipo 1 x n é

Exemplo 1.3.3

. Matriz Linha

chamada de matriz linha.
Exemplo 1.3.4

A=(1 -2 3).

. Matriz Coluna

A matriz que possui apenas uma coluna, isto é, a matriz do tipo m x 1 é

chamada de matriz coluna.

Exemplo 1.3.5

(3)

. Matriz Diagonal

A matriz diagonal é a matriz quadrada em que os elementos que ndo estdo na

diagonal principal séo todos nulos, isto €, a;; = 0 para i # j.

Exemplo 1.3.6

2 0 0
A=({0 1 0]
0 0 6
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° Matriz Trianqular

E a matriz quadrada de ordem n cujos elementos, acima ou abaixo da
diagonal principal, séo todos nulos. Assim, a;; =0 para i <j ou a;; =0 para i > j.

No primeiro caso, dizemos que A é triangular inferior. E, no segundo caso, triangular
superior.

Exemplo 1.3.7
2 1 2 3
2 0 0
A:<210> eBzg_OSgé
416 0 0 0 1

° Matriz Identidade

E a matriz quadrada de ordem n em que os elementos da diagonal principal

sao todos iguais a 1 e os demais elementos, iguais a 0. Nesse tipo de matriz temos,
entdo, a;; =0 para i # j e a;; = 1 para i = j. Quando temos uma matriz identidade

de ordem n € comum representa-la por In.

Exemplo 1.3.8
1 0 0
3={0 1 0].
0 0 1

. Matriz Transposta

Dada uma matriz A, m x n, em que A =(a;), i = 1,..me j=1,..n,

representamos a matriz transposta de A por A, n x m, onde A* = (a’;) tal que a'j; =

(a;j)paraj=1,..nei=1,.,m.

Exemplo 1.3.9
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Note que:

. A ordem da matriz A é 2 x 3 e a ordem da matriz A é 3 x 2;
" A 12linha da matriz A corresponde a 12 coluna da matriz A;
" A 22 linha da matriz A corresponde a 22 coluna da matriz A*.

° Matriz Simétrica

E uma matriz quadrada A de ordem n em que A = At. Nesse tipo de matriz
temos al-j = aji.
Exemplo 1.3.10
3 5
3 7 | é uma matriz simétrica porque A = AY.
5 7

Observe que os elementos dispostos simetricamente em relagdo a diagonal

principal sdo iguais.

. Matriz Oposta

Dada uma matriz A, denomina-se matriz oposta de A, e indica-se por —A,

aquela cujos elementos sdo os simétricos dos elementos correspondentes de A.

Exemplo 1.3.11

2 -2 -2 2
A=| 4 3 entdo-A=| -4 -3|.
-11 2 11 -2

Nota-se que —A é obtida trocando-se todos o0s sinais de todos os elementos
de A.
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1.4 Operagbes com Matrizes

Em seguida vamos apresentar as principais opera¢cdes envolvendo
matrizes.

1.4.1 Adicéo e Subtragéo

Dada duas matrizes A e B, ambas de ordem m x n, podemos efetuar a adi¢do

de A com B adicionando-se, respectivamente, 0s seus elementos correspondentes.

Assim, a matriz C, também de ordem m x n, € dada por ¢;; = a;; + b;;, 1<i< me

jo
1<j<n

Exemplo 1.4.1.1

A=(y 5)es=(5 1)

A+B= (g i 3 —23++41) - (g —62)'

Entéo, C = (; _62)

Dada duas matrizes A e B, ambas de ordem m x n, podemos calcular a
diferenca A — B subtraindo-se 0s seus elementos correspondentes. Assim, a matriz

C, também de ordemm xn, édadaporc;; =a;; — b, 1<i<mel<j< n

Exemplo 1.4.1.2

A=y 5)es=(5 1)

A_B:(g :g —23_—41>:(—12 :421)'

Entdo, C = (_12 :i)
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Propriedades

Dadas as matrizes A, B, C e O de mesma ordem, temos:

" A + B =B + A (propriedade comutativa).

" A+ (B +C)=(A+B) + C (propriedade associativa).

" A + O = A (propriedade do elemento neutro).

Nesse caso, O é a matriz nula de mesma ordem da matriz A.
. A+(-A)=0

Nesse caso, —A € a matriz oposta de A e O é a matriz nula de mesma ordem

1.4.2 Multiplicagcdo de um Numero Real por uma Matriz

Para multiplicarmos um namero real por uma matriz devemos multiplicar o

namero real por todos os elementos da matriz.

Dada a matriz A = (a;;), de ordem m x n, e um numero real k, temos que k.A €

uma matriz B = (b;;), de ordem m x n, tal que (b;;) = k.q;; paratodo 1<i< m e

1<j<n

Exemplo 1.4.2.1

SejaA= (4 2

3 _3>,ent<'§1o4.A:(4'4 4.2 ):<16 8 )

4.3 4.(-3) 12 —12

Propriedades

Dadas as matrizes A e B de mesma ordem, e 3, a numeros reais, temos:

. B(A+B)=BA+pB
. (B + a)A = BA + GA
. 0A=0

- a(BA) = (aB)A
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1.4.3 Multiplicagc&o de Matrizes

Dadas as matrizes A = (a;;), de ordem m x n, e B = (b,;), de ordem n X p,

podemos obter a matriz C = (¢;;), como a matriz produto entre A e B.

Cada elemento c;; € obtido através da adicdo dos produtos dos elementos da

linha i de A pelos elementos da coluna t de B, tomados ordenadamente:
(€it) = Xk=1 Qi bxe = @irbye+aipbyt .. +aymbpy.

Dadas as matrizes A e B, vamos determinar a matriz C = A.B
ai1 Qg2 byy by b13) ~
A= e B-= ( entao,
(a21 azz) by1 byz by3

_ (A1 Q12\ (by; by b13)
C_(az1 azz)'(bm by, by

C = (a11-b11 + ay3.b31  Aq1.byp + Aq3.b5;  aqq.by3 + a12-b23>
A1.by11 + az2.by1  Gpq.b1p + Gzp.b;  Azq.b13 + gy ba3

Vale ressaltar que o produto de duas matrizes A e B s6 € possivel se o
namero de colunas de A for igual ao numero de linhas de B. A matriz C, produto
entre A e B, terda 0 mesmo numero de linhas de A e 0 mesmo namero de colunas de
B.

Amaxn- anp = mep

Propriedades

. Propriedade | (associativa)

Dadas as matrizes Apxn, Bnxp € Cpxr, temos (A.B).C = A.(B.C)

. Propriedade Il (distributiva a esquerda)

Dadas as matrizes A;xn, Bnxp € Cnxp, temos A.(B+C) = AB+ A.C

. Propriedade 1l (distributiva a direita)

Dadas as matrizes Ayxn, Bmxn € Cnxp, temos (A +B).C=A.C +B.C
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" Propriedade IV (elemento neutro)
Dadas as matrizes 4,,,, € as matrizes identidades I,,, e I,,, temos
I, A=AeA.L=A.

" Propriedade V

Dadas as matrizes Ay, € Bpyy, temos (A.B)'= Bt At

" Propriedade VI

Dadas as matrizes A, € By, € 0 nUmero k € R, temos

(k.A).B = A.(k.B) = k.(A.B).

Convém ressaltar que a propriedade comutativa ndo vale para a multiplicacao

de matrizes.

1.4.4 Matriz Inversa

Seja dada uma matriz quadrada A, de ordem n. Se existir uma matriz
guadrada B, também de ordem n, tal que A.B = B.A = [,,, entdo dizemos que B € a

matriz inversa de A e indicamos por A™1.

Quando uma matriz quadrada possui inversa, dizemos que a matriz é
invertivel (ou n&o singular). Caso contrario dizemos que a matriz € néo invertivel (ou

singular).

Exemplo 1.4.4.1

31

Dada a matriz A = (5 5

) temos que ela sera invertivel se existir uma matriz

_(a b _ .
B= (C d)’ tal que A.B = I,, ou seja:

vosi=( D6 DG Y
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= (53an:r 2 53bb: de) = (é (1))

A partir da igualdade de matrizes, temos 0s sistemas:

(1){3a+c=1

3b+d=0
5a+2c=0 e(2){

5b+2d=1

Caso algum dos sistemas (1) e (2) seja impossivel, entdo a matriz A néo é
invertivel.

Analisando cada um dos sistemas:

3a+c=1 .(-2) —6a — 2c = -2
{590 = 0 = {T5at2000

—a = -2 =|a =2

3a+c=1=>324+c=1=6+c=1=|c=-5

3b+d=0 .(-2) —6b — 2d =0
(2){5b+2d=1 = {5b+2d=1

-b =1 =||p =-1

3.(-1)+d=0 = -3+d=0=|d=3

Assim, B = (_25 _31)

Agora, vamos verificar se AB =1,

_ 324 1.(=5) 3.(=1)+ 13
(g %)(_25 31):(5.2I2.§—5§ 5.%—1312.3>_((1) 2):’2

Portanto, a matriz A é invertivel.
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CAPITULO 2 — Determinantes

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, podemos associar a ela um

namero real, chamado determinante e indicamos esse determinante por det A.
2.1 Determinante de uma Matriz de Ordem 1

O determinante de uma matriz de ordem 1 é o proprio elemento a;,, Ou seja,

det A =|a;1] = aq;q.
Exemplo 2.1.1

A= (-2), entdo det A =-2.

2.2 Determinante de uma Matriz de Ordem 2

O determinante de uma matriz quadrada A, de ordem 2, é obtido calculando-
se a diferenca entre o produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos
elementos da diagonal secundaria.

. . a1 Qg air Qg2
Assim, dada a matriz A = ( ) temos que det A = | | = Q4. Ayy —
az1 Q2 9 az1 0dzp 11- 722
alz. a21.
Exemplo 2.2.1

2 4

Dada a matriz A = (1 5), vamos encontrar o determinante de A.

detA:ﬁ g =25-41=10-4=6.

2.3 Determinante de uma Matriz de Ordem 3

a11 Q12 Q13
Dada uma matriz quadrada A de ordem 3, A = | dz1 Qa2 Qaz3 | podemos
dz1 A3z 0433

calcular o seu determinante efetuando o seguinte calculo:
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(a11- G- Q33 + Aq3.03.031 + Ap1.043;. A13) — (A13. App. A3 + Agp.0p1. 033 +

Ay3. A3z. Aq1).

Podemos, também, calcular o determinante da matriz utilizando a regra de

Sarrus.
Essa regra compreende alguns procedimentos:

1. Ao lado da matriz copiam-se as duas primeiras colunas.

a1 Qg2
az1 Ay
az; dasp

ai;; Aqp Qg3
a1 dpz QA3
asz; dszz; dsz

2. Em seguida, efetuam-se as multiplicacées conforme as indica¢gGes das

setas representadas no esquema:

aq13.031- 0433 aq3.031- Q32

3. Por fim, calcula-se a diferenca entre a soma dos resultados obtidos nas

setas azuis e a soma dos resultados obtidos nas setas vermelhas.

Exemplo 2.3.1
1 2 =2

DadaamatrizA=(3 1 3 |, vamos calcular o det A.
2 4 -1

det A=[1.1. (1) + 2.3.2 + 3.4. (-2)] - [(-2).1.2 + 2.3. (-1) + 3.4.1]
detA=[-1+12-24]-[-4-6+12]

detA=-13-2

det A = -15.
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2.4 Determinante de uma Matriz de Ordem n

Para calcularmos o determinante de uma matriz quadrada de ordem n, com
n> 2, podemos usar o Teorema de Laplace. Porém, antes precisamos falar sobre

cofator de um elemento da matriz.

o Cofator

Dada uma matriz quadrada A de ordem n > 2, chamamos cofator do elemento
a;j, € denominamos C;; ao produto (=), D;; onde D;; € o determinante da matriz

gue se obtém suprimindo a linha i e a coluna j de A.

Exemplo 2.4.1
2 3 =2
SejaamatrizA=|1 4 8 |e calculemos C;,.
7 5 3

Temos 4- 8 | entédo C;,= (_1)1+2_|; g = -1_(3_56) =53,
5

o Teorema de Laplace

Teorema 2.1 O determinante de uma matriz M, de ordem n =2 2, € a soma dos
produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos

cofatores.

Demonstracéo: (A demonstracdo completa pode ser vista no Apéndice | do livro de
lezzi [5]).

a1 Q12 Q13
Assim, considerando a matriz quadrada A = |Qaz21 Az azz|, para
31 dzz 0z

calcularmos o seu determinante podemos escolher, por exemplo, a 22 linha.

a1 Q12 Qi3
A=[021 022 03

a3z dzp dz3
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Exemplo 2.4.2

N o1 O

Dada a matriz A =| , vamos calcular o det A.

1
2

0

4

N =W
S wour N

-3

Inicialmente vamos escolher a 12 linha e calcular os cofatores C;;, C;5, C;3 €

C14_.
5 4 5
Cii=(-D¥. 7 1 31=1.[(0-36+70)—(-15+0+30)]=34-15=19
-3 2 0
-2 4 5
Co=(-D*™2 .0 1 3=-1.[(0+48+0)—(20+0-12)]=-48+8=-140
4 2 0
-2 5 5
Ciz=(-D¥3. [0 7 3|=1.[(0+60+0)— (140 +18 + 0)] =60 — 158 = —
4 -3 0
98
-2 5 4
Cua=(D. |0 7 1/=-1.[(-28+20+0)-(112+6 +0)] =8+ 118 =
4 -3 2
126
Agora, calculamos ay;.Cyi+aq;,.Ciptas3.Ci3 + a14.C1, = 1.19 + 0.(-40) +

3.(-98) +2.126 = 19 — 294 + 252 = — 23.

Portanto, det A = — 23.

Propriedades

o Se A é a matriz de ordem n e At sua transposta, entdo det A® = det A.

o Se os elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna) de uma matriz

A de ordem n forem todos nulos, entdo det A = 0.
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o Se multiplicarmos uma fila qualquer (linha ou coluna) de uma matriz A
de ordem n por um numero k, o determinante da nova matriz A’ obtida sera o
produto de k pelo determinante de A, isto €, det A’ = k.det A.

o Seja A uma matriz de ordem n = 2. Se trocarmos de posigao duas filas
(linhas ou colunas) paralelas obteremos uma nova matriz A’ tal que det A’ = —det A.

o Se uma matriz A de ordem n = 2 tem duas filas paralelas (linha ou
coluna) formadas por elementos respectivamente iguais, entdo det A = 0.

o) Se uma matriz A de ordem n = 2 tem duas filas paralelas (linha ou
coluna) formadas por elementos respectivamente proporcionais entdo det A = 0.

o Adicionando-se a uma fila (linha ou coluna) de uma matriz A, de ordem
n, uma outra fila (linha ou coluna) paralela, previamente multiplicada por uma
constante, obteremos uma nova matriz A’, tal que det A’ = det A. (Teorema de
Jacobi).

o Se A e B sdo duas matrizes quadradas de ordem n, entdo det (A.B) =
det A. det B. (Teorema de Binet).

Ha outras maneiras de obtermos o determinante de uma matriz 4,,,, com
base na fatoracdo de A. Ver, por exemplo, referéncia [15]. No entanto nao

abordaremos estas formas aqui.
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CAPITULO 3 - Introducéo a Teoria dos Grafos

Nesse capitulo iremos apresentar a ideia de grafo e alguns conceitos basicos

inerentes ao assunto. As principais referéncias desse capitulo séo [9] e [3].

3.1 Conceito de Grafo

Um grafo G é uma estrutura formada por dois conjuntos, V e A, onde V é um
conjunto finito, e ndo vazio, de elementos denominados vértices e denotado por
V(G). Os elementos do conjunto A, denotados por A(G), sdo pares nao-ordenados

de elementos distintos de V chamados arestas ou arcos.

Dizemos que um percurso em um grafo G, tal que ViVis1 # ViVj+1,1 <1, j < n—-1,
€ uma trilha em G e um percurso tal que Vi # Vj, exceto possivelmente Vi=Vn, € um
caminho em G. Assim podemos dizer que em uma trilha as arestas néo se repetem
e que em um caminho os vértices sdo todos distintos, exceto o ponto inicial que
pode ser igual ao ponto final. Um caminho com V1 =Vn é chamado ciclo, e uma trilha

com V1=Vn é chamado circuito (ou trilha ciclica).

Podemos estabelecer uma funcdo WG que associa a cada aresta a de G um
par ndo ordenado de vértices (ndo necessariamente distintos) de G, chamados de

extremos de a.

3.2 Representacao de um Grafo através de Diagramas

A representacdo de um grafo pode ser feita através de diagramas. Nesse
caso, cada vértice sera representado por um ponto e cada aresta por uma linha

ligando os pontos.
Exemplo 3.2.1

A seguir temos a representacao de um grafo Z na forma de diagrama.
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Figura 2 — Grafo Z

Nesse grafo temos os veértices V(Z) = {A, B, C, D, E, F, G, H, |, J, K} e as
arestas A(2)={1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13}.

Uma funcédo WZ pode ser estabelecida, associando cada aresta a de Z a um

par ndo ordenado WZ(a) conforme representacéo a seguir.

a WZ(a)
1 (A, B)
2 (B, C)
3 (B)

4 (A, C)
5 (C, D)
6 (C, D)
7 (A, D)
8 (G, K)
9 (F, H)
10 G, )
11 (H, J)
12 (K, 1)
13 (F, J)

3.3 Arestas e Vértices

3.3.1 Arestas e Vértices Adjacentes

Definimos como arestas adjacentes aquelas que possuem pelo menos um
extremo em comum. E dizemos que um vértice A é adjacente a um vértice B em
V(Z) se existe uma aresta conectando A e B. Assim, para um subconjunto X de V(2),
denominamos AdjZ(X) ao conjunto dos vértices de Z adjacentes a pelo menos um

dos vértices de X.
Exemplo 3.3.1.1

Seja X um subconjunto de V(Z) tal que X = (B, H, I), entdo AdjZ(X) = (A, B, C,
F, J, G, K).
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3.3.2 Arestas Paralelas

Quando duas arestas conectam os mesmos vértices de um grafo, dizemos
gue essas arestas sao paralelas. Na figura a seguir podemos observar que as
arestas h e ¢ sao paralelas.

Figura 3 — Arestas paralelas

3.3.3Laco

Dizemos que temos um laco quando os extremos de uma aresta coincidem.
Caso contrario, temos uma ligacdo. Na Figura 4, podemos identificar um lagco no
vértice D.

Figura 4 - Lago
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3.4 Ordem e Tamanho de um Grafo

A ordem de um grafo G é dada pelo numero de vértices de G. Assim, por

exemplo, o grafo Z representado na Figura 2 tem ordem 11.

A soma do numero de vértices com o numero de arestas de um grafo G é
denominada tamanho do grafo G. Ainda na Figura 2, podemos observar que ha 11

vértices e 13 arestas o0 que nos da um grafo de tamanho 24.

O grafo sem vértices e sem arestas € considerado um grafo de tamanho zero

e € chamado de grafo vazio.

3.5 Grau de um Veértice

Considerando um grafo G e a representacdo V(G) e A(G), respectivamente,
como o conjunto de vértices e o conjunto de arestas de G, o grau de um vértice K é
dado pelo nimero de arestas que incidem em K, sendo que os lagcos sdo contados

duas vezes. Dessa definicdo segue imediatamente a proposicao:

Proposicdo 3.1 — A soma dos graus dos vértices de um grafo é igual ao dobro do

namero de arestas do grafo, ou seja, Ykev() 9(K) é par.

Demonstracao:

Quando contamos os graus dos vértices estamos contando as extremidades
das arestas uma vez. Como cada aresta tem duas extremidades, cada aresta foi

contada duas vezes.
Corolario 3.1 — Em todo grafo, o nimero de vértices de grau impar é par.

Demonstracao:

Considere G um grafo com m vértices de grau par e n vértices de grau impar,

onde n e m sdo numeros inteiros nao negativos. Vamos verificar que n é par.

Se n =0, entdo G tem um numero par de vértices de grau impar.
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Agora para n = 1 vamos considerar P como a soma dos graus de todos os
vértices de grau par; | como a soma dos graus de todos os vértices de grau impar e

T como a soma de todos os graus de todos os vértices de G.

Consideremos P1, P2, .., Pm 0s vértices de grau par e I1, I2, .., In 0s vértices de
grau impar. A partir dai teremos:

P = grau(P1) + grau(P2) + ... + grau (Pm);
| = grau(l1) + grau(l2) + ... + grau (In);
T = grau(P1) + grau(P2) + ... + grau (Pm) + grau(l1) + grau(l2) + ... + grau (In);

Como T = P + I, que pela Proposicdo 3.1, concluimos que T deve ser um

namero par. Assim, P é par, pois € uma soma de numeros pares.

Fazendo | = T — P, concluimos que | € par pois temos a diferenca entre dois

nameros pares, T e P.

Portanto, como | € um namero par e | = grau(l1) + grau(l2) + ... + grau (In), é a
soma de n numeros impares, o humero de parcelas dessa soma € par e logo,

concluimos que n é um namero par.

Para ilustramos o corolario acima, considere o grafo Z representado na figura

abaixo.

Figura 5 — Grafo Z
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A partir da observacdo desse grafo podemos identificar algumas

caracteristicas:
Numero de arestas: 5;
Numero de vértices: 4;
Ordem(Z) = 4,
Tamanho (Z) =4 +5=09;
Grau: g(A) = 2;9(B) =3;9(C) =2;9(D) = 3.
A soma: g(A) + g(B) + g(C) + g(D) = 10 (par, conforme Proposicéo 3.1).
Vértices de grau par: Ae C;
Veértices de grau impar: B e D.

Soma dos graus dos vértices: 10.

3.6 Representacdo de um Grafo através de Matrizes

Um grafo pode ser também representado utilizando-se o conceito de matriz.
Através dessa representacdo podemos, por exemplo, utilizar linguagens de
programacao e/ou programas de computador para auxiliar na resolucdo de

problemas envolvendo a Teoria de Grafos.

Essa representacdo pode ser feita utilizando-se a matriz de adjacéncia e a

matriz de incidéncia, as quais detalharemos a seguir.

= Matriz de Adjacéncia

Seja M = (m;;) uma matriz n x n, onde n representa o nimero de vertices de

um grafo G qualquer. A matriz de adjacéncia M € obtida da seguinte forma:

{1, se o vértice V; se liga ao vértice V;
m;i=
j

0, caso contrario
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A Figura 6 mostra um grafo G e, em seguida, temos sua matriz de adjacéncia.

A B
0 1 1 1
(1 0 1 0
M=11101
1 0 1 0
D C
Figura 6 — Grafo G

= Matriz de Incidéncia

Seja M = (m;;) uma matriz n x k, onde n representa o nimero de vértices e k
0 numero de arestas de um grafo G = (V,A), com V = (V,V,,..,V,) e A =

(ay,a,, ...ax). A matriz de incidéncia M é obtida da seguinte forma:

{1, se a; for incidente a V;
m. .= L.
Y (0, caso contrario

Considerando, ainda, o exemplo da Figura 6, podemos obter:

(AB) (AC) (AD) (BC) (CD)
Al 1 1 1 0 0
Bl 1 0 0 1 0
cl o 1 0 1 1
D| O 0 1 0 1

Tabela 1 — Incidéncia da Figura 6

Resultando na matriz de incidéncia;:

Sor R
oORr o R
R OO R
oORrRrR O
R RO O
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3.7 Tipos de Grafos

. Grafo Simples
Um grafo que ndo contém lacos nem arestas paralelas € denominado grafo
simples.

Exemplo 3.7.1

Figura 7 — Grafo Simples

. Grafo Reqular

Um grafo é chamado regular, quando seus vértices tém todos o0 mesmo grau.

Nesses casos, é comum chamar o grafo de k-regular, onde k representa o grau dos

vértices.
Exemplo 3.7.2
A i C
f h
E 4 E
B g D
Figura 8 — Grafo 3-regular

. Grafo Completo

Quando temos um grafo simples em que quaisquer dois vértices distintos sao

adjacentes, dizemos que este € um grafo completo.
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Um grafo completo com N vértices é denotado por Kn. A Figura 9 apresenta
um grafo regular completo com 5 vértices, portanto K5. E pertinente também

ressaltar que, em um grafo completo Kn, os seus vértices tém grau igual a n — 1.

A

C D

Figura 9 — Grafo Completo K5

nmn-1
Corolario 3.2 O numero de arestas de um grafo completo Kn é nn-1) .

Demonstracao:

Considerando que Kn é um grafo regular simples e que o grau de cada vértice
é (n — 1), podemos afirmar que a soma dos graus do grafo é n. (n — 1).

Aplicando a Proposicdo 3.1, a qual garante que a soma dos graus dos
vértices de um grafo é igual ao dobro do nimero de arestas do grafo, concluimos

i o nmn-1)
gue o numero de arestas do grafo ¢ —— .

. Grafo Orientado

Um grafo G = (V,E) é orientado se os elementos de E sdo pares ordenados.
Nesse caso, usamos (V1,V2) para indicar que a aresta que incide nos vértices Vie V2
€ orientada com inicio em Vi1 e fim em V2. Graficamente, utilizaremos setas para

indicar a orientacao das arestas.
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Figura 10 a — Grafo Orientado
Figura 10 b — Grafo Ndo Orientado

. Grafo Conexo

Um grafo é dito conexo quando, para qualquer par (B,K) de seus vértices,

existir um caminho com extremos em B e K.

Usando o grafo da Figura 11, podemos observar que o vértice V, ndo esta

ligado diretamente ao vértice V;.

Vv, v,
V4 V3
Figura 11 — Conexdo

Entretanto, podemos conectar V, a V; utilizando a conexdo V, -V, - V,.
Nesse caso, temos uma conexao de 2 passos (numero de arcos). Da mesma forma,

teriamos uma conexdo de 3 passosemV, -V, -V, - V; .

O teorema a seguir mostra o numero de todas as conexdes de k passos, k €

N, de um vértice V; para um vértice V; de um grafo orientado qualquer.



43

Teorema 3.1 Seja M uma matriz de vértices (matriz de adjacéncia) de um

grafo orientado e seja m{‘j o elemento (i,j) da matriz M*. Entdo mﬁ‘j € igual ao numero

de conexdes de k passos do vértice V; para o vértice V.

Demonstracédo: Ver em [3].

Exemplo 3.7.3

a) Considere o grafo G, orientado, e sua matriz de adjacéncia dada por:

"-.-"1 "-_."2
0 1 0 1
_({1 0 1 1
4=10 1 0 o0
0 010
"-."4 ".-"3
Figura 12 — Grafo G Orientado

Vamos encontrar o nimero de conexdes de 2 passos do vértice V1 ao vértice
Vs.
De acordo com o Teorema 3.1, o niumero de conexdes € dado pelo elemento

m?2, da matriz A2.

A’=A. A=

Sor o
oORrROo R
R OoORr O
cCOoOR R
SoRr o
[ R W
_ OoOR O
cCoOR R
|
S o R
R, OoON O
O RR N
O RR R

Encontramos entdo que m?; = 2, ou seja, ha duas conexdes de dois passos
para ir do vértice V1 ao vértice Vs.
Analisando a Figura 12 podemos observar que essas duas conexdes sao:

Vi—» V2 —» V3

Vi—» V4 —» V3
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b) Considere a matriz A como sendo a matriz de vértices de um grafo

orientado dada por:

Sor o
_ O
[ W RSN
oOrO R

Nesse caso, vamos encontrar o numero de conexdes de 3 passos do vértice

V; ao vértice V,.

Para auxiliar na visualizacdo do grafo, vamos representa-lo através da figura

abaixo:
V1 V2
A
J
Vy, V3
Figura 13 — Grafo Orientado

De acordo com o Teorema 3.1, utilizamos a matriz A3.

A3=AAA=

[N N
N NN W
N R RN
R, NP N

Como m3, = 2, concluimos que ha duas conexdes de 3 passos para ir do

vértice V; ao vértice V, .
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3.8 Trajetos Eulerianos

Dizemos que temos um trajeto euleriano (grafo euleriano), em homenagem a
Leonhard Euler, quando nesse trajeto passamos por todas as arestas uma, e uma
s6 vez. Quando a partida e a chegada acontecem no mesmo vértice, temos um
trajeto fechado, ou circuito, caso contrario, se a partida e a chegada néo se derem
no mesmo vértice, temos um trajeto aberto. Esse tipo de grafo tem origem no
desafio apresentado a Euler, conhecido como o problema das pontes de
Konigsberg, onde desejava-se saber se era possivel atravessar as sete pontes sem
passar duas vezes ha mesma ponte, retornando ao ponto de partida.

Temos um trajeto semi-euleriano (grafo semi-euleriano) quando nesse
caminho percorremos todas as arestas do grafo passando uma Unica vez por cada
uma delas, porém o inicio e o término do percurso sao em veértices distintos.

Para verificarmos se um grafo tem trajetos eulerianos ou ndo recorremos ao

teorema a sequir.

Teorema 3.2 Um grafo conexo G = (V,A) admite trajeto euleriano se, e somente se,

todas os vértices tiverem grau par.

Demonstracéo: (baseada em [1])

() Tomando G como um grafo euleriano, podemos afirmar que G contempla
um ciclo euleriano. Assim, a partir de cada vértice, h4 uma aresta saindo e outra
chegando até ele, uma vez que ndo ha repeticdo de arestas. Como toda aresta
pertence ao trajeto, podemos afirmar que o nimero de arestas em cada vértice € par
porque a chegada ao vértice se da por uma aresta e a saida dele sera por outra
aresta.

(&) Considere G um grafo com todos os vértices de grau par. Tomemos um
vértice V,, qualquer de G, onde iremos construir um trajeto com a condicdo de néo
passarmos duas vezes pela mesma aresta. Pelo fato de que todos os vértices tém
grau par, poderemos sempre chegar e sair em um vértice por arestas diferentes. Se
apos esse fazermos esse trajeto, que chamaremos de C, tivermos percorrido todas
as arestas de G, entéo finalizamos a demonstracdo. Caso contrario, podemos retirar
de G as arestas que percorremos em C, e ai, teremos um novo grafo G’, em que

todos os vértices tém grau par e necessariamente, um desses vértices pertence a C
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uma vez que G é um grafo conexo. Tomemos esse Vvértice como V,, e a partir dele,
podemos construir um caminho C’, que passara por todas as arestas e retornara a
V. A partir desse vértice podemos unir os grafos C e C’ e obtermos um trajeto unico.
Se por acaso alguma aresta ainda nao tiver sido percorrida podemos repetir o
processo até que todas sejam percorridas. Dessa forma, temos o ciclo euleriano e
consequentemente o grafo é euleriano.

Na figura 14 temos um exemplo de um grafo euleriano:

m

[uy]
O

M

Figura 14 — Ciclo euleriano

No grafo da figura 14, temos o ciclo euleriano: (A—-E-D-A-C-D-B-F
-C-B-A).

Proposicdo 3.2: Um grafo conexo € semi-euleriano se, e somente se, possuir

exatamente um par de vértices de grau impar.
Demonstracéo:

(=) Seja G um trajeto aberto de comprimento m com inicio em um vértice V, e
término em um vértice V,, sem repetir arestas (grafo semi-euleriano de dimenséao m).
Como o caminho é aberto, os vértices V, e V, sao distintos. Portanto, V, e V, tém

grau impar, pois a trilha ndo termina onde comecou.

(&) Tomemos G como sendo um Grafo conexo com um par de vértices de

grau impar e sejam V, e V,, esses veértices com grau impar. Se acrescentarmos uma
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aresta ligando V, e V,, teremos todos os vértices com grau par, e fundamentado pelo
teorema 3.1 teremos um ciclo euleriano de comprimento m + 1 em G e um trajeto

aberto de comprimento m com inicio em V, e término em V,,.

Na Figura 15 temos um exemplo de um grafo semi-euleriano (A-B —-E - C —
B-D-C-A-D).

[T

m
o

A D

Figura 15 — Grafo Semi-euleriano

Um problema bastante conhecido, e relacionado a grafos eulerianos, é o
Problema do Carteiro Chinés, que foi criado pelo matematico chinés Kwan Meio-Ko
em 1962. Ele se baseou no trajeto que os carteiros faziam, em sua cidade, para
entregar as cartas. O problema que ele levantou era que o carteiro deveria passar
por todas as ruas da regido para efetuar a entrega das cartas em todas as casas e
percorrer 0 menor trajeto possivel. Nesse caso, abordaremos um tipo de grafo
conhecido como grafo valorado, onde suas arestas tém “valores” que podem, por

exemplo, indicar a disténcia entre dois vértices ligados pela aresta.

A seguir temos um exemplo de um grafo valorado.
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m

10

Figura 16 - Grafo valorado.

No caso da representacao do trajeto que o carteiro tem que percorrer ser um
grafo euleriano, entdo a questao esta resolvida. O menor trajeto possivel € a soma

dos valores de cada uma das arestas do grafo.

Entretanto, se o grafo ndo for euleriano o carteiro terd que passar mais de
uma vez por uma ou mais arestas, buscando fazer o percurso que tenha o menor
valor. Para ilustrar essa situacdo vamos considerar a Figura 17 como sendo o
desenho da regido que o carteiro tem que percorrer, onde as arestas representam
as ruas, e os valores apresentados em cada aresta representam a distancia a ser

percorrida por ele.

85

T

m

Figura 17 — Aplicagdo do Carteiro Chinés
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Observe que na figura temos 6 vértices (A, B, C, D, E, F) sendo que 2 deles
(A e E) tém grau impar. Sendo assim, temos um grafo semi-euleriano e, portanto,
para termos um caminho semi-euleriano podemos partir do vértice A e chegarmos
ao vertice E ou vice-versa. Como o0 carteiro precisa partir e retornar no mesmo

vértice temos que encontrar o caminho com menor valor para o seu retorno.
Uma possibilidade seria:
[daaA-B—-C—-D—-E—-C—->A—-F-—>E
Volta.E - C — A
Valorando o caminho teriamos entao:
lda: 80 + 80 + 100 + 100 + 85 + 90 + 95 + 85 = 715.
Volta: 85 + 90 = 175.
Assim o trajeto percorrido tem valor igual a 890.

O caminho de volta foi encontrado por inspecdo, no entanto, quando o grafo
apresenta um grau de dificuldade maior, esse método de inspecdo torna-se mais
trabalhoso. Nesse caso utilizamos algoritmos que determinam o caminho mais
“curto” [1].
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CAPITULO 4 — Algoritmos de Fleury e de Dijkstra

Quando estamos trabalhando com grafos, o Teorema do Circuito de Euler
(Teorema 3.2) e as proposicoes: Proposicdo da Soma dos Graus de Euler
(Proposicao 3.1) e a Proposicdo do Caminho de Euler (Proposicao 3.2), sdo muito
importantes, pois através deles podemos saber, por exemplo, se um grafo é ou ndo
euleriano. Entretanto, esses teoremas ndo nos mostram como encontrar esse
caminho. Quando possivel, fazemos isso por inspecdo. No entanto, em casos mais
complexos, isso demanda um trabalho muito grande. Com o avanco da informatica,
o computador se tornou uma ferramenta extremamente Ut na solucdo de
problemas. Como o computador € capaz de realizar tarefas com grande rapidez, o
programamos para executar tais inspecfes. Essa programacao se da através de
algoritmos, que consistem em uma série de procedimentos que fazem com que o

computador busque a solucao.

A seguir veremos dois algoritmos: o de Fleury e o de Dijkstra.

4.1 Algoritmo de Fleury

O algoritmo de Fleury € um método que permite encontrar um circuito em um

grafo euleriano ou um trajeto em um grafo semi-euleriano.

O algoritmo de Fleury [4], proposto em 1883, utiliza um grafo reduzido

induzido pelas arestas ainda ndo marcadas.

Inicialmente todas as arestas estdo ndo marcadas. As arestas vao sendo

“marcadas”, ou removidas do grafo, a medida em que vao sendo inseridas no ciclo.
Considere um grafo conexo G(V,A), onde g(Vi) é par, V Vie V, i € N.

Para aplicarmos o algoritmo de Fleury em um grafo ndo dirigido e néo

valorado, 0s passos a seguir vao ser tomados:
Algoritmo de Fleury

1. Escolha um vértice Vi para comecgar.

2. Entre os vértices conectados a V1, faca:
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I. Se houver apenas um vértice como opc¢ao, escolha este como V2.

il. Se houver mais de um vértice possivel, escolha um V2 apropriado
dentre eles.

iii. Se uma aresta (V1,V2) é uma ponte! no grafo reduzido, entdo
(V1,V2) s6 deve ser escolhida caso néo haja outra opcao.

Remova a aresta (V1, V2).

4. Se ainda houver arestas nao percorridas, volte ao passo 2, considerando
V2 como o0 novo Va.

5. Caso contrario, anote o caminho percorrido.

Exemplo 4.1.1: Grafo euleriano

1

m

o

J

Figura 18 — Grafo euleriano; aplica¢do Algoritmo de Fleury

O grafo apresentado na Figura 18 € euleriano pois todos 0s seus vértices tém

grau par. Sendo assim, podemos encontrar um circuito euleriano nesse grafo.

Utilizando o algoritmo de Fleury escolhemos aleatoriamente um vértice, nesse

caso, o vértice D.

A partir do vértice D temos duas opc¢des: seguir para o0 vertice A ou para o

vértice B. Tomemos a aresta que leva ao vértice A (Figura 19).

! Uma ponte de um grafo G é uma aresta que se removida desconecta G.
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Figura 19 — Passos 1, 2 e 3 do Algoritmo de Fleury

A partir do vértice A temos trés opcdes: AB, AC ou AG. Vamos escolher AB,
(Figura 20 [a]).

No vértice B temos duas opcdes: BE ou BC, pois BD nao nos permitiria dar
continuidade para as outras arestas. Assim, tomemos a aresta BE (Figura 20 [b]).

[a] — a partir do vértice A [b] — a partir do vértice B

Figura 20 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury

A partir do vértice E temos trés opcdes: EF, EG ou EH. Vamos escolher EG,
(Figura 21 [a]).

Do vértice G temos duas op¢Bes GF ou GH pois GA néo pode ser escolhido

por ser uma ponte e temos outras opg¢des. Sendo assim escolhemos GF, (Figura 21

[b]).
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Figura 21 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury

[a] — a partir do vértice E [b] — a partir do vértice G

Agora seguimos com a aresta FE, (Figura 22 [a]) e depois com a aresta EH

(Figura 22 [b]).

[a] — a partir do vértice F [b] — a partir do vértice E

Figura 22 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury

Em seguida a aresta HG (Figura 23 [a]), e depois a aresta GA (Figura 23 [b]).

: °
-]
] @
e
E
a
] H
] H
[a] — a partir do vértice H [b] — a partir do vértice G
Figura 23 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury
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Na sequéncia temos a aresta AC (Figura 24 [a]), e depois a aresta CB (Figura

24 [b]).

[a] — a partir do vértice A [b] — a partir do vértice C

Figura 24 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury

Finalmente, a aresta BD (Figura 25).

!

L To!
]

e
—®
me

Figura 25 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury

Dessa forma temos o circuito euleriano DABEGFEHG A CBD.

Notemos que cada vertice aparece no circuito exatamente uma quantidade de
vezes que é igual a metade do seu grau. A excecdo é o vértice D; o numero de
vezes que este vértice aparece no circuito € igual a metade do seu grau mais um,

porque este é o vértice que escolhemos para iniciar e terminar o circuito.
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Exemplo 4.1.2: Grafo semi-euleriano.

Figura 26 — Grafo semi-euleriano

No grafo da Figura 26, como os vértices D e H tém grau 3 (impar) e todos
0S outros vértices tém grau par, temos um grafo semi-euleriano e sendo assim

podemos utilizar o algoritmo de Fleury para encontrar um trajeto euleriano.

Quando o grafo € conexo e tem apenas 2 vértices com grau impar, para
utilizarmos o algoritmo de Fleury devemos comecar por um dos vértices de grau

impar [16]. Nesse caso, terminaremos 0 processo no outro vértice de grau impar.

Vamos escolher entdo o vértice H para iniciar. Uma possibilidade seria

seguirmos pelas arestas: HD (Figura 27 [a]) e depois pela aresta DB (Figura 27 [b]).

[a] — a partir do vértice H [b] — a partir do vértice D

Figura 27 — Passos 1, 2 e 3 do Algoritmo de Fleury
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A patrtir do vértice B seguimos para BC (Figura 28 [a]) e depois a aresta CA
(Figura 28 [b]).

[a] — a partir do vértice B [b] — a partir do vértice C

Figura 28 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury

Em seguida a aresta AB (Figura 29 [a]), e depois a aresta BE (Figura 29 [b]).

[a] — a partir do vértice A [b] — a partir do vértice B

Figura 29 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury

Na sequéncia, temos a aresta EF (Figura 30 [a]), e depois a aresta FG (Figura
30 [b]).



[a] — a partir do vértice E [b] — a partir do vértice F

Figura 30 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury
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Em seguida, a aresta GH (Figura 31 [a]), e depois a aresta HE (Figura 31 [b]).

@
o @
@
u
[a] — a partir do vértice G [b] — a partir do vértice H
Figura 31 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury
Depois a aresta EG (Figura 32 [a]), e a aresta GA (Figura 32 [b]).
. :
@
L L @
] [ ] \ B -
L
® o
[a] — a partir do vértice E [b] — a partir do vértice G

Figura 32 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury
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E para finalizar, a aresta AD (Figura 33).

T

> e
o ®
me

®

bt

L] (]
D H

Figura 33 — Passos 2, 3 e 4 do Algoritmo de Fleury

Temos assim, um trajeto semi-euleriano: HDBCABEFGHE GAD.

Uma outra possibilidade para usarmos o algoritmo de Fleury seria a de

decompormos o grafo euleriano em varios circuitos, conforme mostra o exemplo a

sequir.

Exemplo 4.1.3: Circuitos eulerianos

M

(o]

)

Figura 34 — Circuitos eulerianos
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No grafo da Figura 34 temos, por exemplo, um circuito euleriano que pode ser
descrito por E A C D E (Figura 35).

Figura 35 — Circuito euleriano

Agora escolhemos um vértice desse circuito (E A C D E) que tenha arestas
incidentes que ndo tenhamos ainda percorrido. Por exemplo, o vértice A. Entédo
criamos um outro circuito euleriano a partir desse vértice: A D B A (Figura 36).

Figura 36 — Circuito euleriano
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Agora tomamos o 1° circuito euleriano que montamos, E A C D E, e
substituimos nele o 2° circuito euleriano, A D B A. Ficamos entdo com um novo
circuito euleriano formado pela juncéao dos dois circuitos anteriores: EADBACDE
(Figura 37).

Figura 37 — Circuito euleriano

Como ainda ndo passamos por todas as arestas do grafo da Figura 34,
vamos continuar escolhendo um vértice que tenha arestas incidentes ainda néo
percorridas para montarmos um circuito euleriano. Partindo do vértice C temos o

circuito euleriano: C F B C (Figura 38).

m

)

[wx]

M

Figura 38 — Circuito euleriano
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Substituindo esse ultimo circuito C F B C no circuito E AD B A C D E, ficamos

com um circuito euleriano para o grafo da Figura34: EADBACFBCDE.

4.2 Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra [4] nos permite encontrar o caminho mais curto em um

grafo dirigido, ou nédo dirigido, que possui arestas com peso nao negativo (valor).

Considere um grafo orientado simples G(V,A) valorado, ou seja, a cada aresta

(Vi,Vj) estd associado um numero real Wjj = 0 (representando comprimento ou

distancia, por exemplo). Vamos supor que queremos encontrar o caminho minimo

entre os vertices Vie Vj, i, j=1..n,i #|.

A ideia para aplicacdo do algoritmo de Dijkstra consiste nos passos descritos

a seguir [13].

Algoritmo de Dijkstra

1.
2.

Rotular os vértices do grafo.
A partir do vértice inicial Vi, seguir em direcdo ao vértice final Vj (seguindo
as arestas orientadas), rotulando os vértices com as suas distancias ao
vértice Vi, medidas até aquele momento.
A cada estagio do algoritmo teremos veértices que possuem rotulos
temporarios e vértices com rotulos permanentes.
O roétulo de um vértice Vi, k € {1, ..., n}, € considerado permanente quando
este rotulo apresenta a menor distancia de Vi até V.
Comecamos associando rétulo permanente igual a zero para o vértice Vi, e
um rétulo temporario igual a o para 0s outros n — 1 vértices do grafo.
A cada iteracdo, um novo vértice recebe um rétulo permanente de acordo
com as seguintes regras:
I. Cada vertice Vk com um rotulo temporario recebe um novo rotulo
temporario dado por:
min{rétulo de Vx, (rétulo de Vi) + Wi},
onde Vi é o vértice que recebeu rotulo permanente na iteracédo

anterior e Wi € o valor da aresta entre o vértice Vi e o vértice V.
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il. Encontre o menor valor entre os rotulos temporarios.
Este sera o rétulo permanente do respectivo vértice.
Em caso de empate, selecione qualquer um dos candidatos e
atribua rétulo permanente ao escolhido.

7. Repetir 6i e 6ii até que o vértice destino, Vj, receba um rétulo permanente.

Exemplo 4.2.1: Caminho mais curto

Para apresentarmos o algoritmo de Dijkstra consideremos o grafo da Figura
39.

m

Figura 39 — Grafo valorado; aplicagdo do Algoritmo de Dijsktra

Como o grafo possui 5 vértices, montamos uma tabela com 5 linhas e 5

colunas.

Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5

mOO|m@|>|o
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Suponha que desejamos encontrar o caminho com a menor distancia entre 0s
vértices Ae E.

Na tabela iremos utilizar a notacdo (valor acumulado, vértice de origem) para
representar a distancia até o ponto em questdo. Por exemplo, para irmos até o
vértice B no grafo da Figura 39, partindo de A, teriamos uma distancia de valor igual

a 2. Sendo assim representariamos (2, A) na linha B (Passo 1).

Pois bem, como vamos partir do vértice A, temos entdo que o peso de A até A
€ zero e a tabela fica preenchida com (0,A) no Passo 1 e nos demais passos

colocaremos o simbolo —.

Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5
(0A) | - -~ -~ -

m|O|lO|m|>

Em seguida vamos analisar o grafo e verificar quais sado os vértices

adjacentes ao vértice A e preencher a tabela com a distancia de cada um deles ao

vértice A.
Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5
A (0,A) -- -- -- --
B (2,A)
C (4,A)
D (6,A)
E -

Podemos observar que os vértices B, C e D sao adjacentes ao vértice A e
suas distancias até o vértice A sao respectivamente 2, 4 e 6. Entdo, representamos
(2,A) na linha do vértice B pois indica que até o vértice B temos uma distancia de

peso 2 a partir do vertice A e assim sucessivamente para 0s demais.
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Como o vértice E ndo é adjacente ao vértice A representamos com — na linha
do vértice E.

Agora, observamos 0s pesos que aparecem no Passol e, como estamos
procurando o caminho com a menor distancia, devemos escolher o que apresenta

menor valor. No caso é a distancia até o vértice B que aparece na tabela como (2,A).

Copiamos entdo esse valor do vértice B para o Passo 2 e ele passa a ser

definitivo. Logo os demais passos do vértice B ficam representados com --.

Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5
(0A) | - - - -
(2A) | 2A) [ - - -
(4,A)
(6,A)

moO0O|w| >

Como o vértice B levou ao menor valor precisamos verificar quais sdo 0s
vértices adjacentes a ele. No caso vemos que sdo adjacentes a B os vértices D e E.
Preenchemos entéo a tabela com a distancia do vértice B até o vértice D. Aqui vale
ressaltar que temos que colocar o valor acumulado ou seja, o valor de A até B que é

2 mais o valor de B até D que é 3, portanto, temos (5, B) no Passo 2, linha D.

Como o vértice E é adjacente a B temos no Passo 2, linha E, a representacao
(9, B).

Na linha C, Passo 2, repetimos a representacdo que tinhamos no Passo 1,

pois C nao é adjacente ao vértice B.

Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5
A (0,A) -- -- -- --
B (2,A) (2,A) -- -- --
C (4,A) (4, A)
D (6,A) (5, B)
E -- (9, B)
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Agora que completamos o Passo 2, analisamos qual € a menor distancia que

temos e verificamos que é (4, A). Essa distancia passa a ser a definitiva no Passo 3.

Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5
A (0, A) -- -- -- --
B (2, A) (2, A) -- -- --
C (4, A) (4, A) (4, A) -- --
D (6, A) (5, B)
E -- (9, B)

Vamos entdo verificar quais sao os vértices adjacentes ao vértice C. E nesse
caso temos apenas o vértice E. Assim, marcamos a distancia acumulada do vértice
C até o vértice E que é (13, C). Porém observamos que temos no passo 2 um valor
acumulado até E (9, B) que é menor que o que acabamos de encontrar. Como
buscamos o caminho com menor valor descartaremos o valor (13, C) e manteremos
o valor (9, B).

Como o vértice C ndo é adjacente ao vértice D repetimos (5, B) na linha D

passo 3.
Passol | Passo2 Passo3 Passo4 Passo5
A | (0,A) -- -- -- --
B | (2,A) (2, A) -- -- --
C| (4,A (4, A) (4, A) -- --
D | (6,A) (5, B) (5, B)
E - (9,B) |(9,B) 356

Completado o Passo 3, repetimos a andlise para buscar o menor valor e

encontramos o (5, B) que passa a ser o valor definitivo no Passo 4.

O vértice D é adjacente ao vértice B, A e E (ndo é mais necessario analisar os
vértices A e B). Calculamos entdo o valor acumulado do vértice D ao vértice E e

encontramos (6, D).

Como na linha E o menor valor é o do passo 4 temos entdo esse valor como o

valor a ser repassado para o passo 5 como definitivo.



Passol | Passo2 Passo3 Passo4d Passo5
A | (0,A) -- -- -- --
B | (2,A) (2, A) -- -- --
C| (4 A (4, A) (4, A) -- --
D| (6,A) (5, B) (5, B) (5, B) --
E - (9,B) [(9,B)#3€} | (6,D) (6, D)
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Assim, encontramos que a menor distancia do vértice A ao vértice E tem valor

6. Refazendo o caminho: E, D, B, A, ou seja, 0 menor caminho € A B D E com

distanciaiguala2 + 3+ 1 = 6.
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CAPITULO 5 - Plano de Aula

Nesse capitulo apresentaremos algumas ideias de atividades que podem ser
desenvolvidas em sala de aula, como sugestédo para o 2° ano do ensino meédio, para
gue os alunos possam conhecer os conceitos e algumas aplicacdes da teoria de

grafos.

5.1 Aula 1: Parte Historica

5.1.1 Objetivo

Essa primeira aula tem como objetivo, de forma breve, situar historicamente o
surgimento dos conceitos de matrizes, determinantes e, em seguida, 0 surgimento

da teoria de grafos.

5.1.2 Atividade

1. Apresentar aos alunos, através de slides, um pouco da historia de matrizes,

determinantes e teoria de grafos.

2. Apresentar o problema das Pontes de Konigsberg (atual Kaliningrado),
considerado o marco da teoria dos grafos. Esse problema, mencionado na
Introducao deste trabalho, era um desafio que intrigava os habitantes de Konigsberg
gue queriam saber se era possivel atravessar as sete pontes do Rio Pregel, sem
passar duas vezes na mesma ponte, retornando ao ponto de partida. Leonhard Euler
em 1736, ao tomar conhecimento do problema, apresentou a solugéo,
representando a situacdo através de um grafo (vértices e arestas), e mostrou que
nao seria possivel satisfazer a exigéncia de atravessar todas as pontes sem passar

duas vezes na mesma ponte.

Para essa atividade projetaremos a imagem do problema (Figura 40), para que 0s
alunos possam refletir e apresentar caminhos para a sua solugéo, argumentando as
possiveis solugcbes bem como, caso seja mencionado por algum aluno, a

impossibilidade de encontrar uma solugao.
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Konigsberg Bridges — Fonter
https:/fen. wikipedia.org/wikifSeven_Bridges_of K%C3%B6nigsberg

Figura 40 - Pontes de Konigsberg

5.2 Aula 2: Introducdo a Teoria de Grafos

5.2.1 Objetivo

Nessa aula apresentaremos aos alunos 0s conceitos basicos da teoria de
grafos a partir da projecdo da imagem das Pontes de Konigsberg e das

consideracdes dos alunos a respeito do problema.

5.2.2 Atividade

Retomando a projecdo da imagem das Pontes de Konigsberg, solicitar aos
alunos que tente representa-las utilizando diagramas, e a partir dessa representacao
daremos inicio aos conceitos basicos da teoria de grafos: representacdo através de
diagramas; arestas; vértices; grau de um vértice; grau de um grafo; alguns tipos de
grafos.

Propor aos alunos algumas atividades que explorem o0s conceitos
apresentados:



Atividade 1: Observe cada um dos grafos a seguir e, em seguida, determine:

K
a)
L 0]
M N

b) X v
P

Q R

Figura 41 — Atividade 1 — Aula 2

a) Quantidade de vértices.
b) Quantidade de arestas.
c) Grau de cada vértice.

d) Grau de cada grafo.
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Atividade 2: A partir dos grafos dados verifique qual(is) dele(s) é(sdo):

P
a)
c) K
L ’ C]L
1 J
M N
A
b} d)
H G
D
B c E F
Figura 42 — Atividade 2 — Aula 2

a) Simples.
b) Regular.
c) Completo
d) Orientado.
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5.3 Aula 3: Trajetos eulerianos

5.3.1 Objetivo

Apresentar aos alunos o conceito e as condi¢cdes para que um grafo possa ter
trajetos eulerianos e, a partir desses conceitos, refletir novamente sobre a solucéo

das Pontes de Konisgberg.

5.3.2 Atividades

Antes de apresentar formalmente o conceito de trajeto euleriano, propor aos

alunos as seguintes atividades:

Atividade 1: Observe a figura abaixo e tente encontrar um caminho que passe
por todos os vértices da figura sem tirar o lapis do papel e sem passar mais de uma

vez por um caminho que ja passou.

A E

Figura 43 — Atividade 1 — Aula 3

Entao, definir trajeto euleriano.

ApOs realizar a Atividade 1, analisar se é possivel executar essa mesma

atividade a partir de qualquer vértice.
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Atividade 2: Observe as figuras abaixo, e verifique em qual(is) dela(s) ha um

trajeto eureliano.

a) H
| J
A

d

b) U T }
P S
D
Q R
B C
Figura 44 — Atividade 2 — Aula 3

Para a proxima atividade, fazer a apresentacdo do problema do carteiro
chinés que esta descrito nas paginas 49 e 50 para os alunos, de modo que eles
tenham nocdo da origem do problema e, em seguida, apresentar o exemplo da
figura 16 da pagina 50 com sua respectiva solucdo. Apos essa pequena introducao,

aplicar a atividade 3.
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Atividade 3: Resolva o problema do carteiro chinés, determinando, por

inspecédo, 0 menor percurso possivel para o grafo abaixo.

Figura 45 — Atividade 3 — Aula 3

5.4 Aula 4: Representacao matricial de um grafo

5.4.1 Objetivo

Mostrar que um grafo pode ser representado através de uma matriz e que,
dessa forma, ha uma vantagem maior em utilizar programas de computador como

facilitadores de alguns processos.

5.4.2 Atividades

Apresentar aos alunos um exemplo de um grafo na forma de diagrama e sua
respectiva matriz de adjacéncia e de incidéncia. Em seguida, propor as atividades 1

e 2 que seguem.

Atividade 1: A partir dos grafos representados nos diagramas abaixo, escreva

a matriz de adjacéncia e a matriz de incidéncia correspondente a cada um.
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Figura 46 — Atividade 1 — Aula 4.

Atividade 2: Dada a matriz de adjacéncia a seguir, determine o seu grafo

correspondente (diagrama).

MO
R O O R K
R O R O K
N = I S =
O O = O
N = =)

5.5 Aula 5: Algumas aplicacdes em j0g0os

5.5.1 Objetivo

Apresentar algumas situacdes de jogos em que podemos utilizar a teoria de

grafos como ferramenta para resolucao de problemas.

5.5.2 Atividades

Para a realizacdo de algumas das atividades a seguir, serao disponibilizados
aos alunos alguns jogos de domin6é e alguns tabuleiros de xadrez com suas

respectivas pecas.
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Atividade 1: Domind

Nessa atividade distribuir as pecas de dominds para os grupos de alunos e

apresentar o problema a seguir.

Apenas com as pedras0-1,0-3,0-6,1-1,1-2,1-4,2-3,3-3,3-4,3-
6,4-4,4-5 4-6¢eb5-6deum domind, € possivel dispé-las sequencialmente da

forma usual em tal jogo?

Apés a apresentacdo do enunciado, deixar os alunos refletirem sobre o
problema manuseando as pecas do domino.

A medida que forem encontrando a solugdo do problema, propor a
estruturacdo das pecas do jogo de domind apresentadas em um grafo onde os
vértices representam o0s pontos de cada meio domin6 e as arestas serao

representadas pelas conexdes.

o

Figura 47: Grafo das pegas dos dominds

Embora néo seja trabalhado o algoritmo de Fleury com os alunos, vamos

utiliza-lo para validar a solugéo.

Considerando o grafo da figura 47, faremos a verificagao se ele possui algum
percurso que passe por todas as arestas sem repeticdo, ou seja, se € um trajeto

euleriano.

Para isso, utilizamos o Teorema 3.2 e vemos que como 0s Vértices 0 e 1
possuem grau impar, o grafo ndo apresenta um trajeto euleriano. Entretanto, como o

grafo possui apenas um par de veértices com grau impar, a Proposicdo 3.2 nos
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garante que temos um grafo semi-euleriano. Assim, podemos fazer o percurso pelo
grafo passando uma Unica vez por cada aresta desde que o inicio seja no vértice 0 e

o término no vértice 1, ou vice-versa.

Dessa forma, teriamos a organizacdo das pecas de domind dispostas de
acordo com a Figura 48.

H |

I 0 O

% % HE

I-é-l

Figura 48: Sequéncia das pecas do domind

Atividade 2: Os cavalos do xadrez

Esse problema é bastante comum em olimpiadas de matematica e foi retirado
do material do Programa Olimpico de Treinamento, nivel 2, aula 8, do professor

Bruno Holanda [5].

O problema consiste em saber se é possivel que os cavalos da Posicao 1 da
Figura 49, fiqguem na posicao 2 da mesma figura, em um jogo de xadrez.

POYSIC A | POSICAD 2

Figura 49: Problema do cavalo no jogo de xadrez

E pertinente lembrar que a peca do cavalo no jogo de xadrez, se desloca da

seguinte maneira: duas casas na vertical ou horizontal e depois, uma casa na
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direcdo perpendicular a direcdo em que havia se movimentado antes (movimento
emL).

Para responder tal questdo, podemos iniciar enumerando as casas do
tabuleiro, conforme mostra a Figura 50.

213
318 |6
71 81D

Figura 50: Casas do tabuleiro enumeradas

Agora, podemos construir um grafo G, em que seus vértices correspondem as
casas do tabuleiro e, dois vértices, i e |, sdo extremos de uma aresta se for possivel

gue o cavalo saia da casa i e va para a casa j com apenas um movimento.

Assim, o grafo G fica representado como na Figura 51.

I
-
P — g}
Ta [ -] wl
o of
-
I.‘
Figura 51: Grafo dos movimentos do cavalo

Agora, posicionando os cavalos da Figura 49, posi¢ao 1 e posi¢cdo 2, em suas
respectivas casas no grafo da Figura 51, obtemos dois grafos que estao
representados na Figura 52.
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Figura 52: Grafos das posices 1 e 2.

A partir da Figura 52 fica facil de visualizar que ndo é possivel que os cavalos
da posicédo 1 figuem na posicao 2, pois ndo podemos alterar a ordem ciclica dos

cavalos.

Atividade 3: Torneio de futebol

O grémio estudantil do colégio, resolveu montar um interclasse de futebol de
saldo, onde cada classe do colégio tera um time. As turmas que participardo do
campeonato sdo: 1° A, 1° B, 1° C, 2° A, 2° B, 2° C, 3° A e 3° B. Nesse interclasse
todos os times jogam contra todos os outros, uma Unica vez, e 0 campedo é aquele
que obtiver o maior nimero de pontos, de acordo com o regulamento estabelecido

pelo professor de educacéo fisica.

Considerando que as turmas representem o0s Vvértices e que 0S jogos
representem as arestas, organize o problema com a utilizacdo de um grafo e indique

o numero de jogos que serao realizados nesse interclasse.

A Figura 53 mostra o grafo que representa o problema.



1°A

1°B

2°C

2°B

Figura 53: Grafo dos jogos de futebol

79

A guantidade de jogos desse interclasse € igual a quantidade de arestas do

grafo da Figura 53. Como todos os vértices possuem grau 7 (numeros de arestas) e

7.
temos 8 vértices (nimero de times), temos pela Proposicdo 3.1 que -

arestas, ou seja, 28 jogos.

5.6 Aula 6: Caminho mais curto

5.6.1 Objetivo

28

Levar os alunos a buscar o caminho minimo entre dois pontos em um grafo

valorado.

5.6.2 Atividades

Na atividade 1 buscamos inicialmente permitir que os alunos analisem o grafo

da figura 54 e, a partir dai, tentem encontrar a solugcdo do problema fazendo

levantamento de possiveis percursos e comparando suas distancias para que

encontrem a menor.
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Atividade 1: Percurso Minimo

Inicialmente apresentamos o enunciado do problema e o grafo da Figura 54

para que 0s grupos possam ler e comecarem a refletir sobre as possiveis solucdes.

Alfredo deseja sair de sua casa e ir até o supermercado do bairro. Para isso,
ele possui varios caminhos que podem ser percorridos, conforme apresentados na
Figura 54. Considere os valores apresentados na figura como a distancia entre os
estabelecimentos. Qual € o menor percurso para ele sair de casa e chegar ao

supermercado? Obs: Nao € necessario percorrer todas as arestas.

5 Acougue

Supermercado

Figura 54: Caminho minimo

Ao término da atividade apresentamos todos os trajetos encontrados pelos

grupos para que possam verificar qual deles é a solucédo do problema.

A validacdo da solucdo do problema ser& feita, apenas aqui, utilizando o

algoritmo de Dijkstra, com a introducéo de tabelas, sem a formalizacao do algoritmo.

Para determinarmos o trajeto mais curto da casa de Alfredo até o
supermercado usando o algoritmo de Dijkstra, iniciamos observando que o grafo
apresentado na Figura 54 possui 6 veértices. Para facilitar a representacéo

consideraremos os vértices C = Casa, P = Padaria, A = Agougue, E = Escola, Q =
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Praca de esporte e S = Supermercado. Sendo assim montamos uma tabela com 6

linhas e 6 colunas.

Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5 | Passo6

w|O|>mOlO

Como partimos do vértice C, temos que a distancia de C até C é zero, logo no
passo 1 temos (0,C). Na sequéncia verificamos quais sédo os vértices adjacentes ao
vértice C e preenchemos a tabela com a distancia de cada um deles ao vértice C, ou
seja (4,C) e (2,0C).

Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5 | Passob

V|0 |>m OO

Analisando as distancias que aparecem no passo 1 observamos que a menor
delas € 2, ou seja, a distancia de C (casa) até E (escola). Entdo essa passa a ser

definitiva.

Agora analisamos quais sdo o0s veértices adjacentes a E e encontramos 0s
vértices P, A e Q. Da mesma forma preenchemos a tabela com as distancias do
vértice E a cada um de seus vértices adjacentes. Lembrando que vamos considerar

o valor acumulado, isto €, a partir de C.

Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5 | Passo6

c | (0,0 - - - - -
P | 40 | (3F

E | 20 | (2.0

A - (10,E)

Q - (12,E)

S
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Verificando as distancias encontradas no passo 2 vemos que a menor delas é

(3,E) e essa entdo passa a ser definitiva.

O proximo passo é verificar os vértices adjacentes a P. Temos entdo, apenas
o vértice A, cuja distancia até P € (8,P). Essa é a menor distancia que encontramos

no passo 3, sendo assim a definitiva.

Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5 | Passo6

(0,C) = - = ~ ~
40 | (3E | (3, - ~ =
2,0) | (2,0 - - - =

(10E) | (8P) | (8P) - =
- (12,E) | (12,E)

V|0 |>mMTlO

A andlise agora € no vértice A. Observamos que ele € adjacente aos vértices
S e Q. Calculando sua distancia até cada um deles, encontramos respectivamente

(14,A) e (10,A). A menor distancia é de A até Q e essa passa a ser definitiva.

Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5 | Passo6

(OIC) - - - - -
(4,C) | (3,E) | (3,F) - - -
(2,0) | (2,0 - - - -

(10,E) | (8P) | (8P) - =
- (12,E) | (12,E) | (10,A) | (10,A) | -
- - ~ | (14,A)

0n|O|>MOIO

O vértice Q é adjacente apenas ao vértice S. Calculando a distancia entre
eles temos (12,Q). Dessa forma chegamos ao vértice S (supermercado) que era o

objetivo inicial.

Passol | Passo2 | Passo3 | Passo4 | Passo5 | Passo6

(0,C) - - - - ~
(4,C) (3,E) (3,E) - - -
2,0 | (2,0 - - ~ =

(10,E) (8,P) (8,P) - -
- (12,E) | (12,E) | (10,A) | (10A) | -
- ” - (14,A) | (12,Q) | (12,Q)

n|PO[>ImMlY|lO
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Temos entdo que o menor trajeto que Alfredo pode percorrer de sua casa até
0 supermercado € o caminho Casa -> Escola -> Padaria -> Acougue -> Praca de

esportes -> Supermercado, que tem uma distancia igual a 12.
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Conclusao

A partir desta dissertacdo espero contribuir com os alunos e também colegas
de trabalho do ensino médio, mostrando-lhes que podemos oferecer aos alunos
temas mais atuais, que lhes permitem visualizar a aplicagdo dos mesmos em

diversas areas e situacfes mais proximas da realidade.

Essa dissertacdo traz uma revisdo dos conceitos inerentes a Matrizes para,
em seguida, apresentar os conceitos basicos de Grafos os quais, embora néo
estejam elencados nos contetudos que fazem parte do curriculo do ensino médio,
acredito que podem ser compreendidos pelos alunos, e atividades que podem ser
basicas ou mais complexas, contemplando a diversidade de alunos que temos em

sala de aula.

Espero que, trabalhando problemas matematicos com os alunos, ainda que
adaptados a capacidade deles, porém mais praticos, mais proximos da realidade,
possamos mostrar-lhes que a matemética é feita a partir de necessidades, de
problemas que surgem na sociedade. N&o é algo pronto e acabado.

E importante também deixar claro aos alunos que apresentamos aqui apenas
uma pequena parte da Teoria de Grafos e algumas aplicacbes. Mas que este
assunto € muito mais amplo e capaz de resolver situacdes problemas muito mais

complexas.

Espero que, de alguma forma, os colegas que tiverem a oportunidade de
conhecer este trabalho possam se sensibilizar ndo apenas com o tema abordado,
mas também perceber que podemos ir além do que estamos acostumados a tratar

em sala de aula, e desta forma ampliar e enriquecer nossas aulas.
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