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RESUMO

Nossos principais objetivos no presente trabalho sdo apresentar os sistemas axiomati-
cos de Birkhoff e de Hilbert, apresentar alguns resultados importantes da geometria
neutra, as discussoes a cerca do quinto postulado de Euclides bem como as diversas
tentativas de sua demonstragdo a partir dos quatro primeiros postulados, a geometria
hiperbélica e contribuir de alguma forma para o ensino de geometria euclidiana, neutra
e hiperbdlica (estas duas ultimas, a titulo de enriquecimento ou sugestdo) no ensino
médio.

Damos um importante passo para uma possivel demonstracao da equivaléncias do
sistema de axiomas de Hilbert e de Birkhoff, a medida que demonstramos que os
axiomas de Birkhoff implicam os axiomas de Hilbert e apresentamos uma demonstracao

quase completa de que os axiomas de Hilbert implicam os axiomas de Birkhoff.

Palavras-chave: Geometria Neutra, Geometria Hiperbdlica

vii






ABSTRACT

Our main objectives in the present work are to present the axiomatic systems of
Birkhoff and Hilbert, to present some important results of neutral geometry, the dis-
cussions about the fifth postulate of Euclid as well as the several attempts of its
demonstration from the first four postulates, the hyperbolic geometry and contribute
in some way to the teaching of Euclidean, neutral and hyperbolic geometry (the latter

two, by way of enrichment or suggestion) in high school.

We take an important step towards a possible demonstration of the equivalence of
Hilbert’s and Birkhoff’s system of axioms, as we demonstrate that Birkhoff’s axioms
imply Hilbert’s axioms and present an almost complete proof that Hilbert’s axioms imply

Birkhoff’s axioms.

Keywords: Neutral Geometry, Hyperbolic Geometry
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“Uma geometria ndo pode ser mais verdadeira do que

outra; poderd ser apenas mais comoda.”

(Poincaré)
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INTRODUCAO

O presente trabalho estd dividido em 4 partes (capitulos). No primeiro capitulo,
apresentamos dois sistemas de axiomas para a geometria euclidiana, o de David Hilbert
e o de George David Birkhoff. Demonstramos os axiomas de Hilbert como proposicoes
a partir dos axiomas de Birkhoff. A fim de indicar uma possivel demonstracdo da
equivaléncia dos dois sistemas de axiomas demonstramos, com excec¢ao dos postulados

da régua e do transferidor, os axiomas de Birkhoff a partir dos axiomas de Hilbert.

No segundo capitulo, apresentamos a geometria neutra bem como alguns dos seus
principais resultados. Tais como teorema do angulo externo, teorema dos angulos

alternos internos, teorema de Legendre, casos de congruéncia de tridngulos, etc.

No terceiro capitulo, apresentamos o quinto postulado de Euclides e algumas das
vdrias tentativas de demonstrd-lo apartir dos quatro primeiros postulados, os precursores
de uma nova geometria que surge a partir da negacdo do quinto postulado e, por fim,
apresentamos a geometria hiperbdlica e alguns resultados importantes. Ainda no

terceiro capitulo, apresentamos dois modelos para a geometria hiperbdlica.

Finalizamos com o quarto capitulo, dedicado a professores de matematica e, de
certa forma, a alunos do Ensino Médio. O capitulo contribue com alguns resultados
relevantes para a sala de aula. Em geometria neutra e geometria hiperbdlica, sdo
apresentados algumas sugestoes de demonstracoes utilizando o método axiomatico,
algumas constru¢des com régua e compasso e algumas atividades com o Geogebra. Para
a geometria euclidiana, apresentamos uma sugestao de demonstracdo geométrica, a

partir dos aximas de Hilbert, do postulado da funcao régua de Birkhoff.

Destacamos que tanto geometria neutra como geometria hiperbdlica sdo conteidos
ndo abordados no Ctrriculo de Matemadtica da Educacdo Bdsica. Assim, este trabalho
tem como um de seus objetivo mostrar uma possivel abordagem de geometrias nao

euclidianas, em especial a hiperbdlica, para o Ensino Médio.

As principais referéncias foram [13], [18], [4], [20].






AXIOMAS DE HILBERT E AXIOMAS DE
BIRKHOFF

No presente capitulo, apresentamos inicialmente os axiomas de Hilbert, em seguida,
os axiomas dos numeros reais e os axiomas de Birkhoff (visto que Birkhoff faz bijecdo

dos ntimeros reais com os pontos da reta).

O objetivo, além de apresentar os dois sistemas de axiomas, serd embasar as demons-
tragcoes e argumentos do Capitulo 2. Aqui queremos mostrar também ao leitor, que o
sistema de axiomas de Birkhoff implicam o sistema de axiomas de Hilbert, o que é feito
na Secdo 1.5. Apresentamos o conjunto dos numeros reais, bem como suas propriedades
e axiomas. Finalizamos o capitulo com a Secdo 1.6, com uma demonstragcdo quase
completa® de que os axiomas de Hilbert implicam os axiomas de Birkhoff, visando
mostrar o caminho para uma possivel demonstra¢édo da equivaléncia dos dois sistemas

de axiomas.

1.1 O METODO AXIOMATICO E TERMOS NAO-DEFINIDOS

A estruturacdo da matemadtica como uma ciéncia baseada no raciocinio légico e
no método dedutivo remonta a Grécia Antiga, mais notadamente aos trabalhos de
Aristoteles (384-322 a.C.) e Euclides (325-265 a.C.).

O que hoje conhecemos como método axiomdtico propde que, fundamentando uma
teoria, fixemos alguns pilares cuja validade nédo se questiona, para que a partir desses
possamos, através da logica, deduzirmos todos os resultados da teoria. Tais pilares sdo

o que hoje denominamos axiomas. No livro [9], Euclides compila magistralmente os

1 Néo estdo completas as demonstragdes do Postulado da régua (B.3) e do Postulado do tranferidor (B.5).
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conhecimentos gregos de geometria a partir de 5 postulados, que, no caso, seriam o seu

conjunto base de axiomas.

Os axiomas proporcionam um alicerce sob o qual cada afirmacéo é suportada, evi-
tando argumentacdes ciclicas e um processo ad infinitum de se tentar justificar uma

verdade a partir de outra que também deve ser, entdo, justificada.

Antes do enunciado dos axiomas, porém, é necessdrio entre as partes um acordo
mutuo entre os membros do discurso do significado das palavras e simbolos usados
nesse discurso. Assim sendo, antes mesmo dos axiomas temos aquilo que conhecemos
como termos nao-definidos, que em geral falam de objetos e relagdes que sdo entdo
regulados pelos axiomas. David Hilbert (1862 — 1943), um dos grandes responsaveis

pela releitura moderna da obra de Euclides, sobre os termos ndo-definidos afirmou:

“Um deve ser capaz de dizer a todo momento— ao invés de pontos, linhas

retas, e planos — mesas, cadeiras e canecas de cerveja”

[tradugdo livre de [12], p.208].

Sob esta éptica, nos préximos axiomas, alguns desses termos nao-definidos e ali

“regulamentados” sdo:
* ponto;
* reta;
* “estd em” ou “é incidente com”;
* “estar entre”;

* “ser congruente”.

1.2 AXIOMAS DE HILBERT

Aqui apresentaremos os cinco grupos de axiomas de Hilbert: axiomas de incidéncia,
axiomas de ordem, axiomas de congruéncia, axioma de continuidade e o axioma de

paralelismo.



1.2 AXIOMAS DE HILBERT

1.2.1 Axiomas de incidéncia

Axioma H. 1. Para todo ponto P e todo ponto Q distinto de P existe uma tnica reta r que

passa por P e Q.
Axioma H. 2. Para toda reta r existe ao menos dois pontos distintos incidentes com .

Axioma H. 3. Existem trés pontos distintos com a propriedade de que ndo existe reta

incidente com os trés pontos.

1.2.2 Axiomas de ordem

Definicdo 1.1. Pontos colineares sdo aqueles que pertencem a uma mesma reta.

Nos proximos axiomas usamos a notacdo A * B x C para dizer que os pontos A, B e

C sdo colineares e que o ponto B estd entre os pontos A e C.

Axioma H. 4. Se A x B xC, entdo A, B e C sdo trés pontos distintos todos pertencentes a

uma mesma reta, e C x B x A.

Axioma H. 5. Dados quaiquer dois pontos B e D, existem pontos A,C e E na reta %
taisque AxBxD, BxCxDeBxD xE.

Em outras palavras, dados quaisquer dois pontos B e D, existem trés pontos na reta
que contém B e D tais que um esta entre B e D, um tal que B esteja entre o ponto e D,

e outro tal que D esteja entre o ponto e B.

Axioma H. 6. Se A, B e C sdo trés pontos distintos colineares, entdo um e exatamente um

deles estd entre os outros dois.

Definicdo 1.2. Sejam os pontos distintos A e B.

a) Define-se o segmento de reta AB (ou simplesmente segmento AB) como o con-
junto dos pontos A e B e dos pontos X, tais que A * X x B. Os pontos A e B sdo

denominados extremidades do segmento AB.

b) Dado o segmento AB, definimos a sua medida ou comprimento como a distancia
entre os pontos A e B e denotamos por |AB| ou simplesmente AB. Neste trabalho

utilizaremos, preferencialmente, a notacdo |AB|.



AXIOMAS DE HILBERT E AXIOMAS DE BIRKHOFF

¢) Denotamos por semirreta A_§, a semirreta de origem A contendo o ponto B definida
como a unifio dos pontos do segmento AB com o conjunto dos pontos X, tais que
A xBx X.

— =
d) Dados os pontos A, B e X, tais que A * B x X, as semirretas BA e BX sdo chamadas

semirretas opostas.

No proximo axioma dizemos que dois pontos A e B estdo em lados opostos de uma
reta r se o segmento de reta AB intersecta r, ou seja, existe um ponto P incidente com

r e AB simultaneamente. Caso contrario dizemos que A e B estdo do mesmo lado de 7.

Axioma H. 7 (Separacdo do Plano). Para toda reta r e quaisquer trés pontos A, B e C

forader:

1. Se A e B estdo do mesmo lado de r e B e C estdo do mesmo lado de r, entdo A e C

estdo do mesmo lado de r.

2. Se A e B estdo em lados opostos de r e B e C estdo em lados opostos de r, entdo A e

C estdo do mesmo lado de .

1.2.3 Axiomas de congruéncia

Definicdo 1.3. Se dois segmentos AB e A’B’ possuem a mesma medida, dizemos que

sdo congruentes e denotamos AB = A’B’

Axioma H. 8. Se A e B sdo pontos distintos e se A’ é um ponto qualquer, entdo para cada

semirreta r com origem em A’ existe um tnico ponto B’ em r tal que B' # A’ e AB = A’B'.

Axioma H. 9. Se AB~ CD e AB = EF, entdo CD ¥ EF. Além disso, todo segmento de

reta € congruente a si mesmo.
Axioma H. 10. Se AxB+xCe A’ «B' «C' e AB= A’B’ e BC ¥ B'C/, entdo AC = A’C.
A . . - A . .
Um angulo é um par de semirretas & e k que tém uma mesma origem Z. Dizemos

— =
que Z é o vértice do angulo / h , k . E usual denotarmos por /BAC o &ngulo Zzﬁ, R

Dado o angulo /BAC, dizemos que D estd no interior de /BAC se D estda do mesmo
lado que B de jﬁ e se D estda do mesmo lado que C da reta jﬁ Dizemos também que,

nesse caso, a semirreta Aﬁ esta no interior /BAC.



1.2 AXIOMAS DE HILBERT
Definicao 1.4. Seja um numero natural n > 3 e os pontos A1, Ay, ..., A, distintos no
plano. Ay, Ay, ..., A, é um poligono se:

* Nao h4d intersecdo entre nenhum par de segmentos a ndo ser nas suas extremida-
des.

* Nenhum par de segmentos com extremidade em comum pertence a mesma reta.

Chama-se poligono a unido dos segmentos A1 Ay, ..., A, 1A, A, A1 e 0 denotamos

por poligono A A;...A,. Os pontos Ay, Ay, ..., A, sdo chamados vértices do poligono e

os segmentos A1Ay, ..., A,_1A,, A, A1 sdo chamados lados do poligono.

Definicdo 1.5. Um poligono é convexo se nenhum par de seus pontos esta em semipla-

nos opostos em relacdo a cada reta que contém um de seus lados.
Definicdo 1.6. Um triangulo é um poligono que possui trés lados.
Num triangulo de vértice A, indicaremos por /A o angulo interno com vértice A.

—
Axioma H. 11. Dados um dngulo /BAC, e dada uma semirreta A'B’, entdo existe uma
— —
unica semirreta A'C' num dado lado da reta A'B’ tal que /B’A’C' = /BAC.

Axioma H. 12. Se /A = /Be /B = /C, entdo /A = /C. Além disso, todo dngulo é

congruente a Si mesmo.

Axioma H. 13 (LAL). Se dois lados de um tridngulo e o dngulo entre eles sdo congruentes
a dois lados e o angulo de um outro tridngulo, entdo os triangulos sdo congruentes, ou
seja, existe uma correspondéncia entre os lados e os dngulos desses tridngulos tais que

dois-a-dois esses (lados ou dngulos) sejam congruentes.

1.2.4 Axioma de continuidade

Axioma H. 14 (Axioma de Dedekind). Suponha que o conjunto de todos os pontos da
reta r seja a unido disjunta £; UX, de dois conjuntos ndo vagios tais que nenhum ponto
de um esteja entre dois pontos do outro. Entdo existe um unico ponto O em r tal que um
dos subconjuntos ¢ igual a uma semirreta de origem O e o outro subconjunto ¢ igual ao

seu complemento.
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1.2.5 Axioma de paralelismo

Axioma H. 15. Para toda reta r e todo ponto P fora de r existe no mdximo uma reta s

por P paralela a r.

1.3 AXIOMAS DOS NUMEROS REAIS

Nesta secdo, que baseia-se principalmente nas referéncias [17] e [2], apresentamos
os axiomas dos niimeros reais que serao de especial importancia para os axiomas de
Birkhoff e também para algumas demonstragdes das secoes 1.5 e 1.6. De modo que em
algumas ocasides torna-se mais pratico recorrer a um axioma dos nimeros reais a um

axioma de Birkhoff, como por exemplo o Axioma do supremo (R.8).

1.3.1 O conjunto dos niimeros reais

O conjunto dos numeros reais, que costuma ser indicado por R, possui algumas
propriedades que iremos apresentar a seguir. IR é um corpo, isto significa que é
munido de duas operacdes chamadas de adicdo e multiplicacdo representadas por + e
-, respectivamente. Essas operagdes obedecem os seis axiomas de corpo descritos em
1.3.2. Além disso, pelo Axioma R.7, R € um corpo ordenado e pelo Axioma R.8, R é um
corpo completo. O Axioma R.8 diferencia o conjunto dos nimeros reais do conjunto

dos numeros racionais.

1.3.2 Axiomas de corpo

Axioma R. 1 (Comutativa). Dados x e y, niimeros reais quaisquer, entdo x +y =y +x e

Xy = yx.

Axioma R. 2 (Associativa). Dados x, y, z, nimeros reais quaisquer, entdo x + (y +z) =

(x+y)+zex(yz) = (xy)z
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Axioma R. 3 (Distributiva). Dados x, y, z, numeros reais quaisquer, entdo x(y +z) =

XY + XZ.

Axioma R. 4 (Existéncia de Identidade). Existem dois niimeros reais distintos, usualmente

denotados por 0 e 1, tais que para todo x real temos x +0=xe1-x = x.

Axioma R. 5 (Existéncia de opostos ou simétricos). Para todo numero real x existe um

real y tal que x +y = 0. Usualmente denotamos y = —x.

Axioma R. 6 (Existéncia de Inversos). Para todo real x # 0 existe y tal que xy = 1.

Usualmente denotamos y = x ..

1.3.3 Axioma de ordem

O axioma seguinte garante que R € um corpo ordenado.

Axioma R. 7. Existe R* C R, tal que:
1. Se x ey estdo em IR*, entdo x +y e xy também estdo.

2. Para todo real x # 0, temos x € R" ou —x € R*, mas ndo ambos.

3. 0¢R*

Dados x,y € R definimos as relagdes x > y (x maior que y) e y < x (y menor que
x) se (x —y) € R*. Com tal definicdo, temos que < é uma relacdo de ordem em R e

satisfaz as quatro seguintes propriedades:

* O1. Transitividade: se x <y ey < z, entdo x < z.

* O2. Tricotomia: dados os nimeros reais x e y, entdo ocorre exatamente uma das

trés alternativas x =y, x <youy < x.

* 03. Monotonicidade da adi¢do: dados x e y, dois numeros reais, se x < y, entdo

x+z < y+z, paratodo z € R.

* O4. Monotonicidade da multiplicacdo: dados x e y, dois numeros reais, se x < v,
entdo xz < xy para todo z > 0. No entanto, se z < 0 entdo x < y implica

yz < xz.
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1.3.4 Axioma de completude

Axioma R. 8. Todo subconjunto S de R limitado superiormente tem um supremo (menor

cota superior); isto € existe um numero real b tal que b = sup S.

Existem outros conjuntos que sdo corpos ordenados ou corpos completos, como
por exemplo o conjunto dos nimeros racionais e o conjunto dos nimeros complexos,
respectivamente. Porém o tnico conjunto que é um corpo ordenado completo, a menos
de isomorfismo, é o conjunto dos ntimeros reais. Essa afirmacdo decorre do teorema a

seguir, constante em [19].

Teorema 1.7. Todo corpo ordenado completo é ordenadamente isomorfo ao corpo dos

nitmeros reais.

1.4 AXIOMAS DE BIRKHOFF

A principal referéncia nesta se¢do, onde apresentamos os axiomas de Birkhoff para a
geometria plana, é [21]. Uma notdvel caracteristica no sistema de axiomas de Birkhoff

¢ a bijecao entre os numeros reais e os pontos da reta.

Axioma B. 1. Se A e B sdo dois pontos distintos, entdo existe uma e apenas uma reta

passando por ambos os pontos. Denotaremos tal reta por /ﬁ

Axioma B. 2 (Espago métrico). Existe uma fungdo |PQ| definida para todo par de pontos
P e Q do plano, tal que:

1. |PQ|=0seP=Q;

2. |PQ|>0seP #Q;

3. |PQl=|QP);

4. (Desigualdade Triangular) |AC|< |AB|+|BC|,VA, B, C.

Dizemos que |PQ| € a distdncia entre os pontos P e Q ou o comprimento do segmento de
reta PQ.
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Observacdo 1.8. Da desigualdade triangular obtemos facilmente que, para quaisquer
A, B, C vale:
||AB|—|BC||< [AC|< |AB|+[BC]|

Veremos que, para compatibilizacdo das axiomatizagoes de Birkhoff e Hilbert, diremos
que AB ¥ CD se |AB|= |CD| e que A x B x C se |AC|= | AB|+|BC|.

Axioma B. 3. Para toda reta r existe uma bijecdo x : ¥ — R, denominada sistema de

coordenada (ou parametrizagdo) de r tal que, para todo par de pontos A, B em r, vale:

|AB|= |x(A) — x(B)|
Dizemos que x(A) é a coordenada de A (no sistema de coordenada x).

O Axioma B.3 é também conhecido como Postulado da régua. Cada ponto da reta é

associado a um unico numero real.

Proposicao 1.9. Se x e y sdo dois sistemas de coordenadas para uma reta r entdo, para

todo P em r vale:
* y(P) = x(P) +k, ou;
* y(P) = —x(P)+k
onde k € um nuimero real fixado.

Se y(P) = x(P) + k dizemos que y mantém a ordem de x. Caso contrdrio, dizemos que y

inverte a ordem de x.

Demonstragdo. Sejam y e x dois sistemas de coordenadas para a reta r e, A e B pontos
de r, tais que y(A) = 0 e x(B) = 0. Dado um ponto P qualquer de r, temos quatro casos

possiveis:
1. Se A = B, entdo |AP|= |BP| implica |y(P) — y(A)|= |x(P) — x(B)|, donde |y(P)|=
|x(P)|. Assim,
x(P), se y(P)x(P) > 0;
sy = X seu®e)
—x(P), sey(P)x(P) <O0.

Logo, y(P) = x(P) + k, ou y(P) = —x(P) + k, e k = 0.

11
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2. Se A #Be AxPxB,entdo |AB|= |AP|+|PB| implica | AB|= |y(P) — y(A)|+|x(P) —
x(B)|, e assim |AB|= |[y(P)|+|x(P)|.
Logo,

(py= | ~XP)EIAB] sey(P)x(P) > 0;
U7 xm£14B], seyPx(p) <0

Assim, fazendo |AB|= k, temos
y(P) = x(P) + k ou y(P) = —x(P) + k.

3. Se A#Be AxBxP,entdose |AP|= | AB|+|BP| temos |y(P) — y(A)|= | AB|+|x(P) —
x(B)|. Logo [y(P)|= [AB[+|x(P)|.

Portanto,
(P) = x(P) £ |AB|,  sey(P)x(P) > 0;
T k)£ |AB|, se y(P)x(P) < 0.

Tomando |AB|= |k|, temos k = +| AB|. Assim,
y(P) = x(P) + k ou y(P) = —x(P) + k.

4. Se A # Be Px A x B ademonstracdo segue de maneira andloga ao item anterior.

Finalmente, concluimos que em todos os casos temos y(P) = x(P)+k ou y(P) =
—x(P) + k para algum k € R. O

Teorema 1.10 (Teorema de colocacgdo da régua). Dada uma reta r e dois pontos quaisquer
A e B de r. Entdo r tem um sistema de coordenadas no qual a coordenada de A € 0 e a

coordenada de B € positiva.

Demonstragdo. Seja f um sistema de coordenadas qualquer para r. Seja a = f(A) e,
para todo ponto P de r, seja g(P) = f(P) — a. Entéo, ¢ € um sistema de coordenadas
para r e g(A) = 0. Se g(B) > 0, entdo g é o sistema procurado. Se g(B) < 0, tome
h(P) = —g(P) para todo P € r. Entéo h € o sistema procurado. O

Em outras palavras, o Teorema 1.10 garante que podemos escolher qualquer ponto

da reta para associar ao numero real 0, bem como escolher o sentido positivo.

E facil ver que A * B x C se e somente se A, B e C sio colineares e vale x(A) < x(B) <
x(C) ou x(A) > x(B) > x(C), onde x é um sistema de coordenada para a reta que

contém A,Be C.
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Axioma B. 4. Se r é uma reta qualquer do plano P, existem dois subconjuntos ndo vazios

de IP, HP; e HP,, denominados semiplanos, tais que:

1.

2.

(Unido disjunta) O plano IP é a unido disjunta de r, HP; e HD.

(Convexidade) Se P e Q estdo no mesmo semiplano, entdo o segmento PQ estd

contido nesse mesmo semiplano;

Se P e Q estdo em semiplanos opostos, entdo o segmento PQ contém um tinico ponto

der.

A — =
Axioma B. 5 (Medida de Angulos). Para cada dngulo / h , k existe um numero real

T

1.

%
, k) no intervalo [0, 7], chamado medida (em radianos) do dngulo, tal que:

- = . . Lo o .
Se h e k sdo a mesma semirreta, a sua medida € 0; se elas sdo semirretas opostas

sua medida € 7t;

a soma da medida de um dngulo com a de seu suplementar é 7t;

— - = — — — —
se j estd no interior do dngulo / b, k, entdo (/h, j)Y“+(/j, k yed =

(Z 7’ ?)rad

. - . P ~ .

se uma semirreta k com origem em Z estd na reta r, entdo em cada semiplano
limitado por r, existe uma bije¢do entre o conjunto de semirretas j com origem Z e
os ntimeros reais « em (0, 7r) de tal maneira que & é igual & medida (/ j°, k )™ do
A —- 7
angulo / j, ke

. . . -, . ? p
nas condigbes do item (4), se a semirreta j € determinada por ZP, onde P é um

- ~ A . . p ,
ponto de j , entdo o dngulo « depende continuamente de P, isto é, se P’ é uma

varidvel ponto e &' seu dngulo correspondente, entdo (x — «’) — 0 a medida que
|PP'|— 0.

Tal axioma €, em analogia ao teorema de colocacdo da régua, conhecido também

como axioma do transferidor, pois nos permite a medida de qualquer angulo.

Diremos que dois angulos sdo congruentes se eles tém mesma medida. Se os angulos

/A e /B tém medidas iguais, denotamos m(/A) = m(/B).

Axioma B. 6 (LAL). Se os dois lados e o dngulo interno entre eles de um dado triangulo

sdo congruentes, respectivamente, a dois lados e o dngulo interno de um segundo tridngulo,

entdo os tridngulos sdo congruentes. Isto €, os demais lados e dngulos sGo também

congruentes.

13
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Axioma B. 7. * (Euclidiano) Dada uma reta qualquer e um ponto fora dela, existe

uma unica reta por tal ponto que nunca intersecta a reta dada.

* (Hiperbdlico) Existe uma reta e um ponto fora dela tais que, por tal ponto, passam

ao menos duas retas que ndo intersectam a reta dada.

Figura 1: Axioma das paralelas de Birkhoff para a geometria euclidiana

1.5 0S AXIOMAS DE BIRKHOFF IMPLICAM OS AXIOMAS DE HILBERT

Mostraremos nesta secao que os axiomas de Birkhoff implicam os axiomas de Hilbert.
Os resultados desta secdo tem dois objetivos. O primeiro seria mostrar a primeira
metade da equivaléncia dos axiomas de Birkhoff e dos axiomas de Hilbert. Em segundo,
nos permitir estruturar a geometria neutra a partir dos Axiomas de Birkhoff de modo a

podermos utilizar os axiomas de Hilbert quando assim for mais conveniente.

Proposicao 1.11 (H1). Para todo ponto P e todo ponto Q distinto de P existe um tinica

reta r que passa por P e Q.

Demonstracdo. Por B.1 temos que se P e Q sdo dois pontos distintos, entdo existe uma

Unica reta, denotada por %, passando por ambos os pontos. Logo B.1 = H.1. [

Proposicao 1.12 (H2). Para toda reta r existe ao menos dois pontos distintos incidente

comr.

Demonstracdo. Pelo Axioma B.3, para toda reta r existe uma bijecdo entre seus pontos
e 0s numeros reais. Dai, como existem pelo menos dois niumeros reais (por exemplo
0 e 1), temos que pelo menos dois pontos sdo insidentes a reta r. Portanto, B.3 =
H.2. O
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Proposicao 1.13 (H3). Existem trés pontos distintos com a propriedade de que ndo existe

reta incidente com o0s trés pontos.

Demonstragdo. Pelo Axioma B.4, uma reta r qualquer do plano [P divide-o em dois sub-
conjuntos nao-vazios HP; e HP,, denominados semiplanos. Como ambos os semiplanos
sdo ndo-vazios, existe a0 menos um ponto em cada um dos semiplanos determinados
por r. Pela proposicédo 1.12, a reta r possui pelo menos dois pontos distintos, A e B.
Seja C um ponto fora de r insidente a um dos semiplanos determinados por r. Assim,
areta r que contém A e B ndo contém C. Se existisse uma reta s contendo os pontos
A, B, C pelo Axioma B.1 teriamos que s = r e, assim, C estaria em r, o que contradiz

nossa hipotese inicial. O

Proposicdao 1.14 (H4). Sejam A,B e C trés pontos colineares. Se A x B x C entdo
CxBxA

Demonstragdo. Sejam os pontos A, B e C, tal que A x B C. Se |AB|+|BC|= |AC| entéo,

como a distancia entre pontos é uma propriedade simétrica, |CB|+|BA|= |CA|.

Observe que se os numeros x,y e z sdo as coordenadas dos pontos A, B e C, res-
pectivamente, entdo y estd entre x e z, ou seja, x < y < zou z < y < z. Neste caso

escrevemos x — y — z. Ul

Proposicao 1.15 (H5). Dados quaisquer dois pontos B e D, existem pontos A,C e E na
retaﬁtaisqueA*B*D, BxCxDeBxDxE.

Demonstragdo. Sejam, f um sistema de coordenadas para a reta BDexe y as coorde-

nadas dos pontos B e D, respectivamente. Suponha x < y.

Dai, pela bijecdo dos pontos da reta BD com oS numeros reais, basta tomar A,C, e E

em ﬁ, tais que:
1. A=f1(x—1);
2. C= ()
3. E=f1(y+1)

Assim, de (1) temos que A * B * D pois x — 1 < x < y; de (2), temos B x C * D, pois
como x < y, entdo 2x < x+y < 2y = x < ¢ < y; de (3), temos B x D  E, pois
x<y<y+l O

15
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Proposicdo 1.16 (H6). Se A, B e C sdo trés pontos colineares distintos, entdo um e

exatamente um deles estd entre os outros dois.

Demonstragdo. Seja f um sistema de coordenadas para a reta que contém 0s pontos
A, B e C e sejam os numeros x, y e z suas coordenadas, respectivamente. Como um dos
numeros x, Y, z estd entre os outros dois, entdo o ponto correspondente A, B ou C estd

entre os outros dois.

Poderiamos também obter esse resultado sem a utilizacdo de um sistema de coor-
denadas. Observe. Suponha A x B % C, assim precisamos provar que nao ¢ valida
nenhuma das condicées Bx AxCe AxCx*B. Se Bx A xC, entdo |BA|+|AC|= |BC|
(1). Mas, por hipétese, temos que |AB|+|BC|= |AC| (2). Somando (1) e (2) temos
|BA|+|AC|+|AB|+|BC|= |BC|+|AC| ou 2|AB|= 0 = |AB|= 0. Mas |AB|= 0 é absurdo,
pois A # B. De modo analogo, podemos mostrar que as condi¢coes Ax*BxCe AxC * B

nao sdo validas. O

Proposicdo 1.17 (Separacgdo do Plano (H7)). Para toda reta r e quaisquer trés pontos
A,BeC forader:

1. Se A e B estdo do mesmo lado de r e B e C estdo do mesmo lado de r, entdo A e C

estdo do mesmo lado de .

2. Se A e B estdo em lados opostos de r e B e C estdo em lados opostos de r, entdo A e

C estdo do mesmo lado de r.

Demonstracdo. Pelo Axioma B.4, r divide o plano IP em dois semiplanos, HP; e HP;,
de modo que P é a unido disjunta de r, HP; e HP;. Estar do mesmo lado de r significa
estar no mesmo semiplano, HP; ou HP,. Estar em lados opostos de 7, siginifica estar

em semiplanos diferentes, isto é, ndo estar num mesmo semiplano. Assim, temos que:

1. Se A e B estdo no mesmo semiplano e, B e C estdo no mesmo semiplano, entao,
pelo Axioma B.4(2), AB est4 contido no mesmo semiplano e BC esta contido no
mesmo semiplano. Assim, B estd no mesmo semiplano que A, mas B também esta
no mesmo semiplano que C, entdo A, B e C estdo no mesmo semiplano. Portanto,

A e C estdo num mesmo semiplano determinado por » (mesmo lado de 7).

2. Se A e B estdo em semiplanos diferentes e, B e C estdo em semiplanos diferentes,
entdo tanto A quanto C ndo estdo no mesmo semiplano que B. Como sdo apenas

dois semiplanos determinados por r no plano P, entdo A e C devem estar no
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mesmo semiplano (pelo Axioma B.4(2), AC nio intersecta r, logo A e C estdo do

mesmo lado de 7).

O]

Proposicdo 1.18 (H8). Se A e B sdo pontos distintos e se A’ é um ponto qualquer; entdo
cada semirreta r com origem em A’ existe um tinico ponto B’ em r tal que B’ # A’ e
AB ¥ A'B.

Demonstracdo. Seja o segmento AB de medida |AB| e a reta f?é Pelo Teorema 1.10,
podemos estabelecer um sistema de coordenadas f para a reta ITC de modo que
f(A") =0e f(C) > 0 (ver figura 2). O nimero |A’C| na figura é a coordenada do ponto
C. Se B’ é um ponto da semirreta ;1%, entdo A’B’ = AB se, e somente, se f(B') = |AB].

Existe um unico ponto f~!'(AB) 2, portanto existe um tinico ponto B’. O

0 |A'C| x=|AB|

Figura 2: Congruéncia de segmentos

Proposicdo 1.19 (H9). Se AB =~ CD e AB = EF, entdo CD = EF. Além disso, todo

segmento de reta € congruente a si mesmo.

Demonstragdo. Temos |CD|= |AB| e |EF|= | AB|. Pela transitividade dos niimeros reais,
|CD|= |EF]|, o que siginifica que CD = EF. E pela reflexividade dos ntimeros reais,
temos que |AB|= |AB|, o que significa que, AB =~ AB. O

Proposicdo 1.20 (H10). Se AxBxCe A'*B' xC' e AB =~ A'B' e BC ¥ B'C/, entdo
AC = A'C.

Demonstragdo. A x B x C, entdo |AB|+|BC|= |AC|; A’ x B’ x C’, entdo |A'B'|+|B'C’|=
|A'C'|. AB ¥ A’lB = |AB|= |A'B|; BC @ B'C’ = |B'C'|= |BC|. Assim,
|AB|+|BC|= |A’B'|+|B'C'|. Dai |AC|= |A’C’|, o que implica AC = A’C'. O

2 AB = |AB| representa a medida do segmento AB conforme definigdo 1.2.
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—
Proposicdo 1.21 (H11). Dado um dngulo /BAC, e dada uma semirreta A'B’, entdo
— —
existe uma tnica semirreta A'C' num dado lado da reta A'B’ tal que /B'A’C’' = /BAC.

Demonstragdo. Considere o angulo /BAC que denotaremos por Zzﬁ, R, de medida
— —
a € (0,7) e areta A'B’. Pelo Axioma B.5(4), em cada semiplano limitado por A’B’
%
existe uma bijecdo entre os nimeros reais « em (0, 77) e o conjunto de semirretas k
_>
com origem em A’. Assim, existe uma Unica semirreta k com origem em A’, num
: : B o (AR T yrad
dado semiplano determinado por A’B’, tal que a medida (A’'B’, k ) = a. Tome
- . . . o .
C’, um ponto de k diferente da origem. Assim, /A'B',A'C' ¥ Zz@, R, ou seja,
/B'A'C' = /BAC. O

—

Figura 3: Angulos /BAC e /B'A'C’

Proposicao 1.22 (H12). Se /A = /Be /B = /C, entdo /A = /C. Além disso, todo

dngulo é congruente a si mesmo.

Demonstragdo. Sejam os angulos Zzﬁ, zﬁ, Zﬁ, Eﬁ e ZC—I>J, c? , que denotaremos por
LA, /B e [C, respectivamente. E sejam «, B,y € (0, 7r), as medidas dos angulos /A, /B
e /C, respectivamente e /A = /Be /B = /C, isto é x« = e § = -y. Pela transitividade
dos ndmeros reais, temos que se « = 5 e B = vy, entdo « = y. Logo, /A = /C. Além
disso, pela propriedade reflexiva dos nimeros reais « = a0, = f e v = 7, temos
/A= /A, /B /Be /C= /C. O

Proposicao 1.23 (H13). Se dois lados de um triangulo e o dngulo entre eles sdo congru-

entes a dois lados e o dngulo de um outro tridngulo, entdo os tridngulos sdo congruentes.

Demonstragdo. Pelo Axioma B.6, se dois lados e o dngulo interno entre eles de um dado
tridngulo sdo congruentes, respectivamente, a dois lados e ao dngulo interno de um

segundo triangulo, entio os triangulos sdo congruentes. Logo B.6 = H.13. O
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Proposicdo 1.24 (Axioma de Dedekind (H14)). Suponha que o conjunto de todos os
pontos da reta r seja a unido disjunta ¥ U X, de dois conjuntos ndo vazios tais que
nenhum ponto de um esteja entre dois pontos do outro. Entdo existe um tinico ponto O em
r tal que um dos subconjuntos € igual a uma semirreta de origem O e o outro subconjunto

¢ igual ao seu complemento.

Demonstragdo. Vamos mostrar que o conjunto dos niimeros reais satisfaz a proposi¢éo
(Axioma de Dedekind). Para isso, vamos mostrar que o Axioma do supremo (H.8)
implica no Axioma de Dedekind (H.14). Inicialmente mostraremos que o axioma de

Dedekind vale na reta real R.
Sejam X, e X dois subconjuntos de IR com as seguintes propriedades:
(1) ¥ e X, sdo ambos ndo vazios;
(i) L UX =R;
(iii) %q e X sdo disjuntos;
(iv) nenhum elemento de um conjunto esta entre dois elementos do outro conjunto.

Queremos mostrar que todo elemento de um conjunto € menor que todo elemento do
outro e que existe um elemento que separa os dois conjuntos. Primeiramente, vamos

mostrar que um dos conjuntos € limitado superiormente. Como ¥ e ¥, sdo ambos

nao vazios, sejam a € £; e b € ;. Suponha, sem perda de generalidade, que a < b.

Temos, assim, que b é cota superior de X1, pois, caso contrdrio, existiria ¢ € £; com
¢ > b. Se isso ocorresse, no entanto, teriamos que b seria um elemento de ¥, entre dois

elementos de X1, o que contradiz (iv).

Suponha entdo ¥; o conjunto limitado superiormente. Pelo axioma do supremo
(R.8), X1 possui um supremo em IR. Seja b = sup 2. Entdo todo numero real x > b
ndo pertence a X1. Mas, todo elemento de R ou pertence a ¥£; ou pertence a ¥, pois
21Uy =ReXiNXy=00. Assim:

* Seb € X, entdo X, € o conjunto de todos os nimeros reais y > b.

* Seb ¢ X1, entdo X, é o conjunto de todas as cotas superiores de ¥, isto €, todos

numeros reias y > b.

Logo,
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Note, finalmente, que a validade do Axioma de Dedekind em retas é, agora, con-

sequéncia imediata da bijecdo que estas tém com o conjunto dos nimeros reais. O

Proposicao 1.25 (H15). Para toda reta r e todo ponto P fora de r existe no mdximo

uma reta s por P paralela a r.

Demonstragdo. O Axioma B.7 garante a existéncia de uma unica reta s passando por P

e paralela a r. Portanto, B.7 = H.15. O

1.6 0S AXIOMAS DE HILBERT IMPLICAM OS AXIOMAS DE BIRKHOFF

Nesta secdo mostraremos, com excecao dos postulados da régua e do transferidor,

que os axiomas de Hilbert implicam os axiomas de Birkhoff.

Proposicao 1.26 (B1). Se A e B sdo dois pontos distintos, entdo existe uma e apenas

uma reta, que denotaremos por Ag, passando por ambos os pontos.

Demonstragdo. Pelo Axioma H.1, para todo ponto A e todo ponto B distinto de A, existe

uma unica reta r que passa por A e B. Portanto, H.1 = B.1. O

Faremos, no que se segue, uma inversdo na ordem de justificativa dos axiomas de
Birkhoff, uma vez que a funcéo distancia facilita a obtencdo dos demais resultados.

Desse modo, comec¢amos justificando o Axioma B.3 (axioma da régua).

Completaremos, antes de mais nada, a demonstracdo da equivaléncia entre os

axiomas de Dedekind e do supremo ja iniciada pela Proposi¢do 1.24.

Dada uma reta qualquer r, precisamos estabelecer uma ordem para seus pontos para

que entdo o axioma do supremo possa, nela, ser devidamente enunciado.

Sejam A e B dois pontos distintos de uma reta r. Definiremos em r uma ordem <, de

modo que A < B.

Dados dois pontos C, D € r, intuitivamente, olhamos para a reta de modo que B

esteja a direita de A, e, caso D esteja a direita de C dizemos que C < D.
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Formalmente, tal afirmacé@o é mais delicada para ser definida. Caso A, B, C, D sejam

quatro pontos distintos de r, dizemos que C < D caso uma das hipdteses abaixo se
verifiquem:

CxAxBe(AxDxBouAxBxD);

AxCxBeAxBxD,;

CxAxB,DxAxBeCxDxA;

AxCxB,AxDxBe AxCxD;

AxB+xC,A*xBxDeAxCxD.

Além disso, se C e D sdo pontos distintos de r, mas A, B, C, D nédo sdo quatro pontos
distintos de v, C < D se:

C=AeD=B;

C=Ae(AxDxBouAxBxD);

D=Be (CxAxBouAxC xB);

D=AeCxAxB;

C=BeA*xBxD.

Deixamos a cargo do leitor interessado a verificacdo de que tal relacdo é, de fato,

uma relacdo de ordem em 7.
Proposicdo 1.27. O axioma de Dedekind H.14 implica o axioma do supremo R.8.

Demonstragdo. Seja C um conjunto de r limitado superiormente que possui uma cota
superior. Tome ¥, o conjunto formado por todo x de r tal que x > c pratodoc € C e
seja 1 o seu complementar. Vamos mostrar que X, e ¥, assim construidos, satisfazem

as quatro propriedades do axioma de Dedekind (H.14):

1. ¥; e ¥, s@o ambos néo vazios, pois C tem uma cota superior, isso garante que X,

€ nio vazio. Como X contém C, X é ndo vazio.
2. L1 UX, =R, pois X1 é complementar de X;.
3. ¥, e X, sdo disjuntos, pois X1 e ¥, sdo complementares.

4. Nenhum elemento de um conjunto esté entre dois elementos do outro. Pois como

>, é o conjunto de todas as cotas superiores de C, entdo se dois nimeros a e b
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distintos sdo cotas superiores de C, qualquer nimero entre 2 e b também é cota
superior. O que significa que X, é necessariamente convexo, isto €, se ¥, contém
os extremos de um intervalo, entdo contém o intervalo inteiro. Assim, nio existe
um elemento de ¥ entre dois elementos de ¥,. Dados dois elementos de ¥, isto
é, dois elementos que ndo sdo cotas superiores de C, ndo existe nenhum elemento
entre eles que seja cota superior de C. Se assim néo o fosse, um dos extremos

teria de ser cota superior de C.

Entdo, existe um elemento b que separa ¥ e ¥, isto é b > x para todo x € ¥ e

b <y para todo y € X;.

Vamos mostrar que b é o supremo de C. Isto é, devemos mostrar que b é cota superior
de C e que ndo existe nenhuma cota superior menor que b. Como b > x para todo
x € ¥1 e C C X, temos que b é, de fato, cota superior de C. Resta-nos mostrar que b é

a menor cota superior de C.
Temos duas possibilidades para b: b € X1 ou b € X,.

Caso b € ¥, temos b > x para todo x € ¥, mas b ¢ ¥, ou seja, ndo vale que b > ¢
para todo elemento de C. Como C C X4, temos que b = ¢ pra algum ¢ € C. Nesse caso,
é facil ver que b é maximo de C, pois b > c para todo ¢ € C e b € C. Logo nao existe

cota superior de C menor que b.

Caso b € ¥, temos b > x para todo x € X. Se existisse b’ cota superior de C menor
que b, teriamos que b’ € ¥;. Com b’ < b, ndo vale que b’ > x para todo x € X, ou
seja, existe b” € ¥ tal que b” > b'. Como b” € %4, temos b” ¢ %, e, portanto ndo vale
b" > x para todo x € C, ou seja, existe ¢ € C tal que ¢ > b” . Logo existe ¢ > b’ o que

contradiz b’ ser cota superior de C.

O

A demonstracdo do préximo teorema, a partir dos axiomas de Hilbert, é feita em [15,
p. 22, 23].

Teorema 1.28 (Teorema dos dngulos externos). Um dngulo externo de um tridngulo é

maior do que cada um dos dois dngulos internos ndo adjacentes.

A proposicao a seguir, apesar de ser o décimo resultado deduzido por Euclides em (9),
sua demonstracao é mais delicada do que aparenta a primeira vista. Sua demonstracao

é consequéncia do Teorema do Angulo Externo conforme Greenberg em [13, p. 121].



1.6 0S AXIOMAS DE HILBERT IMPLICAM OS AXIOMAS DE BIRKHOFF

Proposicdo 1.29 (Ponto médio). Todo segmento AB admite um tinico ponto médio M,
ou seja, M tal que A x M x Be AM = MB.

Proposicao 1.30 (B3). Para toda reta r existe uma bije¢cdo x : r — R, denominada
sistema de coordenada (ou parametrizagdo) de r tal que, para todo par de pontos A, B

em r, vale:

|AB|= |x(A) — x(B)|
Dizemos que x(A) é a coordenada de A (no sistema de coordenada x).

Observacao 1.31. Notamos que a préxima demonstragdo é apenas um esbogo da prova

desse resultado, uma vez que vdrios detalhes foram deixados a cargo do leitor.

Para termos um sistema de coordenadas x preservando distancias € necessdrio antes
de mais nada fixar no plano (de Hilbert) uma distancia. Assim, precisamos fixar um

segmento PQ de comprimento unitdrio. Sugerimos no que se segue, um possivel

caminho para demonstrar esta proposicdo, sem a utilizacdo do axioma das paralelas.

Comecamos construindo uma x : » — R para, entdo, mostrar que ela satisfaz as

propriedades do Axioma B.2. Tal construcdo serd realizada em duas etapas.

Primeiro, construiremos uma bijecfio ¥ entre subconjuntos densos # e R de r e R,

respectivamente.

Observacdo 1.32. Dizemos que um conjunto ¥ C r é denso em r se, para todo € > 0 e
todo P € r, existe um ponto P € 7 tal que P estd no segmento AB C r de ponto médio P e

comprimento 2¢e. Uma defini¢do andloga vale pra R.
Segundo, construimos a bijecdo x : » — R cuja restricdo a 7 € igual a *.

Para simplificar a construcio de %, no entanto, olharemos para sua inversa j : R — 7.

Tomaremos IR o conjunto das fracées com denominador inteiro do tipo 2" para n
natural, ou seja,
- a
R = {E €QacZb=2",neN}.

Vamos agora construir .

1. Vamos definir j em Z C R.

23
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Para associar cada nimero inteiro a um ponto da reta, primeiramente associamos
um ponto O qualquer de r, a que denominamos origem de 7, ao nimero 0. Em
seguida, pelo Axioma H.8 existe P; em r tal que OP; & PQ. Definimos #(P;) = 1.
Assim, o numero 1 estd associado ao ponto P; € r, que estd a uma unidade de

distancia do ponto O, no que chamamos sentido positivo de r.

N
©

q
REK
KK )
N

o

IS

-

Figura 4: Cobrindo os inteiros ndo negativos

O Axioma H.8 garante a existéncia de um unico ponto P, na reta r (ver figura
4), que dista uma unidade de P; no sentido positivo de r. O ponto P, associamos
ao numero inteiro 2 e, de modo andlogo, o niimero inteiro 3 se associa ao ponto
P; € r a uma unidade de distancia de P, no sentido positivo de r. Repetindo o

processo, associamos todos os niimeros inteiros positivos aos pontos Py, P, Ps, . . .

Figura 5: Cobrindo os inteiros negativos

Na semirreta oposta a O—Pl), analogamente aos numeros inteiros positivos, associa-
mos os nimeros inteiros negativos (figura 5). O niimero —1 estard associado ao
ponto P_; a uma unidade de distancia de O no sentido negativo de . O nimero
—2 estara associado ao ponto P_; a uma unidade de P_; no sentido negativo de
r. Continuando o processo, associamos todos os nimeros inteiros negativos a

pontos da reta r.

. Vamos definir § nos demais pontos de RR.

Seja, assim, P, = §(n), n € Z. Se P;11), € 0 ponto médio de P, P,,1), definimos
§((2n +1)/2) = Ppys1)/2- Assim, cobrimos todas as fragdes do tipo (a/2) com
acZ.

Definimos 7 em R de maneira indutiva em n € IN:
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Para a € Z, seja P4.1)/0n 0 ponto médio de P, jpn-1 P41y /001 Defina §((2a +
1)/2") = Poas1y/2n-

De posse de ¥ = {1, vamos construir x : 7 — R.

Ainda usando a notacéo apresentada na construc¢do de /, temos que

F=<XP,,€rnacZ,b=2",neN;.
{P J

Considere em r a ordem utilizada no argumento antes da Proposicdo 1.27 com A = O
eB= Pl.

Seja agora C C 7 limitado superiormente e Cr C IR o conjunto dos indices dos pontos
de C, ou seja
Cr={9€R;P, € C}.

E facil ver que Cr é limitado superiormente em R.

Defina
x(sup C) = sup Cr.

Para completar a demonstragdo deve-se mostrar agora que a funcdo x €, de fato,
bijetora. Deve-se portanto, mostrar a sobrejetividade e injetividade de x. Por fim, deve-
se mostrar que, para todos A, B € r, a funcdo x satisfaz a igualdade |AB|= |x(A) — x(B)|.

Deixamos esses detalhes (que ndo sdo poucos) a cargo do leitor interessado.

Um caminho alternativo e didaticamente interessante a demonstracdo acima seria
munir os pontos da reta r de operacdes correspondentes a adi¢do e multiplicacdo de
numeros reais. Isso é conteudo clédssico de construgdes com régua e compasso (que
podem ser deduzidas a partir dos axiomas de Hilbert). Provaria-se entdo que » munido
dessas operacoes forma um corpo ordenado completo, sendo, portanto, isomorfo a
R. O viés de tal caminho é que, para definicdo do produto em r, usualmente usa-se o
axioma das paralelas. Assim, ndo teriamos a equivaléncia dos axiomas de geometria

neutra (todos menos os axiomas das paralelas) de Hilbert e Birkhoff.
Proposic¢io 1.33. Num tridngulo ANABC, se AB =~ AC entdo /B = /C.

Demonstragdo. Dado o triangulo AABC, considere a correspondéncia dos vértices
A < A, B+ C, C <> B. Dessa correspondéncia temos dois lados e o angulo entre
eles do AABC, respectivamente congruentes a dois lados e o angulo entre eles do
AACB: /A = /A, pelo Axioma H.12 e AB =~ AC, por hipdtese. Portanto, pelo
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caso LAL, AABC = AACB e pela definicdo de congruéncia de tridngulos, os angulos
correspondentes /B e /C sdo congruentes. O

Segundo (13, p.122) pode-se deduzir dos axiomas de Hilbert os teoremas seguintes

que nos permitem medir comprimentos de segmentos e angulos. Veremos que tais

medidas sdo equivalentes aquelas constantes nos axiomas de Birkhoff.

(o]

D

[}
1
[}
[}
[}
\
[}
\

Figura 6: Tridngulo AABC, com |AB|> |AC]|

No que se segue, dizemos que AB < CD se existe B’ com C* B’ * D e AB =~ CB’
Dizemos também que /BAC > /B’A’C’ se existe D no interior do 4ngulo /BAC

(Iembrar definicdo apresentada logo apds o Axioma H.10) tal que /BAD = /B'A’C.

Observacéo 1.34. As notagbes AB < CD e /BAC > /B'A'C/, quando utilizadas neste

trabalho, tém os mesmos significados que m(AB) < m(CD) e m(/BAC) > m(/B'A'C"),
respectivamente.

Proposic¢io 1.35. Num tridngulo AABC, AB > AC se, e somente se, /C > /B.

Demonstragdo. (=) Suponha AABC com AB > AC. Tome D tal que AxCxD e
AB ¥~ AD (figura 6). Dai:

(1) /ABC < /ABD (C é ponto interno de /ABD)
(2) /ABD = /BCD (Proposicao 1.33)

(3) /BDC < LACB (Teorema 1.28)
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Logo, /ABC < /ACB.
(<) Suponha AABC, com /C > /B.

(1) Se AB =~ BC, pela Proposicédo 1.33 terfamos /B = /C, o que é absurdo pois, por
hipétese /C > /B.

(2) Se AB < AC entéo, pelo Axioma H.8, existe D tal que A* B+ D e AD = AC
(figura 7). Assim:

* /ADC = /ACD, pois AADC é isésceles;
* /ACB < /ACD, pois B é um ponto interno ao dngulo /ACD;

» /ABC > /ADC, pois /ABC é um angulo externo do tridngulo ABDC;
Entdo, /ABC > /ACD > /ACB, o que implica que /B > /C. Mas esse resultado

contradiz a hipétese de que /C > /B, logo é absurdo. E portanto, sé pode ocorrer
AB > AC. O

Figura 7: Tridngulo AABC, com m(/C) > m(/B)

Observacao 1.36. As proposicoes 1.33 e 1.35 sdo as proposicoes 2.24 e 2.25, demonstra-

das apartir dos axiomas de Hilbert para ndo ocorrer raciocinio circular.

Proposicdo 1.37 (B2). Existe uma fun¢do |PQ| definida para todo par de pontos P e Q
do plano, tal que:

1. |[PQ|=0seP=Q;
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2. |PQ|>0seP #Q;
3. |PQJ=|QP|;
4. (Desigualdade Triangular) |AC|< |AB|+|BC|,VA, B, C.

Demonstragcdo. Dados dois pontos P e Q do plano e r a reta que contém P e Q. E
sejam, pela Proposi¢do 1.30, os numeros reais « e § associados aos pontos P e Q, num
sistema de coordenadas x em r, respectivamente. Entdo, a medida do segmento PQ

estd associada ao nimero real |« — B|. Assim, temos que:

(1) P=Q = a=p = |PQ|=|a—pB|=0;

2) P#Q = a#p = |PQ|=|a—B|>0;

(3) |PQl= | — B[ e [QP[= [ — af, como |a — f|= | — a], entdo [PQ|= |QP|.

(4) (Desigualdade triangular) Dados A, B e C, queremos mostrar que |AC|< |AB|+|BC|,VA, B, C.

e Se A, B e C sdo colineares, entio:
AxBxC = |AC|=|AB|+|BC|;
AxCxB = |AC|+|CB|= |AB| = |AC|=|AB|—|CB|< |AB|+|CBj|;
Bx AxC = |BA|+|AC|=|BC| = |AC|=|BC|—|BA|< |BC|+|BA].

* Se A, B e C sdo nao colineares, entdo sao vértices do triangulo A ABC. Vamos

mostrar que |AC|< |AB|+|BC|.

Seja o triangulo AABC, tome D um ponto da semirreta oposta a BTLK tal que
|BD|= |BC]| (ver figura 8). Como A * B x D, entdo |AD|= |AB|+|BD|. Mas
|BD|= |BC]|, entdo |AD|= |AB|+|BC|. Como o tridngulo ABCD é isdsceles,
temos /DCB = /ADC. No triangulo ADAC, temos m(/ADC) < m(/ACD)
e pela Proposicdo 1.35, |AC|< |AD|. Logo, |AC|< |AB|+|BC]|.

Proposicao 1.38 (B4). Se r é uma reta qualquer do plano P, existem dois subconjuntos

ndo vagios de IP, HP; e HP,, denominados semiplanos, tais que:
1. (Unido disjunta) O plano P € a unido disjunta de r, HP; e HP,.

2. (Convexidade) Se P e Q estdo no mesmo semiplano, entdo o segmento PQ estd

contido nesse mesmo semiplano;
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Figura 8: Desigualdade triangular

3. Se P e Q estdo em semiplanos opostos, entdo o segmento PQ contém um unico ponto
de r.

Demonstragdo. Considere a reta r, num plano P.

(1) Pela Proposicao 2.2, hd um ponto P que ndo estd em r.
(2) Pelo Axioma H.2, existe um ponto O em r.

(3) Por H.5, hd um ponto Q tal que Q * O x P

(4) Assim, P e Q néo estdo ambos no mesmo semiplano (estdo em lados opostos de 7).

(5) Seja X um ponto distinto de P e Q que ndo estd em r. Se X e Q ndo estdo no mesmo
semiplano entéo, pelo Axioma H.7(2), X e P estdo ambos no mesmo semiplano
(mesmo lado de r). Portanto, o conjunto de pontos que néo estdo em r € a unido
dos semiplanos HP; e HP;.

(6) Suponha, por absurdo, que X estivesse em ambos os semiplanos HP; e HP,. Entéo,
pelo Axioma H.7(1), P e Q também estariam no mesmo semiplano, contrariando a

etapa (4). Portanto, HP; e HP, sao disjuntos.

O]

Observacao 1.39. A Proposi¢do 2.2, citada em 1.38, pode ser demonstrada a partir dos
axiomas de Hilbert. Bastando substituir as Proposicoes 1.11 e 1.13 pelos Axiomas H.1 e

H.3, respectivamente.

Justifiquemos agora o “axioma do transferidor”.
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— = — =
Proposicado 1.40 (B5). Para cada dngulo / h , k existe um niimero real m(/ h , k) no

intervalo [0, 7t], chamado medida (em radianos) do dangulo, tal que:

- = . . Lo o .
1. Se h e k sdo a mesma semirreta, a sua medida ¢ 0; se elas sdo semirretas opostas

sua medida € 7t;
2. a soma da medida de um dngulo com a de seu suplementar € 7t;
— - = — = - — - =
3. se j estdnointeriordodngulo / h, k,entdom(L h, j)+m(Lj, k)=m(Lh, k);

. - . p ~ .
4. se uma semirreta k com origem em O estd na reta r, entdo em cada semiplano
limitado por r, existe uma bijegdo entre o conjunto de semirretas j com origem O e
p . . ;. \ . - =
os ntimeros reais « em (0, 71) de tal maneira que « € igual a medida m(/ j , k) do
A -
angulo / j, ke
5. nas condigbes do item (4), se a semirreta j ¢é determinada por OP, onde P é um
- . A . o ,
ponto de j , entdo o dngulo « depende continuamente de P, isto ¢, se P’ é uma

varidvel ponto e «' seu dngulo correspondente, entdo (« — a’) — 0 a medida que
|PP'|— 0.

Um caminho possivel para demonstrar a proposi¢édo faz uso do Principio elementar

de continuidade (Teorema 2.35) e da existéncia e unicidade de perpendiculares.

Teorema 1.41 (Principio elementar de continuidade). Se um segmento tem um de seus
pontos no interior de um circulo e outro no seu exterior, entdo o segmento intersecta o

circulo.

A demonstracao de tal resultado segue as ideias apresentadas em (13) e é baseada

somente nos axiomas de Hilbert.

Proposicdo 1.42 (IV Postulado de Euclides). Todos os dngulos retos sdo congruentes

entre si.

Proposicdo 1.43. Para cada reta r e cada ponto P existe uma reta que passa por P

perpendicular a r.

As demonstraces das proposicoes 1.42 e 1.43, a partir dos axiomas de Hilbert,

encontram-se em [13, p. 92] e [13, p. 88, 89], respectivamente.

Teorema 1.44. Para toda reta r e todo ponto P, a perpendicular a r, passando por P, é

tinica.
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Demonstragdo. Ou P estd em r, ou P ndo estd em r.

1. Se P estd em r: A Proposicdo 1.42 e o Axioma H.11 garantem que a perpendicular

€ Unica.

. Se P ndo estd em r: Seja s a reta perpendicular a r passando por P. Se s nao é

Unica, suponha t outra perpendicular a r passando por P. Seja Q a intersecdo das
retas r e s, e R a interse¢do das retas r e t. Os pontos P, Q e R formam o triangulo
APQR. Seja A € rtalque QxR+ A. Dai /Q = /PRA o que, pela Proposicao
1.28, é absurdo.

O]

Vamos agora construir a funcdo m da Proposicao 1.40 que associa a cada angulo um

numero real em [0, 7].

Dada uma reta r e um ponto O € r, seja a circunferéncia ¥ com centro O intersec-

tando r nos pontos A e A’ tal que |OA|= |OA’|=1. Considere a semicircuferéncia ¢’

determinada pela intersec¢do de 4 com um dos semiplanos determinados por r.

Considere o sistema de coordenadas x da reta r tal que x(O) =0 e x(A) = 1.

Dado um ponto P € ¥”, tome por P uma perpendicular a reta r. Seja Q o ponto de

interseccdo da perpendicular com r. Defina m por:

m(/AOP) = arccos(x 1 (Q)).

Dado, agora, um angulo qualquer /X existe um unico P tal que /AOP = /X. Defina,
por fim, m(/X) = m(/AOP).

Definido m, observemos, entdo, as propriedades da Proposicdo 1.40:

(1)

(2)

Seja P um ponto da semicircunferéncia ¢”. Por tal ponto passa a semirreta O—I?’ que,
com a semirreta O7§, forma o angulo /POA. A medida (em radianos) do angulo

/POA serd o numero real associado ao ponto P.

Se P = A, entdo m(/POA) = m(/AOA) = 0, isto é, o ponto P estd associado ao
numero 0. Se P = A’, entdo m(/POA) = m(/A’OA) = n, isto é, o ponto P estad
associado ao numero real 7. Observe que:
Se P = A, entdo (ﬁ e O_fi representam a mesma semirreta.

= P G . . =, .
Se P = A/, entdo &‘ e OA sédo semirretas opostas, pois O? = OA’ e OA’ é semirreta

oposta a (ﬁ
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(3) Sejam os pontos P e Q de ¢”, associados aos ntimeros p e g, respectivamente. Se
p+q =, entdo m(/POA) +m(/QOA) = i e portanto os angulos /POA e /QOA

sdo suplementares.

(4) Sejam os pontos P e Q de ¢”, associados aos ntimeros p e g, respectivamente, tal

que p > gq. Da defini¢do de radianos,

m(zpog) =PIl _1p g

Temos:
« m(/QOA) = |q—0|=[g|=g;
* m(LPOA) = |p —0|= [p|=p;
* m(/POQ) = |p —4q|= p — g, logo,
* m(/POQ)+m(/QOA) = p—q+q=p=m(/POA)

(5) Basta observar que, na construcdo de m, o sistema de coordenada x é bijetor, a

funcéo arccos é bijetora e a “projecdo ortogonal” Q de P € tnica.

Proposicdo 1.45 (B6). Se os dois lados e o dngulo interno entre eles de um dado tridngulo
sdo congruentes, respectivamente, a dois lados e o dngulo interno de um segundo tridngulo,
entdo os tridngulos sdo congruentes. Isto €, os demais lados e dngulos sdo também

congruentes.

Demonstragdo. Pelo Axioma H.13, se dois lados de um tridngulo e o angulo entre eles
sdo congruentes a dois lados e o angulo de um outro triangulo, entdo os tridangulos sao
congruentes. Logo, H.13 = B.6. O

Proposicdo 1.46. Dada uma reta r e um ponto P ndo pertencente a r, pode-se sempre

tracar uma reta s paralela a r passando por P.

Demonstragdo. Seja a reta r e o ponto P fora de r. Pode-se tracar a reta t passando
pelo ponto P e intersectando r. Pelo Axioma H.11, é possivel tragar a reta s passando
por P tal que os angulos correspondentes, determinados pela transversal ¢ e as retas
r e s, sejam congruentes. Assim, pelo Teorema 1.28, as retas r e s sdo paralelas. Pois
do contrario, teriamos um triangulo com um angulo externo congruente a um angulo

interno ndo adjacente. O
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P

~ ,

Figura 9: Existéncia da paralela

Proposicdo 1.47 (B7). Dada uma reta qualquer e um ponto fora dela, existe uma tinica

reta por tal ponto que nunca intersecta a reta dada.

Demonstragdo. Dada uma reta » e um ponto P fora de r, pelo Axioma H.15, existe no
maximo uma reta paralela a r passando pelo ponto P. E pela Proposicdo 1.46, existe
pelo menos uma reta com tal propriedade. Portanto, existe uma tinica reta s passando

por P que nao intersecta a reta r. O

Figura 10: Unicidade da paralela
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A GEOMETRIA NEUTRA OU ABSOLUTA

A geometria neutra é a geometria que se obtém a partir dos axiomas de Hilbert,
excluindo-se o Axioma das paralelas ou a partir dos axiomas de Birkhoff, também
excluindo-se o Axioma das paralelas. Neste capitulo, iremos mostrar alguns resultados
importantes da geometria neutra a partir dos axiomas de Birkhoff. Como mostrado
no Capitulo 1, os axiomas de Birkhoff implicam os axiomas de Hilbert. Assim, como
ferramenta para demonstrar os préximos resultados temos, além dos axiomas de
Birkhoff, os axiomas de Hilbert como proposicoes que foram demonstradas a partir dos

axiomas de Birkhoff.

2.1 INCIDENCIA

Proposicao 2.1. Duas retas concorrentes se intersectam num tnico ponto.

Demonstragdo. Sejam r e s duas retas distintas e nao paralelas. Como r e s ndo sdo
paralelas, possuem pelo menos um ponto em comum. Vamos mostrar que tal ponto,
que chamaremos de P, é uinico. Considere um outro ponto P’ comum 3as retas r € s.
Pelo Axioma B.1, se P e P’ fossem distintos, haveria uma unica reta que passaria por
ambos, e portanto as retas 7 e s seriam coincidentes. Entdo, P é o inico ponto comum

ares. O
Proposicao 2.2. Dada uma reta, existe pelo menos um ponto fora dela.

Demonstragdo. Da Proposicdo 1.13(H3), temos que existem trés pontos distintos A, B e
C ndo colineares. Qualquer que seja a reta r, pelo menos um desses pontos ndo pertece

a ela, caso contrario teriamos A, B e C colineares.
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Proposicao 2.3. Dado um ponto, existem ao menos duas retas que o contém.

Demonstracdo. Dados dois pontos distintos P e Q, pela Proposicdo 2.2 existe pelo

menos um ponto R fora de @ Assim, segue que PR # % e portanto, por P passam

as retas ﬁ e @ O

Proposicao 2.4. Dado um ponto, existe ao menos uma reta que ndo o contém.

Demonstracdo. Dado um ponto P, pela Proposicdo 2.3 existem ao menos duas retas, r
e s passando por P. Tome Q # Pemr e R # P em s. A reta ﬁ nao contém o ponto
P. O]

2.2 ORDEM

Teorema 2.5 (Pasch). Sejam um tridngulo A ABC e r uma reta intersectando AB num
ponto entre A e B. Entdo r intersecta AC ou BC. Se C ndo estd em r, entdo r ndo intersecta

ambos os segmentos AC e BC.

Demonstragdo. Ou C estd em r ou nao.

Se C estd em r (figura 11), entdo A e B ndo estdo em r pois, por hipdtese, A, B e
C sdo nao colineares e r intersecta AB entre A e B. Portanto, A e B estao em lados

opostos de 7.

Se C ndo estd em r, pela Proposicdo 1.17(H7) (separacdo do plano), C estd do mesmo
lado de A ou do mesmo lado de B em relacdo a r. Se C esta do mesmo lado de A em
relaco a r, logo r intersecta BC e nfo intersecta AC. De modo andlogo, se C estd do

mesmo lado de B em relacfo a r, entfo r intersecta AC e néo intersecta BC. O

, . . - . —=
Teorema 2.6 (Barra transversal). Se X estd no interior de /BAC, entdo a semirreta AX

intersecta BC.
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Figura 11: Teorema de Pasch: Caso C € r

Demonstragdo. Tome D tal que Bx AxD. X ¢ DB = ﬁ pois X estd no interior de
/BAC, logo % # fﬁ( Como A pertence a ambas as retas, entdo elas sdo concorrentes
e se intersectam em A. O que implica que DB N H = A, visto que A € ﬁ Pelo
Teorema 2.5 (Pasch), aplicado no ABDC, temos que ﬁ( intersecta BC ou DC.

Seja E € jﬁ( tal que E x A x* X (figura 12). Como B e D estdo em lados opostos de
jﬁ, segue que D e X também estdo em lados opostos de jﬁ e, portanto, todos os
pontos de DC estfio no lado de jﬁ oposto a todos os pontos de H( Portanto, H( nao
cruza DC.

. 0 o~ . = . ==

Agora devemos mostrar que a semirreta zﬁ, oposta a AX, néo intersecta BC ou DC.
Basta notar que ambos os segmentos estdo em lados opostos a zﬁ em relagdo a reta
ﬁ. Assim, a tnica possibilidade é que AX intersecta BC. O

Figura 12: Barra transversal
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2.3 DEMAIS RESULTADOS

Definicdo 2.7. Dizemos que dois angulos sdo suplementares se a soma de suas medidas

é 7T.

Definicao 2.8. Duas semirretas opostas z@ e R formam, com outra semirreta zﬁ, 0]
par de angulos /BAD e /DAC que chamamos de par linear.

Proposicao 2.9. Se dois dngulos formam um par linear, entdo a soma de suas medidas é

igual a 7T, ou seja, os dngulos sdo suplementares.

Demonstragcdo. Sejam as semirretas opostas zﬁ e zﬁ e a semirreta R em um dos
semiplanos determinados por ﬁ), formando o par linear /DAC e /CAB. Vamos

mostrar que esses dois angulos sdo suplementares.

Pelo Axioma B.5(1), a medida do dngulo /DAB, como foi construido, é igual a
7t. Como o angulo /DAB é composto pelos angulos /DAC e /CAB, devemos ter
m(/DAC)+m(/CAB) =m(/DAB) = . O

Proposicao 2.10. Suplementos de dngulos congruentes sdo congruentes.

Demonstragdo. Considere os dngulos /A, /A’, /B e /B, tais que:

(1) /A é suplementar de /B;
(2) /A’ é suplementar de /B’;

(3) /B~ /B.
Queremos mostrar que /A = /A’, isto é, que m(/A) = m(LA’).

m(LA)+m(/B) =mem(/LA")+m(/B’) = r, da defini¢io de 4ngulos suplementares.
Mas, m(/B) = m(/B’) pois, por hipétese, /B = /B’. Entdo, m(/A) +m(/B) = m(/LA’) +
m(/B) = m(/LA) = m(/A’). Portanto, pela defini¢do de congruéncia de 4ngulos,
LA LA O

Definicdo 2.11. Sejam duas retas r e s e uma terceira reta t concorrente a ambas em B
e E, respectivamente. Sejam A e C pontos de r tais que A * Bx C, e D e F pontos de
s tais que C x D x E. Suponha que A e C estdo do mesmo lado de t. Dizemos que os

pares:
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* /ABD e /BDE;
* /CBD e /BDC;

sdo alternos internos.

Teorema 2.12 (Alternos Internos). Se duas retas cortadas por uma transversal formam

dngulos alternos internos congruentes, entdo as retas sdo paralelas.

Demonstracdo. Considere as retas r e v’ cortadas pela transversal t nos pontos B e B,
respectivamente. Sejam os pontos A e Cemr e A’ e C' em 7' tais que A * B x C,
A'xB' xC', Ae A’ estejam do mesmo lado de t, C e C’ estejam do mesmo lado de t e,
/A'B'B = /CBB’ (ver figura 13).

Vamos supor que 7 e 1’ se intersectam em um ponto D do mesmo lado que C e C’' em
relagdo a t. Pela Proposicdo 1.18(H8), existe um ponto E € ﬁ tal que B'E ¥ BD. Pelo
caso LAL, temos AB'BD = ABB'E. Donde /DB'B = /EBB’. Assim, pela Proposicio
2.10 e pela Proposigdo 1.21(H11), /EBB’ é suplementar de /DBB’, pois /DB’'B é
suplementar de /EB’B. Dai, E estaria em r, o que significa que r e ' teriam dois pontos
E e D em comum, o que, de acordo com a Proposicdo 2.1, é impossivel. Portanto, as

retas r e ' sdo paralelas. O

Figura 13: Angulos alternos internos

Definicao 2.13. Um angulo € dito reto se ele é igual ao seu suplementar. Duas retas

que formem um angulo reto séo ditas perpendiculares.

Proposicao 2.14. Um dngulo congruente a um dngulo reto é um dngulo reto.
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~J

Demonstragdo. Tome o dngulo reto /A, seu suplementar /B e /A’, tal que /A’ =
/A. Vamos mostrar que /A’ é um angulo reto, isto é, que /A’ é congruente ao seu

suplementar.

(1) m(LA)+m(/B) = mt, da definicdo de angulos suplementares;

(2) /A = /B pois, pela definicdo, um angulo reto é congruente ao seu suplementar;
(3) m(/A) =m(/B), da definicdo de congruéncia de angulos;

(4) /A" = /A, por hipétese.

Assim:

Por (4), temos que m(/A’) = m(/A). De (1) e (4), obtemos m(/A’)+m(/B) = 7, o
que, pelo Axioma B.5(2), significa que /A’ e /B sdo suplementares. Por (3), temos

m(/A) = m(/B) e, como m(/A’') = m(/A), entdo m(/A") = m(/B) = /(A" = /B.

Logo, /A’ é congruente ao seu suplementar e, portanto, ¢ um angulo reto. O

Teorema 2.15 (Existéncia de Perpendicular). Para toda reta r e todo ponto P, existe

uma perpendicular a r passando por P.

Demonstragdo. Primeiro suponha que P ndo estd em r e sejam A e B dois pontos

quaisquer de r (Proposicdol.12(H2)). Pela Proposicdo 1.21(H11), existe uma dnica
—

semirreta AX no lado oposto de P em relacdo a r tal que /XAB = /PAB (ver figura 14).

Pela Proposi¢éo 1.18(H8), existe um ponto P’ em H( tal que AP’ = AP. PP’ intersecta
r em um ponto Q, pela definicdo de lados opostos de r. Assim, se Q = A, entdo pela
definicfio de perpendicular temos que PP’ 1 r e se Q # A, entdo APAQ =~ AP'AQ
(LAL). E portanto, /PQA = /P'QA (4ngulos correspondentes). Entio, pela definicdo
de perpendicular, lﬁ L.

Agora suponha que P estd em r. Como pela Proposicao 2.2, existem pontos que nao
estdo em r. Tome A, um desses pontos. Podemos construir (como no caso anterior,
em que P ¢ r) uma reta s perpendicular a r passando por A e obtemos assim um
angulo reto /AP'P, tal que P’ = rN's (ver figura 15). Pela Proposicdo 1.21(H11),
existe uma unica semirreta ﬁ do mesmo lado que A em relacdo a r, de modo que
/BPP" = /AP'P. Pela Proposic¢do 2.14 o 4ngulo /BPP’ é reto e dai, como o lado ﬁ
esta em r, o lado ﬁ ¢ perpendicular a r. Entao, a reta ﬁ que contém ﬁ é também

perpendicular a r. 0
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Figura 14: Existéncia de perpendicular: P ¢ r

Figura 15: Existéncia de perpendicular: P € r

Proposicio 2.16 (Angulos Opostos pelo Vértice). Dois dngulos opostos pelo vértice sdo

sempre congruentes.

Demonstragdo. Considere duas retas r e s, concorrentes no ponto B, os pontos A e D
em r, um em cada lado de B, os pontos C e E em s, um em cada lado de B (ver figura
16). Vamos mostrar que /ABE = /CBD (o caso /ABC = /EBD ¢ andlogo).

(1) /ABE e /EBD formam um par linear (por construcdo);
(2) /ABE e /EBD séao suplementares (pela Proposicdo 2.9);
(3) m(/ABE) +m(/EBD) = 7t (pela definicdo de suplementar);
(4) /EBD e /CBD formam um par linear (por constru¢éo);
(5) /EBD e /CBD sao suplementares (pela Proposicdo 2.9);

(6) m(/EBD)+m(/CBD) = it (pela definicdo de suplementar).
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Assim, de (3) e (6) obtemos m(/ABE)+ m(/EBD) = m(/EBD) + m(/CBD)
m(/ABE) = m(/CBD) e portanto, /ABE = /CBD.

ol

® >
®

@

Figura 16: Angulos opostos pelo vértice

Teorema 2.17 (Angulo Exterior). O dngulo exterior de um tridngulo é sempre maior que

cada dngulo interno ndo adjacente.

Demonstracdo. Dado AABC, um triangulo qualquer. Tome um ponto P em % tal que
B % C x P. Denotando por /A, /B e /C os angulos internos do tridangulo A ABC, vamos
mostrar que m(/ACP) > m(/A).

Seja Q o ponto médio de AC e seja R o ponto da semirreta lﬁ, tal que B* Q x Rx e
OR ¥ OB (figura 17). Assim, temos:

(1) AQ ¥ QC e BQ = RQ, por construcio;

(2) /BQA = /RQC, angulos opostos pelo vértice;
(3) ABQA = ARQC, pelo Axioma B.6(LAL);

(4) /A= /QCR, da congruéncia ABQA = ARQC.

E como R ¢ interno ao dngulo /ACP, aplicando o Axioma B.5(3) aos angulos /ACP,
/ACR e /RCP, temos que m(/ACP) > m(/LA).

De modo analogo, vamos mostrar que m(/ACP) > m(/B):
Tome P’ na semirreta R, tal que A x C x P'. Dai, /BCP’ = /ACP, pois sdo dngulos
opostos pelo vértice. Seja Q' o ponto médio de BC e seja R’ o ponto da semirreta z@ ,
tal que A x Q' * R'x e Q'R’ & Q' A (figura 18). Entéo:



2.3 DEMAIS RESULTADOS

(1) BQ' = Q'Ce AQ' = R'Q, por construcio;

(2) /BQ'A = /R’'Q’'C, 4ngulos opostos pelo vértice;
(3) ANABQ' =¥ AR'CQ’, pelo Axioma B.6(LAL);

(4) /B= /Q'CR/, da congruéncia AABQ' = AR'CQ’.

E como R’ é interno ao dngulo /BCP’, aplicando o Axioma B.5(3) aos 4ngulos /BCP’,
/BCR’ e /R'CP’, temos que m(/BCP’) > m(/B). Como /BCP’" = /ACP, entio
m(/ACP) > m(/B). 0

Figura 17: Angulo exterior: m(/ACP) > m(/A)

Figura 18: Angulo exterior: m(/ACP) > m(/B)

Corolario 2.18. Quaisquer dois dngulos internos de um tridngulo (também qualquer)

somam menos que 7t.

Demonstragdo. Dado um tridngulo ABC e duas retas paralelas r e s conforme a figura

19, vamos mostrar que a soma de quaisquer dois dngulos internos ¢ menor que 7.
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Pelo Teorema 2.12, /ABC = /BAD e /ACB = /CAF. Pela Proposicdo 2.16,
/DAE = /CAF. Pelo Axioma B.5(3), m(/BAD) + m(/DAE) = m(/BAE) e m(/BAE) +
m(/EAG) = t. Como m(/EAG) # 0 (pelo Axioma B.5(1)), m(/BAE) < 7. Assim,
m(/ABC) + m(/ACB) = m(/BAD) +m(/DAE) = m(/BAE) < 7. De modo andlogo,
podemos mostrar que m(/BAC) +m(/ABC) = m(/BAC) +m(/BAD) =m(/CAD) <
e m(/BAC)+m(/LACB) = m(/BAC)+m(/CAF) = m(/BAF) < m. O

Figura 19: Soma de dois 4ngulos internos de um tridngulo qualquer

Corolario 2.19. Se um tridngulo tem um dngulo reto, entdo seus outros dois dngulos sdo

agudos.

Demonstracdo. Seja o tridngulo ABC, retangulo em B e seja o ponto D, de modo que
D x B« C. Assim, /DBA e /ABC formam um par linear e, portanto, /DBA é reto.
Pelo Teorema 2.17, m(/ABD) > m(/BCA), portanto m(/BCA) < /2. Analogamente,
m(/ABD) > m(/BAC), portanto m(/BAC) < 7/2.

Defini¢éo 2.20. Dizemos que B é ponto médio do segmento AC se:
e AxBx(C,e:

* |AB|=|BC]|.
Proposicao 2.21. Todo segmento admite um tnico ponto médio.

Demonstragdo. Dado o segmento AC (ver figura 20). Pelo Axioma B.3, tome um sistema
de coordenadas f para a reta fﬁ tal que f(A)=0e f(C) > 0.



2.3 DEMAIS RESULTADOS

Se B esta entre A e C, entdo |AB|= |x — 0|= x e |BC|= |(|AC|—x)|= |AC|—x. Assim,
AB ¥ BC é equivalente a x = |AC|—x, ou 2x = |AC|, ou x = @. Logo, pela bije¢éo

com R dada pelo Axioma B.3, existe um Unico nimero x e, portanto um unico ponto

p
x @ W
J

Figura 20: Ponto médio do segmento AC

Teorema 2.22 (Saccheri-Legendre). A soma dos dngulos internos de um triangulo é

sempre menor ou igual a 7.

Demonstragdo. Suponha o contrdrio, que a soma dos angulos internos no tridngulo
ABC é igual a 7t + 6 (ver figura 21), onde § > 0. Seja D o ponto médio de BC e,
o segmento AD é prolongado até E, de modo que AD ¥ DE. Pelo Teorema 2.16
(angulos OPV), /BDA = /CDE e pelo caso LAL, AABD = AECD. Assim, sio
congruentes os dois angulos marcados como 1 e sdo congruentes os dois angulos
marcados como 2. Dai os tridngulos ABC e AEC possuem soma dos angulos internos
igual a m(/1) + m(/2) + m(/3) + m(/4). Como o angulo /A = /2 + /3, o tridngulo AEC

possui um angulo (A ou E) menor ou igual a metade de /A do tridngulo original ABC.

Repetindo esse processo indefinidamente, obtemos uma sequéncia de tridngulos,

cada um com soma das medidas dos angulos internos igual a 77 + é e com um angulo

11 1
8> 16> 327

eventualmente menor que 6. Mas isso € absurdo, pois a soma dos outros dois dngulos

interno menor ou igual a %, .-+ do angulo /A, do tridngulo ABC e portanto,

excederia 7T, o que contraria o Corolario 2.18. O

Figura 21: Teorema de Saccheri-Legendre
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Corolario 2.23. A soma das medidas de dois dngulos internos de um tridngulo é menor

ou igual a medida do dngulo externo remoto, ou seja, ndo adjacente a esses angulos.

Demonstragdo. Dados o triangulo AABC,e D € % tal que B x C x D, vamos mostrar
que m(/B)+m(/A) < m(/ACD).

(1) Pelo Axioma B.5(1), m(/BCD) = m;
(2) por B.5(3), m(/C)+m(/ACD) =m(/BCD) = r;
(3) m(LA)+m(/B)+m(/C) < it (Teorema 2.22 ).

Portanto, m(/A) + m(/B) < m(/ACD). De modo analogo, podemos mostrar que
m(/A)+m(/C) é menor ou igual a medida do angulo externo remoto, o mesmo valendo
para m(/B) + m(/C). O

Proposic¢io 2.24. Num tridngulo ANABC, se AB =~ AC entdo /B = /C.

Demonstragcdo. Dado o triangulo AABC, considere a correspondéncia dos vértices
A < A, B < C, C < B. Dessa correspondéncia temos dois lados e o angulo entre eles
do AABC, respectivamente congruentes a dois lados e o angulo entre eles do AACB:
/A~ /A, pela Proposicio 1.22 e AB = AC, por hipétese.

Portanto AABC = AACB e, pela definicao de congruéncia de tridangulos, os angulos

correspondentes /B e /C sdo congruentes. O
Proposicao 2.25. Num tridngulo AABC, |AB|> |AC| se, e somente se, m(/C) > m(/B).

Demonstragdo. (=) Suponha AABC com |AB|> |AC|. Tome D tal que AxCx*D e
|AB|= |AD|. Dai:

(1) m(LABC) < m(/LABD) (C é ponto interno de /ABD)
(2) /ABD = /BDC (Proposicado 2.24)

(8) m(/BDC) < m(/ACB) (Teorema 2.17)

Logo, /ABC < LACB.

(<) Suponha o tridangulo AABC, com m(/C) > m(/B). Vamos mostrar que |AB|>
|AC|.

* Se |AB|= |BC|, entdo pela Proposicdo 2.24 teriamos /B = /C, o que é absurdo
pois, por hipétese m(/C) > m(/B).
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* Se |AB|< |AC|, entdo existe D tal que A* B x D e |AD|= |AC]|. Assim:
(1) /ADC = /ACD, pois AADC é isésceles;
(2) m(/ACB) < m(/ACD), pois B é interno ao dngulo /ACD;
(3) m(/ABC) > m(/ADC), pois /ABC é angulo externo do tridangulo ABDC;

Entdo, m(/ABC) > m(/ACD) > m(/ACB). Dai devemos ter m(/B) > m(/C). O
que é absurdo pois, por hipotese, m(/C) > m(/B).

Entéo, sé pode ocorrer |AB|> |AC]. O

Corolario 2.26 (Hipotenusa). Num tridngulo retdngulo os dngulos ndo retos sdo agudos

e a hipotenusa é sempre maior que os catetos (individualmente).

Demonstragdo. Considere o tridngulo AABC, retangulo em B. m(/B) = 7, pois AABC
¢ retdngulo em B. Pelo Teorema 2.22 (Saccheri-Legendre), m(/A)+m(/B)+m(/C) < m,
entdo m(/LA) +m(/C) < 7. Logo, m(LA) < 57 e m(/C) < 7. Como m(LA) < m(/B) e
m(/C) < m(/B), pela Proposicdo 2.25 temos que |AC|> |BC| e |AC|> |BA|. O

Coroldrio 2.27 (TriAngulo isésceles). Num tridngulo AABC, AB =~ AC se, e somente
se, /B= /C.

Demonstragdo. (=) Seja o tridngulo AABC tal que AB = AC. Entfo, segue imediata-
mente da Proposicdo 2.24 que /B = /C.

(<) Seja o tridngulo AABC tal que /B = /C. Pela Proposicdo 2.25, |AB|>
|AC| <= /C > /Be|AC|> |AB| < /B > /C. Logo, AB = AC. O

Teorema 2.28 (Unicidade da perpendicular). Para toda reta r e todo ponto P, a perpen-

dicular a r passando por P, é tnica.

Demonstracdo. Ou P esta em r, ou P néo estd em 7.

1. Se P esta fora de r (figura 22). Seja s a reta perpendicular a » passando por P. Se
s ndo é unica, suponha t outra perpendicular a r passando por P. SejarNs = Q
e r Nt = R. Considere o triangulo APQR. Tome A € r tal que Q * R x A. Dai,
/PQR = /PRA. O que é absurdo, pois contraria o Teorema 2.17.
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\

Figura 22: Unicidade da perpendicular

2. Se P estd em r. Seja s perpendicular a r passando por P. Tome uma semirreta
k em r com origem em P. Pelo Axioma B.5(4), existe uma unica semirreta j
com origem em P, em um dos semiplanos determinados por r, de modo que
- > . — . .
m(/ k, j)= 7. Assim, como j € unica em um dos semiplanos determinados

por r, e estd em s, temos que s também ¢é unica.

O

Proposicdo 2.29. Dados P ponto fora da reta r, A em r tal que jﬁ’ 1L re BeCsdo
pontos de r tais que A x B x C, entdo |PC|> |PB|.

Demonstragdo. Seja a reta r, P um ponto fora de r, A, B e C pontos de r tais que
AxBxCe AP Lr. Tome o ponto B’ em r, tal que B’ x A« B« C e |PB’|= | PB|. Logo,

o tridngulo (APB’B) é isésceles.
(1) Pelo Corolério 2.27, /PB'B = /PBB’ (/APB’'B é isdsceles).

(2) Pelo Teorema 2.17, /PBB’ > /PCB’ (/PBB’ é dngulo externo de APBC). Logo,
no tridngulo APB'C, /PB'C > /PCPB'.

(3) Como /PBB’ = /PB'C > /PCB’ entio, no tridngulo APB’C, temos pela Proposi-
cdo 2.25 que |PC|> |PB'|= |PB|.
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Teorema 2.30 (ALA). Se dois dngulos e o lado entre eles de um tridngulo sGo congruentes
respectivamente a dois dngulos e o lado entre eles de um segundo tridngulo, entdo os

tridngulos sGo congruentes.

Demonstragdo. Consideremos os triangulos AABC e ADEF com AC = DF, /BCA ¥
/EFD e /BAC = /EDF. Seja G em DE tal que AB = DG, entdo AABC = ADGF
pelo Axioma B.6. Portanto, /BCA = /GFD, logo /GFD = /EFD. Como estes angulos
sdo congruentes, entdo, pelo Axioma B.5, <G? coincide com ﬁ Portanto, G e E

representam o mesmo ponto e assim temos AABC = ADEF. U

Teorema 2.31 (LLL). Se os trés lados de um tridngulo sdo congruentes respectivamente

aos trés lados de um segundo tridngulo, entdo os tridngulos sdo congruentes.

Demonstragdo. Sejam AABC e AAEC dois tridAngulos com AB = AE, BC ¥ EC e
AC ¥ AC e seja G a intersec¢éo entre os segmentos BE e AC. Entdo, ABCE e ABAE
sdo triangulos isésceles, portanto /ABG = /AEG e /CBG = /CEG pelo Corolario
2.27. Entdo, /ABC = /AEC pelo Axioma B.5. Logo, AABC = AAEC pelo Axioma
B.6. O

Teorema 2.32 (LAA). Se dois dngulos e o lado ndo incluso entre eles de um triangulo sdo
congruentes respectivamente a dois dngulos e o lado ndo incluso de um segundo tridngulo,

entdo os tridngulos sdo congruentes.

Demonstragdo. Sejam AABC e ADEF dois tridngulos tais que AB ¥~ DE, /B~ /E e
/C = /F. Mostremos que ANABC = ADEF.

Suponha |BC|> |EF| (o caso |EF|> |BC| ¢ andlogo). Existe P € BC tal que BP = EF.
Pelo Axioma B.6, obtemos AABP = ADEF. Logo, /APB = /DFE = /ACP. Mas,
pelo Teorema 2.17, isso é absurdo pois /APB é um angulo externo do A APC. Portanto,
o ponto P coincide com C e AABC = ADEF. O

O préximo teorema faz uso do conceitos de limite, funcdes continuas e suas proprie-

dades basicas. Ao leitor interessado em revisar tais ideias sugerimos (2).

Teorema 2.33. Dados reta r, sistema de coordenadas x em r, e Z ponto fora de r, entdo:

1. A distdncia |ZP| como fungdo x(P), onde P é ponto de r é uma fung¢do continua, isto

é, a fungdo:
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f:R—R
x(P) — |ZP|

2. f como descrita acima, admite minimo no ponto x(B) onde % L 7, cresce quando

P se afasta de B e tende a +oo quando x(P) — +oo.

Demonstrag¢do. 1. A continuidade decorre da desigualdade

1ZP|-|ZQl|< [PQ].
Onde P e Q sdo pontos de r. Portanto, |ZQ|— |ZP| se |[PQ|— 0

. Vamos mostrar que |ZP|— +oc0 quando x — +o0

Seja Q um ponto qualquer fixado de r tal que |PQ|= k|ZQ|, onde k > 1. Dai,
temos, pela desigualdade tridngular, que |ZP|> |PQ|—|ZQ|= k|ZQ|—|ZQ|=
(k — 1)|ZQ| que tende para +oo quando k — +oco. Além disso, como |ZP| é ndo
negativo, é uma funcéo continua limitada inferiormente de modo que |ZP|— +oc0

quando x — =oo.

. Seja yp o valor minimo que |ZP| assume para algum x = xy e y qualquer valor

maior que yp. Entdo, pelo menos uma vez em cada lado de xp, |ZP| assume o
valor y. Logo, existem P; e P, em r de modo que AZP, P, € isésceles e /P; = /P,.
Se B é o ponto médio de P, P,, temos que AZP;B = AZP,B. Assim, os tridngulos
sdo retangulos pois /ZBP; e /ZBP, sdo congruentes e suplementares e, portanto,

ﬁ ¢ perpendicular a r.

. Vamos mostrar a unicidade do ponto B. Suponha o contrdrio, que exista o ponto

' 7B e ZB' sej i 7B
B’ € r tal que e ZB' sejam ambas perpendiculares a r. Mas as retas e
—

Z B’ se intersectam no ponto Z, o que contraria o Teorema 2.12 (4ngulos alternos

internos). Logo, B = B'.

. Vamos mostrar que |ZP| cresce quando P se afasta de B, isto é, quando x se afasta

de xg. Se assim néo o fosse, haveria outro par de pontos A e A’ a mesma distancia
de Z e em lados opostos de B, tais que ﬂ) 1L reZA' 1 r. Mas, vimos que tais

pontos distintos de B ndo existem.

O

Teorema 2.34 (Teorema do valor intermedidrio). Dada a fungdo f : [a,b] — R continua,

se k é um valor entre f(a) e f(b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = k.

Demonstragdo. Vamos provar que f(a) < k < f(b) (o caso f(b) < k < f(a) é analogo)
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Seja S = {x;x € [a,b] e f(x) < k}. Assim, temos que a € S, logo S é néo vazio e
limitado superiormente por b. E pelo axioma de completude, existe ¢ = sup S. Vamos

mostrar que f(c) = k.

Dado € > 0, da continuidade de f, temos que existe § > 0 tal que |f(x) — f(c)|< €

quando |x —c|< 4, isto é f(x) —e < f(c) < f(x)+e€ para todo x no intervalo (¢ — , ¢ + ).

Dai, existe a’ € (c — 6, c], pelas propriedades do supremo, tal que 4’ € S, e entdo
flo) < f(@)+e <k+e.

Tomando a” € (c,c+6), temos que a” ¢ S. Logo, k —e < f(a") —e < f(c). Logo,

paratodo € > 0, k — e < f(c) < k +¢, portanto f(c) = k é o inico valor possivel. O

Figura 23: Principio elementar de continuidade

Teorema 2.35 (Principio elementar de continuidade). Se um segmento tem um de seus
pontos no interior de um circulo e outro no seu exterior, entdo o segmento intersecta o

circulo.

Demonstragdo. Sejam o circulo I' de centro Z e raio |ZR|=r, o segmento |AB| tal que
A esta no interior do circulo e B esta no exterior e x um sistema de coordenadas da
reta jﬁ orientado de A para B.

Considere a funcéo continua:

[ [x(A), x(B)] = R

x(P) — |ZP),

onde P é um ponto do segmento ﬁ

51



52

A GEOMETRIA NEUTRA OU ABSOLUTA

Como A é ponto interno do circulo, temos |ZA|< r; e, como
B é ponto externo, r < |ZB|.

Entdo, pelo Teorema do valor intermediario, decorre que existe a € [x(A), x(B)], tal
que f(a) = r. Seja, entéio, P’ = x~'(a). Temos que P’ € AB e |ZP'|=r. Logo P’ é um

ponto do segmento AB que estd sobre o circulo T'.

O]

Teorema 2.36. 1. Se a distdncia do centro de um circulo até uma reta é menor que o

raio do circulo, entdo a reta intersecta o circulo em dois pontos.

2. Se a distancia do centro de um circulo até uma reta € igual o raio do circulo, entdo
a reta intersecta o circulo em um tinico ponto. Nesse caso, dizemos que a reta e o

circulo sdo tangentes.

3. Se a distancia do centro de um circulo até uma reta é maior que o raio do circulo,

entdo a reta e o circulo tém interseccdo vazia.

Demonstragdo. Considere o circulo I' de centro Z e raio |Z(Q)|, a reta r e o sistema de
coordenadas x para a reta r. Pelo Teorema 2.33, a funcdo continua
f:R—R

x(P) — |ZP|
onde P € r, existe B € r tal que x(B) ¢ ponto minimo de f e % 1 r e |ZP| aumenta

conforme P se afasta de B. Entdo temos:

1. |ZB
|ZP|=|ZQ| em dois pontos de r, P; e P, de modo que Py x B x P,. Assim, |ZP;|=

é a distancia de Z até a reta r. Como |ZP|< |ZQ| quando P = B, teremos

|ZP;|=|ZQ)| e portanto, r intersecta o circulo em P; e P».

2. Se |ZB|=|ZQ)]|, entdo B estd na circunferéncia. Logo, temos um ponto de intersec-
cdo entre a reta e o circulo, falta mostrar que ele € inico. Como f cresce quando
P se afasta de B, decorre que para P # B temos |ZP|> |ZQ)|. E, portanto B é o
unico ponto de r cuja distancia a Z € igual ao raio do circulo I'. Logo, r intersecta

o circulo em um unico ponto.

3. Se |ZB|> |ZQ)|, entdo |ZP|> |ZQ)| para todo P de r, pois |ZB| é o valor minimo
de f. Portanto, ndo existe P’ € r tal que |ZP'|= |ZQ)| e daf a reta r ndo intersecta

o circulo.
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O

Proposicéo 2.37. Se dois tridngulos AN ABC e ADEF sdo tais que AB = DE e AC = DF,
mas (LA) > (/D), entdo |BC|> |EF|.

Demonstragdo. Construa na base AB do tridngulo A ABC um triAngulo A ABC' tal que
AABC' = ADEF. Devemos mostrar que |BC|> |BC'|= |EF|. Em ambas as figuras,
temos |AC|= |AC'|= b e |AB|= c. Assim, temos trés possibilidades, a depender das

medidas dos dois dngulos em A. E nos trés casos, C’ ¢ interno ao dngulo /CAB.

1° caso: C' € ﬁ (figura 24).
Como B e C’ estdo do mesmo lado de jﬁ, dai B C’ « C, entdo |BC'|= |EF|< |BC]|.

2° caso: C’ é interno ao dngulo /ABC (figura 25).
Como @ intersecta AC no ponto P e C’ estd entre B e P. Pelo Teorema 2.17 (dngulo
externo) no tridngulo APCC’, temos /CC'B > /PCC’. Como AAC'C é isésceles,
temos /PCC' = /AC'C. Pelo Axioma B.5, temos m(/AC'C) > m(/PC'C), e pelo
Teorema 2.17 (4ngulo externo) no triAngulo ACC'B, temos m(/PC'C) > m(/C'CB).
Isto é, m(/CC'B) > m(/PCC’") = m(/AC'C) > m(/PC'C) > m(/C'CB). Entdo, pela
Proposicdo 2.25, |BC|> |BC’|= |EF]|.

3° caso: C é interno ao dngulo /ABC’ (figura 26).

Nesse caso, If intersecta AC’ em um ponto Q. Como C’ é interno ao 4ngulo /CAB, o
mesmo ocorre com Q, entdo Q esta entre B e C. Dai, decorre que, pelo Axioma B.5,
m(/CC'B) > m(/CC'A) e m(/C'CA) > m(/C'CB) e, como NAC'C é isésceles, temos
/CC'A = [/C'CA. Isto é, m(/CC'B) > m(/CC'A) = m(/C'CA) > m(/C'CB). Entio,
pela Proposigdo 2.25, |BC|> |BC’|= |EF|. O

Figura 24: Proposi¢édo 2.37 - 1° caso
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Figura 25: Proposicédo 2.37 - 2° caso

Figura 26: Proposicdo 2.37 - 3° caso



O QUINTO POSTULADO, SUA NEGACAO E UMA
NOVA GEOMETRIA

Neste capitulo falamos sobre Euclides e seu trabalho mais notério “Os Elementos”.
Inicialmente, falamos sobre a geometria grega nos tempos de Euclides e como os
gregos pensavam e faziam geometria. Também abordaremos as contribuices de Tales,
Pitagoras, Aristoteles, Hipocrates e Eudoxo. Sobre Euclides, além dos Elementos, outras
obras lhe sdo atribuidas, algumas foram preservadas e outras foram completamente

perdidas.

Ainda neste capitulo, abordaremos a estrutura de “Os Elementos”, uma visdo geral
sobre cada um dos treze livros que o constituem, em especial o livro 1 o qual nos

apresenta a geometria: as definicdes, postulados, no¢des comuns e 48 proposicoes.

A segunda parte deste capitulo trata do quinto postulado de Euclides e as vdrias
tentativas de demonstracdo. Das tentativas de demonstrar o quinto postulado, alguns
dos principais nomes foram Ptolomeu, Proclus, Nasir-Edin, Legendre, Wallis, Saccheri,

Clairaut e Lambert.

A terceira parte aborda a geometria hiperbdlica, seus precursores, elementos, algumas
proposicoes e teoremas. Finalizamos com dois modelos para a geometria hiperbdlica: o

disco de Poincaré e o semiplano de Poincaré.
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3.1 EUCLIDES E OS ELEMENTOS

3.1.1 Geometria grega pré Euclides

Durante o periodo classico da Grécia (480 A.C. a 323 A.C.), segundo [7], a geometria
dos matematicos gregos antigos alcancou uma completude e perfeicdo de metodologia
que nenhum outro ramo de seu conhecimento havia alcancado. Os gregos desenvol-
veram a ideia do método axiomdtico. Os grandes nomes nesse periodo foram Tales,
Pitagoras, Platdo e Aristdteles. Os gregos ndo foram os criadores da geometria. Eles
a estudaram a partir dos antigos egipcios, babil6nios e hindus e criaram principios

geométricos primitivos, tomando o que foi descoberto e fizeram avancos cruciais.

Na antiga Babilonia e no Egito, a matematica era cultivada principalmente como
uma ferramenta e nao levavam a geometria além do que era absolutamente necessario.
Ja os gregos, tinham uma forte tendéncia especulativa e desejo de descobrir as razdes
das coisas. A habilidade de pensar racionalmente e criticamente tornou-se a base do
pensamento grego. Gedmetras gregos expandiram a gama de dominio da geometria
em novos tipos de figuras, curvas, superficies e s6lidos. Mudaram sua metodologia de
prova e erro na abordagem de deducgéo l6gica na matematica. Reconheceram que a

geometria estuda formas abstratas das quais os objetos fisicos sdo apenas aproximagoes.

TALES

Tales (635 - 543 A.C.) nasceu em Mileto, astronomo e filésofo era muito respeitado
pelos gregos antigos e nomeado como um dos sete homens sabios da Grécia. E relatado
que ele viajou para o Egito. Foi o comec¢o de uma investigacdo da geometria. Ele foi
o primeiro a quem a deducdo na matemadtica é atribuida, por isso ele é considerado o

fundador da geometria grega [7].

Hé, de acordo com [11], cinco proposicOes geométricas para as quais ele escreveu

provas dedutivas (embora suas provas ndo tenham sobrevivido):

1. um circulo é dividido ao meio por qualquer diametro;

2. angulos no tridngulo opostos a dois lados de comprimentos iguais sdo iguais ou

os angulos de base dos tridngulos isdsceles sdo iguais;

3. angulos opostos formados por linhas retas que se cruzam sao iguais;
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4. o angulo inscrito dentro de um semicirculo é um angulo reto;

5. se um tridngulo tiver dois angulos e um lado iguais respectivamente a dois angulos

e um lado de outro tridngulo, entdo os dois tridngulos sdo iguais.

PITAGORAS

Pitagoras (582-500 A.C.) nasceu em Samos, Jonia. Mais tarde, afirmam [7, 8],
foi para a Itdlia, entdo colonizada por gregos e pode ter sido um estudante de Tales.
Viajou para a Babil6nia e Egito onde fez importantes desenvolvimentos em matematica,
astronomia e teoria da musica. Foi o primeiro a estabelecer a geometria, também iniciou
a ideia de um sistema numeérico e criou a escola pitagérica em Crotona na Magna Grécia
onde hoje € o sudeste da Italia. Pitdgoras € mais conhecido pelo teorema que leva o seu
nome, que apesar de ser conhecido pelos babilonios 1000 anos antes, ele pode ter sido
o primeiro a demostrar dedutivamente. Os pitagoricos fizeram a grande descoberta de

comprimentos incomensuraveis e nimeros irracionais.

Uma das descobertas mais importantes da escola de Pitagoras, segundo [8], foi
o fato de que a diagonal de um quadrado nédo é um multiplo racional de seu lado,
resultado este que provou a existéncia de nimeros irracionais. Também mostraram
que a diagonal de um quadrado é o lado de outro quadrado com o dobro da drea do
primeiro. A geometria dos pitagéricos, assim como a egipcia, estava muito preocupada

com as areas.

Pitagoras elevou a matemadtica ao nivel de ciéncia, apesar de ndo ter deixado nenhum
tratado de matemadtica. Sabe-se ainda que a aritmética, que era a base do seu sistema
filoséfico era tdo admirada por ele quanto a geometria e ambas estavam intimamente
ligadas. Sobre os pitagéricos, ainda podemos destacar que eles mostraram que o plano
em torno de um ponto é completamente preenchido por seis tridngulos equilateros,
quatro quadrados ou trés hexdgonos regulares. Provaram que os angulos internos de
um tridngulo sdo iguais a dois angulos retos e descobriram a constru¢do dos sélidos

regulares [8].

PLATAO

Platdo (427 a 347 A.C.), de acordo com [7], foi um filésofo muito estimado pelos
gregos, um aluno e amigo proximo de Sécrates e também um dos mais importantes

difusores da matemadtica da Grécia antiga. Estudou matemadtica com Teodoro em Cirene
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e, inspirado por Pitagoras, fundou sua academia em Atenas em 387 A.C. Fez pouco
trabalho original real, mas valiosas melhorias na l6gica e métodos empregado em
geometria. Em particular, ele estava convencido que a geometria era a chave para

desvendar os segredos do universo.

Platdo tornou-se conhecido como o criador dos matematicos e sua academia ostentava
alguns dos mais proeminentes deles. Muitas das definicdes nos Elementos de Euclides
devem ser atribuidas a escola platonica. Platdo acreditava que geometria devia ser
realizada apenas com régua e compasso, nunca com instrumentos de medicdo como uma
régua marcada ou um transferidor, porque essas eram ferramentas de um trabalhador e

nao de um estudioso [7].

Sua crenca levou aos trés problemas de construcao cléssicos:

1. trisseccionar um angulo;
2. construir um cubo com o dobro do volume de um dado cubo;

3. construir um quadrado com a mesma area de um circulo dado.

Platao exigiu de seus alunos defini¢des precisas, suposicoes claramente estabelecidas
e prova dedutiva ldgica. Ele insistiu que as provas geométricas fossem demonstradas
apenas com régua e compasso (seria demonstrado, mais de 2200 anos depois, que os

trés problemas sdo impossiveis de resolver apenas com régua e compasso).

Vérios avangos matematicos foram feitos por alunos e amigos de Platdo. Também
se deve a escola platonica avancos como: maior atencdo a prova e a metodologia de
raciocinio; definicbes mais precisas, hipdteses claramente estabelecidas e rigor 16gico
exigido. Além disso, a esfera, os sdlidos regulares, o prisma, a pirdmide, o cilindro e o
cone se tornaram objetos de estudos/investigacdo da escola platonica e Menaecmus,

um estudante de escola platonica, descobriu as se¢des conicas.

ARISTOTELES

Aristoteles (384-322 A.C.), o maior aluno de Platio, afirma [5], escreveu um tratado
sobre métodos de raciocinio usados em provas dedutivas. Foi professor de Alexandre,
o Grande, e criador da légica formal. Na légica, de acordo com [16], Aristoteles
acreditava que argumentos deveriam ser construidos a partir de silogismos. Também
listou alguns principios bdsicos de argumentacao, por exemplo: o principio da néo-

contradicdo que afirma que uma proposicdo ndo pode ser verdadeira e falsa ao mesmo
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tempo, e o principio do terceiro excluido que afirma que uma proposicao deve ser
verdadeira ou falsa e ndo hd outra possibilidade. Na matematica, destaca-se a distincdo
que fez entre numero e magnitude sendo ambos da mesma categoria a qual chamou
quantidade, de modo que dividiu-a em duas classes distintas: uma discreta (nimero) e
outra continua (magnitude). Aristoteles escreveu sobre diversos assuntos, dentre eles

Politica, Fisica, Biologia e Etica.

HIPOCRATES

Hipécrates de Quios (460-380 A.C.), compds uma obra sobre os elementos da geome-
tria, mais de um século antes dos Elementos de Euclides. A apresentacdo da geometria
como uma cadeia de proposicoes foi originada por Hipdcrates. Também introduziu
o uso de letras para designar pontos e retas, estudou e desenvolveu parcialmente o
assunto sobre figuras semelhantes. A fama de Hipdcrates se baseia principalmente
com os estudos da quadratura do circulo. Além disso, foi o responsavel pelo primeiro
progresso real na solucao do problema de duplicacdo do cubo. Mostrou que era possivel
reduzir o problema em outro mais simples, encontrar duas proporcoes médias entre um
segmento e outro com o dobro do comprimento. Hipdcrates contribuiu muito para a

geometria do circulo no estudo desses dois problemas [7, 8].

EUDOXO

Eudoxo de Cnido (408-355 A.C.), também da Escola platonica, aumentou o nimero
de teoremas gerais. Sua reputacdo baseia-se, principalmente, na sua teoria geral de
proporc¢do, numerosos resultados no estudo da secao aurea (divisdo de um segmento
em média e extrema razdo), e a invencdo do método de exaustdo (que posteriormente
foi aperfeicoado por Arquimedes para calcular areas curvilineas, superficies e volumes).
Quanto aos solidos geométricos, acrescentou muito conhecimento. Provou que os
volumes de uma pirdmide e de um cone sdo exatamente um terco do volume de um
prisma e de um cilindro, respectivamente, com bases e alturas iguais. Além disso, sua
contribuicdo, nos estudos dos irracionais, foi uma teoria revisada da proporcao aplicavel

a quantidades comensurdveis ou incomensuraveis (7).
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3.1.2 Euclides

Muito pouco se sabe sobre a vida de Euclides. De acordo com [16], praticamente
tudo o que se sabe sobre ele estd contido em algumas frases do resumo de Proclo.
Mesmo suas datas (nascimento e morte) e local de nascimento sdo desconhecidos.
Segundo Proclo, ou a partir das suas citacoes, Euclides teria vivido durante o reinado
de Ptolomeu I e teria nascido por volta de 300 A.C. E provavel que ele recebera seu
treinamento matematico dos alunos de Platdo em Atenas. Eves [10] afirma que Euclides
também ensinou matemadtica na Escola de Alexandria (escola criada por Ptolomeu I) e

provavelmente teria fundado a Escola Alexandrina de Matematica.

Euclides foi o maior sistematizador de seu tempo. Segundo [7, 8], sua fama sempre
se baseou principalmente em seu livro sobre geometria “Os Elementos”, o qual ele
construiu a partir de algumas defini¢cdes e axiomas. Nos seus Elementos, ele demonstrou
proposicoes que antes haviam sido provadas sem muito rigor por seus predecessores
e organizou grande parte do trabalho de Eudoxo e completou muito do trabalho de
Teeteto. Embora sua fama seja quase exclusivamente devida aos Elementos, varias

outras obras sdo atribuidas a Euclides:

Obras preservadas

* Dados - estd relacionado com os seis primeiros livros dos Elementos. Parece
direcionado aos que estudaram por completo os Elementos e desejam resolver
novos problemas. Uma colecdo de exercicios avancados, com aplicacoes da

algebra a geometria numa linguagem puramente geométrica;
* Phaenomena (FenOmenos) - geometria esférica e astronomia;

* Optica - um estudo sobre perspectiva, desenvolve a hipétese de que a luz procede

do olho, e ndo do objeto observado (teoria contraria a de Aristdteles);

* Divisdo de figuras - um tratado sobre a divisdo de figuras em partes que terdo

areas em uma determinada proporcéo;

Obras perdidas

* Locais de superficie - Uma obra sobre lugares geométricos de supertficie;

* Catoptrica - contendo proposi¢oes em reflexos de espelhos;
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e Sectio Canonis - uma obra sobre intervalos musicais;

* Pseudaria (ou falacias) — Com a finalidade de preparar o leitor contra diversos

tipos de falacias possiveis no raciocinio geométrico;

* Porismas (corolarios) - uma obra de trés volumes, provavelmente sobre geome-
tria, sobre os quais houve muita especulacido e uma das perdas mais lamentadas.
Esta obra poderia conter algo préximo a Geometria Analitica, talvez o que mais se

aproximaria da ideia de funcdo. Teria ainda, segundo Pappus, 171 proposicoes;

* Secdes CoOnicas - em quatro livros que formaram a base da obra de Apolonio

sobre secOes conicas.

3.1.3 Os Elementos

De acordo com [7], nos Elementos Euclides organizou o conhecimento geométrico
desde a época de Tales (600 A.C) até a sua (aproximadamente 300 A.C) em uma
estrutura légica e coerente. Comecando com 5 postulados, 23 definicoes e 9 axiomas,
cada resultado poderia ser deduzido com base nos resultados anteriores e/ou nos pos-
tulados. Burton [7] afirma que apesar da maioria das defini¢des serem provavelmente
de livros anteriores, a genialidade de Euclides é evidenciada no formidavel arranjo
16gico dos teoremas (465 foram deduzidos nos Elementos), na selecdo habilidosa das
proposic¢des, no desenvolvimento de provas e na estrutura axiomdtica. Nos Elementos,
como observado por [16], o tinico padrdo de medida é o 4ngulo reto, para dngulos. Na

obra, com excecao de alguns pequenos inteiros, ndo ha nimeros nem medida.

Desde os tempos de Euclides varias cépias d’Os Elementos foram feitas e, novos
lemas, emendas e comentdrios foram adicionados por outros editores. Uma dessas
versoes, a qual é base para as edicoes modernas, foi a de Theon de Alexandria de cerca
de 700 anos depois de Euclides. Em 1808, foi descoberto no Vaticano um manuscrito
de uma versdo mais antiga do que a de Theon. A partir de uma comparacao detalhada
deste manuscrito com varios outros da versdao de Theon, os estudiosos reconstruiram

uma versao definitiva [16].

Com o passar do tempo, comenta [7] e [18], foi cada vez mais crescente a preocupa-
cao dos matematicos com a axiomatizagdo da geometria. A divisdo feita por Euclides na
disposicao e formulacdo das proposicoes foi respeitada durante séculos e sua obra foi

modelo para o ensino de geometria nesse periodo até que Legendre, de uma maneira
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mais rigorosa e mais axiomadtica vai em direcdo contrdria (menos intuitiva). Depois, em
1874, Charles Méray realiza a fusdo entre geometria plana e espacial com um conjunto
de axiomas diferente do de Legendre. Em 1882, Moritz Pasch apresenta um sistema e
em 1884, um sistema completo de axiomas é apresentado por Riccardo de Paolis para a

geometria euclidiana.

Mas, foi em 1899 que Hilbert publicou “Fundamentos da Geometria” com axiomadtica
baseada em trés conceitos primitivos (ponto, reta e plano) e axiomas divididos em cinco
grupos (incidéncia, ordem, congruéncia, continuidade e paralelismo). A geometria

euclidiana pode ser construida a partir dos cinco grupos de axiomas de Hilbert.

Em 1932, Birkhoff apresenta um sistema de axiomas com 4 postulados. Em 1940
publica com o professor Beatley, desta vez com 5 postulados, o livro “Basic Geometry”.
O sistema de axiomas de Birkhoff é equivalente ao de Hilbert, porém é baseado na
régua graduada e no transferidor. Birkhoff incorpora os ntimeros reais e a ideia de
medida, de modo que angulos e segmentos sdo medidos com numeros reais. Birkhoff
apresenta sete teoremas bdasicos e o postulado das paralelas (este, apds a teoria do

paralelismo).

Estrutura dos Elementos

Os Elementos, composto por 13 livros e um total de 465 proposicoes, nao é dedicado
apenas a geometria, mas contém muita teoria dos nimeros e algebra (geométrica)
elementar. A distribuicdo dos 13 livros da obra, como podemos ver em [9] e conforme

detalha [10], é a seguinte:

* Livro I: Fundamentos de Geometria plana
Conceitos basicos como ponto, reta, plano e angulo sdo descritos e usados para
definicdo (e propriedades) de tridangulos, quadrilateros, paralelismo, equivaléncia

de areas.

* Livro II: A Geometria de retangulos
Igualdades de areas de retangulos e quadrados - resultados sempre expressos na

linguagem geométrica.

e Livro III: A Geometria do circulo

Apresenta algumas defini¢des e propriedades de circulos.

* Livro IV: Poligonos regulares em circulos

Trata de inscricdo e circunscri¢do de poligonos em circulos.
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* Livro V: A Teoria Geral da Magnitudes em propor¢ao

Trata de razodes entre grandezas de mesma natureza.

* Livro VI: A geometria plana de Figuras semelhantes

Desenvolve a geometria de figuras semelhantes, com aplica¢des do livro V
* Livro VII: Aritmética Basica
* Livro VIII: Numeros em Proporcado Continua

* Livro IX: Numeros em Proporcdo Continua; a teoria do par e Numeros

impares, niimeros perfeitos

* Livro X: Segmentos de reta incomensuraveis
Trata da teoria dos segmentos de reta incomensuraveis, propriedades e classifica-
cao.

* Livro XI: Fundamentos da Geometria Sélida

Geometria solida em trés dimensbes. Contém seus teoremas mais elementares;

e Livro XII: Areas e Volumes; o método de exaustido de Eudoxo
Trata do célculo de areas e de volumes. Contém as relagdes métricas da piramide,

prisma, cone, cilindro e esfera.

e Livro XIII: Os Solidos Platonicos

Trata dos poligonos regulares e faz apresentacao dos cinco poliedros regulares.

O LIVRO 1

O Livro I comeca com as defini¢des preliminares, postulados e axiomas. O propdsito
maior desse livro é provar o teorema de Pitdgoras, o que é feito na sua pentltima

proposicao (I1.47).

Definicoes (algumas das 23):
1. Ponto € aquilo de que nada é parte
2. E linha é comprimento sem largura
3. E extremidades de uma linha sdo pontos
4. E linha reta é a que esta posta por igual com os pontos sobre si mesma

5. E superficie é aquilo que tem somente comprimento e largura
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15. Um circulo é uma linha cujos pontos sdo equidistantes de um ponto.

23. Paralelas sdo retas que, estando no mesmo plano, e sendo prolongadas ilimitada-

mente em cada um dos lados, em nenhum se encontram.

Os cinco Postulados:

1. E possivel tracar uma linha reta de qualquer ponto a qualquer outro ponto.

(Este postulado garante a existéncia do segmento)

2. Pode-se prolongar uma linha reta infinitamente.

(Este postulado garante a existéncia da reta)

3. Um circulo pode ser descrito com qualquer centro e distancia.

(Este postulado garante a existéncia da circunferéncia)
4. Todos os angulos retos sdo iguais entre si.

5. Se uma linha reta cruzando duas linhas retas torna os dngulos internos do mesmo
lado menores de dois angulos retos, entdo as duas linhas retas, se prolongadas
ilimitadamente, se encontram naquele lado em que os dngulos sdo menores do

que dois angulos retos.

Os trés primeiros postulados sdo considerados como postulados de construgdo pois,

de acordo com [16], afirmam a possibilidade de:
1. Desenhar uma linha reta de qualquer ponto a qualquer ponto.
2. Estender uma determinada linha reta.
3. Descrever um circulo com qualquer centro e raio.

Nocodes comuns:

1. Coisas que sdo iguais a mesma coisa também sdo iguais entre si.
2. Se iguais forem adicionados a iguais, os todos sdo iguais.

3. Se de iguais forem subtraidos iguais, as restantes sdo iguais.

4. Se iguais forem adicionados a desiguais, os todos serdo desiguais.
5. Os dobros da mesma coisa sdo iguais entre si.

6. As metades da mesma coisa sdo iguais entre si.
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7. Coisas que coincidem umas com as outras sdo iguais entre si.
8. O todo € maior que a parte.

9. Duas retas ndo contém uma area.

As 48 proposicoes do Livro 1 dos Elementos, que tratam principalmente das proprie-
dades de linhas retas, tridngulos e paralelogramos, podem ser agrupados da seguinte

forma:

* (1-26) Teoremas fundamentais de construces. Tratam principalmente de pro-
priedades dos tridngulos e incluem os trés teoremas de congruéncia. Nenhum

resultado aqui faz uso das paralelas.

* (27-32) Teoria das retas paralelas e o teorema da soma dos angulos internos do

triangulo € igual a dois angulos retos
* (33-45) Paralelogramos e triangulos.

* (46-48) O teorema de Pitagoras.

3.2 0 VPOSTULADO

3.2.1 Historia e discussdo

A definicdo mais importante no livro 1 é a de que “duas retas 1 e r sdo paralelas se ndo
se cruzam, isto é, se nenhum ponto estiver em ambas”. O quinto postulado de Euclides
¢ enunciado da seguinte forma: "se uma linha reta, que intercepta duas retas, forma
angulos internos do mesmo lado, menores que dois angulos retos, entdo essas linhas
retas, se estendidas indefinidamente, se cruzardo no lado onde os angulos internos
sdo menores que dois angulos retos". Esse postulado faz uma afirmacéo sobre toda a

extensdo de uma linha reta, uma regido que estd fora do alcance de observagao.

De acordo com [13], o quinto postulado de Euclides, diferentemente dos quatro
primeiros que sempre foram aceitos pelos matematicos, sempre foi muito controverso
pois é uma declaracdo bastante complicada e nao tdo ébvia. Os dois primeiros postula-
dos derivam de nossas experiéncias desenhando com régua, e o terceiro, das nossas
experiéncias com compasso. O quarto ¢ menos ébvio, mas deriva de nossas experiéncias
medindo angulos com transferidor. O quinto postulado, ndo podemos verificar empi-

ricamente se duas linhas se encontram pois, embora podemos estender os segmentos
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cada vez mais, ndo podemos continuar estendendo-os para sempre para verificar se
eles se encontram. Assim, devemos verificar o paralelismo indiretamente usando outros
critérios. O critério sugerido por Euclides para verificar se duas retas r e s sdo paralelas,
foi tracar uma reta t transversal passando por r e s em pontos distintos e depois medir
os angulos internos « e  formados em um dos lados da transversal t. Segundo Euclides,
se a soma dos angulos « e § for menor que 180 graus, as retas r e s, se estendidas

suficientemente, se encontrariam do mesmo lado de « e  em relacdo a ¢.

Segundo [3], devido a natureza questiondvel do postulado das paralelas, os mate-
maticos da antiguidade tentaram elimina-lo, seja provando-o ou substituindo-o por
um axioma mais simples e convincente. No entanto, nenhum deles teve sucesso. Os
matematicos mais incomodados com o postulado das paralelas, como comenta [7],
questionaram que o mesmo néo era simples e auto evidente, como deveria ser um
postulado. E que devido a sua complexidade, deveria ser um teorema e ndo um postu-
lado. De fato, acreditava-se que Euclides ndo estava totalmente seguro com seu quinto
postulado, talvez por isso adiou ao maximo a sua aplicacdo até que nio pudesse avancar
sem ela (mais precisamente, na 292 proposicdo). Desde a antiguidade, como indica
[71, estudou-se se o quinto postulado é dependente dos quatro primeiros, visto que um
sistema axiomatico, em uma visio classica, deve ser consistente (um nio contradiz o
outro), independente (um axioma nao deve ser consequéncia dos outros) e completo (os
axiomas devem ser suficientes para desenvolver toda a teoria). Os gedmetras queriam
demonstrar que o quinto postulado de Euclides era consequéncia dos quatro primeiros
e assim, poderia ser eliminado sem causar nenhuma perda ao desenvolvimento da geo-
metria euclidiana. As inimeras tentativas de provar tal “dependéncia”, como veremos a

seguir, foram todas fracassadas.

3.2.2 Tentativas de provar o V postulado

Ainda de acordo com [7], entre os matematicos que tentaram derivar o quinto postu-
lado (mudando seu status de postulado para teorema) a partir dos quatro primeiros,
ou substitui-lo por postulados supostamente mais evidentes, ndo obtiveram éxito. Pois,
no caso das tentativas de substituicdo, os postulados substitutos eram equivalentes
ao postulado das paralelas. Nas tentativas de demonstrd-lo como um teorema, cada

tentativa baseava-se em alguma suposicdo equivalente ao postulado das paralelas.
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Entre aqueles que tentaram, sem sucesso, estabelecer uma prova, destacaremos aqui
as tentativas de Proclus, Saccheri, Wallis, Clairaut, Lambert e Legendre, de acordo com
[4] e [13].

Ptolomeu (366 - 283 a.C.)

Proclus, como conta [4], afirma que Ptolomeu escreveu em um de seus livros que o v
postulado, por ser um teorema dificil, deveria ser retirado completamente da relacao
de postulados, e ele (Ptolomeu) se propds a demonstra-lo. Proclus nao reproduziu a
prova de Ptolomeu, mas de acordo com seus comentarios pode-se deduzir que ela seria

algo como vemos em [4, pgs. 18,19] e que adapataremos aqui.

Figura 27: Ptolomeu - duas retas m e n cortadas por uma transversal ¢

Ptolomeu primeiramente considerou duas retas m e n cortadas por uma transversal ¢
formando os dngulos «, B,y e  como na figura 27 , A e B os pontos de interseccdo de ¢
com m e n, respectivamente, C e D pontos de m tal que Cx A * D, E e F pontos de n

tais que E x B x F.

Sea+pB=180° = y+6=180°edaia =y e p =4. O que significa que a figura
P,; formada por R, ABe ﬁ é congruente a figura P,z formada por zﬁ, ABe ﬁ .
Dai, se m e n se intersectam em um dos lados da transversal ¢ entdo, pela congruéncia
das duas figuras, elas também se intersectam do outro lado de t. Mas isso € absurdo,

pois teriamos duas retas distintas m e n que se intersectam em dois pontos.
Ap0s esse resultado, Ptolomeu tentou demonstrar o V Postulado:

Suponha m e n, duas retas paralelas cortadas pela transversal ¢ (figura 27). Assim,
segue que as figuras P,; e P, sdo congruentes pois ndo pode haver diferenga entre
o paralelismo de m e n de um lado para o outro de t. Dai, Ptolomeu concluiu que

a+ P =y+0J=180°. Porém isso so ¢ valido se confirmado a congruéncia entre as duas
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figuras P,s e P,5. Ptolomeu errou ao assumir que o paralelisimo de m e n implica a
congruéncia das duas figuras, o que ocorre apenas na geometria euclidiana. Ptolomeu,
assim, assumia aquilo que queria demonstrar (sem perceber, fazia uso indireto do V
Postulado).

Proclus (410 - 485 d.C.)

A tentativa de Proclus consistiu em tentar provar que dadas r e s duas retas paralelas,
e supondo que uma reta ¢ intersecta r num ponto P, entdo f intersecta s também. Mas
Proclus utiliza na sua tentativa de prova argumentos que dependem do postulado das

paralelas, o que torna sua demonstracdo um argumento circular.

Nasir-Edin (1021 - 1274)

Nasir-Edin foi, como afirma [4], um astrébnomo e matemadtico persa que escreveu
um tratado sobre o V Postulado de Euclides, sendo também editor de uma versao dos
Elementos de Euclides em drabe. Nasir-Edin supoe sem demonstrar a validade da

seguinte afirmacao:

Figura 28: A suposicdo de Nasir-Edin

Sejam | e m duas retas, P e Q dois pontos tais que P € l e Q € m e PQ é perpendicular
a m e forma um dngulo agudo com l. Entdo as perpendiculares baixadas de | até m, do
mesmo lado do dngulo agudo, sdo menores do que PQ e as do outro lado sGo maiores que
PQ. (Figura 28).

Posteriormente, ele faz uso desse axioma para tentar demonstrar o V Postulado da

seguinte forma (aqui faremos uma adaptacdo da demonstracéo de [4, pg. 21]):

Ele considerou o quadrilatero PQRS (figura 29) cujos angulos internos /Q e /R
sdo retos e PQ = SR. A seguir, supde que /P fosse agudo, deduzindo que PQ > SR,
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chegando portanto em um absurdo de acordo com o axioma anterior. De modo similar

/P também nao poderia ser obtuso.

Figura 29: A tentativa de Nasir-Edin

Porém, nesse argumento que faz uso descuidado do axioma anterior, como destaca
[4], ele usa (sem perceber) que se /P é agudo implica que /S deve ser obtuso. O
argumento de Nasir-Edin segue que PQRS possui os quatro dngulos internos retos
e os lados opostos congruentes, sendo assim um retangulo. Tracando uma diagonal,
obtém-se dois triangulos retangulos congruentes cuja soma dos trés angulos internos

resulta 180°. Esse resultado implicaria a validacdo do V Postulado.

Legendre (1752 - 1833)

Greenberg [13] cita que Legendre estava tdo obcecado no postulado das paralelas
que, durante 29 anos, publicou vérias tentativas de prova-lo, em diferentes edicdes de

seu "Elementos de Geometria". Aqui mostraremos uma delas (ver figura 30):

Dada uma reta s e A um ponto fora de s. Trace o segmento AB perpendicular a
s, com B € s. Seja a reta r perpendicular a jﬁ passando por A. Entdo, 7 || s pois
ambas sdo perpendiculares a reta ﬁ Seja k uma reta distinta de r e jﬁ passando
por A, devemos mostrar que k intersecta s. Seja ﬁ em k entre 1@ e uma semirreta
em r com origem em A. No outro lado de zﬁ, em relacdo a P, existe um ponto P’
tal que /BAP' = /BAP. Entdo, B é um ponto interno ao dngulo /PAP’. Temos que s
deve intersectar um dos lados de /PAP’, pois s passa por B. Assim, temos dois casos

possiveis:

1. s intersecta o lado ﬁ
Entdo s intersecta k, pois zﬁ € k.
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—

2. s intersecta o lado AP’.
. . H s . A o~ A I~
Seja C o ponto onde s intersecta AP’, e D o unico ponto de ﬁ tal que AC = AD.
Assim, pelo caso (LAL) temos ANABC = AABD e portanto /ABD é reto, o que
significa que D estd em s (e também em k). Portanto, k deve intersectar s (no

ponto D).

Porém, como lembra [13], esse argumento de Legendre possue declaracbes que nédo
podem ser provadas partindo apenas dos quatro primeiros postulados de Euclides.
Observe que essa tentativa de prova de Legendre se assemelha a tentiva de Proclus, no
sentido de tentar mostrar que se uma reta intersecta uma de duas retas paralelas, entdo

também intersectaria a outra.

Figura 30: Uma tentativa de Legendre

John Wallis (1616 - 1703)

Wallis desiste de tentar provar o V postulado a partir dos quatro primeiros e propoe
um axioma alternativo que considera ser mais plausivel que o postulado de Euclides:
"Sobre um segmento é sempre possivel construir um tridngulo semelhante a um tridngulo
dado". Segundo [13], o que na realidade Wallis acaba por demonstrar é a equivaléncia

entre o seu axioma e o v postulado de Euclides.

Saccheri (1667 - 1733)

O padre jesuita Girolamo Saccheri, conta [13], publicou em 1733 um pequeno livro
antes de morrer, intitulado “Euclidis ab omni naevo vindicatus” (Euclides livre de todos os
defeitos). Saccheri, em sua tentativa, usou um argumento de reducdo ao absurdo, onde
assumia a negacdo do quinto postulado e tentou deduzir uma contradicao. Ele estudou

certos quadrilateros, conhecidos posteriormente como Quadrilateros de Saccheri (ver
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figura 31), que se caracterizam por possuirem os lados adjacentes a base congruentes e

os angulos adjacentes a base, retos. Nesses quadrilateros, trés casos sdo possiveis:

(1) Os angulos superiores sdo retos;
(2) os angulos superiores sdo obtusos;

(3) os angulos superiores sdo agudos.

Saccheri tentou mostrar que os dois ultimos casos levavam a uma contradicdo para
assim provar que o primeiro caso era o unico possivel, o que é o caso da geometria
euclidiana. Ele obteve sucesso ao provar que o caso dos angulos obtusos levavam a
um absurdo, pois a soma dos dngulos internos do quadrilatero excederia 360°, o que

contradiz o Teorema 2.22.

Porém, Saccheri ndo conseguiu mostrar que o caso dos angulos agudos levava a
um absurdo, embora tenha conseguido deduzir muitos resultados estranhos. O que
conseguiu foi provar algumas equivaléncias ao quinto postulado (todos os quadrilateros

de Saccheri sdo retdngulos).

Figura 31: Quadrildtero de Saccheri

Clairaut (1713 - 1765)

Assim como Wallis, o gedmetra francés Alexis Claude Clairaut, ndo tentou provar o v
postulado. Clairaut substitui o v postulado por outro axioma (existem retangulos) em
seu texto Elements de geometrie de 1741. Ele argumentava que, diferentemente do v
postulado onde nao poderiamos ir até o infinito para verificar se duas retas paralelas
se encontram ou ndo, seria mais plausivel mostrar a existéncia de um retangulo tal
qual afirmava Saccheri. Mas o axioma de Clairaut também se mostra equivalente ao
v postulado e ndo pode ser provado na geometria neutra, apenas pode-se provar que

ambos sdo logicamente equivalentes, como ressalta [13].
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Lambert (1728 -1777)

Johann Heinrich Lambert, como cita [13], estudou os quadrilateros que hoje sao
conhecidos como Quadrilateros de Lambert (figura 32) caracterizados por possuirem
pelo menos trés angulos retos. Artmann [3] afirma que Lambert deve ter pensado em
uma geometria que poderia ser derivada da hipdtese do angulo agudo de Saccheri, e
afirma que Lambert escreveu um artigo sobre a teoria das retas paralelas, mas que foi

publicado apenas em 1786, postumamente.

Tantas foram as tentivas de provar o V Postulado que, segundo [13], em 1763 Georg
H. Kliigel (1739 - 1832) apresentou uma tese de doutorado que consistia em analisar
28 tentativas de demonstrar o postulado das paralelas, mostrando as falhas em cada

uma delas e concluindo que nenhuma era satisfatoria.

Figura 32: Quadrilatero de Lambert

3.2.3 Algumas versoes ou equivaléncias do V Postulado

Aqui vamos citar, de acordo com [14] e [13], alguns resultados equivalentes ao V

Postulado de Euclides resultantes das inumeras tentativas de demonstra-lo.

1. (Postulado de Playfair ou Postulado das paralelas) Por um ponto fora de uma reta

pode-se tracar uma Unica reta paralela a reta dada.

2. (Hilbert-Birkhoff) Para toda reta r e todo ponto P fora de 7, existe no maximo

uma reta s passando por P paralela a r.

3. Se uma reta intersecta uma de duas retas paralelas, entdo ela também intersecta

a outra.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

3.3
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(Reciproca do Teorema dos angulos alternos internos) Se duas retas paralelas sao
intersectadas por uma transversal, entdo a transversal forma angulos alternos

internos congruentes com as paralelas.
As soma das medidas dos angulos internos de qualquer tridngulo é igual a 180°.

(Wallis) Dado um triangulo A ABC qualquer, existe ADEF semelhante (mas nao
congruente) a AABC.

. (Clairaut) Existem retangulos.

Se duas retas r e s sdo paralelas e t é perpendicular a r, entdo t também é

perpendicular a s.

. As retas paralelas sdo equidistantes.

Se as retas 7, s, m e n sdo tais que r e s sdo paralelas, m é perpendiculararen é

perpendicular a s , entdo ou m = n ou m e n sdo paralelas.
A soma das medidas dos dngulos internos de um quadrildtero é igual a 360°.

(Axioma de Farkas Bolyai) Por quaisquer trés pontos ndo colineares é sempre

possivel tracar uma circunferéncia.

A linha formada pelos pontos equidistantes a uma reta dada e do mesmo lado

desta, é uma reta.

Dado um angulo, por um ponto situado em seu interior pode-se sempre tracar
uma reta passando por esse ponto e que intersecta ambas as semirretas que

formam o angulo dado.

Todo angulo inscrito em uma semicircunferéncia é reto.

GEOMETRIA HIPERBOLICA: O INICIO DE UMA NOVA GEOMETRIA

Das geometrias ndo-euclidianas, aqui trataremos da geometria hiperbdlica que, assim

como a geometria de Euclides, resulta dos axiomas da geometria neutra com o acréscimo

de um postulado de retas paralelas. Daremos uma breve introdu¢édo sobre os principais

precursores das geometrias ndo-euclidianas e dos criadores da geometria hiperbdlica.

Em seguida, mostraremos os axiomas e alguns dos principais teoremas e proposicoes

e finalizamos com dois modelos para geometria hiperbdlica: o disco de Poincaré e o

semiplano de Poincaré.
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3.3.1 Criadores da geometria hiperbdlica

As geometrias nado-euclidianas surgem das tentativas de provar o V Postulado de
Euclides. E os principais precursores, segundo [4], foram Ptolomeu, Proclus, Nasir-
Edin, Wallis, Saccheri e Lambert, cujas tentativas de provar o Postulado das Paralelas

mencionamos em 3.2.2.

Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855)

Embora tenha sido o primeiro a entender claramente a possibilidade da existéncia
de uma geometria diferente da de Euclides, Gauss guardava para si suas descobertas
relacionadas ao quinto postulado, tanto que poucos delas foram tornadas publicas
durante sua vida. Ele estava convicto que haviam sido em véo as tentativas de Saccheri,
Legendre, Lambert e Farkas Boliay (seu amigo pessoal) de demonstrar o Postulado das
Paralelas [4, 5].

No final da primeira década do século XIX, Gauss ainda estava tentantando provar o
quinto postulado por reducdo ao absurdo, assim como havia tentado Saccheri e Lambert
e cujas obras eram de seu conhecimento. Gauss comeca a desenvolver as ideias e
formular teoremas da nova geometria na segunda década daquele século. A atitude de
Gauss em nao divulgar suas descobertas é compreensivel pois naquele tempo a Igreja
Romana havia assimilado a filosofia de Kant, e a Geometria Euclidiana estava na base
da explicacdo do universo e qualquer conhecimento que contrariasse a doutrina da

Igreja poderia sofrer as consequéncias [4].

Jdnos Bolyai (1802 - 1860)

Janos era filho de Farkas Bolyai, amigo pessoal de Gauss. Farkas Bolyai e Gauss
tornaram-se amigos quando estudaram em Gottingen e é quase certo que discutiam
sobre problemas referentes a teoria das paralelas. Essa discussdo continuou por corres-
pondéncia apos deixarem a universidade e ambos estavam tentando provar o quinto
postulado, como mostra uma carta de Gauss destinada a Bolyai. Em 1804, convencido
que havia provado o quinto postulado, Bolyai envia suas ideias a Gauss, mas este

mostrou que havia um erro em sua prova.

Em dezembro de 1802, nascia Janos Bolyai. Janos estudou matemdtica com seu

pai e, ainda muito jovem, interessou-se pela teoria das paralelas. Estudou na Royal



3.3 GEOMETRIA HIPERBOLICA: O INICIO DE UMA NOVA GEOMETRIA

College para engenheiros em Viena de 1818 a 1822. Ele ficou tdo obcecado pelo
postulado paralelo das paralelas que seu pai escreveu para ele suplicando que deixa-se

esse problema de lado.

Janos, no entanto, persistiu tentando provar o quinto postulado substituindo-o
por uma afirmacdo contraria e por volta de 1820, seus esforcos comecam a render
resultados, como afirma [4], “de uma natureza especial”. Acabou chegando a conclusao
de que o postulado € independente dos outros da geometria e que uma geometria
diferente, porém consistente, pode ser construidas em sua negacéo e entdo escreveu

para seu pai em 3 de novembro de 1823 “eu criei um novo mundo diferente, do nada”.

Da negacdo do quinto postulado, duas hipdtese eram possiveis: Por um ponto ndo
pertencente a uma reta, ou ndo passa nenhuma ou passam mais de uma reta paralela
a reta dada. O primeiro caso ndo pode ocorrer pois a existéncia de tais paralelas
€ consequéncia dos quatro primeiros postulados. No segundo caso, como observou
Bolyai, a existéncia de duas retas paralelas implica a existéncia de infinitas outras retas
paralelas. E desta observacdo seguem os resultados que constituem o cerne da nova

geometria.

Seu pai responde a sua carta sugerindo que publique seu trabalho como apéndice de
seu livro Tentamen e que o fizesse o mais rapido possivel, o que sé ocorreu em 1832.
Antes de publicar sua obra, Farkas envia uma cépia do trabalho de seu filho para Gauss

para saber a sua opinido.

Em resposta, Guass lhe escreve uma carta onde inicia louvando o trabalho do filho
do amigo mas afirma que ja era de seu conhecimento as descobertas e resultados de
Janos e que havia trabalhado naquilo nos ultimos 30 ou 35 anos. Finalizando a carta
com “(...) super feliz que tenha sido o filho de um amigo que passou a minha frente de

forma tdo extraordindria”.

Janos, ao ler o contetido da carta a qual seu pai lhe enviara uma cdpia, fica desapon-
tado em saber que outro havia feito as mesmas descobertas possivelmente antes dele e
até suspeitou que seu pai houvesse confidenciado parte do seu trabalho a Gauss e que
este poderia ter se apropropiado do mesmo. Janos Bolyai continuou suas investigacoes
apesar de nada mais publicar até o fim de sua vida e, em 1848, ele toma conhecimento
dos trabalhos de Lobachevsky [4].
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Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1793 - 1856)

Lobachevsky, de acordo com [1], é considerado o maior matematico russo do seu
tempo. Formou-se na Universidade de Kasan em 1813, onde estudou sob grandes
dificuldades financeiras, vindo mais tarde tornar-se professor e reitor da instituicdo.
Lobachevsky também acreditava na existéncia de uma prova do postulado das paralelas.
Segundo [4], ele estava tentando provar o quinto postulado, como sugere uma coépia
de suas notas de aula de 1815 a 1817.

Em 1829 (dois anos antes da publicacao do apéndice de Bolyai), apesar de trés anos
antes ter divulgado uma demonstracao rigorosa do teorema das paralelas, Lobachevsky
publica um artigo onde assumia um postulado que era uma negacdo do v postulado de
Euclides: “em um ponto fora de uma reta, incidem duas retas que nao a intersectam”.
Dai, surgiria a que seria apontada como Geometria de Lobachevsky onde, além de ser
possivel tracar mais de uma reta paralela a uma reta passando por um ponto fora da

reta dada, a soma dos dngulos internos de um triangulo seria menor que dois retos [4].

Entre 1835 e 1855, conta [1], ele divulgou e desenvolveu essa nova geometria, a
qual denominava “Geometria imaginaria”, em trés livros escritos em varias linguas.
Apenas em 1848, Farkas Bolyai, e mais tarde seu filho Janos através dele, tomou
conhecimento do trabalho de Lobachevsky. Segundo alguns autores, como afirma [4],
este conhecimento chegou até Gauss apenas em 1841. Em carta escrita a Schumacher,
em 1846, Gauss afirmava estar lendo novamente o “Geometrische Untersuchungen zur
Theorie der Parellellinien” talvez o livro mais importante de Lobachevsky. Afirmava
ainda que os resultados apresentados no livro — apesar de reconhecer seu mérito
— ja eram de seu conhecimento, porém as demonstracdes eram feitas por métodos

totalmente diferentes dos seus.

3.4 ELEMENTOS DE GEOMETRIA HIPERBOLICA

Esta secdo € baseada principalmente nas referéncias [13], [1] e [6]. A Geometria
Hiperbdlica assume todos os axiomas da Geometria Neutra com o acréscimo do seguinte

axioma das paralelas:
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Figura 33: Axioma hiperbdlico

Axioma 3.1. (Axioma Hiperbdlico) Existe uma reta r e um ponto P, fora de r, tal que pelo

menos duas retas distintas paralelas a r passem por P.

Lema 3.1. Na geometria hiperbdlica, ndo existem retdngulos.

Demonstracdo. A existéncia de retangulos implica o postulado das paralelas de Hilbert

e, portanto, a negacdo do Axioma Hiperbdlico. O

Teorema 3.2. (Teorema Hiperbdlico Universal) Para toda reta r e para todo ponto P que

ndo estd em r, passa por P ao menos duas retas distintas paralelas a r.

Demonstragdo. Sejam a reta r e o ponto P, fora de r.

(1) Tome Q € r, tal que PQ seja a perpendicular baixada de P 4 reta r.
(2) Tome s, perpendicular a PQ passando por P.

(3) Tome R um ponto de r, diferente de Q, e seja t uma reta perpendicular a r passando

por R.

(4) Seja S € t, tal que <S? ¢é perpendicular a t (figura 34).

Dai, temos que f € tranversal a <S? e a r formando angulos alternos internos congruentes
(retos) e, pelo Teorema 2.12, <S? e r sdo paralelas. Analogamente, % ¢ transversal a
r e s formando dngulos alternos internos congruentes (retos) logo, r e s sdo paralelas
(Teorema 2.12). Portanto, as retas <S? e s sdo ambas paralelas a r. Caso seja assumido
ﬁ = s, entdo S estaria em s, o que implicaria PQRS ser um retangulo o que, pelo

Lema 3.1, é absurdo. O

Coroléario 3.3. Por cada reta | e cada ponto P ndo em I, existem infinitas retas paralelas

a I passando por P.
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Figura 34: Teorema hiperbdlico universal
Demonstragdo. Basta, na demonstragdo anterior, variar o ponto R. O
Teorema 3.4. O dngulo de um quadrildtero de Lambert! é sempre agudo.

Demonstragdo. Seja ABCD, um quadrildtero de Lambert com os angulos /B, /C e /D

retos.

(1) Marque o ponto P na semirreta BC de modo que CP =~ BC.
(2) Trace o segmento PQ, tal que PQ | BC e PQ = BA.

(3) Trace os segmentos AC, CQ e DQ.

Assim, temos AQPC = AABC (LAL), o que implica AQCD = AACD. Mas isso
significa que o angulo /CDQ é reto e, portanto, A, D e Q sdo colineares. ABPQ, assim
construido, é um quadrilatero de Saccheri. Donde, o angulo /BAD € agudo. Dai o

resultado. 0

Teorema 3.5. A soma dos dngulos de qualquer tridngulo retdngulo é menor do que dois

angulos retos.

Demonstragdo. Considere o triangulo retangulo ABC, sendo /B o angulo reto. Do
Coroldrio 2.18, temos que a soma de dois angulos de um tridngulo qualquer é menor
que 7t (dois dngulos retos). Como /B € reto, entdo /A e /C sdo ambos agudos
(Corolario 2.19).

(1) Trace o segmento AD, tal que /DAC = /ACB.

(2) Seja M o ponto médio de AC e, P € BC tal que MP seja a perpendicular baixada
de M ao lado BC.

1 O quarto angulo de um quadrilatero de Lambert.
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(3) Defina o ponto Q na semirreta zﬁ, tal que AQ =~ PC.

Assim, os triangulos AQM e CPM sao congruentes (ALA). O que significa que o angulo
/MQA é reto e Px M x Q. Portanto, ABPQ é um quadrildtero de Lambert cujos
angulos retos séo /B, /P e /Q e, pelo Teorema 3.4, o angulo /BAQ, que é igual a soma
dos dois angulos agudos do tridngulo retangulo ABC, é agudo. Logo, os angulos do

triangulo retangulo ABC somam menos que dois angulos retos. O

Teorema 3.6. A soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo é sempre menor que

dois dngulos retos.

Demonstragdo. Considere AABC, um tridngulo qualquer e BC o maior lado. Tracando
a altura AD em relacfio ao maior lado do tridngulo, obtemos dois triAngulos retAngulos
AABD e AADC, de modo que m(/A) = m(/BAD)+m(/DAC).

No triangulo retangulo AABD, temos:
m(/B)+90° + m(/BAD) < 180° = m(/B)+m(/BAD) < 90°.
No triangulo retangulo AADC, temos:
m(/CAD)+90° + m(/C) < 180° = m(/CAD)+m(/C) < 90°.

Assim, no tridangulo ABC, temos:
m(LA) +m(/B)+m(/LC) = (m(/BAD)+m(/DAC))+m(/B)+m(/C) < 180°. O]

Corolario 3.7. A soma dos dngulos internos de qualquer quadrildtero convexo ¢ menor

que quatro dngulos retos.

Demonstrag¢do. Dado ABCD, um quadrildtero convexo qualquer, podemos tracar uma
diagonal, obtendo assim dois tridngulos. Como a soma dos dngulos de cada um dos
triangulos obtidos € menor do que dois angulos retos (teorema anterior), logo, a soma

dos dngulos do quadrilatero ABCD é menor do que quatro dngulos retos. O

3.5 MODELOS PARA A GEOMETRIA HIPERBOLICA

Apresentaremos a seguir dois modelo para a geometria hiperbdlica: o disco de

Poincaré e o semiplano de Poincaré. Um modelo é um conjunto de relacdes e objetos
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definidos de modo a corresponder aos termos primitivos do sistema axiomatico hiperbé-
lico, atribuindo-lhes significado e que satisfaca todos os axiomas. Um modelo nao é um
plano hiperbdlico e nem o sistema axiomatico e sim uma interpretacdo do plano. Os
modelos aqui apresentados sdo construidos dentro da geometria euclidiana bem como
os termos primitivos ponto, reta e plano. Assim os axiomas da geometria hiperbdlica,
nos modelos, sdo verificados a partir dos axiomas e teoremas da geometria euclidiana.
O que significa que, a geometria hiperbdlica é consistente apenas se 0 mesmo ocorre na

geometria euclidiana.

3.5.1 Disco de Poincaré

Considere, no plano euclidiano, o circulo I' de centro O, raio r = 1 e seja ¢ a sua
circunferéncia. O plano ID?, ¢ a regifio limitada por I', excluindo-se a circunferéncia %

O plano ID? pode ser definido da seguinte forma:

D? ={z € C; |z|< 1} = {(x, y); ¥* +y* < 1}.
enquanto ¥ pode ser representada da seguinte forma:

¢ ={z€Clz|=1} = {(x,y); x> +y* = 1}.

Figura 35: Ponto e reta no disco de Poincaré
* Ponto hiperbdlico
Sao os pontos do plano euclidiano que sdo internos a %'.

* Reta hiperbdlica

Existem dois tipos de reta nesse modelo:
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1. Interseciio de ID? com a reta do plano euclidiano que passa por O. Isto &,

qualquer didmetro aberto® de I.

2. Interseciio de ID? com uma circunferéncia ortogonal® a %.

Figura 36: Angulo no disco de Poincaré

* Angulo hiperbdlico
Dadas duas semirretas hiperbdlicas de mesma origem, definimos o angulo entre
elas como o dngulo entre suas retas tangentes no ponto de intersecdo. Assim, os

angulos podem ser formados por:

1. dois didmetros abertos de I’;
2. duas retas hiperbélicas que nédo sdo didmetros abertos de T’;

3. duas retas hiperbdlicas, sendo apenas uma delas um didmetro aberto de T.

* Retas paralelas
A definicao de retas paralelas é a mesma da geometria euclidiana: retas que néo

possuem ponto em comum.

3.5.2 Semiplano de Poincaré

O semiplano de Poincaré, que denotamos por IH?, pode ser expresso como

2 Conjunto de pontos de um didmetro excluindo-se os pontos que pertencem a circunferéncia
3 Dois circulos ortogonais se intersectam de modo que suas retas tangentes formam angulos retos nos pontos

de intersecdo
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Figura 37: m e n, retas paralelas a r por P.

H? = {(x,y) € R%y > 0}. Em outras palavras, o plano H? é o semiplano superior

excluindo-se o eixo x.

o>

Figura 38: Pontos e retas no semiplano de Poincaré

* Ponto hiperbdlico

Séo os pontos do plano euclidiano que estdo acima do eixo x.

* Reta hiperbdlica

Assim como no modelo do disco, neste também existem dois tipos de retas:

1. Intersecdo de H? com semicircunferéncias com centro no eixo x.

2. Intersecdio de H? e retas perpendiculares ao eixo x

+ Angulo hiperbélico

A nocéo de angulo neste modelo é a mesma do modelo do disco. Isto €, dadas
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Figura 39: Angulo hiperbélico no semiplano de Poincaré

duas semirretas hiperbdlicas de mesma origem, definimos o angulo entre elas
como o 4ngulo entre suas retas tangentes no ponto de intersecdo. No plano H?,

os angulos podem ser formados por:

1. Duas retas hiperbdlicas que sdo intersecdes de H? e circunferéncias com

centros no eixo x.

2. Uma reta que ¢ intersecfio de IH?> com uma circunferéncia com centro no
eixo x e, uma reta que é intersecdo de H> com uma reta perpendicular ao

eixo x.

* Retas paralelas
Neste modelo, tal qual no anterior, a nogdo de retas paralelas é a mesma da

geometria euclidiana: duas retas que ndo possuem nenhum ponto em comum.

N

Figura 40: s e t, retas paralelas a r por P.
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ALGUNS RESULTADOS E DEMONSTRACOES
PARA O ENSINO MEDIO

Esse capitulo foi concebido com objetivo de contribuir de alguma forma com o
professor de matematica do Ensino Médio, em especial com a geometria axiomatica.
Apresentamos aqui algumas demonstracdes, sugestoe e exercicios envolvendo a geo-
metria neutra bem como construc¢des com régua e compasso e algumas atividades no

software Geogebra.

Como sugerimos uma possivel abordagem as geometrias nao-euclidianas, especifica-
mente a geometria hiperbdlica, apresentamos duas sugestdes de demonstracoes que
julgamos que podem ser assimilados pelo aluno do Ensino Médio sem maiores dificulda-
des. Para ilustrar e melhor visualisar o modelo do disco de Poincaré, apresentamos uma
atividade com o software Geogebra para a construcfio do plano ID?, construcio de retas
hiperbdlicas, retas paralelas no plano ID? e ferramentas para a geometria hiperbdlica

no Geogebra.

Na geometria euclidiana, apresentamos uma demonstracgdo alternativa da proposicao
1.30, isto é, mostrar a funcdo régua de Birkhoff a partir dos axiomas de Hilbert. Nessa
sugestdo para o Ensino Médio, utilizamos os axiomas de Hilbert e alguns importantes

conceitos geométricos.
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4.1 GEOMETRIA NEUTRA

4.1.1 Demonstragdes em geometria neutra: sugestoes de exercicios

Exercicio 1. Demonstrar o seguinte teorema:
Se o tridngulo A ABC é retangulo em /A, entdo m(/B)+ m(/C) < 90°.

Solucao:
Esse resultado é um coroldrio do Teorema de Legendre. Dado um tridangulo A ABC,

retangulo em A, pelo Teorema de Legendre,
m(/A)+m(/B)+m(/C) < 180°
Como /A é reto, temos:

90° + m(/B) +m(/C) < 180° = m(/B)+m(/C) < 90°

Figura 41: Congruéncia de tridngulos: caso cateto-hipotenusa

Exercicio 2. Demonstrar a proposicao:
Dois tridngulos retdngulos sdo congruentes se, a hipotenusa e o cateto de um sdo congruen-

tes, respectivamente, a hipotenusa e a um cateto do outro.

Solucao:
Considere os tridngulos AABC e ADEF retangulos em B e E, respectivamente (figura
41) e sejam AC = DF e BC ~ EF.

(1) Pelo Axioma H.8, existe um unico ponto A’ na semirreta oposta a ﬁ tal que
AB =~ EA’;
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(2) os tridngulos AABC e AA’EF sdo congruentes pelo caso LAL:

(L) BC & EF, por hipétese;

* (A) /ABC = [/A’EF, pela Proposicdo 2.9, os dngulos /DEF e /A’EF séo
suplementares. Como m(/DEF) = 90°, temos que m(/A’EF) = 90°;

e (L) AB ¥ EA/, por construcio.

(3) da congruéncia AABC = AA'EF, decorre que AC = A’F, o que significa que
AFDA’ é is6sceles. Dai temos /FDE = /EA'F = /CAB.

EntAo, pelo caso LAA, AABC ¥ ADEF: AC~ DF,BC ¥ EFe /FDE =~ /CAB.

Exercicio 3. Demonstre o seguinte teorema:
Seja AB uma corda da circunferéncia ¢ de centro O. Prove que a mediatriz de AB passa

pelo centro O de %

Solucao:

Dada a circunferéncia ¢ de centro O e os pontos A e B que pertencem a %'

1. Se o segmento AB é um didmetro de %, entdo O é ponto médio de AB e a

mediatriz passara por O, pela definicdo de mediatriz.

2. Se AB nio é didmetro de ¥, entio o tridngulo AOAB é isésceles: OA =~ OB e
/A = /B. Seja o ponto M ponto médio de AB, os tridngulos AOAM e AOBM
sdo congruentes pelo caso LLL. Os angulos congruentes /AMO e /BMO séo

suplementares, logo sdo ambos retos. Assim, OM ¢é mediatriz de AB.

Exercicio 4. Considere um tridngulo equilatero ABC em que P,Q e R sdo pontos

médios dos seus lados, respectivamente. Mostre que o tridngulo PQR é equilatero.

Observacao 4.1. Aqui, é importante observar que na Geometria Neutra, tridngulo equild-
tero possui os trés lados e os trés angulos congruentes porém ndo se pode afirmar que cada
dngulo mede 60°. Pois pelo Teorema de Legendre (2.22), a soma dos dngulos internos de

um tridngulo é sempre menor ou igual a 180°.

Solucdo:
Dado o tridngulo equildtero AABC e sejam P, Q e R os pontos médios dos lados AB,
BC e AC, respectivamente. Pelo caso LAL, temos que AAPR & ABQP ¥ ACRQ e
PR =~ QP ¥~ RQ. Portanto, o tridngulo APQR é equil4tero.
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4.1.2 Construgbes com régua e compasso

Defini¢do 4.2. Dado um segmento AB e M o seu ponto médio, a mediatriz de AB ¢é a

reta perpendicular ao segmento AB passando por M.
Exercicio 5. Construir a mediatriz de um segmento com régua e compasso.

Solucao:
* 1° passo: Marque dois pontos distintos A e B e trace o segmento AB;

* 2° passo: abra o compasso de modo que a abertura seja maior que a metade do

segmento AB;

* 3° passo: com a ponta seca do compasso em A trace o arco conforme mostrado

na figura 42;

* 4° passo: com a mesma medida de abertura do compasso, com a ponta seca em

B trace o arco conforme a figura 42;

* 5° passo: os dois arcos se intersectam nos pontos P e Q, trace a reta %

Areta % intersecta AB perpendicularmente em M, seu ponto médio. Observe que

obtemos tanto a mediatriz quanto o ponto médio do segmento AB.
Exercicio 6. Construir com régua e compasso a mediatriz do exercicio 3.

Solucao:
(1) Marque o ponto O;

(2) com a ponta seca do compasso em O, trace uma circunferéncia qualquer com raio

r>0;
(3) marque dois pontos distintos A e B na circunferéncia;
(4) trace o segmento AB;

(5) trace a mediatriz de AB conforme mostrado no exercicio 3;

Realizando as etapas corretamente, deve-se obter a mediatriz do segmento AB

passando pelo ponto O, centro da circunferéncia.
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Figura 42: Construcdo da mediatriz de um segmento

4.1.3 Geometria neutra utilizando o Geogebra

Exercicio 7. Ilustrar no Geogebra o exercicio 4.

Solucao:
Faca conforme descrito nos passos a seguir:
(1) Abra o software Geogebra;
(2) na barra de ferramentas, selecione a opcdo “poligono regular” (figura 43);

(3) marque os pontos A e B no plano e digite 3 quando a opgao “vértices” for exibida

(figura 44) e o tridngulo equilatero A ABC serd construido automaticamente;
(4) clique com o botdo direito do mouse no segmento AB e selecione “propriedades”;

(5) na opcdo “exibir rétulo”, selecione “valor” para que a medida do segmento AB

fique visivel (figura 45), repita o processo nos segmentos BC e AC;

(6) na barra de ferramentas selecione “ponto médio ou centro” (figura 46) e selecione
os pontos A e B, Be C, C e A, para determinar os pontos médios D, E e F dos

segmentos AB, BC e AC, respectivamente;
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(7) na barra de ferramenta, selecione “poligono” e clique nos pontos D, E e F para

que seja tracado o triangulo ADEF;

(8) repita os passos (4) e (5) nos segmentos DE, EF e FD para que suas medidas

fiquem visiveis.

(9) clique com o botao direito do mouse fora do tridngulo e desmarque as opcoes

“eixos” e “malha” (figura 47).

Observe que os dois triangulos construidos sdo equildteros e a medida do lado do
tridngulo ADEF é igual a metade da medida do lado do triangulo A ABC. Essa relagéo
sera mantida mesmo se houver “deslocamento” do ponto A ou B (com A, B e C nédo

colineares).

Arguivo Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 43: Geogebra - tridngulo equilatero: poligono regular
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Figura 44: Geogebra - tridngulo equildtero: nimero de vértices
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Figura 45: Geogebra - tridngulo equildtero: medida do lado

4.1.4 Exercicios propostos

Exercicio 8. Demonstrar a proposicao:

Se dois segmentos AH e RB se bisseccionam! no ponto F, entdo AFAB =~ AFHR.

Sugestao:

Use a Proposicao 2.16(angulos OPV) e o caso LAL de congruéncia de triangulos.

Exercicio 9. Demonstre a proposicao:
Se dois segmentos AC e BD se bisseccionam, entdo AB =~ DC e AD =~ BC.

1 Dois segmentos se bisseccionam quando a intersecdo é o ponto médio de ambos
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Figura 46: Geogebra - tridangulo equilatero: ponto médio
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Figura 47: Geogebra - tridngulo equildtero: malha e eixos

Sugestao:
Seja M o ponto de intersecfio e ponto médio dos segmentos AC e BD. Como feito
no caso anterior, mostre que os triangulos AAMB e ACMD sao congruentes e dai
decorre AB =~ DC.

De modo andlogo, da congruéncia dos triangulos ABMC e ADMA decorre que
BC =~ AD.
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Figura 48: Geogebra - tridngulos equildteros AABC e ADEF

4.2 GEOMETRIA HIPERBOLICA
4.2.1 Demonstragbes para sala de aula

A seguir apresentamos, como sugestdo, a demonstracdo de dois importantes resulta-

dos da geometria hiperbdlica.

Exercicio 10. Demonstre o seguinte teorema:
Se dois tridngulos sdo semelhantes, entdo eles sdo congruentes. (Em outras palavras, AAA

€ um critério vdlido para congruéncia de tridngulos.)

Solucao:
Sejam dois tridngulos AABC e ADEF tais que /A= /D, /B= /Ee /C = /F. Vamos
supor que os lados correspondentes ndo sdo congruentes e que |DE|> |AB|. Seja
P € DE, tal que AB = DP. Entfo, deve existir um ponto Q na semirreta lﬁ, tal que
AC = DQ.

* Se |DQ|< |DF|, da congruéncia AABC = ADPQ e dos 4ngulos correspondentes
dos tridangulos AABC e ADEF temos que /E = /DPQ, /F = /PQD. O que
significa que a soma dos dngulos internos do quadrilatero convexo PEFQ € igual

a 360° (quatro retos), o que pelo Corolario 3.7 é impossivel.
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* Se |DQ|=|DF|, entdo Q = F. E como /EFD = /PQD, devemos ter P = E. O que
¢ uma contradigdo, pois |DE|> |AB|= |DP|.

* Se |DQ|> ||DF|, teriamos o tridngulo AGQF sendo o ponto G a intersecdo
dos segmentos PQ e EF. Como /PQD = /EFD, o triAngulo AGQF possui um

angulo externo congruente a um angulo interno ndo adjacente contrariando o

Teorema 2.17.

Exercicio 11. Demonstre a seguinte proposicao:
Se duas retas admitem uma perpendicular comum, entdo elas ndo se intersectam e a

perpendicular é unica.

Solucao (Baseado em [1, p. 81,82]):
Suponha a reta t perpendicular as retas r e s. Pelo Teorema 2.12, as retas r e s sdo
paralelas. Sejam A e B os pontos de intersecdo de f com as retas r e s, respectivamente.
Queremos mostrar que ¢ € a Unica perpendicular comum das retas r e s. Vamos supor o
contrério, que existe outra reta u perpendicular a r e s, e sejam A’ e B’ os pontos de

interseca de u com r e s, respectivamente. Ou as retas t e u se intersectam, ou nao.

Se as t e u se intersectam num ponto P, entdo teriamos passando por P duas retas

perpendiculares a uma mesma reta, o que contraria o Teorema 2.28.

Se u é paralela a ¢, entdo o quadrildtero ABB’ A’ é retdngulo, ou seja um quadrildtero

cujas medidas dos angulos internos somam 360° o que € uma contradi¢do do Lema 3.1.

Logo, néo existe outra perpendicular comum as retas r e s.

4.2.2 Disco de Poincaré no Geogebra, primeiros passos

Aqui iremos descrever as atividades propostas para a geometria hiperbélica no soft-
ware Geogebra. Iremos apresentar passo a passo a constru¢do do disco, as ferramentas
que utilizaremos para criar cada elemento do disco, a criacdo de novas ferramentas e

construcdo de retas paralelas no disco.

Atividade 1: Criando o disco de Poincaré no Geogebra

(1) Abra o Geogebra e, na barra de ferramentas, selecione “circulo: centro e raio”;
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(2) crie o ponto A na origem do plano cartesiano, digite 1 no campo “raio” e clique
em OK;

(3) clique com o botéo direito do mouse no ponto A, clique em “renomear”, renomeie
o ponto A para O;

(4) clique com o botdo direito do mouse no circulo, clique em “propriedades”, clique

em “estilo” e selecione linha tracejada (figura 49).

(5) clique com o botao direito do mouse na malha do plano e desmarque as opgoes
“eixos” e “malha” para ocultar ambos (figura 50).
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Figura 50: Disco de Poincaré no Geogebra
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Atividade 2: Reta hiperbdlica passando por dois pontos

No disco criado anteriormente, siga os seguintes passos:

(1)
(2)
(3)

4

)

(6)

Na barra de ferramentas, selecione a op¢édo “ponto”;
marque dois pontos distintos A e B na regido interna do circulo;

selecione na barra de ferramnetas a opcao “inversao” (figura 51) e, em seguida,
clique no ponto A e depois na borda do circulo para que seja determinado o ponto

A’ que € a inversdo do ponto A;
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Figura 51: Geogebra - Reta hiperbdlica no disco de Poincaré: inversao

selecione na barra de ferramentas a opcdo “circulo definido por trés pontos” e
em seguida clique nos pontos A, B e A’ para que seja criado o circulo que passa

pelos pontos selecionados (figura 52);

na barra de ferramentas, selecione a op¢édo “intersecdo de dois objetos” e em
seguida clique em um circulo e depois no outro para determinar os pontos de

intersecdo C e D;

selecione a opcdo “arco cincuncircular” (figura 53) na barra de ferramentas,

clique nos pontos C, A e D e em seguida clique na tecla “esc”;
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Figura 52: Geogebra - Reta hiperbdlica no disco de Poincaré: circulo passando por trés pontos
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Figura 53: Geogebra - Reta hiperbélica no disco de Poincaré: arco circuncircular

(7) clique com o botdo direito do mouse na borda do segundo circulo e desmarque a

opcéo “exibir objeto”, faca o mesmo com os pontos A’, C e D.
Assim, temos a reta hiperbdlica que passa pelos pontos A e B (figura 54).

Importante observar que se um dos dois pontos for o centro O do disco ou se os

pontos A, B e O forem colineares (figura 55). Basta fazer o seguinte:
(1) Selecionar a ferramenta “reta”;

(2) clicar nos pontos A e B para que seja tracada a reta r que passard por O;
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Figura 54: Geogebra - Reta hiperbélica no disco de Poincaré passando pelos pontos A e B

(3) selecione a ferramenta “intersecdo de dois objetos” e clique na reta r e na borda
do disco para que sejam tracados os dois pontos que sao interseces da reta r com

o disco;

(4) selecione a ferramenta “segmento” e clique nos dois pontos de r localizados na

borda do disco para que seja tracado o segmento que é diametro do disco;

(5) selecione a reta r com o botdo direito do mouse, desmarque a opgdo “exibir

objeto”;

(6) faca o mesmo com os pontos do diametro localizados na borda do disco.

Atividade 3: Criar uma nova ferramenta no Geogebra

Vejamos como criar uma ferramenta no Geogebra para facilitar a construcdo de uma
reta hiperbdlica no disco de Poincaré. Utilize o disco criado na atividade anterior e siga

os seguintes comandos:

(1) Clique em “ferramentas” e depois em “criar uma nova ferramenta”;

(2) no campo “objetos finais” selecione “arco e: ArcoCircunCircular(C,A,D)” (figura
56);
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Figura 56: Geogebra - nova ferramenta

no campo “objetos iniciais”, selecione “ponto A”, “ponto B” e “Circulo c: Circulo
com cetro O e raio 17, obs: para desmarcar algum item, selecione com o mouse e

depois clique no “x”;

no campo “nome e icone” digite o nome da nova ferramenta, por exemplo “Reta

Hiperbdlica dados dois pontos” (figura 57);
no campo “ajuda da ferramenta”, digite “selecione dois pontos” (figura 57);

clique em “Concluido”.
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Objetos Finais Objetos Iniciais Nome e lcone

Nome daferramenta | Reta Hiperbdlica dados dois pontos

Nome do comando | RetaHiperbdlicadadosdoispontos

Ajuda daferramenta | selacions dois pontos /

a Exibir na Barra de Ferramentas

icone

= Voltar Concluido Cancelar

Figura 57: Geogebra - nova ferramenta: reta hiperbdlica

A nova ferramenta estd criada e o icone ja estard visivel na barra de ferramentas. Para
tracar uma reta hiperbdlica no disco bastara marcar dois pontos no interior do disco,
selecionar a ferramenta criada, clicar nos dois pontos e em seguida na borda pontilhada

do disco. Esta ferramenta pode tracar os dois tipos de reta hiperbdlica no disco de
Poincaré.

Atividade 4: Retas paralelas

(1) Com excecdo do disco e do ponto O, exclua todos os outros elementos do plano;
(2) selecione a ferramenta “ponto” e trace os pontos A e B no interior do disco;

(3) selecione a ferramenta criada anteriormente “Reta Hiperbdlica dados dois pon-

tos”, clique nos pontos A e B e, em seguida, na borda do disco para que seja
tracada a reta hiperbdlica /;

(4) selecione a ferramenta “ponto” e trace os pontos D e E no interior do disco e
repita o passo (3) para tragar a reta hiperbdlica I, passando pelos pontos D e E,

observando que /1 e I, néo se intersectem (figura 58).

Os pontos A, B, C e D podem ser “movimentados” com o mouse fazendo, assim, que as
retas [; e [, “mudem” de posicéo.
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Figura 58: Geogebra - retas paralelas no disco de Poincaré
4.3 GEOMETRIA EUCLIDIANA

Nesta secdo, propomos como exercicio uma demonstracdo geométrica da funcéo
régua de Birkhoff a partir dos axiomas de Hilbert. Dada uma reta r, sugerimos os
seguintes passos: mostrar que o conjunto de pontos de r: € um conjunto ordenado, é
um conjunto completo, é munido das operacoes de adicdo e multiplicacdo e, finalmente,
mostrar que possui estrutura de corpo, isto é que satisfaz os Axiomas R.1, R.2, R.3,
R.4, R.5 e R.6. Dai, se os pontos da reta r € um corpo ordenado completo, entdo, pelo

Teorema 1.7, deve haver uma bijecdo entre os pontos de r e os elementos de RR.

4.3.1 Mostrar a fungdo régua de Birkhoff através dos axiomas de Hilbert

Propomos a seguir uma sequéncia de exercicios, em sua maioria resolvidos, para esta

demonstracao.
Exercicio 12 (Resolvido). Mostre que os pontos da reta r formam um conjunto orde-

nado.

Solucao:
Seja a reta r e, P, o conjunto de todos os pontos de r.

* Sejam os pontos O e A pertencentes a r, tal que A # O;
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* Considere o ponto A a direita de O (ver Capitulo 1, argumento apos a demonstra-

¢do da Proposicao 1.26);

* Dado um ponto B € r, dizemos que B esta a direitade Ose OxB*x Aou O * A *x B
Exercicio 13 (Resolvido). Mostre que P, é um conjunto completo.

Solucao:

Pelo Axioma de Dedekind (H.14), a reta r é completa. Logo, P, € um conjunto completo.
Exercicio 14 (Resolvido). Mostre que a adicdo e a multiplicacdo estdo definidas em P,.

Solucao:

* Associe o ponto O ao numero real 0 e dado um ponto P € r, P serd associado ao

ntmero real |OP| (medida do segmento OP).

* Sejam os pontos distintos B e C em r a direta de O. Pelo Axioma H.8, existe
um tnico ponto D na semirreta (ﬁ, tal que OB ¥ OC. Assim, temos que
OB +0C =0D.

e Trace a semirreta (ﬁ , com O ¢ r (figura 59). Defina os pontos A em 7, B em 07
e Pem ﬁ de modo que OP = 1. Trace o segmento PA. Defina o ponto X € r, tal
que PA [ BX. Assim temos a seguinte relacdo

0A _OX

1 OB
Portanto, OX = OA - OB

Figura 59: A multiplica¢fo no conjunto de pontos de r

Exercicio 15. Mostre que P, satisfaz o Axioma R.1 (Comutatividade).
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* Adicao: Dada a reta r e os pontos O, A e B pertencentes a r,tal que o ponto
O seja associado ao numero real 0 e os pontos A e B associados aos nimeros
reais |[OA| e |OB|, respectivamente (figura 60). Vamos supor |OA|< |OB], isto é
O * A % B. Como vimos no exercicio 14, existe um ponto D na semirreta (ﬂ tal
que |OA|+|OB|= |OD|. Do mesmo modo, existe um ponto D’, na semirreta OA
tal que |OB|+|OA|= |OD’|. Agora devemos mostrar que D = D’. Observe que
OxAxDeD'xBxO e, por construcdo, |OA|= |D'B| e |AD|= |BO|. Dai, pelo
Axioma H.4, temos que |OD|= |D'O|, ou seja |OD|= |OD’|. O que significa que
D =D/, e entdo |OA|+|OB|= |OB|+|OA]|.

* Multiplicacido (Sugestdo): Ver demonstragdo constante em [22, p. 424, 425].

(0| o8|

108 I0A|

Figura 60: |OA|+|OB|=|OD| e |OB|+|OA|= |OD/|

Exercicio 16. Mostre que P, satisfaz o Axioma R.2 (Associatividade).

* Adicdo: Aqui, sugerimos a utilizacdo dos Axiomas H.8, H.9 e H.10, além da lei

comutativa da adi¢do demonstrada no exercicio anterior.

* Multiplicacdo (Resolvido): Apresentamos, como sugestdo, uma adaptacdo da
demonstracdo disponivel em [22]:

Considere Or e Os duas semirretas perpendiculares com origem em O.

. —~ .
(1) Marcamos os pontos E e B na semirreta Or e os pontos A e C na semirreta
Os. Sejam os numeros reais 1, b, a e ¢ associados aos pontos E, B, A e C,

respectivamente.

— —
(2) Tracamos uma paralela a AE passando por B, que intersecta Os no ponto P;

associado ao ntimero real ab (figura 61).

—= P
(3) Em seguida, tracamos uma paralela a CE passando por B, que intersecta Os

no ponto P, associado ao numero real cb. Observe que, pelo Axioma H.8,
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Figura 61: Associatividade da multiplicacdo

. —_— — . %
podemos construir segmentos congruentes a OP; e OP, na semirreta Or a

partir de O.

_> R _
(4) Marcamos o ponto P| na semirreta Or tal que OP; = OP, isto &, |OPj|=
’OPl ‘= ab.
— —>
(5) Tracamos a paralela a CE passando por P], intersectando Os no ponto P;

associado ao numero real c(ab).

% R -
(6) Marcamos o ponto P; na semirreta Or tal que OP; = OP,, isto é, |OPj|=
|OP2‘= cb.

—= —
(7) Tracamos a paralela a AE passando por P}, intersectando Os no ponto Py

associado ao ntmero real a(cb).

Dai, a(bc) = a(cb) = c(ab) = (ab)c.

o

Exercicio 17 (Resolvido). Mostre que P, satisfaz o Axioma R.3 (Distributiva).

Solucao:
Faremos aqui, uma adaptacdo da demonstracédo disponivel em [22, p. 426].
Considere 5;, e 52 duas semirretas perpendiculares com origem em O e, os pontos C, E
e B pertencentes a 5; tal que O x C % E x B e seja o ponto A pertencente a 55, Sejam os
numeros reais positivos 4, ¢, 1, e b associados aos pontos A, C, E, e B, respectivamente

e o numero 0, associado ao ponto O.

_>
(1) Marque o ponto P; em Or de modo que |OP;|= |OB|+|OC], isto é, |OP;|=b +c.
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— . .
(2) Marque os pontos P, P; e P, em Os de modo que esses pontos sejam associados
aos produtos ac, ab e a(b + c), respectivamente (figura 62). Esses produtos sao

obtidos como vimos nos exercicios anteriores. Observe que temos trés retas 1%2(,

@ e ITPl> paralelas a ﬁ .

Figura 62: Distributiva

%
(3) Trace a paralela a Os passando por B e intersectando I%4P1 no ponto Q.
(4) Pelo caso ALA, temos AP,OC = AQBP;. Entdo, |OP:|= |BQ)|.

(5) No paralelogramo P,P;BQ, temos P3P, = BQ, ou seja |PsPy|= |BQ|, pois sdo lados
_) —
opostos?. Entfio, na semirreta Os temos OP, ¥ P3Py, ou seja |OP,|= |P3Py|. O que

significa que ab + ac = a(b + ¢).

Exercicio 18. Mostre que P, satisfaz o Axioma R.4 (Identidade ou elemento neutro).

* (Adicao): Deve-se mostrar que a adicdo do ponto O com P, um ponto qualquer

de r, resulta em P.

* (Multiplicacao): Deve-se mostrar que existe E € r, tal que a multiplicacao do

ponto E com P, um ponto qualquer de r, resulta em P.

Exercicio 19. Mostre que P, satisfaz o Axioma R.5 (Existéncia de opostos ou simétricos).

2 E importante que a demonstracio, ou algum comentdrio a respeito, dessa propriedade do paralelogramo

seja feita previamente.
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Sugestao:
Mostre que dado um ponto P na semirreta Or, existe um ponto P’ na semirreta oposta

_>
a Or, tal que P+ P’ = O.

Exercicio 20 (resolvido). Mostre que P, satisfaz o Axioma R.6 (Existéncia de inversos).

E

Figura 63: Existéncia de inverso

Solucao:
. . AP A
Considere duas semirretas Or e Os, formando um angulo menor que 180°, os pontos E
— — T
e X em Or e os pontos A e E' em Os demodoqueO*A*E/,O*E*Xe/ﬁ | E'X.
Sejam os pontos E, X, A e E’ associados aos nimeros reais 1, x, a e 1, respectivamente.

Da semelhanca dos tridngulos AOEA e AOXE’, temos a seguinte relagio:

OA OE OA 1
OF “ox = 1 —ox — 9X-04=1

Assim, o ponto X € o inverso do ponto A, uma vez que o produto OX - OA € igual ao

ponto E associado ao numero real 1.

4.4 CONSIDERAGCOES FINAIS

Apresentamos dois sistemas de axiomas para a geometria euclidiana: Axiomas de
Hilbert e Axiomas de Birkhoff. Para demonstrar os resultados da geometria neutra
constantes no capitulo 2, observamos que em alguns casos os axiomas de Hilbert eram

de fato mais praticos e em outros casos, os axiomas de Birkhoff. Dai, optamos por
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demonstrar a equivaléncia dos dois sistemas de axiomas para compatibilizar o uso de
axiomas tanto de um sistema quanto de outro®. Conforme ja mencionado no Capitulo

1, essa demonstracao foi proposta em duas etapas:

1. mostrar que os axiomas de Birkhoff implicam os axiomas de Hilbert.

2. mostrar que os axiomas de Hilbert implicam os axiomas de Birkhoff.

Essa demonstracdo, mesmo nao completa (pois algumas etapas das demonstracoes
do postulado da régua e do postulado do transferidor, deixamos a cargo do leitor

interessado) muito contribui para o trabalho.

Apresentamos o conceito de geometrias ndo euclidianas e uma breve introducéo a
geometria hiperbdlica. A parte final do trabalho foi concebida com o objetivo de levar
alguns conceitos e resultados das geometrias neutra, hiperbdlica e euclidiana ao aluno

do ensino médio, ou pelo menos que possam esses resultados estar ao seu alcance.

Por fim, este trabalho fornece algumas opcoes de desenvolvimentos futuros, como:
geometria hiperbdlica, geometria euclidiana axiomatica no ensino médio, geometria
neutra, a completude da reta e as varias versdes do axioma de completude, as tentativas
de demonstrar o quinto postulado de Euclides, as varias versoes e equivaléncias do

quinto postulado.

3 ressaltamos que, por ndo estar completa a demonstracdo da equivaléncia, optamos pelos axiomas de
Birkhoff ou os axiomas de Hilbert que deduzimos a partir dos axiomas de Birkhoff, para as demonstragoes

dos resultados da geometria neutra no Capitulo 2
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