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Uma contribuicao para o Ensino de Probabilidade na
Educacao Basica

Autor: Débora Cristina Silva Ramos

Orientador(a): Profa. Dra. Viviane Simioli Medeiros Campos

RESUMO

Nesse trabalho, apresentamos uma proposta de ensino de Probabilidade para a Educa-
¢ao Baésica, visando contribuir com a prética docente em sala de aula. Para tanto, foi
realizada uma descricao sobre a construcao historica e definicao conceitual da funcao de
probabilidade e oportunizamos aos professores propostas didéticas a partir da elabora-
¢ao de oficinas e atividades. A motivacao da escolha do tema foi que, embora conste nos
documentos que orientam o ensino no pais, o ensino de Probabilidade nao ocorre de ma-
neira efetiva na Educacao Bésica, muitas vezes porque os professores dos anos iniciais do
Ensino Fundamental nao se sentem preparados ou nao tiveram formacao para isso e os

livros didaticos sao muitas vezes de qualidade insatisfatoria.

Palavras-chave: Probabilidade, Educagao Béasica, Espaco Amostral.



A contribution to the Teaching of Probability in Basic
Education

Author: Débora Cristina Silva Ramos

Supervisor: Profa. Dra. Viviane Simioli Medeiros Campos

ABSTRACT

In this work, we present a proposal for teaching Probability in Basic Education, aiming
to contribute to the teaching practice in the classroom. For this purpose, we provided a
description of the historical construction and conceptual definition of probability func-
tion, and we offered teachers didactic proposals through the development of workshops
and activities. The motivation behind choosing this topic is that, despite being included
in the documents guiding education in the country, the teaching of Probability is not
effectively happening in Basic Education, often because elementary school teachers do
not feel prepared or have not received adequate training for it, and the textbooks are

frequently of unsatisfactory quality.

Keywords: Probability, Basic Education, Sample Space.
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1 Introducao

Nas décadas de 60/70 houve um movimento internacional demominado Matemaética

! no qual a Matematica era compreendida apenas como ldgica, ou seja, apro-

Moderna
ximava a Matematica escolar da Mateméatica avancada, tornando o ensino cada vez mais
complexo e distante da realidade dos alunos, principalmente dos anos iniciais do Ensino
Fundamental. O ensino se resumia as abstracoes internas da Matematica, dando énfase so-
mente a teoria e essa ideia atingiu também os livros didaticos. Esses fatores contribuiram
para que os elaboradores do curriculo, nessa época, solicitassem uma reforma pedago-

gica em carater de urgéncia, incluindo a pesquisa de materiais atualizados e também a

necessidade de novos métodos de ensino.

Foi em 1980 que o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), dos Estados
Unidos, mudou esse quadro através do documento Agenda para Acao. Este enfatizava a
importancia da resolugao de problemas bem como a compreensao da relevancia de aspectos
sociais e antropoldgicos na aprendizagem da Matematica, desencadeando novas discussoes
para renovarem os curriculos. Assim, as propostas criadas em diferentes paises no periodo
de 1980 a 1995, caminharam para um objetivo comum e, em relacao & probabilidade,

destacaram a

[...] importancia de se trabalhar com um amplo espectro de contetidos, incluindo-
se, ja no ensino fundamental, elementos de estatistica, probabilidade e com-
binatoéria, para atender & demanda social que indica a necessidade de abordar
esses assuntos. (BRASIL, 1997, p. 21)

A Probabilidade, bem como a Estatistica e a Analise Combinatoria, passaram entao a

integrar os documentos oficiais que norteiam o ensino aqui no Brasil, os PCNs e a BNCC.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), de modo geral, ¢ um conjunto de dire-

10 Movimento da Matematica Moderna podera ser caracterizado como forte mudanca no ensino de
matematica visto que os professores e demais profissionais da area educacional, sendo eles dos niveis
bésicos e das universidades, encontravam-se insatisfeitos com o modelo que vinha sendo adotado. Fonte:
https:/ /revistas.uece.br/index.php/BOCEHM /article/view /2846
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trizes elaborado para orientar os educadores por meio da normatizagao de alguns aspectos

fundamentais concernentes a cada disciplina.? Os PCNs de Matematica

[...] tétm como finalidade fornecer elementos para ampliar o debate nacional
sobre o ensino dessa area do conhecimento, socializar informagoes e resultados
de pesquisas, levando-as ao conjunto dos professores brasileiros. Visam a cons-
trucao de um referencial que oriente a pratica escolar de forma a contribuir
para que toda crianca e jovem brasileiros tenham acesso a um conhecimento
matematico que lhes possibilite de fato sua inser¢ao, como cidadaos, no mundo
do trabalho, das relagdes sociais e da cultura. (BRASIL, 1998, p. 15)

[...] apresentam os objetivos em termos das capacidades a serem desenvolvidas
em cada ciclo, assim como os contetidos para desenvolvé-las. Sao apontadas
as possiveis conexoes entre os blocos de contetdos, entre a Matematica e as
outras areas do conhecimento e suas relagoes com o cotidiano e com os Temas
Transversais. (BRASIL, 1998, p. 16)

Ja a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de carater normativo

que define o conjunto orgéanico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos os

alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da Educacao Basica.”.

3

Na BNCC de Matematica do Ensino Fundamental, as habilidades estao organiza-

das segundo unidades de conhecimento da prépria area (Numeros, Algebra, Geometria,

Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica).

Na tabela abaixo,

2Fonte:  https://www.cpt.com.br /pen/pen-parametros-curriculares-nacionais-documento-completo-

atualizado-e-interativo

3Fonte: http://basenacionalcomum.mec.gov.br/
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Figura 1: Probabilidade: Objetos de Conhecimento e Habilidades do Anos Iniciais do Ensino Fundamental.

Probabilidade

Probabilidade

Probabilidade

Probabilidade

Probabilidade

Nocdo de acaso

Analise da ideia de aleatdrio
em situactes do cotidiano

Andlise da ideia de acaso em
situacoes do cotidiano:
espaco amostral

Analise de chances de
eventos aleatérios

Espaco amostral: analise de
chances de eventos
aleatdrios

HABILIDADES

(EFO1MAZ20) Classificar
eventos envolvendo o acaso,
tais como “acontecera com
certeza”, “talvez aconteca” e
“& impossivel acontecer”, em
situacdes do cotidiano.

(EF02MA21) Classificar
resultados de eventos
cotidianos aleatdrios como
“pouco provaveis”, “muito
provaveis”, “improvaveis” e
“impossiveis”.

(EF03MA25) Identificar, em
eventos familiares
aleatorios, todos os
resultados possiveis,
estimando os que tém
maiores ou menores chances
de ocorréncia.

(EF04MA26) Identificar,
entre eventos aleatdrios
cotidianos, agueles que tém
maior chance de ocorréncia,
reconhecendo caracteristicas
de resultados mais
provaveis, sem utilizar
fracoes.

(EFOSMA22) Apresentar
todos os possiveis resultados
de um experimento
aleatorio, estimando se
esses resultados sdo
igualmente provaveis ou
ndo.

Calculo de probabilidade de
eventos equiprovaveis

(EFOSMA23) Determinar a
probabilidade de ocorréncia
de um resultado em eventos
aleatdrios, quando todos os
resultados possiveis tém a
mesma chance de ocorrer
(equiprovaveis).

Fonte: BNCC (Brasil, 2018).
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Figura 2: Probabilidade: Objetos de Conhecimento e Habilidades do Anos Finais do Ensino Fundamental.

Probabilidade

Probabilidade

Probabilidade

Probabilidade

Calculo de probabilidade
como a razao entre o
numero de resultados
favoraveis e o total de
resultados possiveis em um
espaco amostral
equiprovavel

Calculo de probabilidade por
meio de muitas repeticdes
de um experimento
(frequéncias de ocorréncias
e probabilidade
frequentista)

Experimentos aleatorios:
espaco amostral e estimativa
de probabilidade por meio
de frequéncia de ocorréncias

Principio multiplicativo da
contagem

Soma das probabilidades de
todos os elementos de um
espaco amostral

Andlise de probabilidade de
eventos aleatdrios: eventos
dependentes e
independentes

HABILIDADES

(EFO6MAZ0) Calcular a
probabilidade de um evento
aleatdrio, expressando-a por
numero racional (forma
fracionaria, decimal e
percentual) e comparar esse
numero com a probabilidade
obtida por meio de
experimentos sucessivos.

(EFO7MA34) Planejar e
realizar experimentos
aleatdrios ou simulagdes que
envolvem calculo de
probabilidades ou
estimativas por meio de
frequéncia de ocorréncias.

(EFO8MAZ22) Calcular a
probabilidade de eventos,
com base na construcdo do
espaco amostral, utilizando o
principio multiplicativo, e
reconhecer que a soma das
probabilidades de todos os
elementos do espaco
amostral é igual a 1.

(EFO9MAZ20) Reconhecer, em
experimentos aleatdrios,
eventos independentes e
dependentes e calcular a
probabilidade de sua
ocorréncia, nos dois casos.

Fonte: BNCC (Brasil, 2018).



Figura 3: Probabilidade: Objetos de Conhecimento e Habilidades do Ensino Médjio.

Utilizar estratégias, conceitos,
definicGes e procedimentos
matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver problemas
em diversos contextos, analisando

a plausibilidade dos resultados e a
adequacdo das solucdes propostas, de
modo a construir argumentacdo
consistente.

Investigar e estabelecer conjecturas a
respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando
estratégias e recursos, como observacdo
de padroes, experimentacdes e
diferentes tecnologias, identificando a
necessidade, ou ndo, de uma
demonstracdo cada vez mais formal na
validacdo das referidas conjecturas.

HABILIDADES

(EM13MAT311) Identificar e descrever o espaco
amostral de eventos aleatdrios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e

elaborar problemas que envolvem o calculo
da probabilidade.

(EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas
que envolvem o calculo de probabilidade

de eventos em experimentos aleatdrios
sucessivos.

(EM13MATS11) Reconhecer a existéncia de
diferentes tipos de espacos amostrais, discretos
ou nao, e de eventos, equiprovaveis ou nao, e
investigar implicaces no calculo de
probabilidades.

Fonte: BNCC (Brasil, 2018).
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As Unidades Tematicas da Educagao Infantil e do Ensino Fundamental, na BNCC,

foram aprovadas pelo Conselho Nacional de Educagao (CNE) e homologada pelo MEC em
dezembro de 2017. Ja as Unidades Tematicas do Ensino Médio foram aprovada pelo CNE
em dezembro de 2018. Uma vez homologado pelo MEC, o documento entrou em vigor,
e as instituicoes de ensino tiveram até o ano de 2022 para se adequar & BNCC.* Mesmo
com o surgimento da BNCC, os PCNs nao se tornaram absoletos, visto que permanecem

como documentos orientadores.

Este trabalho teve como motivacao minha experiéncia como professora dos Anos Fi-
nais do Ensino Fundamental, na E. M. Prof® Alberto Nicacio da Costa Barbosa e do
Ensino Médio, na E. E. Int. Ubaldo Bezerra de Melo, ambas localizadas no municicio de

Ceara-Mirim/RN.

Com o objetivo de iniciar o estudo de probabilidade com minha turma do 6° ano,
perguntei aos alunos quais deles ja haviam tido aulas sobre esse assunto em algumas das

séries anteriores. A resposta foi unanime: “Nunca tivemos aula e nunca ouvimos falar sobre

4Fonte: https://anglosolucaoeducacional.com.br/breve-historico-da-bncc-e-de-sua-base-legislativa/
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Probabilidade, professora”. Intrigada com a resposta deles, sabendo que existe um docu-
mento que exige o ensino deste contetiddo nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental desde
2017, fui perguntar a alguns professores desta etapa de ensino se eles incluiam Probabili-
dade no planejamento e, para minha surpresa, a resposta foi negativa. A justificativa que
eles proferiram foi de que os alunos possuiam uma base fraca e que muitos deles chegavam

ao 52 ano nao alfabetizados e entao, por isso, deveriam focar na alfabetizacao deles.

Nessa minha turma de 6° ano, por exemplo, haviam alunos nao alfabetizados, entre-
tanto, estes aprenderam de maneira satisfatéria os conceitos de probabilidade indicados
para aquela série. Minha estratégia foi revisar de maneira breve os conceitos das séries

anteriores para que a turma entendesse os conceitos indicados para a série vigente.

E fundamental ndo subestimar a capacidade dos alunos, reconhecendo que
resolvem problemas, mesmo que razoavelmente complexos, lancando mao de
seus conhecimentos sobre o assunto e buscando estabelecer relagoes entre o ja
conhecido e o novo. (BRASIL, 1997, p. 29)

O que pude perceber nessas conversas é que os professores mais antigos dos Anos Ini-
ciais do Ensino Fundamental investem todo o tempo que tém para ensinar Matematica no
que eles consideram como “base”; ou seja, nas quatro operagoes elementares (adi¢ao, sub-
tragao, multiplicagao e divisao), pois julgam que, aprendendo estas operagoes, os alunos
obterao sucesso nos demais contetidos das séries posteriores. Este pensamento é pautado
na ideia de que a Matematica se resume apenas a calcular e a aplicacoes de formulas dos
Anos Finais do Ensino Fundamental em diante. Outros professores dos Anos Iniciais, que
possuem formagao recente, ministram e aplicam atividades ladicas e/ou jogos matemati-
cos abrangendo Numeros e Operacgoes, Espaco e Forma e Grandezas e Medidas, excluindo
Probabilidade e Estatistica. Mesmo que existam documentos oficiais orientadores e nor-
teadores, segundo Brasil (1997, p.21), “é importante salientar que ainda hoje nota-se,
por exemplo, a insisténcia no trabalho com os conjuntos nas séries iniciais, o predominio

absoluto da Algebra nas séries finais” e

as préaticas na sala de aula tomam por base os livros didaticos, que, infelizmente,
sao muitas vezes de qualidade insatisfatéria. A implantacao de propostas ino-
vadoras, por sua vez, esbarra na falta de uma formacao profissional qualificada,
na existéncia de concepgoes pedagogicas inadequadas e, ainda, nas restrigoes
ligadas as condigoes de trabalho. (BRASIL, 1997, p. 22)

Porém, essa nao é a unica dificuldade que o ensino da Matemaética enfrenta. Os pro-

fessores dos Anos Iniciais com os quais conversei alegaram que o tema Probabilidade nao
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estava incluso na formacgao académica deles. De fato, segundo Brasil (1997, p. 22) “parte
dos problemas referentes ao ensino de Matematica estao relacionados ao processo de for-

macao do magistério, tanto em relagao a formacao inicial como & formacao continuada’.

Analisando a Estrutura Curricular do curso presencial de Licenciatura de Pedagogia
da UFRN mais atualizada, que entrou em vigor no periodo letivo de 2018.1 até os dias
atuais, no que diz respeito as disciplinas referentes ao ensino da Matematica denominadas
por Ensino da Matemdtica I, com carga de 60 horas e Ensino da Matemdtica II, com carga
horaria de 60 horas, a ementa destes componentes curriculares nao abordam o ensino de

Probabilidade, conforme o Anexo A.

Nos Anos Finais do Ensino Fundamental, a dificuldade no aprendizado de proba-
bilidade também tem relacao com os livros didaticos que, por sua vez, apresentam os
conceitos tedricos de forma reduzida, dando mais énfase as formulas prontas. Os capitu-
los deste conteudo possuem, no méaximo, duas paginas, contando com as atividades. A
imagem seguinte mostra a secao do livro didatico referente a Probabilidade, da edicao
mais recente. No entanto, as escolas da prefeitura de Ceara-Mirim, até o momento, ainda

utilizam a 9% edi¢ao da mesma cole¢ao, de 2018.
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Figura 4: Probabilidade e o livro didatico.

TRABALHANDO A INFORMACAO
Calculando probabilidades

Gabriela colocou em uma caixa toda a sua colecdo com 100 bo
linhas pula-pula de borracha: 30 amarelas, 25 azuis e 45 vermelhas.

Ela vai retirar dessa caixa uma dnica bolinha por vez, sem olhar
as que estao dentro da caixa.

Sabendo que todas as bolinhas tém a mesma probabilidade
de serem retiradas, qual cor tem maior probabilidade de sair na
primeira retirada: amarela, azul ou vermelha?

2
Observe come podemos proceder para responder a essa questao. g
Se acaixa contém 100 bolinhas, entdo hi 100 possibilidades de 3
urna bolinha de qualquer cor sair na primeira retirada. 3
Desse modo, dizermos que a probabilidade de cada bolinha ser - - ]
i Probabilidade ¢ 2 £
retirada & de 1 em 100, ou seja, de ou de 1%. Assim, todas as medida da chance de o
100 acorrer determinada :
bolinhas tém a mesma probabilidade de serem retiradas. | resuliade. 3
- Como hd 30 bolinhas amarelas entre as 100 na caixa, a proba- | ?
bilidade de sair uma amarela é de 130% ou de 30%. 2

= Como ha 25 bolinhas azuls entre as 100 na caixa, a probabili-

dade de sair uma azul é de 120% ou de 25%.

- Da mesma maneira, a probabilidade de sair uma bolinha =, [
i, pr ili ir ul i /g y

vermelha é de 14050 ou de 45%, pois hd 45 bolinhas vermelhas

entre as 100 na caixa.

Desse medo, diz 5 que hd maior probabilidade de sair uma bolinha vermelha do que umaamarela,
45 30
uma vez que {55 > 75
A probabilidade geralmente ¢ indicada por uma fracio irredutivel ou por um nimero na forma
percentual.

Agora quem trabalha é vocé! =B FACA AS ATIVIDADES NO CADERNO

1 Com base nos dados apresentados sobre a retirada de belinhas, responda: a bolinha de qual cor
tem menor probabilidade de ser sorteada: azul ou amarela? Por qué? Represente isso na forma
de fracso e na forma percentual 1 Azul, pois:2 < 30 255 <50

]

A direcdo da escola Felicidade vai sortear um estudante entre os cem que tém as melhores ava-
liaghes em Histdria para representar a escola em um evento estadual. Sabendo que Hugo é um
desses estudantes e que todos os outros t8m a mesma probabilidade de serem sorteados, qual &
& probabilidade de ele ser o escolhido? 2. “‘:.._\ ou 1%

w

Em uma caixa ha trés bolas brancas e duas bolas verdes. Qual é a probabilidade de tirarmos, sem
olhar, uma bola verde dessa caixa? 3. i ou 40%

Fonte: Livro Matematica Bianchini, 10? ed., Sao Paulo, 2022, ed. Moderna, 6° ano

E assim, o professor justifica a importancia de decorar estas formulas para mais tarde
aplica-las nos exercicios propostos que, nos livros didaticos, em sua grande maioria, exigem
apenas um resultado final baseado em um valor numérico em forma de fragao ou em forma

de porcentagem.

Em algumas instituicoes de Ensino Médio, que ainda nao adotaram o modelo inte-
gral de ensino, o coordenador/suporte pedagogico geralmente é um pedagogo, e é ele
quem orienta os professores de todas as disciplinas, inclusive matematica. No entanto,
na minha avaliacao, isso vem prejudicando o planejamento e o trabalho dos professores
e, consequentemente afetando a aprendizagem dos alunos. Os coordenadores pedagogos
comumente pressionam os docentes a selecionarem aqueles contetidos em que a contextu-
alizagao possa ser aplicada. No entanto, eles nao possuem conhecimento sobre o que de

fato é contextualizagao e o fazem de maneira equivocada.

Outra distor¢ao perceptivel refere-se a uma interpretagao equivocada da idéia
de “cotidiano”, ou seja, trabalha-se apenas com o que se supoe fazer parte do

dia-a-dia do aluno. Desse modo, muitos contetidos importantes sao descartados
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ou porque se julga, sem uma analise adequada, que nao sao de interesse para
os alunos, ou porque nao fazem parte de sua “realidade”, ou seja, nao ha uma
aplicagao pratica imediata. Essa postura leva ao empobrecimento do trabalho,
produzindo efeito contrario ao de enriquecer o processo ensino-aprendizagem.
(BRASIL, 1997, p. 23)

Vista na contramao da contextualizagao, a abstracao Matematica, que extrai a essén-
cia de um conceito, removendo qualquer dependéncia com o mundo real, nao é trabalhada
nas aulas de probabilidade e o aluno perde a oportunidade de fazer generalizagoes, de

identificar situacoes semelhantes.

A Matemaética cria sistemas abstratos, que organizam e inter-relacionam feno-
menos do espaco, do movimento, das formas e dos niimeros, associados ou nao
a fendmenos do mundo fisico. Esses sistemas contém ideias e objetos que sao
fundamentais para a compreensao de fenémenos, a construcao de representa-
¢oes significativas e argumentagoes consistentes nos mais variados contextos.
(BRASIL, 2018, p. 265)

Outra questao preocupante é que Probabilidade, quando visto na escola, é considerado
um dos contetdos mais dificeis por grande parte dos alunos que atingem o Ensino Médio,
eles chegam a esta etapa carregados de vicios ensinados. Muitos professores limitam-se
apenas a aplicar férmulas em exercicios que forcam a contextualizagao, sem se importarem
com os conceitos que precedem ou justificam aquela féormula. Com isso, meus alunos
erram constantemente questoes que envolvem Probabilidade e consideram esta disciplina
uma das mais dificeis dentre as questoes mais cobradas pelo ENEM. Os alunos nao sao
ensinados ao longo da Educagao Béasica que a resolucao de uma questao de Probabilidade
pode envolver varias etapas, precisando assim de um raciocinio légico e nao da aplicagao

direta de uma tnica férmula.

Assim, nosso objetivo neste trabalho é mostrar que a Probabilidade, assim como
consta nos documentos oficiais, pode ser ensinada desde os anos iniciais do Ensino Funda-
mental, que sim, os alunos sao capazes de entender, ao longo do ensino basico, conceitos
matemaéticos gradativamente abstratos e que com uma base conceitual solida, é possivel
resolver problemas considerados dificeis, como o Paradoxo de Monty Hall. Para cumprir
esse objetivo, criamos atividades a serem desenvolvidas em sala de aula, com base nas
habilidades descritas na BNCC, para as duas tltimas etapas da educacgao béasica: Ensino

Fundamental e Ensino Médio.

Dividimos esse trabalho em 4 capitulos. No Capitulo 2 abordamos o contexto histérico

da Probabilidade, bem como as defini¢oes que utilizamos na elaboracao das atividades.
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Nos Capitulos 3, 4 e 5, apresentamos as atividades elaboradas para o ensino de Probabi-

lidade na Educagao Basica.
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2 Fundamentacao Teoérica

As referéncias utilizadas neste capitulo foram Morgado et al. (1991), OBMEP (20237b),
PEREIRA, GOMES et al. (2015), PEREIRA e CAMPOS (2006) e Pereira et al. (2020).

Probabilidade é a drea da matemética que estuda os fendmenos aleatorios. Mas o que
sao fenomenos aleatoérios? Na natureza existem dois tipos de fendmenos: deterministicos

e aleatoérios.

e Fenémenos Deterministicos: sao aqueles que repetidos sob as mesmas condicoes
conduzem ao mesmo resultado. Por exemplo, o gelo comeca a se transformar em
agua na forma liquida quando sua temperatura é igual a 0 °C (sob pressao de 1
atmosfera)®, e sabemos também que o ponto de ebulicao da dgua ¢ 100 °C. Outro
exemplo é o movimento de queda livre no qual os objetos abandonados a uma certa

altura sao acelerados pela gravidade em direcao ao solo. ©.

e Fenomenos Aleatdrios: sao aqueles que realizados sob as mesmas condigoes nao
conduzem necessariamente ao mesmo resultado, por exemplo, a determinacao da
vida 1util de um componente eletronico, a previsao do tempo e o crescimento econd-

mico.

A fundamentacao teédrica do estudo da Probabilidade tem como base a funcao probabi-
lidade, que mede a chance de um resultado do experimento aleatério acontecer. Mas, antes
de apresentarmos a definicao da funcao probabilidade, precisamos definir seu dominio e

para tal comecamos com a definicao de espaco amostral.

Definicao 2.1 O espaco amostral é um conjunto que contém todos os resultados pos-
stveis de um experimento aleatorio. Denotamos o espaco amostral pela letra 2 e cada um

de seus elementos pela letra w.

Shttps://www.todamateria.com.br/ponto-de-fusao-e-ponto-de-ebulicao/
SFonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/fisica/queda-livre.htm
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Exemplo 2.1 Por exemplo, ao langarmos um dado, um espago amostral ¢ Q@ = {1,2,3,4,5,6}.

Cada elemento w do espago amostral é chamado de evento elementar. De maneira

geral, um evento é um subconjunto qualquer do espago amostral.

Exemplo 2.2 Se Q = {1,2,3} é o espago amostral de um determinado experimento

aleatoério, entao

A={0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, 2}

é o conjunto de todos os eventos de ).

Neste trabalho, vamos considerar 2 finito e o dominio da fun¢ao probabilidade como
sendo o conjunto formado por todos os subconjuntos de 2. Em outras palavras, estamos
admitindo que o dominio da func¢ao probabilidade é o conjunto das partes de (). Assim, a
probabilidade mede todos os possiveis eventos e nao apenas um resultado do experimento.
Por exemplo, ao jogarmos um dado, podemos nao estar interessados na chance de ocorrer
um determinado resultado, por exemplo, sair o nimero 6: {6}, mas sim na chance de
ocorrer o evento sair wm numero par e nesse caso precisamos ter como medir o evento

(2, 4,6},

2.1 Definicao Classica de Laplace

Pierre Simon Laplace (1749-1827), matematico francés, foi considerado o primeiro a
incluir oficialmente o estudo da probabilidade em seu trabalho. Sua obra, denominada
Thedrie Analytique des Probabilités (Teoria Analitica da Probabilidade), de 1812, foi res-

ponséavel pela evolucao do estudo da probabilidade, na época. Assim,

Pierre Simon Laplace (1749-1827) encerra um ciclo da historia das probabili-
dades anterior ao século XX. A sua obra Theorie Analytique des Probabilités
(1891) concentra os avangos conseguidos a época e marca patamar no desenvol-
vimento do calculo das probabilidades. A contribuigao é tao forte que alguns
aspectos “classicos” do conceito de probabilidade tendem a ficar associados ao
seu nome. E o caso do conceito de equipossibilidade (principio da indiferenca)
na medida em que Laplace definiu a probabilidade como sendo a razao entre
o ntmero de casos favoraveis e o nimero total de casos igualmente possiveis”.
(ALMEIDA, 2005, p. 14-15)

O que Almeida chamou de equipossibilidade (ou equiprobabilidade) é a propriedade

atribuida aos espagos amostrais nos quais os eventos elementares tém a mesma chance de
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ocorrer.

Definigao 2.2 Seja A um evento do espago amostral finito e equiprovdvel = {wy, wy, ..., wy }-
A probabilidade do evento A ocorrer €, sequndo Laplace, o quociente:
P(A) = nimero de casos favordveis _ #(A) (2.1)

#(2)

numero de casos possiveis

Exemplo 2.3: Dois dados sao jogados simultaneamente. Calcular a probabilidade de que

o maior dos dois nimeros seja maior ou igual a 3.

Primeiramente, vamos escrever o espaco amostral do langamento de dois dados. Cons-
truindo uma tabela com os nimeros do 1° dado na primeira coluna e com os ntmeros
do 2° dado na primeira linha, obtemos cada elemento do espago amostral, ou seja, pares
ordenados nos quais o primeiro nimero representa o resultado do 12 dado e o segundo

ntimero representa o resultado do 2° dado.

Figura 5: Lancamento de dois dados.

Feito isto, os pares tais que o maior dentre os dois nimeros obtidos ¢ maior ou igual

N k & o o0 00 oo
G ® s oo e | & 8
- (L) | (12) | (1L3) | (L4 | (L5) | (L6)
- @) | @22 | @3) | @9 | @5 | 26
ﬂ GD | B2 | B3| B | 35 | 36
! 41 | 42) | @3) | @4 | @5 | 46)
! 51) | (52) | (53) | (54) | (55) | (5.6)
m 61) | 62) | 63) | 64) | 65 | (66)

Fonte: autoria propria

a trés estao destacados na imagem a seguir.




Figura 6: Lancamento de dois dados distintos.
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Ay ® o o o0 0 o o

— . & o ® @
@ ® @ ® o ® @ ® o
- @3) | L9 | @5) | L6
- 23) | 24 | @5) | (26)
u o | za | e |l @ | @ e | @
- @) | 42 | @3) | ¢4 | @5 | 4.6)
m GY | 62) | 653) | 54 | B55) | (56)
m (61) | (62) | (63) | (64) | (65) | (66)

Fonte: autoria propria

Portanto, o ntimero daqueles nos quais o méximo é maior ou igual a 3 é 32 e a pro-
babilidade procurada — = —.
P 36 9

A definicao de probabilidade comumente encontrada em livros didaticos é a Cléssica

de Laplace, e sua formula é bastante aplicada em questoes de exames seletivos, como por

exemplo, o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). No entanto, a pesquisa realizada

em Pereira et al. (2020), mostra que na maioria dos textos analisados, a hipotese de

equiprobabilidade nao é nem ao menos mencionada, como por exemplo, em Pereira et al.

(2020), Secao 5.8.

2.2 Definicao Frequentista

Jacques Bernoulli (1654-1705), matematico suigo, foi o responsavel pelo surgimento
da probabilidade na visao frequentista. Seu interesse e estudos acerca da Teoria da Pro-
babilidade o levou a escrever a Ars Conjectandi (A Arte da Conjectura), em 1713, a
qual aborda questoes de probabilidade através problemas civicos, morais e econdmicos.
Segundo Zindel (2018), Bernouli elaborou sua teoria ao imaginar um jarro repleto com 3

mil bolas brancas e 2 mil bolas pretas de onde ele retirou um ntmero crescente de bolas,
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anotando com cuidado a cor de cada bola antes de devolvé-la. A retirada de um numero
crescente de bolas do jarro deu uma aproximagao cada vez melhor da proporcao entre
brancas e pretas. Ele chegou a conclusao que seriam necessarias 25550 repeticoes para se

obter a propor¢ao 3 : 2 com um erro de 2% no resultado.

Para Bernouli, isso seria uma certeza moral, ou seja, a certeza como uma questao

prética, em vez da certeza absoluta, segundo Zindel (2018).

Este problema hipotético elaborado por Bernoulli acerca do jarro de pedras é consi-
derado pela maioria dos estudiosos como a primeira tentativa de medicao da incerteza e
contribuiu para o estudo da probabilidade sob uma nova perspectiva onde o conceito pro-

babilistico é definido a partir dos experimentos, surgindo assim a abordagem frequentista.

A intuicdo nos leva a acreditar que ap6s um numero muito grande de repeticoes do
experimento, a frequéncia relativa (razao entre a quantidade de vezes em que um dado
evento ocorre sobre a quantidade de vezes em que o experimento foi realizado) se aproxima
de um valor constante. Ou seja, se n4 é o numero de vezes em que evento A ocorreu nas

n repeticoes do experimento, entao a razao

na

fn,A =

n

tende a uma constante p que é, pela definicao frequentista, a probabilidade do evento A

ocorrer.

Embora nao se fale muito sobre essa definicao de probabilidade nos livros de Matema-
tica, na Estatistica ela é de fundamental importancia, pois nem sempre podemos calcular
a probabilidade de certos eventos, mas podemos observar a frequéncia com que esses

fatos ocorrem. Podemos assim, estimar valores para questionamentos do tipo:
e (ual a probabilidade de um aviao cair?
e Qual a probabilidade de que um carro seja roubado?
e Qual é a probabilidade de que um estudante, entrando numa universidade, termine

seu curso?

A definigao frequentista foi utilizada por muitos anos sem que o sentido do limite fosse
explicitado, o que a tornava uma definicao imprecisa. Foi com a formalizacao axiomaética

de Kolmogorov em 1934, que a nogao intuitiva de probabilidade, como frequencia rela-
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tiva para um grande nimero de repeticoes, tornou-se um conceito matematico rigoroso,

segundo MAGALHAES ¢ NASCIMENTO (2006).

2.3 Definicao Axiomatica

Definicao 2.3 Seja Q2 o espago amostral. Uma funcao P definida para todos os subcon-

juntos de € € chamada probabilidade se satisfaz os axiomas de Kolmogorov:

1) 0 < P(A) <1, para todo evento A C §);
2) P(Q) =1;
3) Se A e B sao eventos disjuntos, entao P(AU B) = P(A) + P(B).

A partir desses axiomas, é possivel demonstrar com rigor matematico diversas propri-

edades da funcao probabilidade.

2.3.1 Propriedades importantes da funcao probabilidade

1. P(A°) =1 — P(A).
Demonstracao: Os eventos A e A® formam uma particio de e, portanto, pelo

item 3 da definicdo axiomatica, temos
P(Q) = P(AUAY) = P(A) + P(A%);
que, com o auxilio do item 1 da definicado axiomatica, vem
1= P(A)+ P(A°) = P(A) =1— P(A°).

2. P(0) = 0.

Demonstracgao: Temos que () = Q°, assim, pela propriedade 1:
P)y=1-PQ)=1—-1=0.

3. Se A C B, entao P(A) < P(B).

Demonstragao: Se A C B entao o evento B pode ser escrito da seguinte maneira
B=(BNAU(BNAY) =AU (BnAY).
Entao, como a uniao ¢ disjunta, vem

P(B) = P(A) + P(Bn A%) > P(A),



29

uma vez que, pelo item 1 da definicao axiomatica, P(B N A%) > 0.

4. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Demonstragao: Vamos escrever AU B como a seguinte uniao disjunta:
AUB=(ANB°)U(BNAY) U (AN B);
dessa forma, segue pelo item 3 da definigao axiomatica
P(AUB) = P(AN B + P(BN A°) + P(AN B). (2.2)

Aplicando o item 2 da defini¢do axiomatica nos eventos A e B, suas probabilidades

podem ser escritas da seguinte forma:
P(A)=P(ANB)+ P(ANB® e P(B)=P(BNA)+P(BNnA%). (23)
Temos:
P(AUB)=P(A)—P(ANB)+ P(B)—P(BNA)+ P(ANB),
ou seja,

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(BNA).

2.3.2 Casos Particulares

Esse conjunto de axiomas matematicos permitiu incluir a probabilidade classica e a

probabilidade frequentista como casos particulares da fungao Probabilidade.

De fato, a definigao de Laplace, dada por (2.1), satisfaz os axiomas de Kolmogorov:

A Q A
1) P(A) = % < % =1 e, por outro lado, P(A) = % > z—g =0
_ 7
2) P(Q) = 50 1.
3) P(AUB) = % Como A e B sao disjuntos, entao #(AUB) = #A+ #B.
Portanto, P(AU B) = #(iz B) = ;ié + ig = P(A) + P(B).

De maneira anéloga, definicao da Frequentista satisfaz cada item dos axiomas de
Kolmogorov. Sejam n4 o nimero de vezes que o evento A ocorreu, ng o nimero de vezes

que o evento B ocorreu e n o ntumero de realizacoes do experimento:
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1) P(A) = lim A < lim g e, por outro lado, P(A) = lim R4 > lim 0 =0.

n—oo n n—oo M, n—oo M n—oo N
. ng ...n
2) P(2) = lim — = lim — = 1.
n—oo N n—oo 1
NAUB

3) P(AUB) = lim

n—oo M

. Como A e B sao disjuntos, entao naug = ns + ng.

Portanto, P(AU B) = lim PATNE _ jpy D4 + lim -2 = (A) + P(B).

n— 00 n n—oo N n—oo M

Para as atividades desenvolvidas nos Capitulos 4 e 5, além da classica e da frequentista,
utilizamos outros dois exemplos de fungao probabilidade: a probabilidade geométrica e a

probabilidade condicional.

O conceito de probabilidade geométrica é caracterizado por Wagner (1997) como

sendo:

Se tivermos uma regiao A do plano contida em uma regiao €2, admitimos que a pro-
babilidade de um ponto de 2 também pertencer a A é proporcional a area de ) e nao

depende da posi¢cao que A ocupa em ().

Portanto, selecionado ao acaso um ponto de 2, a probabilidade de que ele pertenca a

A sera o quociente entre a drea A e a area total €, isto é,

_ Area(A)

Pid) = Area(§2)

conforme Figura 7.

Figura 7: Probabilidade Geométrica.

0

Fonte: autoria propria

Nao é dificil provar que a definicao de probabilidade geométrica satisfaz os axiomas

de Kolmogorov:

_ Area(A) _ Area(2) _ Area(A)
1) P(A) = Area(Q) < Area() 1 e, por outro lado, P(A) = Arca(Q) > 0.
2) P(Q) = AreaEQ; 1
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A AUB
3) P(AUB) = %. Como A e B sao regioes disjuntas, entao Area(AUB) =
_ Area(AUB)  Area(A) = Area(B)
Area(A)+ Area(B). Portanto, P(AUB) = Area(®)) | Arca() T Arca(q)
P(A) + P(B).

Em muitas situagoes, informagoes preliminares podem alterar as probabilidades dos
eventos, por exemplo, a probabilidade de chover no final da tarde poderia ser diferente
se tivéssemos informagoes adicionais sobre o clima do dia anterior. Essas informacoes

adicionais sao levadas em consideragao no calculo da probabilidade condicional.

Defini¢ao 2.4 Dados dois eventos A e B, sendo P(A) > 0, a probabilidade condicional
de B dado que ocorreu A € dada por

P(AN B)

P(B/A) = =5

Caso P(A)=0, definimos P(BJA)=P(B).

Fixado um evento A, com P(A) # 0, a probabilidade condicional P(-|A) satisfaz os

axiomas de Kolmogorov. De fato:

1)P(B|A) = P(]f(z)A) < ig; 1,
ypias - PENA) _PU

P(A) — P(A

3) Dados B e C disjuntos, temos:

P((BUC)A) = -

A funcao de probabilidade tem uma propriedade que se refere a indiferenga no calculo
da probabilidade de um evento A frente & informacao da ocorréncia de um outro evento
B. Essa propriedade, denominada independéncia de eventos, permite muitas vezes
separar o experimento em partes mais simples de serem estudadas e, assim, possibilita

uma enorme simplificacao nos calculos da probabilidade.
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Definicao 2.5 Dois eventos A e B siao chamados independentes se
P(ANB)=P(A)- P(B).

Uma consequéncia imediata desta definicao € que o vazio ¢ e o espago amostral €1 sao

idependentes de qualquer outro evento, porque, se A é um evento, entao:

P(AN¢) = P(¢) =0=P() - P(A)

P(ANQ) = P(A) = P(A) -1 = P(A) - P(Q).

A ideia intuitiva de eventos independentes é melhor representada quando calculamos

a sua probabilidade condicional. Sendo A e B eventos independentes, temos que:

plaip) - T 08 - PO HE

Em palavras: Se A e B sao independentes, entao a probabilidade de A ocorrer inde-

pende da ocorréncia de B.
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3 A Probabilidade nos Anos Iniciais
do Ensino Fundamental

A fim de investigar o motivo pelo qual a maioria dos alunos ingressam nos Anos
Finais do Ensino Fundamental sem saber os conceitos necessérios para dar continuidade
ao estudo de Probabilidade, elaboramos um questionério destinado aos professores dos

Anos Iniciais do Ensino Fundamental, conforme o Apéndice B.

Selecionamos 3 escolas de Ceara-Mirim, uma da zona rural e duas da zona urbana,
sendo duas municipais e uma estadual. No total, foram entrevistados 15 professores pe-

dagogos, distribuidos do 12 ao 5° ano. Confira, a seguir, o resultado.

3.1 Resultado do Questionario

Figura 8: Questao 1.

- VOCE PARTICIPOU DE AULAS SOBRE PROBABILIDADE EM ALGUMA DISCIPLINA DA
GRADUACAO?

Na graduacao nao, mas em
formacdes ou pos-
graduacao.

6.7%

B

R . -
ol Nao lembro.
L]

33.3%

Fonte: autoria propria
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Figura 9: Questao 3.

- NO LIVRO DIDATICO DA ESCOLA HA ALGUMA PARTE DEDICADA A PROBABILIDADE?

26.7% . N&o sei, pois trabalho
com outro(s)

60% material(is)

Fonte: autoria propria

Figura 10: Questao 4.

- VOCE TRABALHA A PARTE DE PROBABILIDADE DO LIVRO COM SEUS ALUNOS?

0%
Sim

0%
Nao, pois trabalho com outro(s)
material(is)

as
53.3% N&o, pois o nivel do

conteudo & muito alto
para os meus alunos

26.7%
N&o, pois ndao acho

essa area importante
para a minha série

Fonte: autoria propria



Figura 11: Questao 5.

- VOCE INCLUI A PROBABILIDADE NO SEU PLANEJAMENTO?

6.7%

Sim

.-

Somente na(s)
série(s) que julgo
necessario.

33.3%

60%

Fonte: autoria propria

Figura 12: Questao 8.

- CASO NAO LECIONE A PROBABILIDADE, QUAL SERIA O MOTIVO? (PODE MARCAR MAIS DE
UMA OPCAOQ)

7.7%
. Nao tive formacao para isso.

A maioria dos alunos sao nao
alfabetizados

A turma n&o acompanha, pois
. a base matematica da maioria
é fraca

77%

38.5%
Existem contelddos mais
P relevantes para a vida deles

Qutro motivo

Fonte: autoria propria
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Figura 13: Questao 9.

- VOCE SABIA QUE DESDE A CRIAGAQ DO PCN (1997) DOS ANOS INICIAIS, O ENSINO DE
PROBABILIDADE JA HAVIA SIDO SUGERIDO PARA O ENSINO FUNDAMENTAL 1?

Fonte: autoria propria

Figura 14: Questao 10.

- VOCE SABIA QUE DESDE DEZEMBRO DE 2017, QUANDO A VERSAO FINAL DA BNCC PARA O ENSINO
FUNDAMENTAL FOI PUBLICADA, O ENSINO DE PROBABILIDADE PASSOU A SER OBRIGATORIO DO 1°
AO 5° ANO?

Fonte: autoria propria

A respeito da pergunta 6) O que vocé entende por Probabilidade?, obtivemos algumas

respostas interessantes:
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Figura 15: Resultado da pesquisa com professores dos anos iniciais.

Fonte: autoria propria

A resposta foi: Probabilidade é o mais préoximo do resultado que possa ou se espera

acontecer (ou nao acontecer). Tem a ver com a casualidade e efeito.

Figura 16: Resultado da pesquisa com professores dos anos iniciais.

a- » k ll‘ n 1 ]

Fonte: autoria propria

A resposta foi: Possibilidade de algo acontecer dentre suas diferentes formas, posigoes

e ocorréncias.

Figura 17: Resultado da pesquisa com professores dos anos iniciais.

Fonte: autoria propria

A resposta foi: Sao possiveis chances de se obter algum resultado.

Figura 18: Resultado da pesquisa com professores dos anos iniciais.

Fonte: autoria propria

A resposta foi: E o estudo que considera a razao e as chances de ocorréncia de fatos

realmente acontecerem através dos estudos cientificos.

Figura 19: Resultado da pesquisa com professores dos anos iniciais.

Fonte: autoria propria
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A resposta foi: Sao as chances de obter determinados resultados através de combina-
coes.

Figura 20: Resultado da pesquisa com professores dos anos iniciais.

12) O gy vock entende par Probabilidade? Q’;E;! o A7 GEJ'TE;]—_, PTTLY T

Fonte: autoria propria

A resposta foi: Chances ou possibilidades de diversos resultados.

Figura 21: Resultado da pesquisa com professores dos anos iniciais.

Fonte: autoria propria

A resposta foi: Calculo pelo qual podemos chegar a alguma hipotese de algum resul-

tado ou meta a alcancar.

Figura 22: Resultado da pesquisa com professores dos anos iniciais.

Fonte: autoria propria

A resposta foi: Uma estimativa com certa seguranca em acertos aproximados.

Figura 23: Resultado da pesquisa com professores polivalentes.

12) 0 que vocé entende por Probabilidude?

Fonte: autoria propria

A resposta foi: O resultado aproximado.

Diante das respostas apresentadas, nota-se que nenhum professor entrevistado define

a Probabilidade como a area da Matemaética que estuda os fendmenos aleatorios.

3.2 Atividades

Nessa se¢ao, apresentamos uma sugestao de atividade para a introdugao do contetudo

de Probabilidade nas turmas do 12 ao 5° ano do Ensino Fundamental. Todas as questoes
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foram construidas com o objetivo de desenvolver as habilidades que constam na BNCC,

descritas na Tabela 1.

Antes de ensinar ao aluno uma férmula pronta para determinar a probabilidade de um
certo evento ocorrer, é importante que o professor, inicialmente, apresente os conceitos
e realize experimentos aleatérios para que o o estudante aprenda de maneira intuitiva
como construir todas as possibilidades para depois estimar ou calcular a probabilidade do

evento ocorrer.

Este enfoque permite a confrontagao dos dois principais pontos de vista quando
definimos uma probabilidade: o ponto de vista classico ou laplaciano e o ponto
de vista frequentista. Nestas condigoes, a construcao do conceito pelo aluno é
feita de forma a que ele tenha menos possibilidades de mobilizé-los fora do seu
dominio de validade, ou seja, com menos possibilidades de que este conceito
torne-se um obstaculo para aprendizados futuros no dominio do Calculo de
Probabilidades. (COUTINHO, 2005)

3.2.1 Orientacoes didaticas

Publico Alvo
Alunos dos anos iniciais do Ensino Fundamental.

Recursos

e 2 dados montaveis em EVA, conforme a figura.

e Lapis grafite ou lapiseira, caneta esferogréfica.

Figura 24: Dado montével em EVA como recurso didatico.

Fonte: https://www.bambinno.com.br/tapete-tatame-eva-infantil-de-atividades-emborrachado-10-pcs/p
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Metodologia

Introduzir tema com exemplo do cotidiano;

Exposicao do contetido seguido de explicagao do mesmo;

Atividade impressa para anotar resultados do experimento;

e Lousa e pincel.

Habilidades trabalhadas (segundo a BNCC)

(EF01MA20) Classificar eventos envolvendo o acaso, tais como “acontecera com

certeza”, “talvez aconteca” e “é impossivel acontecer”, em situagoes do cotidiano.

e (EF02MAZ21) Classificar resultados de eventos cotidianos aleatérios como “pouco

7w 2w

provaveis”, “muito provaveis”, “improvéaveis” e “impossiveis”.

e (EF03MAZ25) Identificar, em eventos familiares aleatérios, todos os resultados pos-

siveis, estimando os que tém maiores ou menores chances de ocorréncia.

e (EF04MAZ26) Identificar, entre eventos aleatorios cotidianos, aqueles que tém maior
chance de ocorréncia, reconhecendo caracteristicas de resultados mais provaveis, sem

utilizar fragoes.

e (EF05MAZ22) Apresentar todos os possiveis resultados de um experimento aleatorio,

estimando se esses resultados sao igualmente provaveis ou nao.

e (EF05MA23) Determinar a probabilidade de ocorréncia de um resultado em eventos
aleatorios, quando todos os resultados possiveis tém a mesma chance de ocorrer

(equiprovaveis).

3.2.2 Proposta de atividades

O dado montéavel em EVA sera utilizado como recurso didéatico em todas as questoes,
mesmo que destinadas a diferentes séries. As trés primeiras questoes, que remetem aos 1°,
29 e 32 anos, foram embasadas nas habilidades EF01MA20, EF02MA21 e EFO3MAZ25.

Nas trés primeiras questoes, as faces do dado serao enumeradas de 1 a 6.

Questao 1: Ao lancar o dado, quando ele cair, o ntimero 1, na face virada para cima,
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a) () acontecera com certeza.
b) () talvez acontega.

c) () é impossivel de acontecer.

O professor poderda modificar a questao alterando o ntimero desejado na face virada para

cima. Por exemplo, o nimero 7, nesse caso, ¢ impossivel de acontecer.

Questao 2: Ao lancar o dado, quando ele cair, um niimero maior que 2, na face virada

para Ciina, €

a) () pouco provavel de acontecer.
b) () muito provavel de acontecer.

c¢) () impossivel de acontecer.

Um exemplo pouco provavel de acontecer seria obter um nimero menor que 3.
Questao 3: Ao lancar o dado, quais sao todos os possiveis resultados?

Também é recomendado que o professor pergunte aos alunos exemplos do cotidiano

que se encaixem nestas habilidades.

Figura 25: Exemplo de dado enumerado, de EVA, para montar.

Fonte: https://www.bambinno.com.br/tapete-tatame-eva-infantil-de-atividades-emborrachado-10-pcs/p

As questoes a seguir, que remetem aos 4° e 52 anos, foram embasadas nas habilidades
EF04MA26, EFO5MA22 e EFO5MA23.

Nas questoes 4 e 5, o professor devera alterar o dado, encaixando 4 faces pares e 2

faces impares, por exemplo.
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Questao 4: Lancando o dado, qual resultado tem mais chance de ocorrer: um ntimero

par ou um numero fmpar?

a) () par.
b) () impar.

Questao 5: Ainda sobre a questao anterior, justifique por que vocé acha que esse

evento é o mais provavel.

Questao 6: Escreva o espaco amostral do:

a) lancamento de um dado enumerado de 1 a 6:

b) lancamento de 2 dados, ambos enumerados de 1 a 6:

Questao 7: Do experimento aleatorio realizado anteriormente, os resultados sao igual-

mente provaveis? Justifique.

Questao 8: Considere os dois experimentos da questao 6. Determine a probabilidade

de todos os resultados possiveis do

a) lancamento de 1 dado:
b) langamento de 2 dados:

c¢) Todos eles tém a mesma chance de ocorrer (sdo equiprovaveis)?

Na proxima questao, o professor devera construir um dado com duas faces contendo

o numero 1 e as demais quatro faces com numeros todos distintos (inclusive distintos do
1).

Questao 9: Ao langar o dado, todos os resultados possiveis tém a mesma chance de

ocorrer? Entao esse espaco amostral é equiprovavel ou nao equiprovavel? Por qué?
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4 A Probabilidade nos Anos Finais
do Ensino Fundamental

Em meus anos de sala de aula no Ensino Médio, constatei que os alunos chegam a essa
etapa sem saberem os conceitos de Probabilidade que deveriam ter aprendido no Ensino
Fundamental, e os poucos que demonstram algum conhecimento se restringem a aplicacao

direta de uma férmula pronta.

Com o objetivo de mudar essa realidade, dando continuidade as atividades propostas
no capitulo anterior, desenvolvi atividades praticas em minha turma do 7° ano com o uso
do material concreto elaborado em oficina pelos proprios alunos. Os materiais confecci-
onados serviram de instrumento para a realizagao de experimentos aleatoérios repetidos
sucessivamente sob as mesmas condi¢oes, pois “ao observarem a freqiiéncia de ocorréncia
de um acontecimento, ao longo de um grande niimero de experiéncias, desenvolvem suas

primeiras nogoes de probabilidade”, segundo Brasil (1997, p. 58).

Para as atividades propostas foi necessaria uma revisao de temas, como: conjunto, par

ordenado, elementos e area do circulo, e reta perpendicular ao plano, conforme o Apéndice

D.

4.1 Atividades Desenvolvidas

Nesta secao, apresentamos um plano de aula como sugestao para a o estudo dos
temas de Probabilidade: fené6menos aleatérios ou deterministicos e, principalmente, espaco
amostral, para turmas do 7° ano, podendo ser aplicado também no 6° ano. Desenvolvemos

uma oficina como fator instigante para o aprendizado da matéria.

4.1.1 Orientacgoes Didaticas

Objetivos
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Compreender o conceito de experimentos aleatorios a partir de uma atividade ladica;

Compreender o conceito de espaco amostral;

Identificar todos os elementos de um espago amostral;

Compreender o conceito de experimento elementar;

Publico Alvo
Alunos dos anos finais do Ensino Fundamental.

Recursos

e Cartolina guache branca;

Lapis grafite ou lapiseira, caneta esferogréfica;

Tinta guache, lapis de cor, giz de cera, caneta hidrografica;
e Compasso e transferidor 360° (ou semi transferidor de 180°);

Moedas.

Duracgao
Quatro aulas.

Metodologia

Apresentacao do contexto historico do contetido;

Revisao de contetudos pré-requisitos;

Exposicao do contetdo seguido de explicagao;

Atividade impressa para anotar resultados do experimento;

e Lousa, pincel, computador e data-show.

Habilidades trabalhadas (segundo a BNCC)

e (EF07TMA34) Planejar e realizar experimentos aleatorios ou simulagoes que envol-

vem calculo de probabilidades ou estimativas por meio de frequéncia de ocorréncias.
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e (EF06MA16) Associar pares ordenados de niimeros a pontos do plano cartesiano do

1° quadrante, em situacoes como a localizacao dos vértices de um poligono.

e (EF07TMAZ22) Construir circunferéncias, utilizando compasso, reconhecé-las como
lugar geométrico e utilizd-las para fazer composicoes artisticas e resolver problemas

que envolvam objetos equidistantes.

4.1.2 Aplicacao da Atividade

A atividade, na pratica, se resume a lancar uma moeda e soltar uma vareta, e foi

aplicada em quatro aulas:
Aula 1

Na primeira etapa, explanei, com o auxilio da lousa e da multimidia, o contexto
histérico da Teoria da Probabilidade e do surgimento dos primeiros jogos de azar a fim
de instigar a curiosidade dos alunos, pois, segundo Chaquiam (2017) “a insercao de fatos
do passado pode ser uma dindmica bastante interessante para introduzir um determinado

conteido matemético em sala de aula”.

Na segunda etapa, demonstrei na lousa e/ou multimidia os conteidos que sdo pré-

requisitos, conforme o apéndice D.

Na terceira etapa, dividi a turma em dois grupos (preferencialmente, com a mesma
quantidade de alunos em cada grupo): o Grupo 1 ficou responsavel pelo experimento
lancar uma moeda e o Grupo 2 ficou responsével pelo experimento soltar uma vareta.
Para o experimento soltar uma vareta foi necesséario a confeccao de uma roleta dividida

em trés partes iguais, cada uma de uma cor.

Na quarta etapa, entreguei uma moeda para cada um dos integrantes do Grupo 1
e o material necessario para a construcao da roleta para cada participante do Grupo 2,

inclusive as varetas.
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Figura 26: Construindo o circulo com o compasso.

Fonte: Proprio autor

Figura 27: Confecgao da roleta de 3 cores.

3

Fonte: Proprio autor

Aula 2

Agora, na Aula 2, na quinta etapa, os alunos receberam as atividades impressas (ver

anexo), realizaram os respectivos experimentos e anotaram os resultados na tabela.



Figura 28: Resultado dos alunos - Langcamento de moedas.

Fonte: Proprio autor

Figura 29: Resultado dos alunos - Soltando a vareta.

Fonte: Proprio autor

47
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Na atividade impressa, além da tabela, constam as definicbes de Probabilidade, feno-
menos deterministicos e aleatérios, espaco amostral e um questionario a ser respondido
pelos alunos. Na sexta etapa, expliquei esses conceitos para, na sequéncia, os alunos res-

ponderem as questoes.

Figura 30: Exemplo dos conceitos inseridos na 2% parte da 12 atividade impressa.

Fonte: Proprio autor

Figura 31: Resolugao dos alunos.

Fonte: Proprio autor
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Figura 32: Resolugao dos alunos.

Fonte: Proprio autor

Figura 33: Resolugao dos alunos.

Fonte: Proprio autor

Na sétima etapa, a turma se dividiu em duplas, e cada uma delas foi formada da
seguinte forma: um aluno que ficou responsavel pelo lancamento da moeda e um aluno
que ficou responsavel por soltar a vareta. Feito isto, cada dupla realizou o experimento

lancar a moeda e soltar a vareta.



Figura 34: Experimento aleatério: lancar a moeda e soltar a vareta.

Na oitava etapa, os alunos anotaram o resultado de cada realizagao do experimento

Fonte: Proprio autor

em uma tabela, agora com duas colunas.

Figura 35: Resultados do experimento aleatério: langar uma moeda e soltar uma vareta.

Langamento de | Soltar uma vareta |
uma moeda | (informar a cor)
1° resultado 7 i
2° resultado _Z
3 resuitado Z |
4° resultado g \
5° resultado _ & 5
6° resultado i
7° resultado

8° resultado

9° resultado

-

10° resultado

11° resultddo

12° resultado

139 resultado

142 resultado

I

15° resultado

16° resultado

17° resultado

18° resultado

19° resultado

20° resultado

Al RN RO /R dee

2 R RSP AR 2E Lk

Fonte:

Proprio autor
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Figura 36: Resultados do experimento aleatério: langar uma moeda e soltar uma vareta.

Fonte: Proprio autor

Figura 37: Resultados do experimento aleatério: langar uma moeda e soltar uma vareta.

Fonte: Proprio autor

Na nona etapa, cada dupla anotou o espaco amostral do experimento. Nesta etapa,
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os alunos tiveram dificuldade em registrar os resultados observados.

Figura 38: Resolugao da dupla.

Fonte: Proprio autor

A dupla respondeu o item de forma incorreta. Nesta resposta os alunos tiveram difi-
culdade em registrar os possiveis resultados do experimento. Eles construiram dois espagos
amostrais, um com os resultados do langcamento da moeda e o outro com as cores obtidas

soltando a vareta.

Figura 39: Resolugao da dupla.

Fonte: Proprio autor

A reposta dada pela dupla mostra que eles consideraram a questao como se estivessem
realizado dois experimentos. Assim concluimos que os alunos nao entenderam que em um

tinico experimento podem ser utilizado dois objetos para um tnico evento.
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Figura 40: Resolucao da dupla.

Fonte: Proprio autor

A resposta dada pela dupla esta incompleta, mas é perceptivel que eles entenderam
que se tratava de um tnico experimento. Entretanto, esqueceram de escrever o simbolo €2

juntamente com a notacgao de conjuntos e de par ordenado.

Os erros nas respostas ilustram de forma indelével que esta havendo algum problema
entre o observar e o registrar. Essa falta de comunicacao entre estas duas habilidades
impossibilitam qualquer estudo da probabilidade, uma vez que probabilidade nada mais é
que uma fun¢ao que vai medir a chance do evento ocorrer. Se nao conseguimos expressar

os eventos, nao tem como medir sua chance de ocorréncia.
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5 A Probabilidade no Ensino Médio

As referéncias utilizadas neste capitulo foram Mlodinow (2008, p. 43), OBMEP (20237a),
SAVANT (1990) e SAVANT (1996).

Nosso objetivo nesse capitulo é mostrar que, se os conceitos de Probabilidade forem
trabalhados desde os anos iniciais, ao chegar no Ensino Médio, o aluno sera capaz de
resolver problemas intrigantes como o Paradoxo de Monty Hall. Vera que nao se trata da
aplicagao direta de uma féormula, mas sim de um raciocinio construido a partir do conceito

basico e abstrato, de espago amostral.

5.1 Entendendo o Paradoxo de Monty Hall

Em um jogo de programa de televisao, o participante deve escolher uma de trés portas
disponiveis, sabendo que uma delas esconde um carro e as outras duas escondem, cada
uma, um bode. Apo6s o convidado escolher uma das portas e ela permanecer fechada, o
apresentador, ciente de todos os itens que possuem atras das portas, abre uma das outras
duas que contém um bode. Prontamente, pergunta ao jogador se ele vai optar por trocar
ou permanecer com a porta escolhida. Neste problema, a divida que paira é a seguinte:
o jogador possuiria mais chance de ganhar o prémio realizando a troca? Fazer isso seria
mais vantajoso? Entao, qual a probabilidade de o participante acertar a porta na qual o

veiculo se encontra?

Esta pergunta surgiu no famoso programa de auditério televisivo Let’s Make a Deal
(Vamos fazer um negocio?), transmitida entre os anos de 1963 a 1971, nos Estados Unidos,

cujo apresentador era o Monte Halparin, comumente conhecido como Monty Hall.
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Figura 41: Programa Let “s Make a Deal.

FONTE: https://devlinsangle.blogspot.com/2017/10 /monty-hall-may-now-rest-in-peace-but.html

O problema intrigou varios especialistas da area e inclusive os induziu ao erro porque
a tendéncia é que, em geral, as pessoas assumam que nao ha diferenga entre ambas as
escolhas, todas levarao ao mesmo resultado: 50% de chance. Depois de aberta uma porta
que contém o bode, que a mudanga de porta nao influenciara no resultado, ja que, como se
tratam apenas de duas portas, a possibilidade de vitoria, claramente, é de 50%. Ou seja,
optam por nao mudar de ideia devido a esta conclusao precipitada e aumentam a chance
de sairem sem o prémio. O que é considerado contraditorio é acreditar que, trocando de

porta, as chances de acertar o prémio dobrarao.

O problema se tornou destaque apos setembro de 1990, mais de 25 anos apds a pri-
meira transmissao do programa Let’s make a deal quando a colunista Marylin Vos Savant,
em seu espago na revista Parade Magazine, afirmou que seria mais vantajoso para o can-
didato trocar de porta, pois assim sua chance de conquistar o prémio aumentaria para,
aproximadamente, 66%. A matéria foi tao extraordinéaria que se tornou capa do The New
York Times no mesmo més divulgagao na revista. Essa solucao se tornou problemaética en-
tre os matematicos experientes da época, que entraram em contato com Marylin alegando
que nao concordavam com sua resposta absurda. Com muita sabedoria e sensatez, Mary-
lin buscou ajuda de profissionais da educagao que atuavam em Escolas de Ensino Médio
e propos que estes desafiassem seus alunos, em sala de aula, a resolverem o problema
e, como ela esperava, praticamente 100% dos estudantes chegaram a mesma conclusao
que ela, validando sua constatacao. Mais tarde, toda essa historia é contada por Savant
em The power of logical thinking (SAVANT, 1996). Nela, vos Savant explica ainda as suas

hipoteses e raciocinio.
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Figura 42: Marilyn Vos Savant.

Ask
Marilyn

BY MARILYN VOS SAVANT

goats. You pick a door, say No. 1,
and the host, who knows what's
behind the doors, opens another
door, say No. 3, which has a goat.
He then says to you, “Do you want
to pick door No. 27" Is it to your
advantage to switch your choice?
—Craig F. Whitaker, Columbia, Md.
Yes; you should switch. The first door
has a one-third chance of winning,
but the second door has a two-thirds
chance. Here’s a good way to visualize
what happened. Suppose there are a
million doors, and you pick door No.
1. Then the host, who knows what’s
behind the doors and will always avoid
the one with the prize, opens them
all except door #777,777. You'd
switch to that door pretty fast, wouldn’t
you?

Fonte: https://www.newspapers.com/clip/87196585 /the-monty-hall-problem/

5.2 Atividades Desenvolvidas

A escolha do Paradoxo de Monty Hall como atividade para os estudantes do En-
sino Médio foi feita nao apenas por se tratar de um problema intrigante, mas principal-
mente por nao termos encontrado nas inimeras solucoes disponiveis, alguma que fosse
desenvolvida a partir da construcao do espago amostral. A soluc@o apresentada se baseia
inicialmente no conceito de espago amostral, mas percorre véarios outros temas de Proba-
bilidade listados pela BNCC para essa etapa de ensino, como: Probabilidade de Laplace,
equiprobabilidade, eventos independentes e Probabilidade Condicional, além de abordar
também o Principio Fundamental da Contagem. Assim, os alunos aprenderao o tema de
forma ladica e divertida, sendo guiados passo a passo a aplicarem os conceitos teoricos

previamente estudados em um problema desafiador.

5.2.1 Orientacoes Didaticas

Publico Alvo
Alunos do Ensino Médio.

Recursos

e Projetor multimidia;
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e Lousa e pincel;
e Lapis grafite ou lapiseira, caneta esferografica;

e Atividades impressas.

Duracgao
Quatro aulas.

Metodologia

Revisar temas anteriores;

Introduzir tema com o contexto histérico e exemplo do cotidiano;

Exposicao do contetido seguido de explicagao;

Atividade impressa para anotar resultados do experimento e do problema;

Lousa e pincel.

Habilidades trabalhadas (segundo a BNCC)

(EM13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatorios,
realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que en-

volvem o calculo da probabilidade.

e (EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de probabi-

lidade de eventos em experimentos aleatorios sucessivos.

e (EM13MAT511) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos amostrais,
discretos ou nao, e de eventos, equiprovaveis ou nao, e investigar implicacoes no

calculo de probabilidades.

e (EM13MAT106) Identificar situagoes da vida cotidiana nas quais seja necesséario
fazer escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele
método contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro

etc.).
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5.2.2 Aplicacao da Atividade

Esta atividade foi aplicada em uma turma da 12 série do Ensino Médio e dividida em

quatro momentos:

12) Relembrar conceitos de probabilidade das séries anteriores;

29) Atividade: Escrever espago amostral do langamento de um dado e de uma moeda
simultaneamente, com o objetivo de entenderem o conceito de espago amostral;
32) Apresentar o Problema de Monty Hall;

4°) Atividade: escrever o espago amostral do Problema de Monty Hall e, a partir

dai, inferir sua solugao.

Primeiro Momento - Aula 1

Como a maioria da turma nao se lembrou ou afirmou nao ter tido contato com Pro-
babilidade nas séries anteriores, relembrei, através das defini¢coes e de vérios exemplos, os
conceitos necessarios para o desenvolvimento da atividade:

e fendmenos deterministicos e aleatorios;

e definicao de Probabilidade;

e cspaco amostral;

e cventos;

e espagos amostrais equiprovaveis;

e probabilidade Classica de Laplace;

e notacao matematica;

e par ordenado.

Feito isto, foi solicitado que os alunos também apresentassem seus exemplos.
Segundo Momento - Aula 2

Nesse segundo momento, foram entregues atividades impressas para cada aluno e
foram distribuidas moedas e dados sobre uma mesa, a fim de que eles descrevessem o

espaco amostral do lancamento simultaneo de uma moeda e um dado.
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Figura 43: Resolucao dos alunos: escrever o espago amostral do lancamento de um dado e de uma moeda.

1@,5/7/5,6‘ 2o exs Coraa,

-
—
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Fonte: autoria propria

A reposta dada pelo aluno mostra que ele considera a questao como se estivessem
sendo realizados dois experimentos. Assim concluimos que o aluno nao entendeu que em

um tnico experimento podem ser utilizados dois objetos para um tnico evento.

Figura 44: Resolugao dos alunos: escrever o espago amostral do langamento de um dado e de uma moeda.
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Fonte: autoria propria

A resposta dada pelo aluno mostra que ele entendeu que em um tnico experimento
podem ser utilizados dois objetos para um tnico evento e escreveu todo o espaco amostral

de maneira correta, embora nao tenha utilizado a notagao matematica de conjuntos.

Figura 45: Resolucao dos alunos: escrever o espago amostral do lancamento de um dado e de uma moeda.

(@, ! ﬂ\m )5 CR,3) KU, (KDY, (K)ol 40, 2.(Cs 31500 Lo et

N

Fonte: autoria propria

A resposta dada pelo aluno mostra que ele entendeu que em um tnico experimento
podem ser utilizados dois objetos para um tnico evento e escreveu todo o respago amostral

de maneira correta, utilizado corretamente a notagao matematica de conjuntos.

Figura 46: Resolucao dos alunos: escrever o espago amostral do lancamento de um dado e de uma moeda.

P(&LF{(K,{).(KM,LKSJ,(KH),(W,(K6) G2 A
9. (e} b1, (L2, (e3), G,
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Fonte: autoria propria

Nessa resposta, o aluno confundiu o 2 com a probabilidade de €, escrevendo P(2)
como a representacao do conjunto de todos os resultados possiveis. No entanto, escreveu

corretamente cada um dos elementos de €.
Terceiro Momento - Aula 3 - Apresentando o problema de Monty Hall

No terceiro momento, foram ministrados os conceitos de eventos independentes e
de probabilidade condicional, para auxiliar no calculo da probabilidade do Problema de
Monty Hall. Na sequéncia foi apresentado aos alunos o Problema de Monty Hall e seu

contexto historico.

Figura 47: Apresentagdo do Problema de Monty Hall.

—
SOBRE
PROBLENy

Fonte: autoria propria

Apos isso, foi solicitado que os alunos respondessem se era mais vantajoso permanecer
com a porta selecionada inicialmente ou se era mais vantajoso trocar de opcao. A sala
ficou bem dividida, uns responderam que era melhor permanecer com a porta do inicio,

outros acharam mais vantajoso trocar.
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Quarto Momento - Aula 4

Nessa aula, foram entregues atividades impressas para que os alunos escrevessem o
espago amostral e calculassem a probabilidade da situacao mais vantajosa no Problema
de Monty Hall: permanecer com a porta escolhida inicialmente ou trocar de porta. Temos

a seguir alguns dos resultados obtidos por eles:

Figura 48: Nao tentaram escrever o espago amostral.

Fonte: autoria propria
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Figura 49: Escreveram o espago amostral e nao calcularam a probabilidade.

Fonte: autoria propria

5.3 Uma solucao para o Paradoxo de Monty Hall com
a visualizacao do Espaco Amostral

Muitas vezes, o que induz os estudantes ao erro ao tentar resolver o problema de Monty
Hall é simplesmente nao escrever o espaco amostral ou dar preferéncia somente a tentar
aplicar todos os dados em uma férmula. Diante disso, vamos destrinchar cada elemento
do espaco amostral deste desafio. Suponha que C, F; e FE, representem a escolha da
porta premiada, a primeira porta que contém um bode e a segunda porta que
contém um bode, respectivamente. Por exemplo, se um participante escolheu a porta

premiada C' (sem saber), o apresentador abriu a segunda porta que contém um bode
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E5 e o convidado decidiu alterar sua escolha, optando pela porta restante E;, entao a

configuracao desta escolha sera representada da seguinte maneira:
(Ca E27 El)

Agora, ja ciente de como funciona o problema de Monty Hall, vamos construir o

espago amostral.

e 12 possibilidade: O participante escolhe a porta premiada C. Vamos chamar de A
o evento que contém todas as configuragoes onde a porta premiada C foi a escolhida.
Escolhida essa primeira porta, o apresentador tem 2 opgoes: abrir a porta E; ou a
porta Fs. Aberta essa segunda porta, o participante tera 2 opgoes: permanecer com a
sua primeira escolha ou optar pela porta que ainda nao foi aberta pelo apresentador.
Pelo Principio Fundamental da Contagem, temos que este evento possui 2 x 2 =4

elementos:

A= {(C’ Eh C)a (Ca Ela E2)7 <C7 E27 C)? (Ca EZ) El)}

e 22 possibilidade: O participante escolhe a porta E;. Vamos chamar de B o evento
que contém todas as configuragoes onde a porta E; foi a escolhida. Escolhida essa
porta, o apresentador terd apenas 1 opcao: abrir a porta Es. Aberta essa segunda
porta, o participante terd 2 opcoes: permanecer com sua primeira escolha ou optar
pela porta que ainda nao foi aberta pelo apresentador. Pelo Principio Fundamental

da Contagem, temos que este evento possui 1 X 2 = 2 elementos:

B ={(E\, Es, Ey), (Ey, E», C)}

e 32 possibilidade: O participante escolhe a porta F,. Vamos chamar de D o evento
que contém todas as configuracoes onde a porta Fs foi a escolhida. Escolhida essa
porta, o apresentador terd apenas 1 opcao: abrir a porta F;. Aberta essa segunda
porta, o participante tera 2 opcoes: permanecer com sua primeira escolha ou optar
pela porta que ainda nao foi aberta pelo apresentador. Pelo Principio Fundamental

da Contagem, temos que este evento possui 1 x 2 = 2 elementos. Ou seja,

D = {(E», By, E»), (Es, Ey, C)}

Assim, o espago amostral do problema de Monty Hall, representado pela letra 2, é

a uniao destes trés conjuntos disjuntos:



Q = {<07E1a0)7(CaE27O)5(CaElaE2)7<OyE2aE1);

(E17 E27 El)a (E17 E27 C)? (E27 Ela E2)7 (E27 Ela C)}

Como A, B e D sao disjuntos, entao

1=P(Q)=P(A)+ P(B)+ P(C).
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Como a probabilidade do participante escolher qualquer uma das portas C, E; ou Es,

inicialmente, é a mesma, entdao P(A) =1/3, P(B) =1/3 e P(D) = 1/3, ou seja,

P({(C,Ey,C), (C, Ey,C),(C, Ey, E), (C, Ey, E)})
P({(E1, Ea, Er), (Eq, B2, C)})
P({(E, By, Es), (Es, E1,C)})

e, consequentemente,

1/12
1/12
1/12
1/12
1/6
1/6
1/6
1/6

W= W= W=

Sem muito rigor, como vocés puderam perceber acima, colocamos a trina de cada

evento elementar apenas entre um par de paréntese. Para uma melhor visualizacao, po-

demos escrever todo o espago amostral e a probabilidade de cada evento elementar com

o auxilio de um diagrama de arvore:
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Figura 50: Diagrama de arvore do Problema de Monty Hall.
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Fonte: autoria propria

E notével que o espaco amostral do Problema de Monty Hall é nao equiprovavel.

O objetivo é calcular a probabilidade de sucesso e, para isso, vamos selecionar todos
os ternos cujo ultimo elemento é C. Vamos chamar este evento de GG, ou seja, o conjunto

de todas as possibilidades em que o participante ganhou o prémio. Temos
G — {(C, El, C), (C, EQ, C), (El, EQ, C), (EQ, El, C)}

Feito isto, vamos chamar de T o conjunto de todos os eventos em que o participante
trocou de porta pois, calculando a probabilidade em que o participante ganhou, dado que
trocou de porta, ficara facil achar a probabilidade em que este perdeu, dado que trocou de
porta e avaliar se era mais vantajoso permanecer ou trocar de opcao. A principio, vamos

descobrir a chance de ganhar, dado que trocou de porta. Temos

T ={(C,Ey, Ey),(C,Ey, Ey), (Ey, Ey,C), (FEs, E1,C)}
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GNT = {(EbEQa C)? (EQa E17 O)}

Temos que
e
P(GﬂT):%Jré:%. (5.3)

Substituindo (5.1), (5.2) e (5.3) na férmula da probabilidade condicional, teremos

Py = 20T (]f(;)T) _

N | —
Wl Do

Portanto, o participante possui maior vantagem se trocar de porta.

Ao apresentar esta alternativa para a resolugao do Problema de Monty Hall escrevendo
o espaco amostral, os alunos puderam compreender de maneira mais clara porque é mais
vantajoso trocar de porta, pois inicialmente a intui¢ao os levou ao erro ao pensarem que
a probabilidade passava de 3 para 3 recorrendo apenas a uma comprovagao numérica e

ignorando conceitos basicos importantes, como escrever os elementos do espago amostral

e escrever os elementos do evento.
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6 Consideracoes finais

Considerando que a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) prevé o ensino de
Probabilidade em todas as séries da Educacao Basica, é de fundamental importancia
que os planos de aula sejam revistos e atualizados, uma vez que, como demonstrado no
questionério e nas atividades aplicadas, continuam abordando de maneira superficial os

temas de Probabilidade.

Fica como proposta que Probabilidade seja um tema estudado na graduagao de Pe-
dagogia da UFRN e o desenvolvimento de oficinas de Probabilidade para os Anos Iniciais
como formagao continuada em parceria com a Secretaria Municipal de Educacao Basica
(SMEB) de Ceara-Mirim.

A partir das oficinas aplicadas, pude perceber que os alunos gostaram de se sentir
desafiados a resolver problemas e se mostraram mais interessados em aprender o contetdo.
Se os alunos tivessem tido contato com a Probabilidade desde os anos iniciais, comegando
com o conceito de fendmenos aleatorios e evoluindo ano a ano até o conceito de funcao de

probabilidade, este contetido nao seria considerado um dos mais dificeis no Ensino Médio.

Também fica como proposta a inclusao do ensino de probabilidade condicional no
Ensino Médio, pois através da atividade de Monty Hall, pude introduzir este contetido,
considerado complexo, de forma leve. Ademais, nao é raro aparecer questoes de probabi-
lidade condicional no ENEM.
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APENDICE A - Atividade do Ensino

Fundamental 2

ESCOLA MUNICIPAL PROF. ALBERTO NICACIO DA COSTA BARBOSA.
CEARA-MIRIM, ___ DE DE 2022.
ALUNO(A):

]’_9 ANO - TURMA D - TURNO VESPERTINO
PROFESSORA: DEBORA CRISTINA — 42 BIMESTRE — TEMA: PROBABILIDADE

Langar uma moeda

&
(. % EXPERIMENTO
..) :

Anote os resultados obtidos apés 20 langamentos:

1° resultado
2° resultado
3° resultado
4° resultado
5° resultado
6° resultado
7° resultado
8° resultado
9° resultado
10° resultado
11° resultado
12° resultado
13° resultado
14° resultado
15° resultado
16° resultado
17° resultado
18° resultado
19° resultado
20° resultado




ESCOLA MUNICIPAL PROF. ALBERTO NICACIO DA COSTA BARBOSA.
CEARA-MIRIM, ___ DE DE 2022.
ALUNO(A):

72 ANO — TURMA D — TURNO VESPERTINO
PROFESSORA: DEBORA CRISTINA — 42 BIMESTRE — TEMA: PROBABILIDADE

EXPERIMENTO

Soltar

umad vdreta

Anote os resultados obtidos apés 20 langamentos:

1° vesultado
2° resultado
3° resultado
4° resultado
5° resultado
6° resultado
7° resultado
8° resultado
9° resultado
10° resultado
11° resultado
12° resultado
13° resultado
14° resultado
15° resultado
16° resultado
17° resultado
18° resultado
19° resultado
20° resultado
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Probabilidade: drea da matematica que estuda os experimentos
dleatorios.

Fendmeno:

* Acontecimento passivel de observagdo; manifestagao, sinal,
sintoma: fenémeno da natureza.

* Aquilo que se conseque explicar de maneira cientifica.

Fenémenos deterministicos: aqueles que repe‘tidos sob as mesmas
condigdes conduzem ao mesmo resultado.

Fendmenos aleatérios: aqueles que mesmo realizados sob as mesmas

condigbes ndo conduzem necessariamente ao mesmo resultado.

Deterministico

ou Aleatério?

Apés a leitura das definigdes acima, responda:
| . r |
1) O experimento que vocé acabou de realizar se trata de um F

fendmeno deterministico ou aleatério?

2) Dé exemplos de um experimento deterministico e um experimento
aleatério.

3) Construa o espago amostral do experimento que vocé acabou de
realizar.



APENDICE B - Questionario

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO NORTE
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA TERRA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL —
PROFMAT

A
Al

PROFMAT

Este questionario fo1 elaborado com o objetivo de investigar o ensino de Probabilidade no Ensino Fundamental 1. Os resultados
obtidos serdo utilizados apenas para fins académicos (dissertacio de Mestrado). Esta dividido em duas partes:

Parte I: Formagdo do Professor
Parte IT: Atuagio do Professor

Este documento € anénimo e confidencial e as respostas serdo utilizadas exclusivamente para fins cientificos. A sua resposta,
pessoal e sincera, € muito importante,

Sobre a formacio do professor

CONTRIBUICOES PARA O ENSINO DE PROBABILIDADE NAS ESCOLAS

1) Em sua formagio superior, vocé obteve alguma aula sobre Probabilidade em alguma disciplina voltada para a

Sobre a atuacio do professor

2)

3)

4)

5)

Matematica?
( ) Sim. Na disciplina

( )Nio.

() Na graduagio nio, mas em outras formagdes ou pos-graduagio,

( ) Nio lembro.

Em qual(is) série(s) vocé leciona?
( )1°ano.
( )2°ano.
( )3°ano.
( )4°ano.
( )5°ano.

No livro diditico da escola hi alguma parte
dedicada a Probabilidade?

( )Sim.

( )Nzo.

( ) Nio sei, pois trabalho com outro(s)
material(is).

Vocé trabalha a parte de Probabilidade do livro
com seus alunos?

( )Sim.

( ) Nio.

() Nio, pois trabalho com outro(s) material(is).
() Nio, pois o nivel do contetdo é muito alto para
os meus alunos.

() Nio, pois ndo acho essa drea importante para a
minha série.

Vocé inclui a Probabilidade no seu planejamento?
( )Sim.

( ) Nio.

() S6 nas séries que eu julgo ser necessario, sio
elas:

6) O que vocé entende por Probabilidade?

bl

8)

Cite algumas situagdes do seu cotidiano que
envolva a ideia de Probabilidade.

Caso ndo lecione a Probabilidade, qual seria o
motivo? (pode marcar mais de uma opgio)

( ) nio tive formagio para isso.

( ) a maionia dos alunos sio nio-alfabetizados.

( ) a turma ndo acompanha, pois a base da maioria
é fraca.

() existem contetidos mais relevantes para a vida
deles.

( )outro:

9) Vocé sabia que desde a criagio do PCN (1997) dos

Anos Iniciais, o ensino de Probabilidade ja havia
sido sugerido para o Ensino Fundamental 17

() Sim

( ) Nio.

10) Vocé sabia que desde dezembro de 2017, quando a

versio final da BNCC para o Ensino Fundamental
foi publicada, o ensino de Probabilidade passou a
ser obrigatdrio do 1° ao 5° ano?

( )Sim.

( ) Nio.
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APENDICE C - Atividade do Ensino Médio

ESCOLA ESTADUAL INTERVENTOR UBALDO BEZERRA DE MELO.

CEARA-MIRIM, __DE DE 2023,
ALUNO(A):
ANO: _ TURMA: ___ PROF2: Débora Cristina. TURNO: Matutino. DISCIPLINA: Matematica.

1* ATIVIDADE DE PROBABILIDADE

1. Escreva o espago amostral do langamento de um dado e de uma moeda.

2. Escreva o evento: obter um ndmero par no dado e obter coroa na moeda.

N
. v
3. Qual a probabilidade de resultar um nimero par no dado e resultar coroa na moeda?
e N
J
4. Ao lancar uma moeda e um dado, qual a probabilidade de se obter o resultado (cara, 5)? Esses eventos sdo
independentes?

e ~\
AN vy
5. No langamento de um dado, qual a probabilidade de se obter o nimero 4 dado que saiu um nimero par?

~
\ /

6. Agora, depois de tudo o que vocé aprendeu sobre Probabilidade, escreva o espago amostral do Problema de
Monty Hall. Feito isto, responda: qual opcédo é mais vantajosa: trocar de porta ou permanecer com a mesma
que escolheu inicialmente? Por qué? Calcule a probabilidade da situagdo que vocé acha mais vantajosa.

~ ™
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APENDICE D - Fundamentacio teodrica do

Ensino Fundamental 2

Nocao de Conjunto

Para que o aluno compreenda e realize a atividade com sucesso, é necessario que ele

ja tenha aprendido Conjuntos e Par Ordenado em algum(a) da(s) série(s) anterior(es).

Em relacao a conjunto, é importante que a turma se lembre de algumas nocoes im-
portantes de teoria de conjuntos. Caso essa nao recorde, se faz necessario que o professor

revise o tema antes de por a atividade em pratica.

E essencial relembrar, principalmente, o que sao: Conjunto, Elemento e Descri¢ao
pela citacao dos elementos. Segue abaixo uma sugestao de material tedrico para o docente

reproduzir em suas aulas.

Primeiramente, perguntar aos alunos o que vem & mente deles quando falamos sobre
onjuntos e explicar, de maneira geral, que conjunto nao necessita de definicao e pode
ser ensinado, matematicamente falando, como "uma reunidao de objetos ou elementos
matemaéaticos em niimero, infinito ou finito, sendo a pertenca definida por uma quantidade
determinada"” (fazendo uso da definigao disponivel em um dicionério, por exemplo) e

solicitar aos alunos exemplos de conjuntos.

Também se faz necessario falar sobre elemento que, assim como conjunto, também nao
precisa de defini¢ao. Entretanto, o professor fica livre para também buscar uma defini¢ao
sobre este tema em um dicionério e explicar que elemento nada mais é o que constréi um
conjunto e pedir que a turma descreva os elementos dos conjuntos que usaram como exem-
plo no paragrafo anterior. Com isso, relembrar que,no geral, um conjunto é representado

por letras maitsculas A, B,C, D, ... e, os elementos, por letras mintsculas a, b, ¢, d, ....

No caso da atividade, acrescentar que em probabilidade, comumente o conjunto do

Espago Amostral é representado pela letra §2 e os elementos, pela letra w, por exemplo:

"disponivel em dicio.com.br/conjunto
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Q0= {wl,a;g,(,ug, }

Por fim, argumentar acerca da Descricao pela citagao dos elementos, ou seja, dado
um conjunto e listado seus elementos, devemos denotéa-lo escrevendo seus elementos entre

chaves, sendo esses separados por virgula.

A=1{0,2,4,6,8,..}

Donde A é o conjunto dos ntimeros naturais pares.
Par Ordenado

Uma vez que na atividade prética havera um momento em que a turma formara
duplas, e que cada integrante da dupla ficara responsavel por um experimento aleatorio
diferente, se faz necessario falar sobre par ordenado antes de executar essa tarefa; caso a
turma ja tenha uma nocao sobre este tema, é interessante que ainda assim o professor o

revise brevemente.

E interessante perguntar aos alunos o que eles entendem por par. Um par nada mais
¢ que um conjunto constituido por apenas dois elementos. Com isso, basta apresentar a

defini¢ao e inserir alguns exemplos.

Definicao: Dado um elemento a e um elemento b, sendo a o primeiro elemento e b o

segundo, surge um terceiro elemento (a, b), que nada mais é que o par ordenado.
Notagao Matematica

Aqui, vamos limitar a notacao matemética somente ao caso em que podemos substituir
palavras que representam conjuntos e elementos por letras do alfabeto ou até mesmo
simbolos que, de maneira logica, simplifique e organize os registros, além de evitar a

ambiguidade.

Por exemplo, no langamento de uma moeda, em vez de o estudante escrever CARA,
ele pode simplesmente representar este elemento com a letra C' e indicar COROA com a

letra K, por exemplo.

Outro exemplo a ser utilizado é quando a atividade envolve varias cores. Se o problema
envolver uma urna com bolinhas de cores vermelhas, verdes, amarelas e azuis, por exemplo,

o aluno pode representar essas cores por Vi, V5, A e Ay, respectivamente.
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O estudante fica livre para abreviar e facilitar seus registros através de notacao ma-

temaética, utilizando-se de simbolos ou letras.
Elementos e Area do Circulo

Tendo em vista que um dos experimentos envolve uma ‘“roleta”’, os alunos terao que
construir um circulo em uma cartolina e, para isso, ¢ importante apresentar os conceitos

sobre essa figura geométrica ou revisa-las.

Aqui nao vamos aprender calcular a area do circulo usando férmulas, uma vez que
esse objeto de conhecimento s6 serd apresentado a eles no 8° ano do Ensino Fundamental,
segundo a BNCC. O intuito é que o estudante tenha nogao de como dividir o circulo em
areas equivalentes (ou seja, usando seus conhecimentos sobre fragdo ou porcentagem, por
exemplo). E esperado que o discente ja tenha aprendido os seguintes objetos de conheci-
mento: angulos: no¢ao de usos e medidas e a circunferéncia como lugar geométrico, cujas
habilidades sao determinar medidas da abertura de angulos por meio de um transferidor

e construir circunferéncia utilizando compasso, respectivamente.

Primeiramente, o professor deve definir os elementos da circunferéncia. Dado um ponto
fixo O, a circunferéncia C' é a uniao de todos os pontos equidistantes a esse, que, por sua
vez, ¢ o centro desta circunferéncia, e a distancia desse ponto fixo a qualquer ponto da

circunferéncia, desde que nao nula, é denominado como o raio r da circunferéncia.

Figura 51: Elementos de uma circunferéncia

Fonte: Circunferéncia - Brasil Escola

Circulo nada mais é que a regiao (area) limitada por uma circunferéncia, ou seja, a
distancia do centro da circunferéncia até qualquer ponto do circulo é sempre menor ou

igual ao comprimento do raio.
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Figura 52: Circulo

Area de um circulo =

Tr2

Fonte: https://orcamentos.eu/calculo-da-area-de-um-circulo/

Probabilidade Geométrica

Como uma das atividades envolve areas de setor circular, é necessario discorrer um

pouco sobre Probabilidade Geométrica.

O professor Eduardo Wagner, mestre em matematica pelo IMPA, cita na 34? edicao
da Revista do Professor de Matematica - RPM um exemplo que possibilita introduzir este

conceito de maneira mais intuitiva.

Neste exemplo, um atirador decide brincar de tiro-ao-alvo e, para dificultar o jogo e
se auto desafiar, ele venda seus olhos. O alvo, por sua vez, é circular e possui 50 cm de
raio, e existe, em seu centro, um disco de 10 cm de raio. Sabendo que o altirador alcangou

o alvo, qual a probalidade de que ele tenha alcancado o circulo central?

Considerando que seja proveitoso introduzir o tema com este problema, o professor
pode instigar seus alunos a compartilharem suas solugoes e estratégias. Como nessa situ-
acao ¢ inviavel enumerar os casos favoréaveis e os casos possiveis, levando em consideragao
que o atirador esta sem enxergar nenhuma localizacao mais vantajosa no alvo para acerta-
lo, a probabilidade s6 pode ser a razao entre as area do disco e a area do alvo. Logo, a

resposta do problema seria 4%.

Conceituando probabilidade geométrica, temos que, dada uma regiao no B, no plano,
inserida na regiao A, assumimos que a probabilidade de um ponto em A também pertencer

a B independe da localizacao em que esta se encontra naquela
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Figura 53: Probabilidade Geométrica

o .

drea de B { .B

£ = area de A \\‘ )
, .

Fonte: Wagner - RPM 34

Também ainda dentro deste tema temos a probabilidade envolvendo pontos e retas.
Sejam X e Y pontos (ndo idénticos) pertencentes a um segmento de reta com extremos A e
B, assumimos que a probabilidade de selecionar um ponto pertencente a AB que também
pertenca a XY, contido em AB, é proporcional ao comprimento de XY e independe da
posicao onde os pontos X e Y estao em AB. Assim, escolhendo um ponto qualquer que

esteja em AB, a probabilidade de que ele também esteja em XY sera a razao abaixo:

Figura 54: Probabilidade Geométrica

comprimenio ds XY -

A comprimento de AR A A ¥

Fonte: Wagner - RPM 34

Reta Perpendicular ao Plano

Levando em consideracao que em um dos experimentos o aluno devera soltar uma
vareta, onde uma de suas pontas devera estar sobre o centro de uma pequena roleta -
também a fim de que seja justo o resultado da cor sobre a qual o objeto caiu - é necessario
explicar ao aluno o conceito de reta perpendicular ao plano, donde a vareta representa a

reta e, o circulo, o plano.

Pela defini¢ao, uma reta é considerada perpendicular a um plano se, e somente se, essa
reta e esse plano possuem um ponto em comum, de modo que essa reta seja perpendicular

a todas as retas do plano que passam por este mesmo ponto. Matematicamente falando,

Quando uma reta r é perpendicular a um plano «, significa que ela obtém um angulo

de 90° (angulo reto) com qualquer outra reta pertencente a este plano.
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Figura 55: Reta perpendicular ao plano

rla

V)

Fonte: Perpendicularismo - Colégio Web

Tendo isso em mente, o professor pode realizar uma breve revisao sobre estes objetos

caso a turma nao lembre de algum.
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ANEXO A - Matriz Curricular 2018 -
Pedagogia da UFRN - Ensino de
Matematica I e 11

Ensino da Matematica I - Obrigatoria - Ementa/Descri¢ao - 60h

eMetodologias e recursos auxiliares ao planejamento, avaliagao, ensino e aprendiza-
gem da Matemaética na Educacao Infantil e nos anos iniciais do Ensino Fundamental

com criancas, jovens e adultos.
eLinguagem matematica e seu emprego em diferentes praticas sociais.
eSistemas de numeragao, nimeros e operagoes no campo dos nimeros naturais.

eTratamento da Informagao: coleta, organizacao, comunicagao e interpretagao de

dados.

ePlanejamento e praticas pedagogicas na Educacao Infantil, na Educagao de Jovens

e Adultos e em contextos nao escolares. &

Ensino de Matematica II - Obrigatéria - Ementa/Descrigao - 60h

eMetodologias e recursos auxiliares ao planejamento, avaliagao, ensino e aprendiza-
gem da Matemaética na Educagao Infantil, nos anos iniciais do Ensino Fundamental

com criangas, jovens e adultos.
eLinguagem matematica e seu emprego em diferentes praticas sociais.
eNtumeros e operacoes no campo dos racionais absolutos.

eFormas geométricas planas e tridimensionais.

8Fonte: https://sigaa.ufrn.br/sigaa/public/curso/relatorio _curriculo.jsf
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eOrganizacao espacial: representacao, interpretacao, localizagao e movimento de ob-

jetos no espago.
eSimetria.
eGrandezas e Medidas.

ePlanejamento e praticas pedagogicas nos anos iniciais do Ensino Fundamental. °

9Fonte: https://sigaa.ufrn.br/sigaa/public/curso/relatorio curriculo.jsf





