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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um pouco sobre os jogos de azar e sua importancia para
o surgimento e desenvolvimento de conceitos importantes da matematica, como €
o caso, dos problemas de contagem e probabilidade. Esses conceitos sao de grande
relevancia em diversas dreas do conhecimento humano, servindo a estudos nos campos
da computagdo, estatistica, quimica, biologia, etc. Realizamos um estudo sobre o
Jogo do Bicho, sua historia, funcionamento e aspectos juridicos. Logo em seguida,
realizamos um estudo bibliografico sobre o uso dos jogos no ensino da matematica e
suas potencialidades didaticas. Analisamos o Jogo do Bicho sob a 6tica da matematica,
da Anélise Combinatéria e probabilidade. Fazemos também um estudo sobre outro
jogo de azar popular, a Mega-Sena. Visando o uso dos jogos de azar como ferramenta
de ensino de matemadtica, propomos sequéncias didaticas para o ensino de conceitos
de combinatoria e probabilidade. Usamos entendimentos mais simples de contagem,
como o principio multiplicativo, e também, introduzimos estudos mais elaborados
em exercicios que envolvam combinac¢des com repeti¢cdo e aplicagdes da esperanca

matematica.

PALAVRAS-CHAVE: jogos de azar; probabilidade; Analise Combinatdria; ensino

de matematica.



Abstract

In this work, we present a little about the game of chance and its importance for the
emergence and development of important mathematical concepts, such as this is the
case for counting and probability problems. These concepts are of great relevance
in several areas of human knowledge, serving studies in the Fields of computing,
statistics, chemistry, biology, etc. We carried out a study on the Jogo do Bicho, its
history, functioning, and legal aspects. Soon after, we carried out a bibliographical
study on the use of games in teaching mathematics and their didactic potential. We
analyze the Jogo do Bicho from the perspective of mathematics, Combinatorial
Analysis, and Probability. We also do a study on another popular game of chance, the
Mega-Sena. Aiming at using games of chance as a tool for teaching mathematics, we
propose didactic sequences for teaching concepts of combinatorics and probability.
We use simpler understandings of counting, such as the Multiplicative Principle, and
also, we introduce more elaborate studies in exercises that involve combinations with

repetition and applications of mathematical expectation.

KEYWORDS : game of chance; probability; combinatorial analysis; mathematics

teaching.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A historia dos jogos de azar remonta ha milhares de anos, com evidéncias em
civiliza¢des antigas como Egito, Grécia, Roma e China. Os jogos de azar evoluiram
ao longo do tempo, incluindo uma introdugao de cartas e dados, e a popularizacdo de
roleta e bingo.

Com a chegada da tecnologia, os jogos de azar também evoluiram para incluir
jogos online. Além disso, a globalizagdo permitiu que as apostas fossem feitas em
toda parte, aumentando a popularidade e acesso por todos aos jogos.

Ao longo do tempo, as regulamentacdes dos jogos de azar também mudaram,
com alguns paises proibindo ou restringindo o jogo, enquanto outros permitem a
exploragao de cassinos, casas de bingo e loterias. A industria dos jogos continua a
crescer e se desenvolver, tornando-se uma das mais lucrativas e influentes do mundo.

Muitos s@o os que defendem a legalizacdo dos jogos de azar, os entusiastas da ideia,
alegam que os jogos tratam do entretenimento dos adeptos, movimentam o mercado
de trabalho, regulariza uma parcela de trabalhadores informais e ainda servem como
uma forma de receita para os governos, pela incidéncia de impostos e tributos as casas
de apostas.

Mas também ha os que ndo desejam esta legalizacao, mostrando efeitos negativos
a sociedade, como: problemas de saude relacionados ao vicio, dependéncia financeira,
fraude, lavagem de dinheiro dentre outros fatores.

Os “jogos de azar”, segundo a lei de contravenc¢des penais de 1941, € o jogo em
que o ganho e a perda dependem exclusiva ou principalmente da sorte € na maioria

das situagdes, os jogadores t€ém mais chances de derrota do que vitéria. Entdo, de
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

maneira alguma, esse trabalho incentiva tal pratica, visto que sao ilegais e do ponto de
vista da matematica, com expectativa de ganho negativa. A despeito de ser proibido,
0 Jogo do Bicho € praticado em alguns lugares.

Nosso objetivo neste trabalho € apresentar e discutir as técnicas de contagem e
probabilidade usando dois jogos de azar populares no Brasil e principalmente nas
periferias do nosso pais — o Jogo do Bicho e a Mega-Sena. Nesse texto, daremos
maior €nfase ao Jogo do Bicho. Queremos aqui mostrar com o apelo ladico do
jogo problemas envolvendo o Principio Fundamental da Contagem, combinacdes,
permutagoes, probabilidades, esperanga matematica.

Muitas vezes se faz necessario temas do convivio do aluno para preencher o
distanciamento de alguns autores e livros diddticos com relacado as realidades diversas
e locais. Nesse contexto, poderiamos utilizar o artificio de um jogo de azar como
ferramenta didatica para introduzir conceitos de matemdtica em alguns temas e areas,
vindo a contribuir com a proximidade e confianca sobre um assunto cuja maioria
dos estudantes sentem dificuldade em matematica bésica, que € o caso, da Analise
Combinatoria e da probabilidade.

Assim, como comentado por Katia Smole, Maria Diniz, Neide Pessoa e Cristiane
Ishihara em seu livro sobre Jogos de Matematica, a utilizacao de jogos no ensino da
matematica € antigo e tem grande potencial didatico e de aprendizagem, permitindo

alterar o modelo tradicional de ensino.

O trabalho com jogos nas aulas de matemdtica, quando bem planejado e orientado,
auxilia o desenvolvimento de habilidades como observagdo, andlise, levantamento
de hipoteses, busca de suposicées, reflexdo, tomada de decisdo, argumentagdo e
organizacdo, as quais sdo estreitamente relacionadas ao assim chamado raciocinio

logico. (SMOLE, 2008, p. 9).

Também, na propria Lei de Diretrizes e Bases (LDB), no seu art. 26 trata da

complementac¢do dos curriculos visando caracteristicas locais:

os curriculos da Educagdo Infantil, do Ensino Fundamental e do Ensino Médio devem
ter base nacional comum, a ser complementada, em cada sistema de ensino e em cada

estabelecimento escolar, por uma parte diversificada, exigida pelas caracteristicas
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

regionais e locais da sociedade, da cultura, da economia e dos educandos. (BRASIL,

1996).

Deste modo, € importante na qualidade de professor, nos municiarmos de al-
ternativas eficazes para o aprendizado do aluno. E o jogo € uma boa maneira de
complementarmos o ensino de matérias que sao vistas como de dificil compreensao
por parte dos alunos, quais sejam, Analise Combinatodria e probabilidade.

Assim, essa pesquisa tem por objetivo geral fazer um estudo das probabilida-
des presentes em dois jogos de azar, o Jogo do Bicho e a Mega-Sena e apresentar
sequéncias didaticas que utizam esses jogos para o ensino de probabilidade e Anélise
Combinatéria. Dessa forma elaboramos duas sequéncias didaticas, uma usando a
Mega-Sena e destinada a alunos do ensino basico e outra usando o Jogo do Bicho,
destinado a um curso de extensdo para a comunidade adulta.

Realizamos uma pesquisa bibliogréfica, na literatura e nos trabalhos do PROF-
MAT (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional), sobre os jogos de
azar. Usamos alguns desses trabalhos como suporte para embasarmos nossas ideias
e sustentar a hipdtese de aprendizado através de conhecimentos populares e temas
da convivéncia do estudante. Podemos citar do PROFMAT, por exemplo, “ A pro-
babilidade aplicada aos jogos de azar”, de Rafael Thé Bonifiacio de Andrade, UFPB,
onde o autor fala da probabilidade em alguns jogos como: Pdquer, Blackjack, Roleta
e investiga as possibilidades de ocorréncia, cita os fatos historicos e como se joga
cada um deles. Outro que usamos como material de pesquisa e apoio no ambito do
PROFMAT foi o trabalho de José¢ William de Souza Prado, “Nog¢des de probabilidade
por meio de jogos de azar”, da Universidade Federal de Feira de Santana, ele trouxe
jogos das loterias oficiais como Mega-Sena e Loto-Facil e também jogos como roleta.
Sdo muitos os trabalhos na literatura que falam sobre os jogos de azar e o proprio
surgimento das no¢des de probabilidade esta intimamente relacionado com estudo
sobre 0s jogos.

Fizemos um estudo bibliografico sobre as potencialidades do uso dos jogos como
ferramenta didéatica em publicacdes que tratam do tema, em especial nos trabalhos
do PROFMAT. Elaboramos duas sequéncias didaticas: a primeira sequéncia didatica,

voltada para o ensino médio, usando a Mega-Sena e a segunda, destinada a um curso
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

de extensdo para adultos, explorando o Jogo do Bicho.

Nosso trabalho esta distribuido da seguinte forma: no segundo capitulo, discutimos
sobre a importancia do uso de jogos no ensino de matematica. No terceito capitulo,
trazemos a historia do Jogo do Bicho, fazemos referéncias ao funcionamento do
jogo e detalhamos seus subjogos, no quarto capitulo, efetuamos um estudo sobre a
Analise Combinatoria e alguns problemas de contagem. No quinto, trabalhamos com
a probabilidade, sua histdria, conceitos e tratamos alguns problemas iniciais. No sexto
capitulo executamos analises detalhadas sobre cada subjogo do Jogo do Bicho sob
a Otica da probabilidade e esperanca matematica. No final deste trabalho, deixamos
uma sugestao de sequéncia didatica que fundamenta o aprendizado de probabilidade e
contagem usando o Jogo do Bicho. Fazemos também uma outra sequéncia com €nfase
para o uso da Mega-Sena como recurso educacional capaz de surtir efeito semelhante
ao empregado no primeiro caso. Mostramos também, o quao € desfavoravel para o
jogador apostar em um jogo de forma real e concreta. Servindo para mais uma vez
desestimular a pratica da aposta em jogos de azar. Deste modo, tratamos 0s jJogos
como ferramenta de ensino capaz de ajudar no processo de aprendizagem e formagao

dos alunos.
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Capitulo 2

USO DE JOGOS NO ENSINO DE
MATEMATICA

Neste capitulo incluimos algumas discussoes sobre a importancia dos jogos no en-
sino da matematica. Queremos aqui demonstrar, por meio de argumentos e pesquisas
feitas por varios autores, que o uso do jogo como ferramenta didatica contribui signi-
ficativamente para uma maior motivacao e interesse na constru¢ao do conhecimento
dos alunos.

Buscamos trazer a problematica que envolve a maneira tradicional de ensinar ma-
tematica onde os alunos ndo participam dos problemas elencados nos livros didaticos
e muitas vezes desconhecem totalmente o assunto abordado em algumas situacoes
postas nesses livros. Sabemos que no Brasil uma das principais ferramentas para au-
xiliar os professores em sala de aula € o livro didatico, porém, em grande parte, esses
livros sao resumidos de maneira que consigam entregar uma significativa quantidade
de conteudo em um Unico exemplar. Desta forma, os problemas abordados ou as
situagOes em que seriam necessarias mais tempo, sao deixadas de lado e predomina a
objetividade em fazer contas e decorar maneiras de se resolver determinados tipos de
questdes. E desse jeito que a matemdtica vem sendo ensinada ao longo dos anos e
se mostra, de certa forma, ineficaz e sem atratividade alguma, pois assim, ndo temos
elementos profundos de entendimento que busquem a justificativa de determinada
regra valer para tal questdo ou outra ndo se aplicar em determinado tema. Muito
embora funcione para alguns, a maior parte dos alunos se sentem desmotivados e com

um profundo desinteresse nesse método tradicional de ensino. Junto a isso, vale dizer
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CAPITULO 2. USO DE JOGOS NO ENSINO DE MATEMATICA

que a quantidade de aulas semanais € absurdamente baixa, para se ter um resultado
satisfatorio e progresso no ensino da matematica. Outro ponto que merece destacar é
o fato que os professores muitas vezes tém uma jornada exaustiva de trabalho e ndo
destinam tempo necessario para fazer um bom planejamento de sua aula.

O jogo no ensino da matematica desempenha um papel metodoldgico relevante, os
alunos passam a atuar como agentes ativos na constru¢ao do proprio conhecimento. E
um recurso poderoso e prazeroso que viabiliza a aprendizagem, desenvolve multiplas
habilidades para os estudantes. Algumas destas habilidades sdo uteis para o convivio
em sociedade onde o jogo ensina em diversos aspectos como se comportar diante de
uma derrota, por exemplo. O dever de se respeitar as regras impostas pelo jogo e
tantos outros ensinamentos que levaremos pelo resto da vida. Como falaram Macedo,

Petty e Passos (2005) sobre as habilidades desenvolvidas nos jogos:

A crianca desenvolve brincadeiras e aprende jogos. Pode também aprender brinca-
deiras com seus pares ou cultura e, com isso, desenvolve habilidades, sentimentos
ou pensamentos. O mesmo ocorre nos jogos: ao aprendé-los, desenvolve o respeito
miituo (modos de se relacionar entre os iguais) o saber compartilhar uma tarefa ou um
desafio em um contexto de regras e objetivos, a reciprocidade, as estratégias para o
enfrentamento das situacdes-problemas, os raciocinios. (MACEDO; PETTY; PASSOS,

2005, P10)

Um outro autor que falou sobre a importancia dos jogos no desenvolvimento da

crianca foi Vygotsky. Ele ressaltou que:

o lidico influencia enormemente o desenvolvimento da crianga. E através do jogo
que a crianc¢a aprende a agiv, sua curiosidade é estimulada, adquire iniciativa e
autoconfianca, proporciona o desenvolvimento da linguagem, do pensamento e da

concentragdo. (apud CASTRO 2005, p.53)

Em nosso dia a dia estamos a todo momento aplicando conhecimentos matematicos,
desde a quantidade de horas que dormimos até uma ida ao mercado, passando por
uma vasta quantidade de tarefas que incluem habilidades relacionadas a matematica.

Adaptar o conteudo do livro didatico a realidade do aluno potencializa o processo
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CAPITULO 2. USO DE JOGOS NO ENSINO DE MATEMATICA

de ensino e aprendizagem e desmistifica a ideia do modo abstrato, como sempre foi
tratado as aulas de matematica. Através de jogos didéticos, o professor podera incluir
o aluno e envolver os conteudos de forma mais leve e concreta, oferecendo meios
para que 0 mesmo seja parte ativa no processo. O professor precisa utilizar jogos que
levem o aluno a desenvolver o raciocinio critico e estabelecer relagao do jogo com o
conteudo aplicado.

Um grande desafio enfrentado pelo professor € o bloqueio que alguns alunos
apresentam para a compreensao e o desenvolvimento esperado entre a faixa etaria
e as habilidades apontadas para aquele nivel de desenvolvimento, nessa situacdo a
utilizacao de jogos contribui de forma significativa para o desenvolvimento do aluno,

a esse respeito, Borin (1996) afirma:

Outro motivo para a introdugdo de jogos nas aulas de matemdtica é a possibilidade de
diminuir bloqueios apresentados por muitos de nossos alunos que temem a matemdtica
e sentem-se incapacitados para aprendé-la. Dentro da situacdo de jogo, onde é
impossivel uma atitude passiva e a motivacdo é grande, notamos que, ao mesmo tempo
em que estes alunos falam matemdtica, apresentam também um melhor desempenho e
atitudes positivas frente a seus processos de aprendizagem. (apud GROENWALD, et

al., 2023, p.1)

Comumente ouvimos as pessoas falarem sobre a dificuldade que t€m com temas
relacionados a Matematica, relatos como este sao reflexo da forma mecanica como
ensino de matematica ocorreu durante anos na escola regular. Atualmente, ha uma
abertura e a possibilidade de adaptar o curriculo a realidade vivida pelo aluno, de
forma, a valorizar o conhecimento do educando, que se apropria do mesmo para
aplicé-lo a sua realidade, transformando o conhecimento matematico em ferramenta
para desenvolver a leitura, compreender e transformar o meio em que vive.

A utilizagdo de jogos, pelo professor de matematica, ressignifica o ensino e es-
timula a participacao dos alunos durante as aulas, promovendo interagdo entre os
envolvidos e uma melhor compreensao do conteudo apresentado pelo professor.

Com o advento da pandemia do Covid-19 a escola apropriou-se do uso da tecno-

logia, nao foi facil, mas barreiras foram quebradas e em meio a falta de estrutura
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das institui¢des, foi necessario a inclusdo das tecnologias ao ambiente escolar, fato
que facilita a utilizacao de jogos, visto que, sdo recursos que oferecem atrativos e
estimulam os alunos em sala de aula, os quais na maioria das vezes ja fazem uso e
passam a se interessar e participar das aulas. Nesse processo, a inclusdao de jogos
matematicos € um grande recurso facilitador e auxiliar, promove a aprendizagem

tornando o ambiente escolar mais atrativo e inclusivo:

Ensinar por meio de jogos é um caminho para o educador desenvolver aulas mais in-
teressantes, descontraidas e dindmicas, podendo competir em igualdade de condicoes
com os iniimeros recursos a que o aluno tem acesso fora da escola, despertando ou
estimulando sua vontade de frequentar com assiduidade a sala de aula e incentivando
seu envolvimento nas atividades, sendo agente no processo de ensino e aprendizagem,

Jjd que aprende e se diverte, simultaneamente.(SILVA, 2004, p.26).

A utilizagdo de jogos em sala de aula pode ser considerado um bom recurso pe-
dagdgico e muito eficiente para a construcdo dos saberes matematicos, pois trabalha
diversos aspectos, entre eles: o desenvolvimento intelectual, a construc¢ao e aprimora-
mento das relagdes sociais e o cardter lidico. Esses aspectos despertam o interesse da
maioria dos alunos, facilitam a aprendizagem e tornam as aulas mais prazerosas.

A importancia dos jogos no ensino da matematica esti consolidada e se mostra
extremamente eficaz na apropria¢ao dos contetidos abordados. Os jogos também
servem para que o professor possa analisar a desenvoltura do aluno em situagdoes de
grupo, ajuda a desenvolver o raciocinio légico, estimula a criatividade, o pensamento
independente e a capacidade de resolver problemas. Desta forma, usaremos o0s
jogos como ferramenta de grande utilidade, ja demonstrada em diversas producoes

académicas, trazendo maior robustez no aprendizado de conceitos matematicos.

2.1 Sequéncia didatica

Uma Sequéncia didatica pode ser considerada como um conjunto de seqii€ncias de
atividades progressivas, planificadas, guiadas ou por um tema, ou por um objetivo

geral. As sequéncias didaticas sdo planejadas e desenvolvidas para a realizagdo
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de determinados objetivos educacionais, com inicio e fim conhecidos tanto pelos
professores, quanto pelos alunos (ZABALA, 1998).

O termo Sequéncia Didatica, surgiu no Brasil nos documentos oficiais dos Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs publicados em 1998) de lingua portuguesa, como “’pro-
jetos”e “atividades sequenciadas”(MACHADO; CRISTOVAO, 2006). Esse recurso
didatico-metodologico se popularizou e hoje € utilizado, por exemplo, no ensino de
matematica.

Para Oliveira(2001), os principais objetivos de uma sequéncia didatica sdo: condu-
zir os discentes a uma reflexdo e apreensao acerca do ensino proposto na sequéncia
didética; Almejar que estes conhecimentos adquiridos sejam levados a vida dos estu-
dantes e ndo somente no momento da aula ou da avaliagdo; Organizar as intensoes
pedagogicas através de temas, objetivos, conteudo que atendam as necessidades do
projeto didatico, dos professores e dos alunos; Organizar as intensdes pedagogicas
de tal forma que garanta a transversalidade de seus conteudos temas e objetivos
e preparar técnica e academicamente o professor, tornando-o capaz de fomentar e
propiciar a constru¢ao dos conhecimentos especificos com o grupo alunos sob sua
responsabilidade, posto que seja fundamental que se procure, através de pesquisas, ter
conhecimentos prévios que ultrapassem o sensu comum, 0 6bvio (OLIVEIRA, 2001,
p. 74).

Levando em conta a importancia dos jogos de azar no aprendizado e desenvolvi-
mento da Anélise Combinatdria e Probabilidade, e considerando os problemas legais
e morais que envolvem o Jogo do Bicho, propomos, no capitulo 7, duas sugestoes de
sequéncias didéticas. A primeira utiliza um jogo de azar amplamente conhecido que
¢ a Mega-Sena, voltado para o ensino basico. A outra proposta terd do Jogo do Bicho
como objeto de estudo, que destinamos para um curso de extensao em probabilidade
e tera um publico adulto como publico-alvo.

No ensino médio, poderemos amadurecer ideias mais profundas sobre temas que
envolvam maiores complexidades éticas e morais, como sao os casos dos jogos de
azar. Tentaremos relacionar os contetdos aplicados com o cotidiano para uma melhor
compreensao e participagcdo. A propria Base Nacional Comum Curricular(BNCC)
(BRASIL, 2017) diz:
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No Ensino Médio, na drea de Matemdtica e suas Tecnologias, os estudantes devem
consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa anterior e agregar novos, am-
pliando o leque de recursos para resolver problemas mais complexos, que exijam
maior reflexdo e abstracdo. Também devem construir uma visdo mais integrada da
Matemdtica, da Matemdtica com outras dreas do conhecimento e da aplicacdo da

Matemdtica a realidade. (BRASIL, 2017, p 471).

O Jogo do Bicho € tratado aqui somente como um mecanismo didético para o
ensino de conceitos de contagem e probabilidade. Como o Jogo do Bicho € proibido,
considerado um jogo de azar, uma contravengao penal, a sua utilizagdo, fora do
contexto escolar, serd desestimulada e somente serd usado no ambito de aprendizagem
de Andlise Combinatoria e probabilidade. Demonstramos a desvantagem em termos
matematicos que seus praticantes sofrem com relacao a banca, enfatizando assim o

desencorajamento pela pratica do jogo.
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Capitulo 3

O JOGO DO BICHO

Nesse capitulo, apresentamos o jogo de azar conhecido como Jogo do Bicho.
Comecamos expondo, resumidamente, a histéria do jogo. Depois trazemos suas
regras, subjogos, seus aspectos gerais € nomenclaturas. As principais referéncias
usadas na construcdo desse capitulo foram os livros (OXALA,2007) e (SALDANHA,
1986). Outras fontes de pesquisa foram materiais da internet, onde se buscou imagens
e figuras dos jogos como também nos subsidiou com alguns esclarecimentos sobre 0s
jogos, por exemplo (AGUIAR, 2023) e (CESAR, 2022).

3.1 Histéria do Jogo do Bicho

Segundo Saldanha (1986), desde os primdrdios da humanidade, a necessidade
de relativizar os problemas e as dificuldades humanas sempre se fizeram presentes
com o intuito de mascarar e até mesmo de amenizar as dificuldades do cotidianos
e proporcionar ao povo momentos de descontracao. Assim, acontecia no Império
Romano, em épocas de crise, em que o povo lotava as arenas do Coliseu para participar
ou prestigiar batalhas travadas entre escravos que eram treinados para matar ou morrer.
E a politica do pdo e circo que, provavelmente, tenha contribuido com os ideais do
Barao Drummond, criador do Jogo do Bicho, e alavancado um projeto audacioso e
lucrativo que fundamentara a pratica do Jogo do Bicho e que em dias atuais ainda é
uma ferramenta que atende aos objetivos propostos inicialmente.

O Jogo do Bicho foi criado no ano de 1890, no Rio de Janeiro, quando o conselho

de intendéncia municipal do Rio de Janeiro aceitou uma peticao feita pelo Bardao Joao
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Baptista Vianna Drummond, o Bardao de Drummond, solicitando a permissdo para
comercializar o jogo. A primeira extragdo do Jogo do Bicho ocorreu em Julho de
1892.

O Barao foi um industrial bem-sucedido e progressista apaixonado, promoveu o
povoamento local, transformando uma area pouco povoada, no bairro de Vila Izabel,
zona norte do Rio de Janeiro, em 1873. Neste, numa area de 30 hectares, fundou
um Jardim Zool6gico, abrigando diversas espécies nativas e estrangeiras que o Bardo
usava para ministrar suas aulas sobre zoologia nacional.

O Barao, por ser amigo do imperador, recebia ajuda da corte para custear as
despesas do Zooldgico, essa ajuda acabou com o fim da monarquia em 1889. Nessas
circunstancias, sem o subsidio governamental, o negdcio passou a ter prejuizos
constantes e chegou a iminéncia da faléncia por volta de 1892. O Barao, entao, teve
a ideia do jogo e passou a vender ingressos para o “Zoo” com a foto de animais
1Impressos.

Eram vinte e cinco animais e cada animal representava um numero do 1 ao 25. No
inicio de cada dia, antes que abrisse a bilheteria, o préprio Bardo escolhia um dos
quadros de animais e guardava em uma caixa de madeira. No fim do dia, precisamente
as 15 horas, abria-se a caixa e quem tivesse com a numera¢ao do animal escolhido
ganharia, como prémio, vinte vezes o valor do ingresso. Na imagem abaixo pode ser

visto o ingresso utilizado para a entrada no zooldgico:
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Figura 3.1: Ingresso para o zooldgico

Fonte: https://bnldata.com.br

A ideia logo se desvinculou do ingresso e os prémios das apostas passaram a ser
feitos em dinheiro, agradando a populagdo. O jogo se expandiu de forma rapida,
saindo dos muros do Zooldgico e se espalhando por toda cidade do Rio de Janeiro e
posteriormente, pelo Brasil. De inicio, o Bardo no seu Zooldgico, depois pequenos
comerciantes bancavam o jogo e, em seguida, pessoas se dedicaram exclusivamente a
essa atividade - os banqueiros do Jogo do Bicho.

Com grandes lucros advindo do jogo, esses banqueiros comecaram a se infiltrar em
outras areas da sociedade como o carnaval e o futebol, muitos deles sendo padrinhos
de escolas de samba famosas e clubes do futebol carioca bastante conhecidos. Um
dos banqueiros de maior destaque e bem sucedido foi o advogado Dr. Castor de
Andrade, que patrocinou o Bangu, time de futebol quase campeao brasileiro de 1985
e duas vezes campeado carioca. Sob seu comando também estava a escola de samba
Mocidade Independente de Padre Miguel que foi campea do grupo especial varias
vezes. Outros bicheiros famosos se envolveram com as causas sociais para tentar,
de certa forma, legitimar o Jogo do Bicho, foi o caso do capitao Guimaraes que foi
presidente da escola de samba de Unidos de Vila Isabel.

Originado na periferia, o jogo guardava em si alguns fatores, como o valor das

24



CAPITULO 3. O JOGO DO BICHO

apostas: no Jogo do Bicho pode-se apostar qualquer valor, diferente de outros jogos
oficiais, cujos precos sao fixos por jogo. Outro fator preponderante € a facilidade de
se fazer o jogo, sendo colhido por apontadores espalhados por toda cidade, além de
que sempre ocorreu uma certa misticidade com relacao a sonhos e palpites intuitivos.
Dessa forma, o Jogo do Bicho se propagou de forma brusca agradando principal-
mente a classe trabalhadora, com menor poder aquisitivo, tornando o jogo popular e
chegando a todas as regides do pais.

Desde o inicio, o Jogo do Bicho foi tratado com repressao pelas autoridades, com
o argumento de que se apresentava como uma espécie de jogo viciante, que atentava
as boas praticas e aos bons costumes. A primeira medida proibitiva ocorreu ainda
com o Barao de Drummond, com a proibi¢do, pela policia, da realizagdo do sorteio do
animal do dia no Zooldgico, for¢cando o jogo a adotar o sorteio da loteria, relacionando
as dezenas sorteadas na casa oficial as adotadas no jogo. Mais tarde, com a proibi¢ao
das loterias e rifas de qualquer natureza, em 1910, o jogo passou a ser relacionado a
renda da alfindega, que era noticiada nos jornais diariamente.

Por ser um jogo popular e de facil acesso, se expandiu rapidamente e logo chamou a
atencao de representantes da sociedade que o consideravam nocivo aos bons costumes,
tanto € que, sua proibi¢ao, como ja dito, ocorreu desde seu inicio e foi tratada
especificamente nos anos 40, com a Lei de Contravengdes Penais que entrou em vigor
em 3 de outubro de 1941, na ocasido, cassinos e apostas esportivas também passaram
a ser ilegais por serem considerados jogos de azar.

No decorrer da historia, alguns decretos e leis versaram a respeito das apostas e
sobre a legalizacao do jogo: o decreto-lei n°6259 de 10 de fevereiro de 1944, em seu

artigo 58 € um deles, e diz:

... € contravengdo penal...

Art. 58. Realizar o denominado "jogo do bicho”, em que um dos participantes, considerado
comprador ou ponto, entrega certa quantia com a indicacdo de combinagées de algarismos
ou nome de animais, a que correspondem niimeros, ao outro participante, considerado o
vendedor ou banqueiro, que se obriga mediante qualquer sorteio ao pagamento de prémios
em dinheiro.

1° Incorrerdo nas penas estabelecidas para vendedores ou banqueiros:
a) os que servirem de intermedidrios na efetuacdo do jogo;

b) os que transportarem, conduzirem, possuirern, tiverem sob sua guarda ou poder, fabri-

carern, darem, cederem, trocarem, guardarem em qualquer parte, listas com indicag¢des
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do jogo ou material préprio para a contravengdo, bem como de qualquer forma con-
tribuirem para a sua confecg¢do, utilizagdo, curso ou emprégo, seja qual for a sua

espécie ou quantidade;

¢) os que procederem a apuragdo de listas ou a organizacdo de mapas relativos ao

movimento do jogo;
d) os que por qualquer modo promoverem ou facilitarem a realizagcdo do jogo.
o . LA . ; ; o
2° Consideram-se idoneos para a prova do ato contravencional quaisquer listas com indicagdes

claras ou disfarcadas, uma vez que a pericia revele se destinarem a perpetragdo do jogo do

bicho. (BRASIL, 1944)

Note que, pela primeira vez, o Jogo do Bicho € citado de forma explicita, e ainda
mais, proibindo todos os envolvidos no jogo sob pena de reclusio inafiangavel. Em
1946, o entao presidente Eurico Gaspar Dutra, assinou um decreto proibindo os jogos
de azar no Brasil. Desde entdo se busca uma discussdo sobre o tema a fim de elencar
todos os pontos favoraveis e contrarios a legalizacdo dos jogos no pais. Abaixo,
estdo os links respectivos dos seguintes leis e decretos que tratam da proibi¢cdo do
Jogo do Bicho ao longo da histéria: decreto 2321/1910, decreto 3.688/1941, decreto
6.259/1944, decreto 9.215/1946 e lei 5.250/ 1967 .

Tabela 3.1: Lei e Decretos sobre a probicdo do Jogo do Bicho

Leis e Dec.

https://legislacao.presidencia.gov.br/atos/?tipo=DPL&numero=2321&ano=1910&ato=7d30TRqSUMNRVT160

https://legis.senado.leg.br/norma/528775

https://legislacao.presidencia.gov.br/atos/?tipo=DEL&numero=6259&ano=1944&ato=d410zY61 EM VpnT4cf

https://legislacao.presidencia.gov.br/atos/?tipo=DEL&numero=9215&ano=1946&ato=2190zYE5SUeFR 1Ta36

https://www2.camara.leg.br/legin/fed/lei/1960-1969/lei-5250-9-fevereiro-1967-359026-norma-pl.html

Fonte: Elaborada pelo autor

Do ponto de vista dos empregos formais, tributos, impostos e até sobre a 6tica do
turismo, os que defendem a liberacao acreditam que nods ja estamos muito atrasados
comparando com o resto do mundo. Segundo Camargo (2020), em seu artigo sobre
jogos de azar no Brasil, dentre os 193 paises integrantes da ONU, o Brasil faz parte
dos 37 que nao legalizaram os jogos de azar, mas ainda assim arrecada cerca de 12

bilhoes anuais com a loteria e estima-se que esse valor poderia chegar a 50 bilhdes,
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com a sua legalizacdo. Nos ultimos anos, ocorreram vdrias tentativas de regularizacao
dos jogos de azar no Brasil. No congresso, tramitam algumas matérias que tratam
sobre a liberacao dos jogos, sao elas: PL 442/1991, PL 186/2014, PL 595/2015, PL
2.648/2019, PL 4.495/2020.

Tabela 3.2: Projetos de Lei sobre os Jogos de Azar

PL

442/1991 https://www.camara.leg.br/proposicoes Web/fichadetramitacao?idProposicao=15460

186/2014 https://www?25.senado.leg.br/web/atividade/materias/-/materia/117805

595/2015 https://www.camara.leg.br/proposicoes Web/fichadetramitacao?idProposicao=964482

2.648/2019 | https://www25.senado.leg.br/web/atividade/materias/-/materia/136605

4.495/2020. | https://www?25.senado.leg.br/web/atividade/materias/-/materia/144605

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Funcionamento do Jogo do Bicho.

Existem vinte e cinco bichos em sequéncia, do nimero 01 ao 25, cada animal tem
quatro dezenas associadas subsequentes, logo, no total, sao 100 dezenas. O avestruz
€ o primeiro bicho e suas dezenas sao 01, 02, 03 e 04. A vaca, € o ultimo, e suas
dezenas sao 97, 98, 99 e 00. No quadro abaixo, estao detalhados todos os bichos e

suas respectivas dezenas relacionadas ao Jogo do Bicho:

Tabela 3.3: Bichos e suas dezenas

BICHO DEZENAS

01- Avestruz | 01, 02, 03, 04
02- Aguia 05, 06, 07, 08
03- Burro 09,10, 11, 12
04-Borboleta | 13, 14, 15, 16
05- Cachorro | 17, 18, 19, 20
06- Cabra 21,22,23,24
07- Carneiro | 25,26, 27,28
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08- Camelo | 29, 30, 31, 32
09- Cobra 33, 34, 35, 36
10- Coelho | 37, 38, 39, 40
11- Cavalo | 41,42,43,44
12- Elefante | 45, 46, 47, 48
13- Galo 49, 50, 51, 52
14- Gato 53, 54, 55, 56
15- Jacaré 57, 58, 59, 60
16- Leao 61, 62, 63, 64
17- Macaco | 65, 66, 67, 68
18- Porco 69,70, 71,72
19- Pavao 73,74,75, 76
20- Peru 77,78,79, 80
21- Touro 81, 82, 83, 84
22- Tigre 85, 86, 87, 88
23- Urso 89,90, 91, 92
24- Veado 93,94, 95, 96
25- Vaca 97, 98, 99, 00

Fonte: Elaborada pelo autor

Os sorteios do Jogo do Bicho sdo realizados de forma diversa, dependendo da
regido do pais. Alguns lugares adotam a loteria oficial, outros trabalham com loterias
clandestinas e ha aqueles que trabalham com sorteios publicos e transmitidos via
radios e internet. O importante € a garantia da lisura dos sorteios e a confianga no
recebimento do valor do prémio mediante vitoria.

Normalmente sao feitas trés corridas (sorteios) principais durante o dia. As apostas
sdo feitas por apontadores, cambistas, que ficam espalhados pela cidade, em bancas
fixas ou em movimento a procura de seus clientes, os apostadores. Como existem
centenas, quica milhares de bancas de apostas espalhadas pelo Brasil, com uma certa
variagdo de valores dos prémios e nomenclaturas, adotaremos como exemplo neste
trabalho, os valores dos prémios e métodos empregados em uma cidade ficticia, que
chamaremos de Sao Fernando. No que segue, u.m. denotard uma unidade monetaria
fixada.

As apostas sdo feitas em talonarios de papel em duas vias, ficando uma com
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o cambista e a outra entregue como recibo do jogo para o apostador. No recibo,
tem a frase “vale o que estd escrito” essa frase € simbolo da confianga e garantia
do pagamento do prémio por parte do banqueiro e vem sendo utilizada deste a
popularizacao do jogo. Existem ainda, no bilhete, a numeracao do talondrio, data e a
assinatura do apontador, assim como, 0 jogo em Si.

Atualmente, em alguns lugares mais sofisticados, existem maquinetas com aplica-
tivos que substituem os taldes que ja fornecem os resultados, valores a pagar e sao
ligados a internet. Com o avanco da tecnologia bancaria em celulares, as transagoes
via pix e transferéncias bancarias entraram também no radar do jogo, pix, mobile e
internet banking e com a ampla utilizacao de aplicativos de conversas e redes sociais,
muitos jogos sao feitos sem a necessidade da presencga fisica do apostador e apon-
tadores. Ainda, pelo uso da tecnologia, evita-se a necessidade de, momentos antes
do sorteio, os cambistas se reunirem na banca para entregar seus taloes e fazerem os

acertos dos valores a pagar ou receber, em caso de premiagao.
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Figura 3.2: Exemplo de taldo

Fonte: Elaborada pelo autor

O sorteio € feito usando um globo de bingo, desses usados nas loterias oficiais,
com dez bolas numeradas de zero a nove, sdo retiradas, com reposi¢ao, quatro bolas,
formando o milhar correspondente ao primeiro prémio, na sequéncia sao retiradas
mais quatro bolas, com reposi¢ao, formando assim o resultado do segundo prémio
do sorteio, seguindo nessa ordem até que se retire as quatro bolas correspondentes
ao resultado do quinto prémio do jogo. O sorteio do jogo € transmitido pelo radio e

tem seu resultado amplamente divulgado pelos cambistas, populares e inclusive por
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grupos de whatsapp feitos exclusivamente para esse fim. O resultado de uma extracao

do jogo ocorre da seguinte forma:

Figura 3.3: Simulacdo de uma extragdo

EESULTADO:
1:- 2644 =11 - Cavalo
- 53849 =13 - Galo

[t

3:3792=23-Urso
4:9444 =11 - Cavalo
5: 1792 =23 - Urso
26/09/2022

(5eg.) 17:30h

Fonte: Elaborada pelo autor

A dezena de cada prémio indica qual o bicho sorteado, de acordo com a tabela 2.3.
Nesta reproducao de uma extracao tivemos como resultado no 1° prémio (cabeca) o
cavalo, 2° prémio - galo, 3° prémio - urso, 4° prémio - cavalo e no 5° prémio — urso.
Existem diferentes possibilidades de apostas no Jogo do Bicho: podemos fazer um
jogo no grupo, escolhendo um dos bichos, podemos jogar na dezena, na centena, no
milhar, no terno, no duque de grupo, combinado, dentre outros. Na proxima se¢ao
mostramos as varias possibilidades de jogos.

Os jogos podem ser realizados na cabega (1° prémio) ou do 1° ao 5° prémios. Para
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cada jogo, ha chances distintas de vitdria e por isso a remuneracao varia de acordo
com o valor e o tipo de jogo escolhidos. No entanto, optamos por apresentar apenas
alguns jogos mais relevantes, de modo que possamos abordar a parte matematica com

maior énfase, que € o principal objetivo aqui.

3.3 Jogos do Jogo do Bicho

3.3.1 Grupo:

No grupo, vocé pode escolher dentre os vinte e cinco bichos, saindo uma das
dezenas do bicho escolhido, no primeiro prémio, ganha-se vinte vezes o valor apostado.
Essa aposta € a mais simples e foi também a originaria do jogo. Também pode-se
apostar do primeiro ao quinto prémios. Desse modo, o valor apostado € dividido por
cinco e cada prémio valerd de forma individual por um quinto do aporte inicial.

Pegando o resultado apresentado anteriormente como exemplo, digamos que a
aposta foi dez u.m. no cavalo (11) do 1° ao 5°, como o resultado foi dois cavalos,
o valor do prémio serd determinado assim, pegamos os dez u.m., dividimos por
cinco (cinco prémios), depois multiplicamos a quantidade de vezes em que o cavalo
apareceu por vinte, como obtivemos dois cavalos, o valor da premiacao seria de 40

u.m. A forma de representar o grupo no bilhete € um “G”.
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Figura 3.4: Grupo

Fonte: Elaborada pelo autor

3.3.2 Dezena

A dezena € formada pelos dois ultimos digitos de cada prémio, como mostrado
antes, cada bicho tem quatro dezenas e sdo essas que indicam qual o animal escolhido.
A premiacdo da dezena corresponde a sessenta vezes o valor apostado. Como nos
outros jogos, na dezena também ha a possibilidade de se apostar do 1° ao 5° e

aumentar assim as chances de sucesso. A forma de se representar a dezena no canhoto
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¢ um “D”. A forma mais facil de determinar o animal correspondente a uma dezena
dada € dividi-la por quatro e analisar o proximo nimero inteiro, no caso da divisao
resultar um ndmero decimal, ou o proprio nimero da divisdo, se inteiro for. Esse
nimero analisado é um dos 25 animais do grupo. Por exemplo, a dezena 26 quando
dividida por 4 resulta no numero 6,5. Nesse caso, 0 animal correspondente a essa

dezena é o 7(carneiro) o proximo niimero inteiro.

Figura 3.5: Dezena

Fonte: Elaborada pelo autor
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No canhoto acima, a dezena 43 corresponde ao grupo do cavalo.

3.3.3 Centena

A centena € constituida pela formacao dos trés ultimos digitos de cada prémio.
Existem 1000 centenas e em caso de acerto o banqueiro paga quinhentas vezes o valor
apostado. Logo, nesse caso, a expectativa de se ter um resultado favordvel € de 1 para

1000 e o simbolo da centena € um “C”. A centena, como todos os jogos, podem ser
do 1° ao 5°.

Figura 3.6: Centena

Fonte: Elaborada pelo autor
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Acima temos um canhoto, que representa uma centena do jogo.

3.3.4 Milhar

O milhar é formado pelos quatro nimeros sorteados em cada prémio de cada
extracdo do Jogo do Bicho, nesse caso, existem 10.000 milhares e o banqueiro paga
quatro mil vezes o valor apostado, em caso de resultado positivo. Pode-se apostar
também o milhar com centena, deste modo, o valor do aporte é dividido de forma
igual para os dois jogos. No caso de dar somente a centena o ganhador recebe 500
vezes o valor da metade da aposta inicial. Em caso de vitéria no milhar o ganhador
recebe 4500 vezes o valor da metade do aporte inicial. A abreviatura do milhar € um
“M” e do milhar com centena é "MC”.

Existe também uma forma de jogar o milhar com permutacao (pontilhada), ou seja,
escolhemos quatro nimeros e estes podem sair de qualquer ordem que vencemos.
Contudo, temos que achar a quantidade de permutagdes possiveis para esses numeros
e o prémio sera dividido por essas permutacoes. Esse jogo € bem interessante, pois
forca os organizadores e apostadores do jogo a terem uma noc¢ao de permutacoes

simples.
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Figura 3.7: Milhar

Fonte: Elaborada pelo autor

Acima temos um canhoto, que representa um milhar do jogo.

Exemplo 3.3.1. Suponha que uma aposta de 10 u.m. (unidades monetdrias) foi
feita no milhar pontilhado 1123 e que o resultado da extracdo foi 3121. Nesse
caso, a premiagdo serd de 40000 unidades monetdrias, que é 4000 - 10, dividido

pela quantidade de permutacées do milhar 1123, que sdo 12 o que resulta 2% —

12
3333, 33.
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3.3.5 Duque

O duque ¢ feito com uma aposta em dois bichos tendo que sair os dois dentre
os cinco prémios. Aqui o banqueiro paga vinte vezes o valor da aposta em caso de

resultado positivo e seu simbolo € o “DD” ou 0 nome por extenso.

Figura 3.8: Duque

Fonte: Elaborada pelo autor

O canhoto representa o duque borboleta (04) e cavalo (11).
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3.3.6 Terno

No terno apostador joga em trés bichos e estes t€m que aparecer dentre os cinco
prémios. Nesse jogo o banqueiro paga 100 vezes o valor da aposta inicial. Costuma-se

colocar o nome do jogo por extenso no bilhete ou a abreviagao de 7T'.

Figura 3.9: Terno

Fonte: Elaborada pelo autor

O canhoto representa o terno dguia (02), burro (03) e cavalo (11).
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3.3.7 Combinado

No combinado, leva-se em consideracdo a primeira e a segunda dezenas em relacao
a cada prémio. No caso do milhar 2515, por exemplo, temos o combinado de carneiro
com borboleta visto que 25 é dezena de carneiro e 15 de borboleta. Essa aposta premia
com 300 vezes o valor do bilhete. H4 ainda o combinado invertido ou virado em que
a ordem dos dois bichos ndo tem importancia, porém, o valor da premiacao reduz-se
a metade. Tomando o milhar acima, tanto faz apostar no combinado carneiro com
borboleta como borboleta com carneiro, em caso de combinado invertido. A sigla

utilizada para o combinado é CB e se o mesmo for invertido, CBV.

Figura 3.10: Combinado

Fonte: Elaborada pelo autor

40



CAPITULO 3. O JOGO DO BICHO

A figura acima representa um canhoto de um combinado de cavalo (11) e cachorro
(05).

No combinado, assim como nos demais jogos, existe a possibilidade de apostar do
1° ao 5° prémios, nesse caso os valores das premiacdes sao proporcionais as chances

de vitodria.

3.3.8 Passe

No passe, a aposta € em um bicho no primeiro prémio e outro do segundo ao
quinto prémios, nessa ordem, ou seja, € necessario a escolha de um bicho que saird no
primeiro prémio e outro que pode aparecer do segundo ao quinto prémios. Contudo,
ha a possibilidade de inversao, ou seja, a pessoa pode jogar dois bichos e estes t€m que
dar um na cabeca e outro “nos quintos” (como € dito de forma coloquial a hipétese do
segundo ao quinto). Esse tipo de jogo € conhecido como passe virado, sua abreviatura
nos canhotos é PV e o valor da premia¢do € a metade do passe seco. A premiacao do
passe seco, ou seja, o passe escolhendo o da cabeca e o que saira entre o segundo € o

quinto prémios, € de 80 vezes o valor apostado.
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Figura 3.11: Passe

Fonte: Elaborada pelo autor

A figura acima representa um canhoto de um passe de borboleta (04) e cavalo (11).
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Capitulo 4

ANALISE COMBINATORIA

Nesse capitulo apresentamos as no¢des de contagem necessarias para desenvolver
o estudo proposto. Comecamos apresentando um breve resumo da historia das
nocoes de contagem, depois mostramos as defini¢cdes e exemplos sobre o principio
multiplicativo, arranjos, combinacdes e permutagdes. As principais referéncias usadas
na construcao desse capitulo foram (FRANCO, 2020), (MORGADO, 1991) e (SILVA,
CAMPOS E PEREIRA, 2015), além de textos encontrados em outros trabalhos e
dissertagcdes do PROFMAT.

4.1 Histoéria das nocoes de contagem

As nocdes de contagem nasceram naturalmente a partir da necessidade humana de
quantificar e organizar objetos. Desde a antiguidade, o homem tem utilizado métodos
de contagem para identificar e separar determinados utensilios em grupos distintos.
A contagem € uma habilidade bésica que permite aos individuos realizarem tarefas
didria simples como contar o nimero de animais em um curral ou o valor de dinheiro
que se tem no bolso.

A evolugdo da matematica e da teoria da contagem foi influenciada por diferentes
culturas e civiliza¢des, cada uma com seu préoprio sistema numérico e técnicas de
contagem. Na antiguidade, os egipcios e os babilonios desenvolveram sistemas de
escrita numeérica e conceitos matematicos basicos, incluindo a ideia de que a contagem
deve ser realizada de maneira ordenada e sequencial.

Na idade média, a teoria da contagem foi aprimorada pelos matematicos arabes,
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que introduziram conceitos como o zero € o uso de algarismos para representar
numeros. Na Europa Renascentista, a contagem e a Teoria dos Numeros foram
amplamente estudadas por matematicos como Leonardo de Pisa, John Napier e
Blaise Pascal, que desenvolveram métodos para a solu¢cdo de problemas matemaéticos
complexos. Em resumo, as no¢des de contagem evoluiram junto com a humanidade
pela busca de encontrar mecanismos capazes de reduzir o tempo necessario para

realizar determinada tarefa.

4.2 Definicao da Analise Combinatoria

Hoje, as nocoes de contagem e Teoria dos Numeros sao fundamentais para a
Matematica e estao presentes em muitas areas, como a Teoria da Probabilidade, a
Estatistica e a Ciéncia da Computagdo, Teoria dos Grafos, etc. A Teoria da Anélise
Combinatoéria permite que os matematicos estudem conceitos como permutagoes,
combinagdes e fungdes de contagem, que sao importantes para a resolucdo de proble-
mas em varios campos da ciéncia e da tecnologia.

Na nossa pesquisa, dentro da Analise Combinatoria, analisamos 0s conceitos
mais simples do contetido: permutacdes, arranjos, combinac¢des, combinacdes com
repeticdo e outros. Esses assuntos serdo suficientes para resolvermos problemas
envolvendo o Jogo do Bicho e a Mega-Sena. Deixamos temas importantes como o
Principio da Inclusdo-Exclusao, Principio das Gavetas de Dirichlet, Teoria de Ramsey
e Func¢des Geradoras de fora do nosso texto, por razoes que, muito embora faca parte
do curso de Andlise Combinatoéria e que tenham grande valia para a resolug¢ao de
problemas mais avanc¢ados, ndo encontram maiores aplicabilidades para a resolucao
de questdes neste trabalho.

Segundo Morgado (1991), em seu livro sobre Andlise Combinatdria e Probabili-
dade da SBM (Sociedade Brasileira de Matematica), ’de maneira geral, podemos dizer
que a Andlise Combinatdria € a parte da matematica que analisa estruturas e relagoes
discretas. (1991, p1)”. Ainda nesta Colecao do Professor de Matemética da SBM, os
autores falam que existem dois tipos de problemas que ocorrem frequentemente na

Analise Combinatoria, que sao:
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1) Demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos de um conjunto finito

dado e que satisfazem certas condicoes.

2) Contar ou classificar os subconjuntos de um conjunto finito e que satisfazem

certas condi¢Oes dadas.

A Anélise Combinatodria visa definir maneiras que reduzam a necessidade analitica
de contar todos os elementos de forma direta de maneira exaustiva. O método se
utiliza de um procedimento geral que busca agrupar elementos em conjuntos que,
sob certos aspectos, ttm mesmas caracteristicas, ajudando no caso em situagdes que
temos uma quantidade maior de elementos para contar.

Muito embora essas técnicas gerais sejam eficientes e relativamente faceis de com-
preender, bastante sao 0s casos em que serd necessaria uma certa dose de criatividade
para se posicionar no problema de forma arteira, afim de soluciona-lo.

Além dos mecanismos ja citados, usamos o conceito de fatorial de um nimero
natural e do Principio Fundamental da Contagem para auxiliar neste trajeto de busca

por maneiras eficazes de contagem.

4.3 Fatorial de um namero natural

O fatorial de um numero natural € definido como o produto desse numero pelos
seus antecessores até o um. A notacdo do fatorial € dada pelo uso do ponto de

exclamac¢do depois do nimero natural. Em outros termos, definimos indutivamente

1 se n=1
n! =
n-(n—1"!se n>1

para todo n € N.
Existe uma convencdo que atribui o valor 1 a 0!. A seguir, veremos alguns exemplos
que mostram como podemos manipular expressdes que envolvem 0s nimeros no

formato de fatorial.
Exemplo 4.3.1. Temos:
i)b!'=5-4-3-2-1=120;
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i) 10!5?6! _ 5!(10-9~58!-7-6—6) —10-9-8-7-6 = 30234

ii) n! _ n-(n—1)-...(n—p)! _ n(n—1)-....(n—p+1)
p!(n—p)! p!(n—p)! p!

ii)n!l=n-n—1)-...-2-1=n-n—1!'=n-(n—-1) - (n—2)!

4.4 Principio Fundamental da Contagem

Definicao 4.4.1. PFC (Principio Fundamental da Contagem) Se hd I'l maneiras de
tomar uma decisdo D1 e depois de tomada a primeira decisdo existem 1’2 maneiras
de tomar D2 , entdo o niimero de possibilidades de tomar as decisoes D1 e D2

sucessivamente é T'1 - T'2.

Vale dizer que embora a defini¢ao dada para o Principio Fundamental da Contagem
leve em consideracao apenas duas decisodes, por indu¢do no nimero de decisoes,
mostramos que se existem D1, Do, ...D,, decisdes sucessivas a serem tomadas e se 7; é
a quantidade de maneiras de tomar a decisdo D;, parai € {1, 2, ...n}, entdo o nimero
de maneiras de tomar as decisdes Dy, D, ..., D,, sucessivamente € 17 - T - ... - T},.

H4 inimeros exemplos da utilizacdo deste principio, apresentaremos alguns aqui

para melhorar o entendimento.

Exemplo 4.4.1. Luzia saird para jantar com seu esposo e estd com diividas sobre qual
vestimenta deve escolher. Ela tem trés blusas, duas saias e duas sanddlias parecidas.
De quantos modos distintos Luzia pode escolher seu “look”?
Solugao.

Nesse caso, pelo Principio Fundamental da Contagem, Luzia poderd escolher a
blusa de trés maneiras, a saia de duas e a sanddlia de outras duas maneiras. Ou seja,

3 -2 -2 = 12 maneiras distintas de escolher a roupa.

Exemplo 4.4.2. Se existem 10 cambistas e trés corridas didrias do Jogo do Bicho, de
quantos modos distintos pode-se escolher um cambista e um hordrio para apostar?
Solucdo.

Mais uma vez aqui iremos usar o Principio Fundamental da Contagem. O total de
escolhas possiveis é igual a multiplicacdo do niimero de cambistas pela quantidade

de corridas durante o dia, ou seja, 10 - 3 = 30 formas distintas.
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Exemplo 4.4.3. De quantas maneiras podemos escolher cinco bichos distintos do 1°
ao 5° prémios do Jogo do Bicho, nessa ordem?
Solucgao.

Existem 25 maneiras de escolher o primeiro, 24 de escolher o segundo, 23 manei-
ras de escolher o terceiro, 22 formas de escolher o quarto e, finalmente, 21 formas
de escolher o quinto prémio. Portanto hd 25 - 24 - 23 - 22 - 21 = 6375600 maneiras
distintas de escolher cinco bichos diferentes obedecendo a ordem do primeiro ao

quinto prémios.

Exemplo 4.4.4. Quantos sdo os possiveis passes que podemos formar no Jogo do
Bicho?
Solucao.

Como no passe escolhemos um bicho na cabeca e outro do segundo ao quinto,
entdo temos 25 modos de escolher o bicho da cabega e 25 modos de escolher o bicho

que sai do segundo ao quinto prémios: 25 - 25 = 625 possibilidades.

Exemplo 4.4.5. Em uma aposta da Mega-Sena podemos escolher de 6 a 20 dezenas. A
quantidade de dezenas define o tipo e o valor da aposta. Suponha que queremos fazer
uma aposta na segunda-feira e outra na terca-feira. De quantas formas podemos
fazer essas apostas?

Solugdo. Sabemos que podemos marcar de 6 a 20 dezenas em cada aposta. Portanto
temos 15 formas distintas de escolher o tipo de jogo realizado. Entdo o total de

formas de se escolher duas apostas, pelo PFC,

15.15 = 225

4.5 Permutacao Simples

Definicao 4.5.1. Sejam n elementos distintos aq, as, ..., a,. Cada ordenacdo desses n

elementos é chamada de permutacdo simples.

As permutagdes simples referem-se ao fato de podermos mudar a ordem de uma

sequéncia com n objetos e contarmos de forma distinta cada uma delas.
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Tomemos n objetos distintos e queremos saber de quantos modos podemos arruma-
los em fila. Cada fila representa uma permutacao simples. Perceba que temos n
maneiras distintas de escolher o elemento que ocupard a primeira posi¢ao na fila,
n — 1 maneiras distintas de escolher o elemento que ocupard a segunda posicao,
e assim por diante. Para a k—ésima posicdo da fila, teremos n — k + 1 escolhas
possiveis. Na ultima decisdo teremos apenas 1 maneira de escolher o elemento que
ocuparad a ultima posi¢ao. Pelo PF'C, o nimero de permutagdes simples desses n
objetos distintos € dado por n!. Representamos por P, = n! o nimero de permutacdes

simples de n elementos distintos.

Exemplo 4.5.1. Quantos sdo os anagramas da palavra bicho?
Solucao.
Nesse caso, usando a definicdo de permutagoes simples, temos cinco letras distin-

tas, logo teremos 5! = 120 anagramas.

Exemplo 4.5.2. Quantas sdo as permutacoes possiveis do milhar 12547
Solucao.
Nesse caso, como trata-se de mudar a ordem de quatro niimeros distintos podemos

fazer 4! = 24 permutagaes.

Exemplo 4.5.3. De quantas maneiras distintas podemos escolher a ordem do 1 ao 5
prémios dos bichos: Avestruz, Aguia, Porco, Tigre e Vaca?
Solucao.

Mais uma vez podemos utilizar as permutacées simples para resolver esse pro-

blema. Aqui fica 5! = 120, jd que temos b bichos distintos.

Exemplo 4.5.4. Em um sorteio da Mega-Sena as dezenas 01,06,15,33,48,51 foram
sorteadas ndo necessariamente nessa ordem. De quantos modos podemos arrumar
essas seis dezenas de modo que uma delas serd a ordem de sorteio correta?
Solugao.

Sdo 6 dezenas distintas. Portanto, a quantidade de maneiras de arrumd-las é

6! = 720
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4.6 Combinacao Simples

Nas combinacoes simples, temos o interesse em saber o nimero de subconjuntos

com k elementos tomados de um conjunto com n elementos, com k < n.

Definicao 4.6.1. Considere um conjunto com n elementos e k < n. Cada subcon-
junto de k elementos é chamado de combinacdo de n elementos tomados k a k ou

combinagdo simples de classe k dos n objetos distintos.

Denotamos a quantidade de combinacdes de ordem %&£ de um conjunto com n
elementos por C*. A seguir, vamos encontrar uma expressdo para C* em fungio de n
e k.

Exemplo 4.6.1. Considere um conjunto com 6 elementos A = {aq, as, , az, ay, as, ag}.
Vamos determinar a quantidade de combinacoes de classe 3 desse conjunto. Pri-
meiro, vamos determinar de quantas maneiras podemos escolher trés elementos, em
sequéncia, do conjunto A. A primmeira escolha pode ser feita de 6 maneiras distintas,
a escolha do segundo elemento pode ser feita de 5 modos diferentes e a escolha do
terceiro elemento pode ser feita de 4 modos distintos. Pelo principio multiplicativo
temos 6 - 5 - 4 = 120 maneiras distintas de escolhermos 3 elementos do conjunto A,
em sequéncia. Porém, perceba que as escolhas (a1, ay, as); (a1, as, ay); (aq, as, ar);
(a4,a1,as5); (as,aq4,a1) e (as, a1, a4) determinam a mesma combinagdo {ay, a4, as}.
Como cada combinacdo de 3 elementos estd associada a Py = 3! = 6 sequéncias de

trés elementos do conjunto A, temos:

6-5-4
Co = 3

Um raciocinio andlogo pode ser feito para determinar a quantidade de combinagdes

20.

de ordem k£, 1 < k < n, de um conjunto com n elementos. No caso geral

n-n—-1)-..-(n—k+1) n!
Co = k! (n— k)K"

Exemplo 4.6.2. Severino sempre escolhe quatro bichos para jogar no grupo, de
quantos modos distintos Severino pode fazer seu jogo?

Solugao.
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Nesse exemplo, queremos saber quantas combinagoes simples dos vinte e cinco
bichos tomados quatro a quatro podemos fazer.

25! C25-24-23-22-210 25-24-23-22 303600

_ _ - = 12650.
(25 — 4)14! 21141 4.3.2-1 24 650

035 =
Portanto hd 12650 formas distintas de se escolher quatro animais do Jogo do Bicho.

Exemplo 4.6.3. Jodo apontou no bilhete um jogo da Mega-Sena com oito dezenas,
para o seu descontentamento, a lotérica so estava fazendo jogos simples com 6
dezenas. Quantos sdo os jogos simples que Jodo terd que realizar a fim de contemplar
equivalentemente o jogo com oito dezenas?
Solucao.

Para descobrir a quantidade de jogos simples basta fazer a combinagdo das oito
dezenas tomadas 6 a 6. Entdo,
8l

6 : _
s = (8 — 6)!6!

28.

Sdo necessdrios 28 jogos simples para contemplar um jogo com oito dezenas.

4.7 Permutacoes com Repeticoes

Existem também as permutacoes com repeticdes. Estas consistem em analisar as
permutacdes de n elementos, considerando que podem haver elementos repetidos.

Por exemplo, vamos supor que queremos contar quantos anagramas possui a
palavra "URUGUAI”. Queremos obter o numero permutacoes de 7 letras das quais 3
sdoiguaisa U, 1¢éiguala R, 1éiguala G, 1éiguala Ae 1 ¢éigual a /. Para determinar
uma permutacdo dessas letras, vamos arruméa-las em 7 posigdes (, ,, , ,, ., ). O
nimero de modos de escolher as posigdes que ficardo as letras iguais a U é C2. Uma
vez escolhida as posicoes das letras iguais a U, temos 4 possibilidades para posicionar
a letra R. Depois disso, temos 3 modos de escollher o lugar do GG. Seguindo, temos 2
modos de escollher o lugar do A. Apds as escolhas feitas, temos apenas 1 lugar para

posicionar o /. Pelo PF'C, a quantidade de anagramas € dada por

7!
3o —
CF -4l = o =840,
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Para o caso geral, considere n objetos, dos quais o sdo iguais a x1, ao sao iguais
a ra,..., ay SA0 iguais a ry € oy + g + ... + o = n. Para determinar uma permutacao
desses objetos, isto €, uma forma de ordena-los, devemos arrumar esses objetos em
n posicoes. O nimero de modos de escolher os lugares que ficardo os elementos
iguais a x; € C'. Uma vez escolhida as posi¢oes dos elementos iguais a x; temos

Cy?

n—oq

modos de escolher os lugares que ficardo os elementos iguais a xo. Seguindo
dessa forma, para posicionar os elementos iguais a x;, com j € {1,2, ..., k}, consi-
derando que ja foram escolhidas as posi¢des dos elementos iguais a x1, T2, ..., Tj—1
éC,’ = (O =1

n—op—0g—..—Q;_

maneira apenas de posicionar os elementos iguais a xj. Pelo PF'C,

.. No fim desse processo, teremos Cp,*, .. o |

POq,OéQ,...,Oék-: Coq . Ca2 . . Cak

n—og n—o;—og—...— 01

n! (n —aq)! ' (n—a; —as)!

(n —aq)laq! . (n— a1 —ag)las! (n—ay — as — ag)las!

. (n—oa; —ag— ... —ag_1)!
O!Ozk!
n!
ool iasl - ag!

Portanto, a quantidade de permutacdes dos n objetos, dos quais «v; sdo iguais a 1,

(v SA0 1guais a To,..., O sAoiguaisa ry e ay + g+ ... +ap =né

n!

PalaO@v"'vak _
n

Ckl! : 042! R Ozk!-

Exemplo 4.7.1. Quantas sdo as permutagoes possiveis para os milhares 1234, 1123,
1122? E para 1333?

Solugao.

e Para 1234, P, = 4! = 24 possibilidades;

e Para 1123, P} = g—i = 12 possibilidades

« Para 1122, P}” = 2‘,1—;, = 6 possibilidades

« Para 1333, P)' = 3‘,1—1, = 4 possibilidades.
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Exemplo 4.7.2. Com base neste resultado é que podemos encontrar o valor do prémio
de um milhar pontilhado. Quando a aposta vencedora no milhar pontilhado possui
os quatro niimeros distintos, devemos dividir o valor do prémio por 4! = 24, quando
temos trés niimeros distintos, devemos dividir o valor do prémio por ;‘—i = 12, no caso
de dois pares de niimeros repetidos, temos que dividir por 6 e finalmente com trés

ntimeros repetidos, dividimos por 4.

Exemplo 4.7.3. Quantos sdo os anagramas da palavra Mega-Sena que ttmo M e o S
em suas posi¢oes originais?
Solugao.

Como o M e o S permanecem nas suas posigcoes originais, resta fazer os anagramas
das outras 6 letras e observe que as letras e a estdo repetidas entdo, nesse caso, o

niimero de permutagoes é dado por

272 - 6! .

4.8 Arranjos

Definicao 4.8.1. Considere um conjunto A formado por n objetos. Um arranjo de
classe p, 1 < p < n, desses n objetos é uma selecdo ordenada de p elementos do

conjunto A, ndo sendo permitidas repeticoes.

Por exemplo, como escolher dois dias da semana, sendo o primeiro dia para viajar
outro para estudar, dentre os sete? Essa pergunta € carateristica de arranjos. Usaremos
AP para representar a quantidade de arranjos de classe p de n objetos distintos.

Considere um conjunto A com n elementos. Vamos determinar quantos arranjos
simples de classe p podemos formar com os elementos de A. Para construir uma
sequéncias de p elementos de A temos p decisdes a tomar. Existem n modos para
escolha do primeiro elemento da sequéncia. Escolhido o primeiro elemento, existem
n — 1 maneiras de escolher o segundo elemento. Seguindo com as decisdes, para a

p-€sima posi¢ao existem n — p 4 1 possibilidades de escolha. Assim, pelo PF'C

n!

Ap:n-...-(n—erl):m.

n
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Exemplo 4.8.1. Como posso escolher trés bichos para o primeiro, segundo e terceiro
prémios dentre os 25 animais dados?
Solucgao.
Usando a férmula para encontrar a quantidade de arranjos, temos:
25 25-24-23.22

— 25 - 24 - 23 = 13800.
(25 — 3)! 22!

3 _
A25_

Exemplo 4.8.2. De quantos modos podemos escolher um milhar de modo que seus

algarismos sejam distintos?

Solucdo.
Trata-se mais uma vez de um caso cldssico de arranjo. Usando a regra acima,
10!
Aly=————==10-9-8-7 = 5040.
0 (10 — 4)!

4.9 Combinacoes com Repeticao

Considere um conjunto A com n elementos. Uma combinagao completa de classe
p desses elementos, 1 < p < n, € uma escolha de p elementos, distintos ou nao, do
conjunto A.

A combinagdo com repeticdo sugere que se possa ter nos conjuntos das combinagdes
elementos repetidos, ou seja, podemos formar combinac¢des com caracteres repetidos.

Por exemplo, suponha que em uma loja existam 3 tipos de frutas, Sy, S, e Ss.
De quantos modos podemos comprar duas frutas nessa loja? A resposta para essa
pergunta nio é C?, porque uma combinagdo simples ndo admite elementos repetidos.
Devemos determinar os modos de escolher duas frutas, distintas ou nao, dentre os 3

tipos disponiveis. Nesse caso, as escolhas possiveis sao:

Slasl 317‘92
Sa, 59 S1, 53
S3, .93 S, 53

C RP denotard o nimero de combinagdes completas de classe p de n elementos
distintos, ou seja, C'RP € o nimero de modos de escolher p elementos distintos ou

nao entre n elementos dados.
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Vamos determinar C'R? em funcdo de n e p. Considere n objetos distintos,
ai, as, ..., a,. Seja P uma combinacdo completa de ordem p desses elementos. Deno-
taremos por z;(P) a quantidade de elementos iguais a a; em P, para j = 1,2, .., n.

Note que
z1(P) + 22(P) + ... + z,(P) = p.

Seja S, = {(x1,z9,...,x,) € NU{0} : 21 + 22 + ... + x,, = p} 0 conjunto das solu¢des
ndo-negativas da equagdo x; + s + ... + =, = p. E facil ver que a correspondéncia
sugerida acima f : CRE — S,, dada por f(P) = (x1(P),z2(P),...,x,(P)) é
biunivoca. Portanto, C'R? € igual a quantidade de elementos de .5),.

Para determinar o niimero de soluc¢des de S, usaremos as técnicas de contagem
apresentadas. Usaremos o método conhecido como bola traco: cada bola representa
uma unidade no valor da incognita e cada traco € usado para separar duas incognitas.
As solucoes da equagdo sdao dadas pelas arrumacoes em fila desses objetos. Por
exemplo, nocasode n =5ep =3 (x1 + 22 + 3 + 24 + 5 = 3) deveremos ter 4

tracos e 3 bolas. A arrumacdo em fila

Figura 4.1: Sistema bola-traco

Fonte: elaborado pelo autor

representa a solugdo r1 = 1,29 = 0,23 = 2,24 = 0,25 = 0.
No caso geral, (z1 + x2 + ... + £, = p), as solugdes sdo determinadas pelas

arrumacoes em fila de n — 1 tracos e p bolas. Assim,

D _ n—l,p_(”+p_1>!_ p
CRn_Pn—HD—l_ (n_1)|p| - n+p_1 :

Exemplo 4.9.1. De quantas maneiras podemos escolher os cinco bichos que podem
sair em uma extragdo do Jogo do Bicho?

Solucgdo.
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A solucdo desse problema é conseguida usando combinagcoes com repeticdo, visto
que podemos obter resultados com animais repetidos. Nesse caso, temos 25 animais

que serdo postos em 5 posigoes.

25 29-28-27-26-25-24]  29.28-27-26-25
25+5—-1) 2415 ~ 5-4-3-2-1

=29-7-9-13-5 = 118755.

Exemplo 4.9.2. Um apostador precisa realizar trés apostas em uma semana na
Mega-Sena, de quantas maneiras ele pode escolher os dias para apostar?
Solugao.

Podemos usar combinagbes com repeticdo para encontrar o resultado esperado.
Nesse caso sdo sete dias e trés jogos:
9!

Y
(9 — 3)I3!

CR; = Cg =

maneiras.
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Capitulo 5

PROBABILIDADE

Neste capitulo apresentamos as nocoes de probabilidade, um pouco de sua histdria,
conceitos e exercicios envolvento probabilidade e esperanca matemdtica. As principais
referéncias usadas na constru¢ao desse capitulo foram mais uma vez os livros e
trabalhos de Morgado(1991), Franco(2020) e Silva(2015), além de textos encontrados
em outros trabalhos e dissertacobes do PROFMAT j4 citatas anteriormente como

também e referenciadas ao final desse trabalho.

5.1 Um pouco de historia da Probabilidade

A historia da probabilidade comeca com jogos de azar na antiguidade, onde
matematicos, como o grego Antioco de Caryste, desenvolveram teoremas sobre
probabilidade de resultados em jogos como dados. No Renascimento, matematicos
como Gerolamo Cardano e Blaise Pascal estudaram e desenvolveram a Teoria da
Probabilidade ao pesquisar questoes relacionadas a apostas.

Gerolamo Cardano era italiano, médico, matemaético e astrélogo. Sua contribui¢ao
no campo das probabilidades se impds através dos estudos sobre jogos de azar.
Detalhou em seu livro Liber de Ludo Aleae( Livro dos jogos de azar) problemas de
enumeracao e resultados sobre jogos de dados.

Blaise Pascal nasceu na Franga, foi um filésofo, matematico, fisico, inventor e
tedlogo. No campo das probabilidades e Andlise Combinatodria, influenciou com
o desenvolvimento do triangulo aritmético(Triangulo de Pascal) e também estudos

relacionados aos jogos de azar.
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No século XVII, o matematico francés Pierre de Fermat e o fil6sofo inglé€s John
Locke foram importantes contribuidores para a compreensao da probabilidade como
uma disciplina matematica. No século XVIII o matemaético suico Jakob Bernoulli
escreveu um importante trabalho sobre a probabilidade, que foi continuado por seu
irmao Nicolau Bernoulli.

No século XIX, o matematico francé€s Pierre-Simon Laplace consolidou a Teoria da
Probabilidade com sua obra ‘A teoria analitica das probabilidades”. A probabilidade
tornou-se uma ferramenta valiosa em varias areas, incluindo estatistica, economia
e ciéncias da computacdo. Desde entdo, a probabilidade tem sido objeto de estudo
constante e continua a ser uma drea de pesquisa ativa na matematica.

Jakob Bernoulli assim como Nicholas Bernoulli nasceram na Suica e se destacaram
na matematica, principalmente no estudo da probabilidade, pelas suas contribuicoes
com a ligacdo entre probabilidade e a qualidade das informag¢des que formam a base
das estimativas probabilisticas. A principal obra de Jakob Bernoulli € Ars Conjectandi
que reune conhecimentos sobre a historia da probabilidade.

Fermat, nascido na Franga, era magistrado e se dedicou a matematica, fisica e a
poesia de forma nao formal, tratava a matematica como atividade nao principal em
sua vida, mas foi um dos maiores, se nao o maior, matematicos de sua época. Tendo
contribuido em varios campos da matematica, na probabilidade, ele se relacionou
com Pascal através de cartas e tratavam solugdes sobre resultados de jogos de azar e
dados.

5.2 Experimento aleatorio e experimento deterministico

Podemos dividir os experimentos observados em nosso cotidiano em dois tipos:
experimentos aleatdrios e deterministicos. Estes se baseiam na hipétese de se realiza-
dos sob as mesmas condi¢des produzem resultados iguais, aqueles, ditos aleatorios,
se realizados sob as mesmas condi¢des nao conduzem, necessariamente, a resultados

iguais.

Exemplo 5.2.1. O lancamento de uma moeda honesta é um exemplo de experimento

aleatorio. Nesse caso, por mais que facamos o langcamento da moeda de maneira
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igual, jamais teremos a certeza de obter o mesmo resultado.

Exemplo 5.2.2. A velocidade média de um automovel e as leis da fisica sdo exem-
plos de experimentos deterministicos. Se lancarmos sob as mesmas circunstancias

determinado objeto ele caird sempre no mesmo local.

No nosso estudo, vamos trabalhar com os experimentos aleatorios. Apesar de
ndo conhecermos o resultado desses experimentos, temos que ter uma nogao dos
possiveis resultados, para que tenhamos como calcular as chances de ocorréncia

desses experimentos.

5.3 Espaco amostral e eventos

Definicao 5.3.1. O conjunto de todos os resultados possiveis de um determinado
experimento aleatorio é dito espaco amostral e serd representado pela letra grega
omega (). Seja E um subconjunto do espaco amostral (), diremos que E é um

evento. Se o subconjunto E for unitdrio diremos que o evento é elementar.

Exemplo 5.3.1. Os subconjuntos ) (evento certo), ou ) (evento impossivel) séo
exemplos triviais de eventos aleatorios. Considere o experimento aleatério de jogar
um dado e observar o niimero da face virada para cima. Nesse experimento, o espaco
amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}. O evento {1, 3,5} acontece se o niimero mostrado

na face é impar. Sdo exemplos de eventos elementares {1} e {5}.

Seja £/ um evento de um espago amostral, o evento complementar de £ € dado
por B¢ =Q — E.

5.4 Definicao de probabilidade

A probabilidade estudada neste trabalho é dita probabilidade de Laplace, em
homenagem ao grande matematico francés, Pierre Simon Laplace, que publicou em
seu livro ensaios filos6ficos sobre as probabilidades, reproduzido na Cole¢ao do
Professor de Matematica da SBM:

58



CAPITULO 5. PROBABILIDADE

A teoria do azar consiste em reduzir todos os acontecimentos do mesmo género a um
certo niimero de casos igualmente possiveis, ou seja, tais que estejamos igualmente
inseguros sobre sua existéncia, e em determinar o niimero de casos favordveis ao
acontecimento cuja probabilidade é buscada. A razdo deste niimero para o de todos
o0s casos possiveis é a medida dessa probabilidade, a qual é portanto uma fra¢do cujo
numerador é o niimero de casos favordveis e cujo denominador é o niimero de todos

os casos possiveis.(apud MORGADO, 1991, p. 118)

Na defini¢cao de probabilidade que damos a seguir, admitimos que os espacos

amostrais possuem as seguintes propriedades:
1) 2 é finito.

2) ) é equiprovavel, ou seja, os eventos elementares t€m a mesma chance de

ocorréncia.

A defini¢do de probabilidade (de Laplace) consiste no quociente entre 0 nimero
de casos favordveis e o nimero de casos possiveis. Como nota¢ao, temos que dado
um evento F, com m elementos, em um espago amostral {2, que possui n elementos

#(E) _ ndmero de casos favordveis  m

Probabilidade de £ = P(E) = = o
robabilidade de (E) #(Q2)  ndmero de casos possiveis  n

Exemplo 5.4.1. Como consequéncia da definicdo temos algumas propriedades:

a) Para todo evento E, 0 < P(FE) < 1;

b) P(2) =1

¢) P(0) =0

d) Se E e F sdo eventos tais que E N F = (), entdo P(EUF) = P(E) + P(F).

Trabalhamos com alguns exemplos comuns e posteriormente iremos colocar

exercicios sobre o Jogo do Bicho:

Exemplo 5.4.2. No experimento de lancar um dado e observar a face virada para
cima, o espaco amostral é Q) = {1,2,3,4,5,6}. O evento E = {2,4,6} representa a
probabilidade de dar um niimero par. Logo

E 3 1
PE)=T5 =53
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onde P(E) é a probabilidade de dar um niimero par do evento.

Exemplo 5.4.3. Qual a Probabilidade de ndo acertar nenhuma dezena em um sorteio
da Mega-Sena em que o apostador fez uma aposta simples, ou seja, com apenas 6
niimeros?

Solugao.

O espaco amostral nesse exemplo é dado por todos os resultados possiveis, ou
seja, por todas as combinagbes possiveis para uma aposta simples. O niimero de
elementos do espaco amostral é dado por
Co0° = o
(60 — 6)!6!

O numero de possibilidades de ndo sair nenhuma das seis dezenas apostadas é dado
por todas as combinacées das outras 54 dezenas tomadas 6 a 6, ou seja,
54!

Codb = ———
T 7 (54— 6)l6!
Logo, a Probabilidade procurada é

G545 54-53-52-51-50 - 49
 Cs06  60-59-58-57-56-55

Observe que a probabilidade de se acertar pelo menos uma dezena, numa aposta

P

—0,5158 = 51, 58%

simples da Mega-Sena é aproximada as chances de ndo se acertar nenhuma dezena.

Observacao 5.4.1. Existe uma definicdo mais geral de probabilidade. Mostramos
essa definicdo a seguir. Seja ) um conjunto, dizemos que F C P(S2), onde P(£2) o

conjunto formado por todos os subconjuntos de (), é uma sigma-dlgebra se satisfaz:
e Qe F
* Se A € Fentdo A° € F
» Se A; € F,parai € N, entdo | J;-; A; € F

Os conjuntos {0, 2} e P(QY) sdo exemplos triviais de sigma-dlgebra. Dizemos que

uma fungdo P : F — |0, 1] é uma probabilidade se
1- P(Q) = 1;
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2- Para toda sequéncia A, As, ..., A,,... de elementos disjuntos, dois a dois,
P(Uz?il Aj) =21 P(A).
Para mais detalhes sobre essa definicdo mais geral de probabilidade, indicamos a
referéncia [9]. A terna (S, F,P) é chamada de espago de probabilidade. Quando ()
€ finito e equiprovdvel, a probabilidade de Laplace satisfaz trivialmente as condigcoes
(1) e (2) dessa definicao, com F = P(S2). Para analisar os jogos de azar, vamos

considerar sempre a probabilidade de Laplace, definida anteriormente.

Observacao 5.4.2. Seja I/ um evento do espagco amostral (). Indicamos por E¢
o evento complementar de F, ou seja E° = Q \ E. Do exemplo 4.4.1, temos
1=P(Q)=P(EUE") = P(F)+ P(E). Consequentemente P(E‘) =1 — P(E).
Defini¢ao 5.4.1. Dados dois eventos A e B, com P(A) > 0, a probabilidade condici-
onal de B dado A é o nimero P(B/A) = ngé%g).

Exemplo 5.4.4. Em um sorteio do Jogo do Bicho, comumente o apostador pergunta
ao cambista o seu palpite (qual o bicho que o cambista acha que dard). Em um certo
dia, Joana foi apostar e pediu o palpite do cambista que lhe informou acreditar que
daria um dos cinco primeiros bichos, pois jd havia alguns dias que esses animais ndo
apareciam nas premiagoes. Joana jogou em um desses 5 bichos. Sabendo que foi
sorteado um dos 5 bichos no grupo, qual a probabilidade de Joana ter ganhado?
Solugao.

Poderemos aqui trabalhar com o conceito de probabilidade condicional. O espaco
amostral tem 25 bichos no total. Considere o evento B, formado pelo iinico bicho
escolhido por Joana e o evento A formado pelos cinco primeiros bichos. A proba-
bilidade de ocorrer o evento AN B é % A probabilidadde de ocorrer o evento A é
de % Entdo a probabilidade de Joana ganhar no grupo, considerando que um dos

cinco primeiros bichos foi sorteado:

P(AnB) 1
P(B/A) = ——— = —.
(BIA) = =54 =3
A definicdo acima motiva-nos a definir a no¢do de eventos independentes. Quando
a ocorréncia do evento A ndo influencia na ocorréncia do evento B, com P(A) > 0,

temos
P(B/A) = P(B) = P(ANB) = P(A) - P(B).
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Definicao 5.4.2. Dois eventos A e B sdo ditos independentes se P(AN B) = P(A) -
P(B).

Eventos independentes sao aqueles em que um evento para acontecer independe o

outro.

Exemplo 5.4.5. Ao lancarmos um dado e uma moeda honesta, qual a probabilidade
de sair um seis e cara?
Solugao.

Sejam A = evento sair seis no dado e B = sair cara na moeda A probabilidade de
sair o niimero seis no dado é P(A) = § e dar cara na moeda é P(B) = 1, como sdo

eventos independentes, usamos nesse caso a probabilidade de eventos independentes:
1 1 1
P(ANB) =5’ 3= 19
Exemplo 5.4.6. Qual a probabilidade de dar gato na cabeca (primeiro prémio) e
pelo menos um veado do segundo ao quinto prémio em uma corrida (extra¢do ou
sorteio) do Jogo do Bicho?
Solucao.

Aqui, temos dois eventos independentes, quais sejam: evento A — dar gato na
cabeca, evento B- dar pelo menos um veado do segundo ao quinto. A probabilidade

de dar gato na cabeca é
1

pum %.
A probabilidade de dar pelo menos um veado do segundo ao quinto é calculada

P(A)

assim:
25% — 244 H&849

250 390625
Entdo, a probabilidade de dar o gato na cabega e o veado do segundo ao quinto é,

P(B) =

segundo da definicdo de eventos independentes:

1 58849 58849
25 390625 9765625

P(AN B) = P(A) - P(B) = 0,6026%.

aproximadamente.
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3.5 Esperanca ou valor esperado

A esperanca matematica pode ser interpretada de varias formas, pode ser encarada
como uma média, valor esperado, previsao, prego justo, etc. Pensando nessas varias
abordagens e interpretacdes acerca da esperanca matematica, trouxemos um estudo
que envolve varidveis aleatorias discretas em experimentos aleatorios € mostramos

esse modelo probabilistico com enfase nos jogos de azar.

Definicao 5.5.1. Uma varidvel aleatéria X em um espaco de probabilidade (2, F, P)
é uma fungdo X : Q0 — R tal que X1 (—o0, 2] = {y € Q: X(y) < 2} € F para
todo r € R.

Segue diretamente da defini¢éo acima que no espago de probabilidade (2, P(2), P),
toda fungdo f : {2 — R é uma varidvel aleatdria. Se a imagem de X é um conjunto

discreto, diremos que X é uma varidvel aletoria discreta.

Exemplo 5.5.1. Seja A um conjunto finito e ndo-vazio. Considere o jogo de azar
do tipo loteria, que consiste em sortear um elemento do conjunto A. Suponha que o
experimento é equiprovdvel. O espaco amostral é o proprio conjunto A. Sejam v o
valor pago por um jogador para participar do sorteio e p a premiag¢do em caso de
acerto. Nesse contexto, podemos definir a varidvel aleatéria discreta X que associa
a cada b € A o valor ganho ou perdido pelo jogador, caso o elemento sorteado seja
b. Entdo X (b) = p — a, se b foi 0 elemento apostado pelo jogador e X (b) = —a caso

contrdrio.

Definicao 5.5.2. Seja ({2, F, P) um espaco de probabilidade ¢ X : Q) — R uma
varidvel aleatoria discreta. A funcdo que atribui probabilidade a cada um dos

possiveis valores x; assumidos pela varidvel aleatoria X, isto é,
p(z;)) = Plr € Q: X(x) = x;)
€ chamada de funcdo de probabilidade.
Observacao 5.5.1. Veja que
{reQ: Xx)=z}={reQ: X(z)<z}nN{reQ: X(z)>ua},
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{reQ: X() >z} ={xeQ: X(x) <}

{er;X(x)<xi}:©{xEQ:X@)S%_%}

Pela Observagdo 5.4.1 e definicdo de varidvel aleatoria, temos
{reQ: X(x)=u;} € F.
Isto garante a boa definicdo da funcdo de probabilidade.

A esperanca de uma varidvel discreta € o somatorio das multiplicacdes de todas
os valores x}s de uma varidvel X pela sua probabilidade P(X = x;) associada. A
esperanga é denotada por F(X) e trataremos com essa importante ferramenta no
intuito de encontrar o valor esperado de ganho nos resultados dos jogos de azar.

Formalmente,

Definicao 5.5.3. Seja X uma varidvel aleatoria discreta em um espaco de probabili-
dade (2, F, P). Suponha que X assume seus valores em = {x1, T, ..., Ty...}. Seja p
a fungdo de probabilidade. O valor esperado, esperanca matemdtica ou média de X,
denotado por E(X) é definido como

o

i=1
desde que a série seja absolutamente convergente. Caso contrdrio, dizemos que o
valor esperado ndo existe.

Algumas propriedades:

I- A esperanga da soma de varidveis aleatdrias € igual a soma das esperangas dessas
variaveis: E(A+ B) = E(A) + E(B)

II- A esperanca da multiplicagdo de uma constate “c” por uma variavel aleatoria

“A” € igual a constante multiplicada pela esperanca: F(cA) = cE(A).

IIII- A esperanca de uma constante € igual a constante: E(c) = c.
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Observacao 5.5.2. Nas andlises feitas a seguir sobre os jogos de azar que estamos
estudando, sempre consideramos a esperanca calculada sobre a varidvel aleatéria
X que associa a cada elemento do espaco amostral o valor ganho ou perdido pelo
jogador, caso o elemento seja o resultado do sorteio. Por exemplo, suponha que um
jogador apostou 10 u.m. na vaca, na modalidade de subjogo ”grupo”. A premiacado,
em caso de acerto é de 200 vezes o valor apostado. O espaco amostral é formado
pelos 25 bichos. Entdo X (B) = 200 — 10 = 190 se B = vaca e X(B) = —10, caso

contrario.

Exemplo 5.5.2. Como calcular o valor esperado de ganho apostando 10 u.m. na
vaca?
Solucao.

Esse tipo de aposta, no grupo, remunera em caso de vitoria em vinte vezes o valor

apostado. Como existem 25 resultados possiveis, a probabilidade de sair a vaca é

%, e portanto a probabilidade de perdermos é %. Calculando a esperanga ou, nesse
caso, o valor esperado temos: aqui vamos considerar o valor de 190 u.m., que é o
valor recebido em caso de vitoria, multiplicado pela probabilidade de dar a vaca %
Depois somamos com a multiplicacdo de —10, que é o valor que o apostador perde
em caso de derrota, com a probabilidade de derrota que é g—g.
1 24
E(X)=190- 2—5—10 95 = 89,6 = -2 u.m.

Note que a expectativa de ganho é negativa em 2 u.m. Isso significa que apostando
10 u.m. vdrias vezes, temos que a média de prejuizo é de 2 u.m. multiplicada pela
quantidade de vezes apostadas.Tratamos esses valores esperados e a questdo do

preco justo detalhadamente no préximo topico.

Outra aplica¢ao importante para a esperanga € a questao do prec¢o justo. Usando
o exemplo anterior, podemos analisar qual seria o preco justo, x, que o banqueiro
deveria pagar para tornar a aposta equilibrada. Ou seja, para que o apostador e o

banqueiro tenham expectativas de ganho zero. Fazendo E(X) = 0,

1 24
0=(x—10) 3z 10+ 5= = x = 250.
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Entdo, o valor justo para recompensar uma aposta de 10 u.m. jogando no grupo, seria
250 u.m.

Exemplo 5.5.3. Nesse exemplo, vamos considerar o jogo de azar formado por trés
dados. O jogador escolhe um niimero de 1 a 6 e lanca os trés dados. Observa-se
entdo as faces dos trés dados. Se o niimero escolhido pelo jogador aparece nos trés
dados, entdo o jogador ganha 3 u.m. Se o niimero escolhido pelo jogador aparece
exatamente em dois dados, entdo o jogador ganha 2 u.m. Se o niimero escolhido
pelo jogador aparece somente em um dado, entdo o jogador ganha 1 u.m. Caso o
niimero do jogador ndo apareca em nenhum dado, entdo ele perde 1 u.m. Qual o
valor esperado pelo jogador?

Solucao.

Considerando que os dados sdo idénticos, podemos representar o nosso espaco
amostral como o conjunto das ternas (a,b,c), tais que a,b,c € {1,2,3,4,5,6}.
Para encontrar a quantidade de elementos do espagco amostral, pelo principio mul-
tiplicativo, basta multiplicar os resultados possiveis para cada dado. Nesse caso,
6 -6 -6 = 216 possibilidades. Escolhendo um niimero, ele aparece nos trés dados em
somente um resultado, logo a probabilidade de se ganhar o prémio triplicado é de 5 216
Na op¢do em que se ganha somente 1 u.m., temos que a possibilidade de aparecer o
numero escolhido uma vunica vez é de C% . 5% = 75, pois temos 3 maneiras distintas
de posicionar o niimero escolhido na trinca de dados e 52 possibilidades para os
outros dois dados. Sua probabilidade portanto é 2 216 As possibilidades do niimero

escolhido sair em exatamente dois dados é C3 - 5. Logo a probabilidade de se ter a

é 216—75—-15—-1
216 216

Agora para encontrar o valor esperado devemos multiplicar cada probabilidade pelo

premiacdo dobrada é de 2. A probabilidade do jogador perder 1 u.m.

seu respectivo valor de ganho:

75 15 1 125 108 — 125
l =1-—+4+2 - — -1- = = — m.
Valor esperado 216+ 216+3 16 516 716 0,08 u.m

Exemplo 5.5.4. Como podemos calcular o valor esperado de ganho para uma aposta
da Mega-Sena da Virada, com premiacdo estimada em 300 milhées de u.m. onde o
apostador faz uma aposta de 20 dezenas?

Solucao.
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O valor de uma aposta com 20 dezenas ¢ 193800 u.m. A Probabilidade de acertar

as seis dezenas dentre as 20 escolhidas é

C500 1
Cs08 1292
Logo
1 1291
E=(3-10°-1 1 = 14u.m.
(3-10 93800) 1502 93800 1502 38398, 1du.m
aproximadamente.
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Capitulo 6

ANALISE DOS JOGOS SOBRE A OTICA
DA PROBABILIDADE E ESPERANCA

Neste capitulo, trabalhamos as aplicagdes dos conceitos matematicos vistos até
aqui utilizando o Jogo do Bicho. Descriminamos, em cada subjogo, sua probabilidade
de ocorréncia e seu valor esperado e para isso usamos as ferramentas da Analise Com-
binatoria e Probabilidade ja mencionadas no texto. Notamos que praticamente todo o
conteudo do ensino médio que relaciona os problemas de contagem e probabilidade

podem ser apresentados utilizando o Jogo do Bicho ou outro jogo de azar.

6.1 Grupo
A probabilidade de acerto jogando um bicho do grupo é
1
P(G) = —;
(G) =

temos uma chance de vitéria em vinte e cinco possiveis. Note que nao tivemos

maiores dificuldades para determinar o espago amostral e o evento.

Exemplo 6.1.1. Uma aposta de 15 u.m. foi feita no macaco. Calcule a probabilidade
de dar macaco no primeiro prémio. Calcule também a sua esperanca, ou seja, sua
expectativa de ganho.
Solucao.

Observe que aqui é facil encontrar, com tudo que jd foi dito, a probabilidade de

dar macaco. O evento (dar macaco no primeiro prémio) se verifica em apenas uma
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possibilidade, enquanto no espaco amostral sdo vinte e cinco possibilidades, logo:
1

%

Para encontrar o valor esperado, temos que fazer o valor que obteremos em caso de

P(macaco) =

acerto, 300 — 15 = 285 u.m., multiplicado pela probabilidade de acerto e descontar
o valor que perderemos em caso de derrota, 15 u.m., também multiplicado pelo

valor respectivo de sua probabilidade, que serd o complementar de P(macaco),

__ 24

P¢(macaco) = 3.

1 24
E =28-——15-— =—-3 um.
(macaco) o o u.m
Aqui, apostando 15 u.m. no grupo, na cabeca, temos uma expectativa de perder 3

u.m. por aposta no valor de u.m.

Exemplo 6.1.2. Considerando uma aposta de x u.m. na cabeca, o valor esperado é

de
24 T

1
E(x) = (20-x—x)-2—5—x%: 3
E(x) é uma fungdo linear e negativa para todo valor x. Veja, quanto maior o valor de
x menor serd o valor esperado. Suponha agora que seja y - x o prémio recebido, por
uma aposta x. Seja FE(x,y) o valor esperado para uma aposta de x, considerando
que o prémio da aposta vencedora seja yx. Temos
yr — 24 (y —1 24)

o5 ‘25 “\ 25 " 25

E(l'ay) -

Por um cdlculo simples, concluimos que y = 25 é o valor para o qual E(x,y) = 0
para toda aposta x. Ou seja, o banqueiro deveria oferecer 25 vezes o valor da aposta

para ser considerado justo do ponto de vista matemdtico.

Exemplo 6.1.3. Imagine agora que a mesma aposta do item anterior foi realizada do
primeiro ao quinto prémios. Vamos calcular a probabilidade de acerto e também sua
esperanga.
Solucdo.

Como a aposta foi de 15 u.m. do primeiro ao quinto, cada vez que o macaco
aparecer dentre os cinco prémios o apostador ganhard 60 u.m., que é o valor dos 15

u.m. dividido pelos cinco prémios e multiplicado por 20, menos o valor da aposta.
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Para cada sorteio (do primeiro ao quinto prémio), temos 25 possibilidades de
bichos. Pelo principio multiplicativo, a quantidade de elementos do espaco amostral
é dada por:

#Q = 25° = 9765625.

Agora, devemos encontrar o niimero de elementos do evento formado por todas as
extragcoes dos cinco prémios em que aparece pelo menos um macaco. Para encontrar
a quantidade de elementos desse evento devemos dividir nosso problema nos casos:
contar a quantidade de extracdes em que o macaco aparece exatamente uma vez,
exatamente duas, exatamente trés, exatamente quatro e exatamente cinco vezes e

depois somar essas quantidades. Com efeito

* Uma vez: Vamos determinar o niimero de extracdes em que o macaco aparece
exatamente uma vez. Note que o tinico macaco tem 5 possibildades de sorteio.
Uma vez escolhido o sorteio em que aparece o macaco, os outros 4 sorteios

possuem 24 possibilidades de bichos cada. Pelo princicio multiplicativo temos:
C3 - 24* = 1658880.

A probabilidade de sair exatamente um macaco entre os cinco prémios é de

1658880
i |
J765625 10097

aproximadamente, e o valor pago por esse jogo serd 3 - 20 = 60 u.m.

* Duas vezes: Seguindo a mesma ideia do primeiro caso, vamos primeiro escolher
o0s sorteios que estardo os 2 macacos. Essa escolha pode ser feita de C?
maneiras. Os 3 outros sorteios existem 243 possibilidades. Assim, a quantidade

de extracdes em que aparecem exatamente dois macacos é
C2-24° = 10 - 24% = 138240

A probabilidade de aparecer o macaco exatamente duas vezes é de

138240
9765625

aproximadamente e o valor recebido caso apareca dois macacos é de 120 u.m.

= 1,42%
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» Trés vezes:
C32-24% =10 - 24* = 5760
A probabilidade de aparecer o macaco trés vezes é de
5760

9765625
e aqui o valor pago é de 180 u.m.

= 0,05808%

* Quatro vezes:
Ci-24=05-24=120
A probabilidade é de
120

9765625
aproximadamente. O valor do prémio é de 240 u.m.

= 0,00123%.

* Cinco vezes:
5 _
Cr =1
A probabilidade de ocorrer os cinco macacos é
1

9765625
O valor do prémio sdao 300 u.m.

Logo, o evento “sair pelo menos um macaco’tem 1 + 120 + 5760 + 138240 +
1658880 = 1803001 elementos. Agora a probabilidade de acertarmos no macaco é:
1803001

9765625
aproximadamente. Este resultado mostra, por exempo, que é mais fdcil ganhar

P(macaco) = = 18, 46%.

jogando cinco bichos na cabeca do que apenas um do primeiro ao quinto prémio.
Para encontrar o valor esperado, é necessdrio somar os resultados dos produtos
dos valores dos prémios, descontados do valor da aposta, por suas respectivas
probabilidades. Assim, vamos fazer a esperanca dos casos em que o macaco aparece

de uma a cinco vezes:

1658880 138240 5760 120
E 45 2% 5. 220 . 995 . 27
(macaco) = 45~ omeree + 105 - e + 105 - oo T225 - omereos
1 (9765625 — 1803001)
985 . 15 - - _
285 resgos 9765625
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6.2 Dezena

Para calcular o espaco amostral na dezena temos que nos ater ao fato de que o
algarismo das unidades pode ser escolhido de 10 modos e o das dezenas de outros
10 modos. Logo, pelo principio multiplicativo, a quantidade de dezenas possiveis €
10 - 10 = 100.

A probabilidade de acertar uma dezena (no primeiro prémio) é P(D) = -- e o

100
valor da premiacgdo € de 60 vezes o valor apostado.

Exemplo 6.2.1. Vamos calcular o valor esperado de ganho apostando 10 u.m. por 30
dias em cada corrida do Jogo do Bicho.
Solucgao.

Sabendo que sdo trés corridas didrias, no total serdo 90 apostas de 10 u.m. Entdo
iremos calcular o valor esperado para uma aposta e multiplicar o resultado por 90.

Apostando 10 u.m. na dezena, em caso de acertar, o prémio é de 600 u.m., entdo:

1 99

Logo o valor esperado que o apostador perca ao longo de trinta dias é de 90 -4 = 360

u.m.

Exemplo 6.2.2. De maneira geral, para um valor apostado x, tendo como premiagdo
xy, a nossa fungdo do valor esperado E(x,y) é dada por:

xy—x 99z <y— 100)
— =z :

E _ _
=9) = =00~ ~ 100 100

Para que o jogo da dezena seja considerado justo, o y = 100, ou seja, para E(x,y) =
0 deveremos ter v = 0 ou y = 100. Nesse caso, ou ndo se aposta ou o valor da

premiagdo tem que ser multiplicado por 100.

6.3 Centena

Como no caso das dezenas, usaremos o principio multiplicativo para encontrar

o ndmero de elementos do espaco amostral que também € o niimero de centenas
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possiveis: para o algarismo das unidades temos 10 modos, para o das dezenas temos
10 e para o das centenas temos 10 modos. Logo, o resultado é: 10 - 10 - 10 = 1000
casos possiveis. A probabilidade de acertar uma centena (no primeiro prémio) € de

1
1000

e o valor da premiacgdo € de 500 vezes o valor apostado.

P(C)

Exemplo 6.3.1. Vamos determinar o valor esperado de ganho em uma centena cujo
o valor da aposta é de 10 u.m. e essa aposta foi repetida por um ano em todas as
corridas.
Solugao.

Como a aposta foi feita por um ano e em todas as corridas, temos que encontrar o

valor da esperanca e multiplicar por 1095, que é o niimero de apostas feitas em um
ano (de 365 dias).

1 999
(C) = (5000 — 10) 0" <000

- —5.
1000

Nesse caso, o valor esperado depois de um ano é que o apostador tenha perdido
1095 - (=5) = —5475 u.m.

Exemplo 6.3.2. Aqui de forma geral, para um valor x apostado e xy como premiagdo,

temos que o valor esperado buscado como resultado da média, temos:

By = 2900 (V= 00) ()
’ 1000 1000 1000 1000 ’

com y = 1000 como fator multiplicativo para o caso do jogo ser considerado justo.

6.4 Milhar

No milhar, a quantidade de elementos do espagco amostral também € encontrado
usando o principio multiplicativo, ou seja, para o algarismo das unidades, temos
10 possibilidades, para as dezenas mais 10, as centenas 10 e para o algarismo dos
milhares temos mais 10 modos de se escolher. Portanto, o nimero de milhares é
10* = 10000.
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A probabilidade de acertar o milhar no primeiro prémio € de

e o valor da premiagdo € de 4000 vezes o valor apostado.

Exemplo 6.4.1. Vamos calcular a esperanca matemdtica para uma aposta de 12 u.m.
feita por um tempo indeterminado no milhar 1224, essa aposta é pontilhada, ou seja,
na ordem que der os niimeros 1224 ocorre o prémio.
Solucgao.

Como o milhar é pontilhado, vamos dividir o valor da aposta pelo niimero de

permutagées do milhar. Sendo assim, o niimero de permutacdes é P} = 41/2! = 12,

48000 12 9988

- 12. — 7.2 um.
12 ) 0000 2" 10000 & W

Isso significa que o apostador tende a perder, em média 7, 2 u.m. por corrida (sorteio),

numa situagcdo em que o apostador sempre jogue 12 u.m.

Exemplo 6.4.2. Continuando a nossa andlise da forma geral e fazendo analogamente
aos exemplos anteriores para os demais jogos, em uma aposta de x com premiacdo
yx no milhar simples, temos

z(y—1) 9999z ( Y )
E _ _ _ (Y
(%) = 0000~ 10000 — * \T0000 ’

temos aqui que y = 10000 seria o valor do fator multiplicativo para o qual o jogo

seria considerado justo.

6.5 Duque

Para achar a quantidade de extragdes possiveis em que um certo duque aparece,
temos que dividir nosso problema em duas partes: primeiro encontrar a quantidade
de extragdes em que o duque escolhido aparece exatamente uma Unica vez e depois
encontrar a quantidade de extracdes em que aparece duas vezes o mesmo duque.
Calculando dessa forma, teremos maior facilidade quando formos encontrar o valor

esperado, sendo que o duque aparecendo duas vezes no mesmo sorteio, o valor do
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prémio € dobrado. Ja sabemos a quantidade de elementos de nosso espago amostral,
ele aparece no exemplo 6.1.3. O valor € 9765625, esse numero sao as possibilidades de
aparecerem cinco bichos podendo ser repetidos ou ndo do primeiro ao quinto prémio.
Entdo, basta para nds, encontrarmos o nimero de vezes em que um determinado
duque aparece, nosso evento.

Suponha que o duque escolhido seja formado pelos bichos distintos By e Bs.
Vamos contar quantas sdo as possibilidades de sorteios nos quais o par de bichos B; e
B, aparecem exatamente uma Unica vez.

Para melhor entendimento do argumento usado, vamos representar 0 espago amos-
tral {2 associdado a esse problema como o conjunto das listas (x1, z2, T3, T4, T5) tais
que x; representa o bicho do prémio 7. Seja W o evento formado por todos os

elementos de €2 nos quais o par By e B aparece somente uma tnica vez. Seja
Wi ={2z€Q:ni(x) =ieny(zr) =4},

onde ny(x) € a quantidade de vezes em que o bicho B, aparece na extracio x. Note
que
W =W 1UWioUWi3UWi,UWo 1 UWs 1 UWyy

e essa uniao € disjunta. Vamos encontrar a quantidade de elementos do evento
Wi2. Nesse caso, ny = 1 e ng = 2. Podemos escolher Cg’ maneiras distintas trés
posi¢des uma extracdo. Segundo as regras do sorteio, a ordem em que aparecem
os bichos em cada extracao é importante na definicao da extra¢ao. Por exemplo, as
extragoes (_, By, By, , B, ) e (_, By, B1, , B, ) sdo consideradas distintas. Assim,
concluimos que a quantidade de formas que B;, By € By podem aparecer em uma

extragao é
3! 5!

21 21 31
Uma vez escolhidas as posi¢oes de By, By e By, existem 23-23 maneiras de escolher os

P} CE = 30.

bichos das duas posicoes restantes. Assim, pelo principio multiplicativo, a quantidade

de elementos do conjunto W 5 €

#Wy9= P -C2-23-23 =30-23-23 = 15870.
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Analogamente,

41 5l
_ p3. 4, — . —
#Wis =P} 0323 = 5 - 23 = 460,

#Wiy= P C2 =5,
5!
#Wy = Py-C2-23-23-23 =2 ST 233 = 243340,
#Wo1=#Wio, #Wis3=#W31 e #Wi4=Wy;.

Portanto,
HW = #W 1+2H# W o+2H# W, 34+2# W) 4 = 243340+2(15870+460+-5) = 276010.

Seja F' o evento formado por todos os elementos de {2 nos quais o par B; e Bo
aparece duas vezes. Seguindo as mesmas ideias do caso anterior, podemos contar
quantos elementos possui o evento F'. Primeiro, note que podemos escrever o /' como
a unido disjunta

F = W272 U W372 U Wg,g.

Para determinar a quantidade de elementos de 1/ 5, vamos escolher as quatro posi¢des
nas quais ficardo By, By, By, Bo. Podemos escolher de C’§ = 5 maneiras distintas as
quatro posicoes de uma extragao. Observando novamente que a ordem em que apare-
cem os bichos em cada extra¢gdo é importante na definicdo da extragdo, concluimos

que a quantidade de formas que B;, By, Bo, B> podem aparecer em uma extragdo €
Py CE

Para a escolha do bicho que ocupara a posicao restante na extracao de F', pertencente
a I temos 23 possibilidades. Assim, pelo principio multiplicativo, a quantidade de
elementos de F' é

4l 5!
212! 4l

Note que as posi¢des dos elementos de E3 2 sdo ocupadas por By, By, By, Ba, Bs.

# Wy = PP* . CF- 23 = - 23 = 690.

Assim ‘|
_ p32 _ o
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Analgamente
5!

_ p32 _ —
#Wos =157 =55 =

10.
Logo
#F = #W2’2 + #W&Q + 2#W273 = 690 + 10 + 10 = 710.

Portanto,

* A probabilidade de obter pelo menos um duque em uma extracao do Jogo do
Bicho é

#(WUF)  #W+#F 276720
#Q 4 9765625

aproximadamente. Observe também que os eventos £ e F' sdo disjuntos.

P(WUF) =

= 2,8336%

* Para obter o valor mdximo do prémio em uma extracao, o duque apostado deve

aparecer duas vezes na extragdo. Assim, a probabilidade para que isso ocorra é

_H#F 710

P(F)=1"" —
(F) £Q 9765625

= 0,0073%

aproximadamente.

* A probabilidade de se obter exatamente um duque na extracao é

_#E 276010
H#Q 9765625

P(E) = 2,8263%.
Exemplo 6.5.1. Encontre o valor da esperanca matemdtica para o caso do duque,
sendo que o valor da aposta é de 10 u.m.

Solugao.

276010 710 (9765625 — 276720)
(duque) =190 omereos +390 - o os 10 9765625
= —4,32 u.m.

Exemplo 6.5.2. Para se ter a forma geral de encontrar o fator multiplicativo no

duque, devemos trabalhar de forma andloga dos exemplos anteriores, mas atentar
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para ao fato de que quando se tem dois duques o prémio serd dobrado, entdo devemos
proceder da seguinte forma:

276010 a2 1 710 9765625 — 276720
——— + 2(2y — —x

9765625 Y 9765625 9765625 ’

277430y — 9765625
9765625
onde x é o valor apostado e yx serd a premiacdo obtida ao sair um duque na

E(z,y) =x(y — 1)

extragcdo. O valor esperado para vy, afim de que o duque seja considerado justo é de

aproximadamente y = 35, 20.

6.6 Terno

Para acharmos a probabilidade desejada, assim como no caso anterior, vamos
representar o espago amostral {2 associdado a esse problema como o conjunto das
listas (1, 2, T3, T4, T5) tais que x; representa o bicho do prémio i. Sejam By, Bs e
B3 bichos distintos. Vamos determinar a probabilidade de sair esse terno em uma
extracao do Jogo do Bicho. Seja W o evento formado por todos os elementos de €

nos quais o par B, By e B3 aparece. Seja
Wiir=A{x € Q:ni(z) =1i,ne(z) = jens(x) =k}

onde n; () € a quantidade de vezes em que o bicho By, aparece na extragdo x. Temos
1+ 7+ k < 5. Note que

W =Wi11UWia1 UWi120UWo11 UWoo1 UWoqoUWao.

O nimero de elementos ) é 25° = 9765625. Para calcular o nimero de elemtos de
cada conjunto IW; ; ;. vamos proceder como na se¢do anterior. Para o conjunto W 21
temos n; = 1, no = 2 e n3 = 1. Podemos escolher de C’g“ = 5 maneiras distintas as
quatro posicoes de uma extracdo. Notando que a ordem em que aparecem os bichos
em cada extracdo € importante na definicdo da extracao, concluimos assim que a
quantidade de formas que B, Bs, By € B3 podem aparecer em uma extracao €
4! 5!

2 4l
78
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Para a escolha do bicho que ocupard a posicao restante na extragao de WV, pertencente
a W 21 temos 22 possibilidades. Assim, pelo principio multiplicativo, a quantidade

de elementos de W 9 €
# W11 = Pp% - 60 - 22 = 1320.
Usando as mesmas ideias concluimos que
#Wio1 = #Wi12 = #Wso11 = 1320,
#Wiq1 = Py~ C2-22-22 = 4840

5!

#Woo1 = #Wiss = #Wa 1o = P! = or. 2l

30.

Assim
#W = #WLLl +3- #WLQJ +3- #WZ,QJ =4840 + 3 - (1320 + 30) = 8890.

Entao, a probabilidadde de sair o terno B;, B, B3 em uma extracao do jogo €:

_#W 8890

P(W) = -
(W) 4O 9765625

= 0,091%,

aproximadamente. No terno o valor da premiacao € 100 vezes o valor apostado.

Exemplo 6.6.1. Ache a expectativa de ganho por aposta arriscando 1 u.m. em um
terno por um vdrias corridas.

Solucgao.

8890 9765625 — 8890

E(T — . P(T —1.P¢(t — : -
(Terno) =99 - P(Terno)=1.P*(terno) =99 - o=ere e —— s

= —0,909 um.

aproximadamente.

Exemplo 6.6.2. Tratando de forma andloga aos outros exemplos, para um certo valor

apostado x e uma premiacdo x - v, teremos como valor esperado:

8890 x9765625 — 8390 x8890y — 9765625
9765625 9765625 B 9765625 '
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Nesse caso para que o jogo do terno seja considerado justo, a banca teria que pagar
1098, 50 vezes o valor apostado, ao invés das 300 vezes atuais. Isso mostra o cardter
desleal que o jogo pratica e ainda a maneira desorganizada em que se foi criando e
atribuindo valores as premiagcoes sem que houvessem qualquer padronizacdo entre

as chances de vitoria e os valores das premiacoes.

6.7 Combinado

Para encontrarmos o espaco amostral devemos proceder usando mais uma vez o
Principio Fundamental da Contagem, sabendo que existem 25 formas de escolher o
bicho dos dois primeiros nimeros do milhar e mais 25 maneiras de escolher o bicho
da segunda dezena, entdo o nimero de possibilidades de ter um combinado € 625.
Como a ordem importa para o caso do combinado, ndo podemos dividir o resultado.
O valor da premiacgado € de 300 vezes o valor apostado. A probabilidade de acertar o
combinado do primeiro prémio de uma extracao €:

1
= o

Exemplo 6.7.1. Vamos achar aqui a expectativa média de ganho em uma aposta de

P(C)

combinado virado, considerando que a aposta foi feita em bichos distintos e valor
apostado é de 10 u.m.
Solugao.

Lembre-se que no combinado virado o valor da premiacdo é 150 vezes o valor

apostado. Com isso

2 623
E =1490 - —10- — = —5.2 u.m..
(cV) 90 = 0 . 5,2 um

Para se ter, nesse exemplo, a maneira geral que calcula a funcdo E(x,y), com

representando o valor apostado e xy a premiagdo vinculada a aposta x, temos:

2 623 2y — 625
xr .

E(x,y) = vy = 2)gor = oo = 00

Para se ter um jogo justo, o valor de E(z,y) = 0, logo y = 312, 5.
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6.8 Passe

Para encontrarmos a probabilidade no passe, usaremos o conceito de probabilidades
independentes. Seja (B1, Bs) um passe, sendo B; o bicho do primeiro prémio e Bo
o bicho escolhido para aposta do segundo ao quinto prémio. Vamos calcular a
probabilidade do passe aparecer em uma extracao do jogo. Para o bicho da cabeca,
temos que a probabilidade € %, ja que temos 25 bichos disponiveis, para escolher um
deles. Considere o espaco amostral {2’ formado pelos resultados possiveis do segundo,
terceiro, quarto e quinto prémio. Esse conjunto possui 25% elementos. Seja W C ' o

evento: aparecer o bicho B;. Observe que
HW = #Q0 — #W° = 25 — 24* = 58849,

onde W¢ é formado por todos os elementos de €2’ que ndo possuem o bicho By, como

sendo um dos prémios. A quantidade Portanto, a probabilidade de sair o By do

58849
390625 °

E agora nossa probabilidade de acontecer o passe (B1, Bs)é a multiplicagdo das

segundo ao quinto €

duas probabilidades:
1 58849 58849

25 390625 9765625
aproximadamente. O valor da premia¢do no passe € de 80 vezes o valor apostado.

P(passe) = =0, 6026%

Exemplo 6.8.1. A probabilidade de ocorrer o passe virado é calculada da seguinte
forma. Tome dois bichos By, Bs de forma que eles sejam os bichos da aposta de um
passe virado. Como sdo cinco prémios e no passe virado um dos bichos tem que
aparecer na cabega e o outro do segundo ao quinto prémios, entdo vamos separar os
casos em que By sai no primeiro prémio e By do segundo ao quinto e depois inverter
as posicoes ou multiplicar por 2, jd que as chances sdo as mesmas, de By aparecer
no primeiro prémio e B do segundo ao quinto. Como B, tem que sair na cabeca, s
existe uma possibilidade para o primeiro prémio. Para achar as possibilidades de
sair By nos demais prémios, devemos tomar todas as possibilidades que sdo 25* e
subtrair as vezes em que ndo ocorre By que sdo 24*. Portanto, a probabilidade de
sair um passe virado é:
2.(25% — 24%)

255
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Exemplo 6.8.2. Calcule o valor do ganho esperado médio para uma aposta de 10
u.m., em um passe virado, cuja aposta seja repetida por vdrias vezes.

Solucgao.

800 10) 117698 9765625 — 117698
2 9765625 9765625

aproximadamente. Fazendo o cdlculo geral para um certo valor de x apostado e um

E(P)=( =517 um..

valor de premiagdo ', temos como resultado esperado:

xy ) 117698 x9647927 B x58849y — 9647927
2 9765625 9765625 9765625

O valor de y para que o passe virado seja considerado justo é aproximadamente

E(I’,y) :(

163,94 ou seja, para ser justo o passe virado tem que pagar oitenta e duas vezes o

valor apostado.
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Capitulo 7

PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA
PARA O ENSINO DE PROBABILIDADE
USANDO UM JOGO DE AZAR

Neste capitulo apresentamos duas propostas de sequéncias didéticas usando jogos
de azar conhecidos e de ampla aplicacdo dos conteudos de Analise Combinatdria
e Probabilidade. Essas Sequéncias servem como produto educacional capaz de
potencializar o processo de aprendizagem e dinamizam as aulas de modo que alunos

tenham maior interesse e participem ativamente desse processo.

7.1 Proposta de sequéncia didatica para o ensino Basico usando
um jogo do azar
* Tema: A Mega-Sena no ensino da probabilidade.
* Piblico: Alunos da segunda série do ensino médio.

* Tempo de duracao: 10 horas-aula de 50 minutos cada aula.

* Habilidades BNCC: (EM13MAT310); (EM13MAT311); (EM13MAT312) que

fazem parte da competéncia especifica 3.

— (EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo

agrupamentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios

83



CAPITULO 7. PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE
PROBABILIDADE USANDO UM JOGO DE AZAR

multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama

de arvore.

— (EM13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatorios,
realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas

que envolvem o célculo da probabilidade.
— (EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o cdlculo de
probabilidade de eventos em experimentos aleatorios sucessivos.
* Contetidos matematicos explorados: Anélise Combinatéria e probabilidade.
* Objetivos:

— Entender o funcionamento do jogo.

— Desenvolver habilidades em resolu¢ao de problemas de contagem e proba-
bilidade.

— Desenvolver capacidade de raciocinar de forma légica e organizada.
— Praticar a interacdo e um comportamento dedutivo.

— Saber aplicar os conhecimentos de probabilidade em situagdes do cotidiano.
* Material utilizado:

— Material ilustrativos e volantes do jogo.

— Um globo de brinquedo para realizar os sorteios com bolas numeradas do
01 ao 60.

— Um datashow para apresentagdo dos slides.

— Materiais escolares como: lapis, papel, régua, etc.

* Organizacao da turma: A turma serd posta de forma que cada aluno possa

fazer 20 apostas de 20 dezenas.
* Dificuldades esperadas:

— No entendimento do funcionamento do jogo.

— No preenchimento dos cem jogos de maneira distinta.
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— Terdo uma certa dificuldade para encontrar a probabilidade de acertar jo-

gando nas diversas op¢oes de aposta.

7.1.1 Desenvolvimento

Primeira etapa

Duracao: 2 horas-aula.

Metodologia: Apresentar, através de videos e pesquisas na internet, da histéria dos
jogos de azar e especificamente, do jogo da Mega-Sena, mostrando a importancia
dos jogos para a constru¢cao dos conceitos de probabilidade e Analise Combinatoria.
Essa introducgao tratard do surgimento da probabilidade desde as cartas trocadas entre
Pascal e Fermat até situacOes mais atuais como do uso na computacao e estatistica.
Fazer também uma abordagem sobre os contetudos ja estudados de Analise Combi-
natdria e probabilidade, para que possamos ter um ponto de partida com relacdo a

conhecimentos prévios.

Segunda etapa

Duracao: 3 horas-aula.

Metodologia: Nessa etapa, apresentamos de forma especifica a Mega-Sena, sua
evolucao ao longo do tempo, seus aspectos econOmicos, vamos mostrar todas as
formas de apostas que podemos fazer e construir uma tabela de dados dos nimeros
mais sorteados e discutir seus aspectos mais populares como o jogo de azar mais
conhecido do Brasil. Tratamos dos valores das apostas e de suas possibilidades de
apostas e da forma de vencer o jogo acertando quatro, cinco ou seis numeros. Aqui,
usamos apresentacoes de slides com o formato do jogo e disponibilizamos volantes
dos jogos onde podemos encontrar varias informagdes sobre o jogo.

A Mega-Sena € o jogo de azar mais conhecido e popular do pais. Esse jogo paga
milhdes aos seus ganhadores e alimenta o sonho de grande parte da populacdo em
se tornar milionaria. O jogo € administrado pela Caixa Economica FederalFederal e
seus sorteios acontecem duas vezes por semana.

O jogo consiste em acertar 6 dezenas das 60 possiveis no volante. Quem consegue
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acertar cinco ou quatro dezenas também obtém premiac¢ao. No volante, € possivel
apostar entre 6 e 20 dezenas, modificando o valor da aposta na propor¢ao em que
aumenta suas chances de €xito no concurso da Mega-Sena. Outra op¢ao que € posta
no volante € o fato de poder apostar de forma aleatoria (Surpresinha), ou seja, o
proprio computador faz os jogos de forma independente e diversa e ainda existe a
possibilidade da Teimosinha, que consiste em fazer o mesmo jogo por mais de um
concurso consecutivo, no caso, dois, quatro ou oito.

Normalmente sao realizados dois sorteios semanais as quartas e sdbados, mas em
alguns casos pré-estabelecidos sao efetuados trés. Os sorteios sao feitos utilizando um
globo com bolas numeradas do 1 ao 60 e as seis dezenas sao retiradas em sequéncia,
sem reposi¢cdo. Os locais dos sorteios sao determinados pela Caixa Econdomica Federal
e comumente sO sao aceitas apostas até as 19 horas do dia do sorteio.

Outro ponto que merece destacar € a composicao ou a partilha das apostas. O valor
destinado para a premiacao corresponde a apenas 43, 35% do valor total arrecadado
com as apostas, destes 35% € destinado aos ganhadores das seis dezenas, 19% para
quem acerta as cinco dezenas, 19% para dividir para quem acerta quatro, 22% acumula
para os ganhadores das seis dezenas dos concursos que terminam em 0 ou 5 e 5%
¢ juntado o ano inteiro para realiza¢ao do grande concurso da Mega da Virada, um
sorteio que € feito todo ano no ultimo dia do ano e que normalmente tem a maior
premiagdo do ano. Os outros 56, 65% da arrecadagdo bruta vao para a receita federal,
programas sociais e para a caixa custear o jogo. Os ganhadores t€ém até 90 dias para
solicitar o valor da premia¢ao, caso nao aparegam no prazo, o valor € destinado ao
crédito estudantil do governo federal (Fies).

Esse concurso, Mega da Virada, além de ter um periodo maior para se apostar,
normalmente comecam em novembro suas apostas e ainda termina em 0 ou 5, juntando
a isso o acimulo do valor de 5% de toda premiagdo durante o ano para esse concurso.
Especificamente, nesse sorteio, o valor nao acumula, ou seja, se ndo tiver ganhador
nas seis dezenas o prémio serd dividido para os apostadores que acertaram cinco e se
ainda nao tiver, divide para os que acertaram quatro dezenas. Normalmente, na Mega
da Virada, o prémio passa com facilidade dos 200 milhdes de u.m.

Outra modalidade possivel na Mega-Sena € a opcdao de comprar um bolao, que
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¢ uma cota de um jogo onde normalmente se faz uma aposta em varias dezenas,
aumentando assim as chances de vitdria. Essa op¢ao rateia o valor da aposta entre os
apostadores e cada um fica com um bilhete para sacar sua parte da premiagdao em caso
de sucesso. Nessa modalidade, ndo existe necessariamente a familiaridade ou ligagao
entre os apostadores, visto que o bolao € organizado pelo estabelecimento comercial,
a lotérica.

Nossa primeira tabela tras o percentual de distribui¢do do valor das apostas para

todos os seguimentos beneficiados com partilha do faturamento da Mega-Sena.
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Tabela 7.1: Distribuicao dos valores das apostas

Prognosticos Numéricos Percentual
Prémio Bruto 43.35%
Seguridade Social 17,32%
Fundo Nacional da Cultura — FNC 2,92%
Fundo Penitenciario Nacional - FUNPEN 1%
Fundo Nacional de Seguranga Pablica — FNSP 9,26%
Ministério do Esporte (Ministério da Cidadania) 2,46%
Fenaclubes 0,01%
Secretarias de esporte, ou 6rgaos equivalentes, 1%
dos Estados e do Distrito Federal
Comité Brasileiro de Clubes — CBC 0,46%
Comité Brasileiro de Clubes Paralimpicos — CBCP 0,07%
Confederagao Brasileira do Desporto Escolar —- CBDE 0,22%
Confederacao Brasileira do Desporto Universitario — CBDU 0,11%
Comité Olimpico do Brasil - COB 1,73%
Comité Paralimpico Brasileiro — CPB 0,96%
Despesas de custeio e manutencao:
Comissao dos lotéricos* - 8,61% 19.13%

Custeio de despesas operacionais - 9,57%
Fundo de Desenvolvimento de Loterias - FDL - 0,95%
Total — CPB 100%

Comissao dos lotéricos referente as vendas nos Canais

. 4,00%
Eletronicos

Fonte: caixa.gov.br

Essa tabela é importante para demonstrar que muitas entidades desportivas e até
do governo faturam muito com as apostas. Para o emprego em sala de aula, € bastante
proveitoso para entender bem situacdes hipotéticas em que tenhamos condi¢oes de
fazer todos os jogos da Mega-Sena e quanto desse valor apostado incrementa 0 novo
valor do prémio.

A nossa proxima figura mostra um volante do jogo da Mega-Sena, o jogo €
feito marcando de 6 a 20 posicoes dentre as 60 disponiveis. Esse nimero mudou
recentemente, antes sO se podia jogar no maximo em 15 nimeros e o valor das apostas

foram atualizadas ha pouco tempo também. A outra figura representa o comprovante
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de aposta dado pela lotérica no momento da aposta. Nesse comprovante hd os nimeros
da aposta e a opcao de tornd-lo ao portador, colocando o nome e CPF do apostador no
verso do comprovante. Assim, s6 quem estiver descrito no canhoto, podera receber a

premiacao em caso de vitoria.

Figura 7.1: Comprovante de aposta
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Esse proximo quadro, traz a quantidade de dezenas possiveis de apostar, os valores
correspondentes de cada aposta e o numero de apostas distintas possiveis em cada

jogo, além da probabilidade de acerto.

Tabela 7.2: Probabilidade de acerto na Mega-Sena

Quantidade de n° jogados | Valor de aposta | Probabilidade de acerto (1 em)
Sena Quina | Quadra
6 5,00 50.063.860 | 154.518 | 2.332
7 35,00 7.151.980 | 44.981 | 1.038
8 140,00 1.787.995 | 17.192 539
9 420,00 595.998 7.791 312
10 1.050,00 238.399 3.973 195
11 2.310,00 108.363 2211 129
12 4.620,00 54.182 1.317 90
13 8.580,00 29.175 828 65
14 15.015,00 16.671 544 48
15 25.025,00 10.003 370 37
16 40.040,00 6.252 260 29
17 61.880,00 4.045 188 23
18 92.820,00 2.697 139 19
19 135.660,00 1.845 105 16
20 193.800,00 1.292 81 13

Fonte: caixa.gov.br

Nesse proximo quadro teremos a quantidade de quinas e quadras que consequen-
temente ganhamos em caso de vitoria acertando os seis nimeros em cada diferente

valor apostado.
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Tabela 7.3: Quinas e quadras ganhas acertando 6 dezenas

Apostas 6 nimeros 5 numeros 4 ntimeros
Quar?tldade de Sena | Quina | Quadra | Quina | Quadra | Quadra
jogados
6 1 0 0 1 0
7 1 6 0 2 5 3
8 1 12 15 3 15
9 1 18 45 4 30 10
10 1 24 90 5 50 15
11 1 30 150 6 75 21
12 1 36 225 7 105 28
13 1 42 315 8 140 36
14 1 48 420 9 180 45
15 1 54 540 10 225 55
16 1 60 675 11 275 66
17 1 66 825 12 330 78
18 1 72 990 13 390 91
19 1 78 1.170 14 455 105
20 1 84 1.365 15 525 120

Fonte: caixa.gov.br

Essa tabela traz importantes resultados a respeito dos jogos. A primeira coluna
mostra a quantidade de dezenas apostadas, a segunda corresponde aos resultados
de quando se acerta seis dezenas, a terceira quando se acerta cinco dezenas e a
quarta quando se acerta quatro. Ela mostra que numa aposta simples, quando se
faz somente seis dezenas, o ganhador da sena nao recebe como premiacao a quina e
quadra correspondentes, como também, acertando a quina, nao se tem como prémio a
quadra correspondente de uma aposta simples. Porém, a partir de uma aposta com sete
dezenas faz-se a conversao em jogos simples e calcula-se o nimero de combinacoes
de resultados para cada jogo. Vamos dar, como exemplo, a linha 5 da tabela, ou seja,
quando se faz uma aposta em 8 dezenas. Acertando nesse exemplo as seis dezenas
obtemos o prémio de uma sena, 12 quinas e 15 quadras. O ndmero de apostas simples
que correspondem a uma aposta de 8 dezenas é C¢ = 28. Portando, apostar em

oito dezenas € o mesmo que fazer 28 jogos simples. Como nessa parte da tabela
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estamos considerando que o apostador fez a sena, devemos descontar desse total o
jogo simples em que ele acertou todos os seis possiveis resultados. Restando assim 27
jogos simples, agora para se achar o numero de quinas, deveremos descontar desses
27 jogos simples as vezes em que os dois nimeros que nao foram sorteados aparecem
juntos nessas 27 possibilidades. A quantidade de apostas simples em que aparecem
os dois nimeros nao sorteados é Cg = 15. Entao, o numero de quinas vitoriosas,
descontado a sena vitoriosa, € de 27 — 15 = 12. Para se achar a quantidade de quadras,
devemos descontar dos 28 jogos possiveis a aposta que acertou os seis jJogos € as 12
apostas que acertaram a quina, logo restam as 15 possibilidades.

Concluindo essa segunda etapa, fazemos uma anélise e resumimos 0s principais
conceitos e entendimentos adquiridos sobre o0 jogo e suas principais ideias. Vamos
buscar avaliar se a turma desenvolveu o conhecimento necessario para que possamos
elaborar questdes voltadas ao jogo. Faremos um questiondrio com as principais temas
sobre 0 jogo e resolveremos em sala de forma a sanar quaisquer eventuais davidas

existentes.

Terceira etapa

Duracao: 4 horas-aula.

Metodologia: Nessa etapa, introduzimos problemas e exercicios que tratam do tema
da Mega-Sena e procuramos encontrar e discutir diferentes resolugdes para 0 mesmo
problema de forma a trabalhar o ensino de Andlise Combinatoria e Probabilidade de
maneira abrangente para que os alunos possam raciocinar de modo mais livre, sem

amarracoes mecanicas, com emprego de modos distintos de se pensar a questao.

Exemplo 7.1.1. Comecamos com a pergunta natural de quem joga na Mega-Sena
de forma inicial. Qual a chance de tirar o prémio principal jogando a aposta mais
simples, a aposta em seis dezenas?

Solucd@o 1. Em uma aposta simples jogamos seis dezenas e obtemos resultado
positivo se exatamente essas seis dezenas sairem. Como o resultado ndo considera
a ordem com a qual as dezenas saem, podemos naturalmente imaginar o espaco
amostral formado por todos os conjuntos que possuem 6 dezenas dentre as possiveis

de serem sorteadas. A quantidade de elementos desse espaco amostral é dada por
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uma combinagdo simples onde temos 60 dezenas possiveis para escolha de 6 delas.
Desse modo,

60! _ 60-59-58-57-56-55-54!  60-59 58575655
(60 — 6)!6! 5416!  6-5-4-3-2-1

6 _
060_

= 50063860.

Portanto, temos uma chance em 50.063.860 casos possiveis.
Solucdo 2. Podemos resolver também utilizando probabilidades independentes: a
6

probabilidade de acertarmos a primeira bola é P, = ¢ . A probabilidade de

acertarmos a segunda bola que saird no globo é P, = % . A probabilidade de
acertarmos a terceira bola que saird é P3 = % . A probabilidade de acertarmos
a quarta bola é P, = % A probabilidade de acertarmos a quinta é Ps = % LA
probabilidade de acertarmos a sexta bola, depois de jd ter saido outras cinco bolas,
é Py = 5—15 Logo, como os eventos sdo independentes:

6 5 4 3 2 1 1
P=P-P-P-P,-Py-Py=— —— . — -

Portanto, essa possibilidade nos dd outra forma de chegar ao mesmo resultado.
Podemos utilizar esse exemplo para fazer uma reflexdo com os alunos sobre o
entendimento do conceito de combinacdo simples. Podemos discutir, por exemplo, a

diferenca entre arranjos simples e combinagdo simples.

Exemplo 7.1.2. Vamos procurar agora a probabilidade de acertarmos na Mega-Sena
jogando todas as vinte dezenas possiveis.
Solucdo 1. Mais uma vez podemos trabalhar com a combinacdo simples ou fazer
através do uso dos eventos independentes. Com efeito, usando a combinacdo devemos
encontrar a quantidade de jogos com seis dezenas distintas em possiveis 20 dezenas,
ou seja, precisamos encontrar o nimero de combinagoes 0260.

20! 20-19-18-17-16-15
(20—6)16! 6-5-4-3-2-1

Logo, desse modo, temos 38760 chances de acertar as seis dezenas sorteadas de um

CS, = — 38760.

total de 50063860. Nossa probabilidade buscada para o evento jogar 20 dezenas
P(20):
38760

P(20) = ——=—=—= =0,00077 = 0,077
(20) 50063860 ’ ,077%,
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aproximadamente.

Solucdo 2. Agora podemos usar mais uma vez a no¢do de eventos independentes:

20
60"

Para o evento sair a bola 2, a probabilidade é dada por: P(2) = % , por jd haver

sabemos que para o evento sair a bola 1, a probabilidade é dada por: P(1) =

saido uma das bolas. Para o evento sair a bola 3, a probabilidade é dada por:
P(3) = %, por jd haver saido duas outras bolas anteriormente. Para o evento sair
bola 4, temos a probabilidade P(4) = % . Para o evento sair bola 5, ou sair a quinta
bola, a probabilidade é: P(5) = %. Para o evento sair a sexta bola, o resultado é
dado por: P(6) = % Logo a probabilidade buscada é a intersecdo de todos os seis
eventos que é justamente sair as seis bolas que dardo a premiagdo esperada.

20 19 18 17 16 15

P =P(1)-P(2)- P(3)- P(4)- P(5)- P(6) = o - = o = - o

= 0,00077 = 0,077%,
aproximadamente.

Exemplo 7.1.3. Neste exemplo, tratamos da Mega da Virada, pois é um concurso
que ndo acumula e sempre termina em zero ou em cinco, o que permite todo o
valor destinado a premiacdo ficar para o préprio concurso. Supomos também que o
apostador seja um individuo com muitos recursos disponiveis. Procuramos o valor
minimo de premiacdo para o qual a partir desse valor o jogo fica lucrativo para
quem acertar as seis dezenas. Essa questdo serd um pouco longa, no entanto, trard
bastante conteiido e riqueza de conhecimentos em vdrios temas da matemdtica e do
jogo em si.

Primeiro, levantamos o valor gasto para se apostar em todas as possiveis combinagoes
de resultado: o valor do jogo simples é de 5 reais. Jd sabemos que tanto faz jogar em
50063760 possiveis combinagoes simples de seis dezenas, como jogar em 20 dezenas
por jogo, jd que os valores das apostas sdo proporcionais ao niimero de chances de
vitoria. Para encontrar o valor da premiagdo para o qual a partir dele obteremos
lucro em caso de vitoria vinica na Mega-Sena, basta multiplicar o valor de 5 reais

pelo total de jogos.

Valor premiacdo = 5 - 50063860 = 250.319.300 reais
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Sabemos que do valor bruto apostado apenas 43, 35% fica para premiagdo do
concurso, ou seja, apostando em todos os resultados possiveis, teremos o valor de
0,4335-250319300 = 10851341655 revertidos para a premiacdo. Entdo, se o prémio
anunciado estiver superior a 250319300 — 108513416, 55 = 141805883, 45 vale a
pena apostar, esperando, é claro, que s6 tenha um ganhador, pois se houver mais
de um, provavelmente estaremos com um grande prejuizo financeiro. Ou seja, se
a premiacdo passar desse valor, vale a pena apostar na Mega-Sena, em todas as
combinagoes possiveis.

Esse valor pode ser encontrado também na utilizacdo do conceito de esperanca
matemdtica ou valor esperado de ganho. Vamos calcular o valor esperado para uma
aposta simples de 6 dezenas. Sabemos que para um jogo ser considerado justo, o
valor esperado de ganho tem que ser igual a zero, ou ainda, os dois lados apostador
e banca tém que ter as mesmas chances de vitoria. Nesse caso:

Dado E(X) = 0, a esperanga associada a varidvel X correspondente ao valor

ganho ou perdido pelo apostador. Pela formula da esperanca, temos:
E(X)=(V—A).P(V)—A-P“V),
onde,
* V -valor da premiagdo obtida
* A -valor da aposta
» P(V) - probabilidade de ganhar a premiagcdo
« PY(V) - probabilidade de perder a premiagdo

Logo,

(V —5)- 1_5 50063859
50063860 50063860
=V —5=>5-50063859 = V = 5 - 50063860 = 250319300 reais.

Considerando a aposta simples em 6 dezenas, se a premiagcdo for maior que 250319300,
0 jogo serd mais vantajoso para o apostador, se for menor serd mais desvantajoso

para o apostador e se for igual, o jogo serd considerado justo.
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Exemplo 7.1.4. Queremos nesse exemplo, determinar as chances de acertar exata-
mente uma quadra, fazendo um jogo com oito dezenas.

Solucd@o: Como jd temos o niimero de elementos do espaco amostral das seis
dezenas da Mega-Sena que é 50.063.860, vamos calcular o niimero de quadras que
um jogo com oito dezenas tem:

Para calcular o niimero de quadras possiveis em um jogo com oito niimeros,
faremos a combinagdo de oito escolhe quatro:

o 8! B
(8 —4)14

basta agora verificar as possibilidades de ndo acertarmos os outros dois niimeros do

70

sorteio, para que tenhamos exatamente uma quadra. Nesse caso, devemos fazer a

combinagdo das 52 dezenas restantes, escolhidas 2 a 2:

52!

Czy = ——— = 1326.
2 (52 —2)12!
Logo, a probabilidade de se acertar uma quadra jogando oito dezenas é de:
70-1326 1

P(quadra) =

50063860 539,36

Exemplo 7.1.5. Nesse exemplo, iremos encontrar as chances de se jogar um deter-
minado nimero de dezenas e ndo acertar nenhuma delas, ou melhor, queremos a
probabilidade de ndo marcarmos nenhuma das seis dezenas sorteadas.

Solugao.

Nesse caso, iremos iniciar com o jogo simples, aquele que se aposta em seis
dezenas. Suponha que um apostador fez uma aposta em 6 dezenas. Como jd sabemos,
o espaco amostral, formado por todas as possibilidades de sorteio da Mega-Sena,
tem 50063860 elementos, ou melhor, 0660 . Nosso evento é exatamente as chances
de ndo aparecer nenhuma das seis dezenas jogadas. O niimero de elementos desse
evento é CY,, ou seja, a quantidade de sorteios de seis dezenas das 54 possiveis (
observe que excluimos todas aquelas escolhidas pelo apostador).

Logo, a probabilidade do apostador ndo acertar nenhuma dezena, jogando seis é

de:
~ C%, 25827165

~C8, 50063860

P(6) = 0,5158,
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aproximadamente. Portanto, temos 51, 58%, aproximadamente, de chances de errar
todos os niimeros. Vamos ver agora de forma mais direta todas as probabilidades
(aproximadas) para todos os valores de apostas:

8 22957480
~C8, 50063860

~C%, 20358520
~C8, 50063860

_C§ 18009460
~C% 50063860

CS 15890700

. P(7) — 0, 4585 = 45,85%

. P(8) =0, 4066 = 40, 66%

. P(9) — 0,3597 = 35,97%

« P(10) = Ct = 50063360 0,3174 = 31, 74%
« P(11) = g;zi — ;ggzigég = 0,2793 = 27,93%
« P(12) = g:ﬁz — éégggég = 0,2451 = 24,51%
« P(13) = gzz; = ;ggggzgi = 0,2144 = 21,44%
« P(14) = gjgs = 590306663881690 =0,1870 = 18, 70%
« P(15) = g;zz — 580104653086600 =0, 1626 = 16, 26%
« P(16) = Ciy _ 7059052 = 0,1410 = 14, 10%

CS ~ 50063860

C% 6096454

« P(17) = =2 = =0,1217 = 12,17
(17) CS, 50063860 1%

. P(18) = C§, 5245786
~C8, 50063860

. P(19) = Y, _ 4496388
CS, ~ 50063860

—0,1047 = 10, 47%

= 0,0898 = 8,98%
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_ Cf, 3838380
~C& 50063860

. P(20) = 0,0766 = 7,66%.

Esse exemplo é interessante pelo fato de mostrar que a partir de sete dezenas, a
probabilidade de se acertar pelo menos uma dezena é maior que a probabilidade
de errar todas. Outro fato curioso desse exercicio é que jogando 20 dezenas, temos
92, 34% de chances de acertar pelo menos uma dezena. Isso é impressionante, visto
que sdo 60 dezenas e com um olhar menos apurado sobre o assunto, seria dificil
imaginar tal resultado.

Podemos ainda ampliar esses resultados e os exemplos para os casos de acertar
duas ou trés dezenas, visto que o valores de quatro, cinco e seis dezenas jd estdo em

um dos quadros do material usado em sala.

Quarta etapa

Duracao: 2 horas-aula.

Metodologia: Nesta etapa fazemos uma simulacdo de um sorteio da Mega-Sena.
Cada aluno podera fazer uma aposta de 20 dezenas. Garantimos que as apostas sejam
distintas para que a tarefa seja mais interessante. A dindmica aqui € comprovar nossa
andlise dos jogos e poder entender in loco as possibilidades de resultados. Queremos,
em cada rodada de sorteio, analisar a probabilidade de acertar uma quadra, uma quina,
uma sena e a probabilidade de ninguém acertar ou, até mesmo, a probabilidade de
duas ou mais pessoas acertarem os resultados.

Como podemos ver, sao inumeras as possibilidades de trabalhar com a probabili-
dade em um s6 conjunto de resultados. Essa dinAmica ajuda o aluno a fixar melhor os
ensinamentos e mostra uma aplicabilidade da matematica no cotidiano deles. Esse
projeto também auxilia na observacao da deslealdade dos jogos de azar para os aposta-
dores, desestimulando assim, sua pratica e permite que os alunos criem suas proprias

provas dessa injustica.

98



CAPITULO 7. PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE
PROBABILIDADE USANDO UM JOGO DE AZAR

7.2 Proposta de sequéncia didatica usando o Jogo do Bicho

Na continuagdo do trabalho, mostramos outra sugestao de sequéncia didatica vol-
tada para um publico mais adulto, podendo ser trabalhada no ensino de jovens e
adultos ou até em um curso de extensao universitario. Nosso intuito, mais uma vez,
€ mostrar o quao desleal sdo os jogos de azar com relacao as chances de vitdria por
parte do apostador. Entao, a todo momento, por razdes morais € legais, estamos de-
sestimulando tal pritica na vida real, ficando unicamente o ganho com o aprendizado
didético em probabilidade e Anélise Combinatoria como verdadeiro proposito.

Usando tudo que j4 foi dito sobre os jogos, nesta sec¢ao, tratamos de uma proposta
de sequéncia didatica que utiliza o Jogo do Bicho como ferramenta de ensino de
probabilidade para turmas do curso de extensdao do ensino médio, voltados para
jovens e adultos. Dispomos de 12 horas-aula, com 50 minutos cada, para trabalhar os
conteddos apresentados aqui. Definimos uma ordem de apresentacdo das matérias
que abordem todos os subjogos do Jogo do Bicho, analisando suas probabilidades e
suas expectativas de ganho, de modo ludico e pratico em uma dinamica divertida e
atraente para os alunos.

Nosso intuito com essa sequéncia didatica € fazer um resumo de todo contetido
visto nas matérias de Andlise Combinatoria e probabilidade. Queremos que o aluno
possa identificar onde usar arranjos, permutacdes, combinagdes, etc. De modo que
ele fique livre para criar solugdes e desenvolver o raciocinio 16gico matematico, com
1sso possa compreender e relacionar as situagdes postas no jogo, com conhecimentos
vistos anteriormente, ajudando assim, na habilidade de entender e aplicar contetidos

da matematica na vida cotidiana.

* Tema: O Jogo do Bicho e o ensino de Anélise Combinatoria e probabilidade.
 Publico: Alunos maiores de idade no ensino de jovens e adultos.
* Tempo de duracao: 12 horas-aula de 50 minutos cada aula.

* Habilidades(BNCC): (EM13MAT310);(EM13MAT311); (EM13MAT312) que

fazem parte da competéncia especifica 3.
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— (EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo
agrupamentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios
multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama

de arvore.

— (EM13MAT311) Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatdrios,
realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas

que envolvem o célculo da probabilidade.
— (EM13MAT312) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de
probabilidade de eventos em experimentos aleatorios sucessivos.
* Contetidos matematicos explorados: Analise Combinatdria e probabilidade.
* Objetivos:

— Alcancar o aprendizado sobre 0 jogo e suas regras.

— Desenvolver habilidades em resolu¢ao de problemas de contagem e proba-
bilidade.

— Desenvolver capacidade de raciocinar de forma légica e organizada.

— Praticar a interacao € um comportamento dedutivo.
* Material utilizado:

— Material ilustrativo com as fotos dos animais.
— Um globo de brinquedo para realizar os sorteios.
— Um Datashow para apresentacdo dos slides.
— Materiais escolares como: lapis, papel, régua, etc.
* Organizacao da turma: a turma sera distribuida em grupos com trés alunos
de forma que todos possam apostar de forma ficticia em varios tipos de jogos;

iremos calcular as chances de sucesso em cada aposta; faremos uma andlise

sobre o ganho esperado em cada tipo de subjogo do Jogo do Bicho.

* Dificuldades esperadas: possivelmente terdo dificuldade no emprego das no¢oes

de contagem em diferentes andlises e em algumas questdes que se refiram a
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combinagdes com repeti¢ao, principalmente por ser um assunto com menor

abordagem no decorrer da vida estudantil.

7.2.1 Desenvolvimento

Primeira etapa

Duracao: 2 horas-aula.

Metodologia: Apresentagdo, através de videos e pesquisas na internet, da histéria
dos jogos de azar e especificamente, do Jogo do Bicho, mostrando a importancia
dos jogos para a constru¢cao dos conceitos de probabilidade e Analise Combinatoria.
Essa introducgao tratard do surgimento da probabilidade desde as cartas trocadas entre
Pascal e Fermat até situacOes mais atuais como do uso na computacao e estatistica.
Fazemos também uma abordagem sobre os conteudos ja estudados de Analise Com-
binatdria e probabilidade, para que possamos ter um ponto de partida com relacdo a

conhecimentos prévios.

Segunda etapa

Duracao: 2 horas-aula.

Metodologia: Nessa etapa, mostramos todos os subtipos de jogos do Jogo do Bicho
e apresentamos suas regras e valores aplicados em caso de vitoria. Aqui, usaremos
apresentacoes de slides com o formato do jogo e disponibilizamos encartes e tabelas
com as figuras dos animais. Preparamos uma dindmica para ajudar a decorar a ordem
dos animais usando o alfabeto, ja que existe uma certa relacdo de ordem entre as
letras do alfabeto e os nimeros dos animais do Jogo do Bicho. Se os alunos acharem
melhor, podemos até desprezar os nomes dos animais e passar a tratar apenas pela
numeragao correspondente do animal. Dessa forma, estamos nos distanciando dos
simbolos dos animais e temos um ganho maior relacionado ao tema da probabilidade
e Andlise Combinatoria, visto que seria uma necessidade a menos e ndo representaria
nenhum prejuizo do ponto de vista do aprendizado e da capacidade de entendimento
sobre as regras e discussoOes analisadas em sala de aula.

Iniciamos a demonstragdo com a apresentacao da tabela de bichos abaixo, fazemos
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uma explicacao do que sdo as dezenas, centenas, milhares e os jogos do grupo do
Jogo do Bicho.

Figura 7.2: Bichos e suas dezenas
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Depois dessa apresentacgdo inicial, trabalhamos com nossa segunda tabela onde
serdo mostrados todos os jogos e valores recebidos em caso de vitdria no jogo. Para
facilitar o entendimento, criamos um resultado ficticio de uma extracdo do jogo e

usamos esse resultado para expor, de maneira mais clara, os conceitos e regras do
Jogo.

Exemplo 7.2.1. Exemplo de resultado:

Prémios | Milhares | Animais
1°prémio | 4516 | Borboleta
2°rémio | 2487 Tigre
3°%rémio | 5868 Macaco
4°prémio | 1122 Cabra
S°prémio | 5688 Tigre

Tabela 7.4: Um resumo dos subjogos do Jogo do Bicho

Subjogo | Resumo do jogo Premiacao
No grupo, devemos analisar apenas 20 vezes

GRUPO o animal que aparece no primeiro prémio. o valor
No nosso exemplo foi a borboleta. da aposta

Na dezena, verificamos os dois ultimos
) de cada prémi 60 vezes
nimeros de cada prémio, no nosso
DEZENA . o valor
exemplo a dezena que saiu na cabeca

da aposta

(1°prémio) foi 16.

Na centena, vemos os trés ultimos
numeros de cada prémio, nesse caso,
CENTENA P . 500 vezes
no exemplo temos a centena 516 no 1

prémio.

No milhar, levamos em consideragdo os

MILHAR quatro ndmeros que sairam em cada 4000 vezes

premiacdo. No exemplo o milhar do 1°

prémio foi 4516.
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O duque considera dois bichos dentre os
cinco prémios. No nosso exemplo, se
estivéssemos jogado no duque tigre com
DUQUE 20 vezes
macaco ou macaco com borboleta ou
qualquer outra combinac¢ao de dois bichos

que sairam, teriamos ganhado.

O terno considera trés bichos dentre os
cinco resultado dos prémios. No nosso
TERNO exemplo, podemos citar o terno: tigre- 100 vezes
macaco-borboleta ou qualquer outro que

tenha trés bichos dos cincodados.

No combinado, consideramos os dois
primeiros nimeros do milhar como uma
dezena e os dois Ultimos como outra
COMBINADO ) i ) ) 300 vezes
dezena. Assim unimos o bicho que saiu
na primeira dezena com o bicho da

segunda e temos entdo o combinado.

No passe, temos que acertar o animal
que sai na cabeca (1° prémio) e um que

aparece nos outros quatro prémios. No

PASSE 80 vezes.

nosso exemplo teriamos que jogos um

passe de borboleta com cabra, macaco

ou tigre.

Fonte: Elaborada pelo autor

Concluindo essa segunda etapa, incitamos os alunos a procurar interpretar os
subjogos e diferenciar as chances de ocorréncia, ou seja, procurar de forma intuitiva,
sem uso de calculos matematicos, os espagos amostrais de cada jogo e analisar se 0s

valores pagos estdo de acordo com a probabilidade de vitoria no jogo.

Terceira etapa

Duracao: 6 horas-aula.
Metodologia: Nessa etapa, o professor trabalha os assuntos necessarios para encon-
trar os espacos amostrais e eventos em cada subjogo do Jogo do Bicho. Analisa as

diferentes abordagens com relacao aos jogos e simula uma extra¢ao do jogo, procu-
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rando sempre achar as chances de acerto e consequente vitoria. Nessa etapa também,
fazemos exercicios de aprimoramento e discutimos cada resposta de acordo com o
uso das diferentes formas encontradas para chegar no resultado correto. Sabemos
que no uso da Andlise Combinatéria podemos chegar ao resultado correto de manei-
ras distintas e € importante mostrar para os discentes as relagdes entre os arranjos,
permutacoes e combinagdes. Podemos utilizar os exemplos ja demonstrados nesse
trabalho para aplicar em sala de aula e acrescentar alguns que julguemos necessarios
para melhorar o entendimento e aprendizagem.

Outro ponto que merece atencao € o fato de o jogo nao ter um padrao no pagamento
das premiagdes, ou melhor, ha uma diferencga entre as expectativas de ganho entre
os jogos e ainda uma exagerada distorcdo entre as premiagoes de alguns subjogos.
Nesse sentido, poderiamos propor, com base nos resultados alcang¢ados até aqui,
uma reorganizacao do Jogo do Bicho, em que trabalhariamos com os resultados
padronizados em uma s6 expectativa de ganho para todos os jogos, em um percentual
adotado. Esse ganho negativo esperado, seria um percentual unico da aposta para
todos os diferentes jogos, deste modo, igualaria os valores tidos como prejuizos nos
diferentes jogos.

Poderiamos dividir, entre os grupos formados em sala de aula, para que cada
um trabalhe com um percentual diferentes. O grupo “A” ficaria com o percentual
de 10% do valor da aposta como expectativa de ganho negativo. O grupo B”, com
20% de prejuizo e assim sucessivamente até que todos 0s grupos estivessem com um
percentual.

Poderiamos trabalhar também a ideia de progressivamente aumentar o valor de
expectativa de ganho de acordo com o valor da premiacdo, ou seja, jogos com valores
de premiagdes maiores como o milhar, a centena, terem uma porcentagem de ganho
para a banca maior, mas dentro de uma proporc¢ao, de acordo com os valores dos
prémios, pois deste modo, o valor do prémio serve de estimulo para o apostador. Ja
para os jogos que pagam um valor menor, como € o caso do grupo, o percentual de
ganho seria o fator preponderante para o apostador. Seria uma forma de equilibrar,

deixar o Jogo mais justo e coerente entre 0s subjogos existentes.
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CAPITULO 7. PROPOSTA DE SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE
PROBABILIDADE USANDO UM JOGO DE AZAR

Quarta etapa

Duracao: 2 horas-aula.

Metodologia: Nesta etapa faremos uma simulagdo de uma extra¢ao do Jogo do Bicho.
Cada grupo fara o papel do banqueiro e os demais fardo apostas diversas em todos
os subjogos. A dinamica aqui é comprovar nossa andlise dos jogos que t€m maiores
probabilidades de aceto e vencerd o grupo que obtiver uma soma de valores mais
expressiva. Para que o jogo nao fique desfavoravel, faremos com que cada grupo faga
o papel do banqueiro uma vez e os demais terdo o mesmo valor para apostar nos jogos
que quiserem. Esses resultados serdo anotados e no final da brincadeira, somaremos
os valores e determinaremos os ganhadores.

Aqui mostraremos mais uma vez a deslealdade do Jogo do Bicho e com o auxilio
dos conhecimentos em probabilidade, tentaremos desestimular a pratica dos jogos de
azar. Queremos mostrar maneiras de se defender de certas situagdes desfavoraveis
que hé na vida com o auxilio e uso das técnicas em probabilidade e o conhecimento
da esperanca matematica.

Nos mais diversos campos de nossa vida, ha situacoes e escolhas que poderiamos
usar esses conhecimentos. Nos mercados financeiros, por exemplo, em situacoes de
aplicagdes que tenham como fator a analise de mercado futuro ou a probabilidade
de acontecer uma crise em determinado setor da economia, gerando uma procura
maior por determinado produto ou aumentando o valor do délar. Em situagdes de
producdo rural em que o fator climatico determina se haverd uma superproducao deste
ou daquele grao ou uma baixa produgao.

Esses dois exemplos rdapidos servem para mostrar o uso cotidiano do conhecimento
em probabilidade e para compreender a extensdo da aplicabilidade do tema. Conclui-
remos este produto educacional estigando e estimulando o uso da probabilidade no
dia-a-dia, em situagOes cotidianas, para que essa pratica seja cada vez mais natural e

comum para oS alunos.
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Capitulo 8

CONSIDERACOES FINAIS

Por fim, sabemos que existem diversas formas de ministrar os conteidos de andlise
combinatoria e probabilidade e entendemos que precisamos de todas as ferramentas
necessarias que possam prender a aten¢ao dos alunos as aulas dessas matérias. Apre-
sentamos no texto o produto educacional que consiste em duas sequéncias didaticas
para o ensino de Andlise Combinatdria e probabilidade. Usamos dois jogos de azar, o
Jogo do Bicho e a Mega-Sena, como ferramentas potencializadoras do ensino. Es-
peramos que este texto possa contribuir para o ensino desses conteidos na educacao

basica, onde esse tema tem grande relevancia.
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