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RESUMO

A presente pesquisa tem como tema a utilizacdo de jogos de azar, em especial de loteria, como
auxiliares na aprendizagem de probabilidade, tendo em vista a notdria dificuldade dos
estudantes do ensino béasico neste contetdo. A pesquisa teve como participantes alunos do
ensino médio integrado do IFRN, campus Sdo Paulo do Potengi, e teve como objetivo geral
estimular a aprendizagem em probabilidade a partir da criacdo de jogos de loteria. O percurso
metodolégico utilizado foi dividido em duas etapas. Na primeira etapa 0s estudantes
responderam um questionario aberto contendo problemas envolvendo as loterias Dia de Sorte
e + Milionaria, ambas administradas pela Caixa Econdmica Federal; SPP da Sorte, jogo de azar
bastante popular na regido do Potengi; e a Lotoemoji, criada pelos pesquisadores. A andlise das
respostas foi feita a partir de analise de erros na perspectiva de Cury (2009), onde se pdde
constatar as dificuldades que os participantes apresentavam. Nessa primeira etapa foi possivel
discutir também o conceito e a interpretacdo da esperanga matematica do lucro aplicada a jogos
de aposta. A segunda etapa da pesquisa se constituiu em um momento em que 0s estudantes
deveriam criar seus proprios jogos, com a mediacao dos pesquisadores, tendo como requisitos
as definicBes das variaveis preco, faixas de premiacdo, regras do jogo e as probabilidades de
ganhar. Da analise das criacdes foi possivel perceber que para alguns deles houve um aparente
avanco na superacao das dificuldades no contetdo. Nas falas dos proprios estudantes, a criagdo
dos jogos foi um momento pratico que possibilitou a eles um melhor entendimento de
probabilidade.

Palavras-chave: Probabilidade; loterias; esperanga matematica; aprendizagem.



ABSTRACT

This research has as its theme the use of games of chance, in particular the lottery, as aids in
the learning of probability, in view of the notorious difficulty of basic education students in this
content. The research had as participants students of the integrated high school of the IFRN,
campus Sdo Paulo do Potengi, and had as general objective to stimulate the learning in
probability from the creation of lottery games. The methodological path used was divided into
two stages. In the first stage, students answered an open questionnaire containing problems
involving the Dia de Sorte and + Milionéria lotteries, both administered by Caixa Econémica
Federal; SPP da Sorte a game of chance that is very popular in the Potengi region; and
Lotoemoji, created by the researchers. The analysis of the responses was based on the analysis
of errors from the perspective of Cury (2009), where it was possible to verify the difficulties
that the participants had. In this first stage, it was also possible to discuss the concept and
interpretation of the mathematical expectation of profit applied to gambling. The second stage
of the researchers was constituted in a moment in which the students had to create their own
games, with the mediation of the researcher, having as requirements the definitions of the price
variables, prize ranges, game rules and the probabilities of winning. From the analysis of the
creations, it was possible to perceive that for some of them there was an apparent advance in
overcoming the difficulties in the content. In the speeches of the students themselves, the
creation of the games was a practical moment that allowed them a better understanding of
probability.

Keywords: Probability; lotteries; mathematical hope; learning.
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INTRODUCAO

A probabilidade estd presente no cotidiano das pessoas de diversas formas, que vao
desde situacOes corriqueiras até tomadas de decisdes que podem ter consequéncias por um

longo tempo.

Por exemplo, ao nos programarmos para o dia seguinte de trabalho é provavel que nos
interessemos pela informacdo que o servigo de meteorologia ofereca. Caso seja um dia com
muita chance de chover, é possivel que optemos por roupas mais longas, sapatos fechados e,
até mesmo, pensemos na ideia de sair mais cedo de casa para ndo correr o risco de chegarmos

atrasados para o trabalho.

Pensemos agora na situacdo hipotética de um cidaddo, que com muitos esforcos
consegue comprar um carro novo e é convidado a conhecer ofertas do servigo de seguro para
este bem. Analisando as condicGes, percebe-se que o cidaddo tem um histérico como motorista
sem infracdes de transito, mora e trabalha em uma regido com baixos indices de criminalidade
e 0 modelo de carro adquirido aparentemente néo é o preferido dos assaltantes. Vale a pena essa
pessoa adquirir 0 seguro?

A resposta para a pergunta acima, que nao € tdo simples, depende também de outras
variaveis e certamente das probabilidades associadas a elas. Qudo provavel é esse carro se
envolver em um acidente causado por terceiros? Quao provavel € que o carro seja danificado
por conta da acdo da natureza, como em chuvas abundantes e queda de arvores? Esses
guestionamentos certamente sdo respondidos pelas seguradoras para fazer o calculo do valor

do seguro a ser cobrado.

Ha varias outras situacfes em que a probabilidade se faz presente, como na expectativa
de ganhar o prémio maximo jogando-se na loteria federal, ou na tentativa de acertar o tamanho

do calcado de uma pessoa com quem possuimos pouca intimidade.

Diante das constatacGes acima, fica evidente a importancia da probabilidade e de sua
presenca em nosso cotidiano, o0 que desponta este contetdo como um dos imprescindiveis no

curriculo de Matematica.

Tal importancia dada a probabilidade é constatada na Base Nacional Comum Curricular

— BNCC, a qual insere o tema como uma das cinco unidades tematicas da Matematica para o
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ensino fundamental, chamada de “Probabilidade ¢ Estatistica”, que tem como objetos de
estudos a incerteza e o tratamento de dados (BRASIL, 2018).

Lima et al (2022) destacam que a BNCC traz uma mudanca em relacdo aos Parametros
Curriculares Nacionais - PCN, que ¢é a antecipacdo do estudo de probabilidade para os anos
iniciais do ensino fundamental, quando, nesse momento, s&o indicados estudos sobre

aleatoriedade e fendmenos deterministicos e ndo deterministicos.

Para o Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM, na matriz de referéncia de
Matematica e suas tecnologias, a probabilidade esta inserida na competéncia de &rea 7, onde é
encontrada em sua descricdo, dentre outras, “calculos de probabilidade para interpretar

informac@es de varidveis apresentadas em uma distribuicéo estatistica” (BRASIL, 2023, p. 7).

O Pisa, Programa Internacional de Avaliacdo de Estudantes, realizado pela Organizacao
para Cooperacdo e Desenvolvimento Econémico - OCDE, obtém dados sobre desempenho de

estudantes de diversos paises em Leitura, Matematica e Ciéncias.

Em se tratando de Matematica, os conteidos explorados no Pisa 2018 foram: variagdes
e relacdes, espaco e forma, quantidade, incerteza e dados. Este tltimo no qual a probabilidade

e a estatistica séo nominalmente citadas.

Diante do exposto até aqui, percebemos que a probabilidade e a estatistica estdo
inseridas em diversos contextos educacionais, sejam eles de orienta¢do curricular, como a
BNCC, sejam de exame de selecdo, como o ENEM, ou como parte integrante de contetdos
cobrados em avaliagcOes externas de larga escala, como o Pisa, 0 que revela a importancia

assumida pela probabilidade, e a estatistica, nos contextos citados.

Em meio a esse protagonismo, e de sua presenca na vida cotidiana das pessoas, ha,
naturalmente, um interesse de pesquisadores em educacao sobre o tema probabilidade.

A Ultima afirmacdo pode ser confirmada ao pesquisarmos no diretério de dissertagdes
do PROFMAT, no dia 24/06/2023, o termo “probabilidade”, que acabou nos retornando 184

dissertacOes que discutiram esse tema, um nimero bastante consideravel.

Dentre as dissertacOes citadas acima, quase a sua totalidade, 176, versaram sobre
trabalhos executados, ou propostos, para o ensino de probabilidade no nivel basico de ensino
(fundamental ou médio), o que sugere que hd uma demanda por melhoria do ensino e

aprendizagem de probabilidade neste nivel.
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Diversas pesquisas ja investigaram as dificuldades que os estudantes tém em relacéo a
aprendizagem de probabilidade e estatistica, como Pontes e Nufiez (2019), Ferreira (2017) e
Fonseca (2017).

Nos trabalhos acima citados, ha apontamentos de dificuldades das mais variadas, tais
como dificuldade em interpretagdo do enunciado, equivocos na utilizagdo dos principios aditivo

e multiplicativo e dificuldade de distinguir entre arranjo e combinacéo.

Nesse contexto de dificuldade dos estudantes em probabilidade, este trabalho surgiu
como uma proposta para mitigar essas dificuldades, tendo como elo motivador a utilizagdo de

jogos de azar, em especial os jogos de loteria.

Os jogos de loteria sdo bastante atrativos para as pessoas pois, conforme afirma Silva
(2018), ha nelas o desejo de ascensdo social, de pagar suas dividas ou de comprar sua casa

prépria.

Dessa forma, o objetivo central deste trabalho é estimular o aprendizado de

probabilidade por parte dos estudantes a partir da criacdo de jogos de loteria.

Como objetivos especificos tivemos: fazer uma anélise dos erros dos estudantes nos
problemas propostos; incentivar os estudantes a identificarem jogos justos a partir da
determinacdo da esperanca matematica; analisar as criacdes dos jogos dos estudantes a partir

dos aspectos de probabilidade, premiacdes e precos.

Os objetivos foram sendo alcancados e explicitados ao longo deste trabalho, que esta

organizado conforme descrito nos paragrafos a seguir.

O Capitulo 1 versa sobre os principios de Analise Combinatdria e métodos de contagens,

como permutacdes, arranjos e combinacgoes.

O Capitulo 2 ¢é dedicado ao estudo de probabilidade, onde é possivel encontrar uma
discussdo sobre o que é probabilidade a partir das 6ticas laplaciana, frequentista e subjetiva. No
mesmo capitulo, encontram-se defini¢des de espaco amostral, eventos, axiomas de Kolgomorov
e probabilidade condicional. Exemplos e questdes foram utilizados para ilustrar as defini¢oes

apresentadas.

No Capitulo 3 encontra-se um estudo breve sobre varidveis aleatorias discretas e o
calculo de sua esperanca matematica, cuja interpretacdo foi trazida para um contexto de jogos

de aposta, dentre eles a Mega-Sena.
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O Capitulo 4 € dedicado a uma breve contextualizacao histdrica e legislativa sobre jogos
de azar e loterias no Brasil, seguida de um topico mais extenso sobre como 0s jogos sdo

empregados para o ensino e aprendizagem de probabilidade.

Na sequéncia, o Capitulo 5, o mais denso de todos, temos os resultados e discussoes,
onde sdo apresentados a metodologia, a anélise dos erros dos estudantes para os problemas
propostos envolvendo as loterias Dia de Sorte e + Milionaria, que até a data de 24/06/2023 nao
consta no diretdrio de dissertacfes do PROFMAT nenhum trabalho sobre elas, o que constitui
uma novidade deste trabalho, e as loterias criadas pelos estudantes, que foram discutidas de
maneira critica, levando em consideracdo as probabilidades e a esperanca matemaética

envolvidas.

O Capitulo 6 é dedicado as conclusdes, onde é possivel encontrar consideracdes finais
sobre o trabalho, tendo como base 0s objetivos e sugestdes de continuidade dele.
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1 Analise Combinatdria

Este capitulo € dedicado ao estudo de técnicas de contagem que servirdo, como o proprio
nome sugere, para a contagem de elementos, objetos ou de situagdes possiveis de ocorrer em

determinadas decisdes a serem tomadas.

Fala-se em técnicas pois elas servem para respondermos com mais facilidade e rapidez
a pergunta sobre quantos elementos um conjunto possui, sem a necessidade de se fazer uma

contagem de todos eles.

1.1 PRINCIPIOS ADITIVO E MULTIPLICATIVO

Os principios aditivo e multiplicativo permeiam toda a Analise Combinatdria e estdo
relacionados a tomada de decisfes necessarias para a contagem de elementos. As defini¢bes a

seguir baseiam-se em Oliveira (2021, p. 127 — 128).

Definicao 1 (Principio multiplicativo ou Principio Fundamental da Contagem — PFC): Caso
uma decisdo A possa ser tomada de n maneiras distintas e, apos essa decisdo ser tomada
tivermos de tomar outra deciséo B, que ocorre de m maneiras distintas, 0 nimero de maneiras

distintas de ocorrer A e B é igual a nxm.

Definicao 2 (Principio aditivo): Caso uma decis@o A possa ser tomada de n maneiras distintas,
e a decisdo B possa ser tomada de m maneiras distintas, contanto que A e B sejam disjuntas,
ou seja, ndo podem acontecer simultaneamente, o nimero de maneiras diferentes de acontecer

AouBéigualan+m,

Deve-se destacar que o principio multiplicativo, bem como o aditivo, serve também para

situacBes com mais de duas decisdes a serem tomadas.

Exemplo 1: Em uma escola h4 5 professores de Matematica, 4 Fisica e 3 de Quimica. De

guantos modos diferentes podemos escolher:
a) Um professor de cada disciplina?
b) Um professor apenas, ndo importando a disciplina?

c) Dois professores, sendo cada um de disciplinas diferentes?
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Respostas comentadas:

Letra a: Temos trés decisfes a serem tomadas, que sdo escolher o professor de Matematica, o
que pode ser feito de 5 maneiras diferentes, depois devemos escolher o professor de Fisica, 0
que resulta em 4 possibilidades e, por fim, escolher o professor de Quimica, que sdo outras 3
possibilidades. Evocando o principio multiplicativo, concluimos que h&d 5 x 4 x 3 = 60 maneiras

distintas de escolher um professor de cada disciplina.

Letra b: Como queremos escolher apenas um professor, ndo importando a disciplina que
leciona, estamos diante de trés decisdes disjuntas que sdo escolher 1 professor de Matematica,
ou 1 professor de Fisica ou 1 professor de Quimica. Pelo principio aditivo, podemos escolher

um desses professores de 5 + 4 + 3 = 12 maneiras distintas.

Letra c: Neste item observaremos a utilizacdo dos dois principios. Para tanto, discutiremos as
trés situacdes possiveis de acontecer: 1) Um professor de Matematica e um de Fisica; 1) Um
professor de Matematica e um de Quimica; 111) Um professor de Fisica e um de Quimica. Para
a situacdo | temos 5 x 4 = 20 maneiras. Ja na situacdo Il temos 5 x 3 = 15 maneiras. Na situacao
Il temos 4 x 3 = 12 possibilidades. Agora, como apenas uma das trés situaces pode ocorrer,
utilizamos o principio aditivo para chegarmos a conclusdo de que ha 20 + 15 + 12 = 47 maneiras

distintas de escolher 2 professores, sendo cada um de disciplinas diferentes.

1.2 PERMUTACOES SIMPLES

Dadas n pessoas, se quisermos ordena-las em uma fila convencional isso podera ser
feito de n.(n- 1).(n- 2). ... .2.1, ja que para a primeira posi¢do na fila teremos n
possibilidades, para a segunda posi¢do teremos (n — 1) possibilidades de escolha, e para a
terceira posicdo teremos outras (n — 2) possibilidades, e assim por diante até chegarmos na
ultima posicdo onde ha apenas 1 possibilidade de escolha.

O que caracteriza esse problema é o que chamamos de permutacGes simples.

Defini¢éo 3 (Permutacao simples): Dados n elementos, todos distintos, cada maneira diferente
de ordenar esses elementos é chamada de permutacéo simples, e o total de permutagdes simples

distintas, simbolizado por P,,é dado por:

B,=n(n-1).(n-2)....2.1. (@8]
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E bastante comum que o segundo membro da igualdade acima seja apresentado na
forma de uma operacdo matematica chamada de fatorial, de modo que teremos

nn=nmn-1.(n-2)....2.1, 2

onde n! Ié-se “n fatorial”.

Assim, por exemplo, o fatorial do nimero 5 é 5! =5.4.3.2.1 = 120.

De (1) e (2) concluimos que B, = n!, admitindo que 0! = 1! = 1.

Exemplo 2: De quantos modos 5 rapazes e 4 mocas podem se colocar em uma fila de cinema

com 9 poltronas vazias de modo que as mogas fiqguem juntas?
Resposta comentada:

Como queremos que as mocas se sentem juntas em qualquer ordem, isso pode ser feito
de P, = 4! = 24 maneiras distintas. Agora, resta apenas permutarmos os rapazes com o bloco
de mocgas, 0 que pode ser feito de P, = 6! = 720 maneiras. Assim, usando o principio
multiplicativo, concluimos que a quantidade de maneiras distintas de rapazes e mocgas se
posicionarem nessa fila, com as mocas juntas e em qualquer ordem, é em nimero de 24x720 =
17280.

O exemplo acima pode ser generalizado para o caso de termos x rapazes e y mogas,
onde as mocgas podem se sentar juntas de y! maneiras, e 0s rapazes e 0 bloco de mogas podem
se sentar de (x + 1)! modos, obtendo assim que h y! (x + 1)! maneiras de rapazes e mogas

sentarem-se juntos nas condicGes do problema em questéo.

1.3 ARRANJOS E COMBINACOES SIMPLES

Nos problemas anteriores estivemos interessados em descobrir de quantas maneiras
podemos ordenar elementos distintos utilizando todos eles na ordenacdo. Agora, 0 Nnosso
interesse sera investigar de quantos modos possiveis podemos formar subconjuntos com k

elementos de um conjunto com n elementos, sendo k <'n, comk, ne N U {0}.

De maneira geral, se a ordem dos elementos nos subconjuntos for levada em
consideracdo estaremos diante de um problema de Arranjo. Caso a ordem dos elementos nos

subconjuntos seja irrelevante, estaremos diante de um problema de Combinagéo.
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1.3.1 Arranjos Simples

Considere a situacdo: de um conjunto com n elementos distintos, de quantos modos
podemos formar agrupamentos com k desses elementos, de modo que a ordenagdo desses k
elementos seja considerada relevante?

Para responder a esse questionamento imaginemaos que temos n pessoas interessadas em
sentar-se em uma fila que dispde de k poltronas, sendo k < n. A ilustracdo abaixo nos permite

compreender melhor o problema.

12 polt. 22polt. 32 polt. 42polt.... k& polt.

Para a 12 poltrona temos n maneiras de ocupé-la. Para a 22 poltrona temos (n — 1), ja que
uma das pessoas se encontra na poltrona anterior. Para a 3? poltrona temos (n — 2) modos de
ocupacdo, pois had 2 pessoas ocupando as poltronas anteriores. Continuando no mesmo
raciocinio chegaremos a k? poltrona, esta que pode ser ocupada por alguma das (n — k +1)
pessoas restantes. Utilizando o principio multiplicativo, podemos concluir que ha n.(n —1).(n —
2). ... . (n—k + 1) maneiras diferentes de n pessoas sentarem-se em uma fila com k poltronas,
considerando a ordenacao importante.

O resultado obtido acima € o que chamamos de nimero de Arranjos Simples de n

elementos tomados k a k.

Definicédo 4 (Arranjos Simples): A partir de n elementos distintos, a cada agrupamento de k
dos n elementos, onde k < n, cuja ordenacdo dos k elementos é levada em consideracao,
chamamos de arranjo simples. O nimero total de arranjos simples formados, simbolizado por
Ay ., € dado por:

App=n.(n—1).(n—2).....(n—k +1). 3

Assim, pela Equagcéo (3) temos, por exemplo, que Ags = 8.7.6 = 336.

E muito comum que a equacgio citada seja apresentada de uma outra maneira,

(n—k)!
(n—K)!"

multiplicando o seu segundo membro por resultando no que segue.

(n—k)!
(n—k)!

App=n(n—-1).(n—2)... .(n—k+1).
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!
4 An,k = (n%k)' . (4)

1.3.2 Combinagdes simples

Agora, vamos considerar a mesma situacao introduzida no inicio do tépico anterior, com
a diferenca que a ordem com que as k pessoas escolhidas para sentarem-se na fila é irrelevante.
Ou seja, estamos interessados na seguinte contagem: de um conjunto com n pessoas, de quantos
modos podemos escolher k delas para sentarem-se em uma fila com k poltronas, mas de modo
que a ordem com a qual elas se posicionem na fila ndo constitua situacdes diferentes?

De uma maneira exemplificada, suponhamos que Ana, Beatriz, Carla, Danilo e Emanoel
queiram se sentar em uma fila com 3 poltronas, ndo importando a ordem em que se posicionem.
As triplas de possibilidades (Ana, Beatriz, Carla) e (Ana, Carla, Beatriz), por exemplo, séo
rigorosamente iguais para efeitos de contagem, sendo contadas apenas uma unica vez, devido
a ordem com que se posicionam na fila ndo ser levada em consideracéo.

Para chegarmos na formula da Combinacdo Simples de n elementos tomados k a k,
devemos partir da equacdo obtida em (3) e dividi-la por k!, j& que foram feitas k! contagens

considerando que a ordem dos elementos nos agrupamentos era importante.

Defini¢cdo 5 (Combinacgdes Simples): A partir de n elementos distintos, a cada agrupamento
de k dos n elementos, onde k < n, cuja ordenacéo dos k elementos ndo é levada em consideracéo,
chamamos de combinacdo simples. O nimero total de combinagBGes simples distintas,
simbolizado por C, x, € dada por:

Apy n(m-1).(n—-2)... . (n—k+1) (5)
kU k! ’

Cn,k =

ou ainda, considerando a equacdo do arranjo obtida em (4), podemos também concluir que:

n!
_ (n—k)! _ n!
Cok = I Cok = ICEn (6)

Exemplo 3: Na loteria Lotoemoji, criada pelos pesquisadores, séo disponibilizados 9 emojis e
0 apostador deve escolher trés deles. O sorteio é honesto de modo que cada emoji tem igual
chance de ser selecionado. Durante o sorteio sdo sorteados 3 emojis, sem reposi¢do, nao

importando a ordem em que séo selecionados. Abaixo estdo os emojis disponiveis na cartela.
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Quadro 1 - Emojis disponiveis na cartela do Lotoemoyji.

®@ A O b ® ® | ©
1()[2() 3[40 [5() 16 ()[7()[8()[9()

Fonte: Autoria propria.

De quantos modos uma pessoa pode escolher 3 desses emojis?
Resposta comentada:

Na préatica, um apostador dessa loteria deve escolher trés desses emojis dos nove
disponiveis, ndo importando a ordem de escolha, o que caracteriza uma combinagdo simples de

9 elementos tomados 3 a 3, ou seja,

9! 9l
C = —_ —
93 7 31(9-3)1 36!

= 84.

Assim, ha 84 maneiras diferentes de um apostador escolher 3 emojis de um total de

nove. Na pratica, o jogador s6 poderéa fazer 84 apostas diferentes.

Esse exemplo ser& retomado mais adiante, no capitulo de resultados e discussdes, pois
ele é parte de um dos problemas propostos aos estudantes voluntarios que participaram da

pesquisa.
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2 Probabilidade

Este capitulo é dedicado ao estudo tedrico de probabilidade, onde serd possivel
estabelecer uma discussdo entre probabilidade subjetiva, tedrica e frequentista, discussdo essa
embasada por teoremas e axiomas, mas sem deixar de lado as aplica¢fes contextualizadas, que

sdo fundamentais para um melhor entendimento do tema.

2.1 0 QUE E PROBABILIDADE?

A origem dos estudos de probabilidade esta relacionada aos jogos de azar, conforme
afirmam Carvalho (2019) e Oliveira (2021). N&o ¢ dificil imaginar que os jogadores estivessem
interessados em descobrir maneiras que tornassem mais provaveis suas vitorias, recorrendo a

célebres estudiosos ao longo dos tempos em busca de respostas.

E de reconhecimento publico que a primeira obra a tratar sobre probabilidade foi Liber
de Ludo Aleae, de Gerolamo Cardano (1501 — 1576). No livro havia, além de instrucfes para
jogos de azar da época, uma definicdo formal de probabilidade como uma razdo (REZENDE,

2020), conforme veremos mais adiante.

Correspondéncias trocadas por Blase Pascal (1623 — 1662) e Pierre de Fermat (1601 —
1665) também contribuiram para o que viria a se chamar de Teoria da Probabilidade. Dentre
essas correspondéncias ha o famoso “Problema dos Pontos”, que trata sobre uma aposta entre
dois jogadores que decidem encerrar a partida antes que algum dos jogadores tenha atingido a
pontuacdo minima para se sagrar vencedor. A discussdo gira em torno da melhor forma de

dividir o dinheiro da aposta, tendo como base a probabilidade de vitéria de cada jogador.

Evidentemente a probabilidade ndo estad associada apenas aos jogos de azar, mas a
diversas outras areas como a economia, a meteorologia, a previdéncia social e o ramo das

concessionarias de seguros, apenas para exemplificar. Mas, o que realmente é probabilidade?

Na busca pela palavra probabilidade no dicionario online Dicio encontraremos
“Qualidade do que € provavel, do que tem possibilidade de acontecer, do que pode ocorrer.
Razédo que faz supor a verdade ou possibilidade de um fato ...” (PROBABILIDADE, 2023).
Destaca-se dessa definicdo o fato de a probabilidade estar associada a situacGes factiveis, ou

seja, cuja existéncia € possivel.
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De um modo geral, a probabilidade é uma medida do grau de certeza (ou incerteza)
sobre algo. Essa medida, expressa em numero, revela o qudo podemos acreditar, ou ndo, nas

situacGes em que estejamos interessados.

Por exemplo, ao perguntarmos a um torcedor da selecéo brasileira de futebol masculino
qual a probabilidade de ganharmos a Copa do Mundo em 2026 e tivermos como resposta o
percentual de 70%, estaremos diante de uma pessoa confiante de que a selecdo se sagrara
camped do mundo, porém, com certa desconfianca, pois ha na resposta um grau de incerteza

presente correspondente aos 30% que faltaram para uma certeza (que corresponde aos 100%).

Denota-se do dltimo exemplo que em determinadas situacdes a probabilidade é
concebida através do subjetivo, das crencas pessoais, dos desejos, cuja representacdo se

materializa em nlimeros.

Muitas vezes, esse tipo de probabilidade recebe o nome de probabilidade subjetiva, e
esta mais presente do que imaginamos, pois quase sempre estamos fazendo julgamentos sobre

0S mais variados aspectos de nossa vida.

Um casal que se conhece apenas por aplicativos de relacionamento se questiona quais
as chances de o(a) pretendente continuar interessado(a) apds um encontro real. Uma escolha de
presente para o aniversariante sempre é precedida de julgamentos sobre 0 quao o presenteado

gostara da regalia.

Ja a chamada probabilidade tedrica tem concepg¢des que ndo estdo alicercadas no
subjetivo pessoal, ou seja, independe de sentimentos, desejos ou achismos de cada um. Por
exemplo, no langcamento de uma moeda honesta, a probabilidade tedrica nos diz que ha 50% de
chance de dar cara, pois ndo ha favoritismo entre as faces. Porém, uma pessoa pode achar que
a probabilidade de dar cara é de 80% (subjetiva), porque ela, por algum motivo, simpatizou

com a face cara naquele momento.

A probabilidade tedrica, casos para 0s quais esse texto foi dedicado, esta fortemente
associada a Analise Combinatoria, pois, como veremos em breve, em muitas situaces em que

desejamos medir a probabilidade, necessitaremos fazer contagens de elementos.

Nota-se que a probabilidade tedrica ndo necessita, a priori, de nenhuma experimentacéo
prévia, ou seja, ndo ha a necessidade de se repetir um experimento por diversas vezes para se
chegar a uma medicdo, pois ela esta alicercada em axiomas e teoremas que conduzem ao

resultado. O que ndo significa que a probabilidade tedrica exprima sempre a realidade, pois para
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um mesmo experimento aleatdrio é possivel definir varias funcbes de probabilidade, mas nem

todas estardo comprometidas com a realidade do que se investiga.

Nos casos em que se deseje trabalhar com o empirico, estamos diante da chamada
probabilidade experimental ou, como adotamos neste trabalho, probabilidade frequentista, em
que a medigdo de probabilidade obtida através de experimentos que sdo realizados e repetidos

em um numero suficiente para se chegar a uma convergéncia de valor.

Caso desejemos investigar a probabilidade de obter uma face cara no lancamento de
uma moeda, basta repetirmos o experimento de lancé-la e observar sua face por 10.000 vezes,
por exemplo, e entdo contar quantas vezes a face cara saiu em relacdo ao total de lancamentos.
Caso seja uma moeda honesta, é esperado que o numero de vezes em que foi observada a face

cara seja algo em torno de 5.000.

De todo modo, deve-se destacar que a Teoria da Probabilidade, assim como outros
ramos da matematica, obedece a alguns axiomas iniciais, que nada mais sdo do que enuncia¢des
feitas e aceitas como verdadeiras, sem a necessidade de uma prova, que formam a base de toda

uma construcédo maior.

Na Teoria da Probabilidade esses axiomas sdo conhecidos como Axiomas de
Kolmogorov, que serdo detalhados mais adiante. O que se quer dizer com isso é que, mesmo
em situacdes subjetivas, a probabilidade deve respeitar todo o arcabougo axiomatico e tedrico

que a constitui, ou estariamos diante de inverdades.

2.2 CONCEITOS INICIAIS

No estudo de probabilidade devemos compreender alguns conceitos, que nesta sessao
recebem o adjetivo de iniciais em virtude de serem 0s primeiros a que todos que estudam

probabilidade devem compreender.

2.2.1 Experimentos Aleatdrios

Definigdo 6 (Experimentos Aleatdrios): Um experimento aleatério “é aquele no qual o

resultado ndo é conhecido com certeza”.
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Destaquemos na definigdo acima, extraida de Rifo (2020, p. 19), a palavra certeza e sua
antagonica incerteza, pois probabilidade é, em si, uma medida da incerteza de um dado
experimento ou fendmeno, como discutimos mais adiante. Para exemplificar, podemos
considerar como experimentos aleatdrios o lancamento de dado convencional ou de uma moeda

honesta. N&o é possivel saber com certeza qual resultado sera obtido.

Em sentido contrario temos 0s experimentos deterministicos, que sdo aqueles em que
ndo ha nenhum grau de incerteza associado a eles, ja que é possivel saber de certeza o que
ocorrerd. Como exemplo temos um experimento de determinar a temperatura de ebuli¢do da
agua em iguais condi¢Ges ambientes. Eles sempre retornardo o mesmo resultado, ndo podendo

serem encontrados outros resultados que caracterizem o experimento como aleatério.

2.2.2 Espaco Amostral

Definicéo 7 (Espago Amostral): O conjunto formado por todos os resultados possiveis de um

experimento aleatdrio é o que chamamos de espaco amostral.

A definicdo acima foi obtida de Rifo (2020, p. 19). Indicamos 0 conjunto espaco
amostral pela letra Q (6mega). Entéo, para um langamento de um dado honesto numerado de 1
a 6, temos que o espago amostral associado ao experimento sera Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. J& para

uma moeda honesta lan¢ada uma Unica vez tera Q = {cara, coroa}.

Em relacdo ao espaco amostral é oportuno destacarmos que estaremos sempre lidando

com Q sendo um conjunto finito ou infinito enumeravel.

2.2.3 Eventos

Definicdo 8 (Evento): E qualquer subconjunto do espaco amostral, sendo ele simbolizado por

uma letra maiuscula de nosso alfabeto.

A definicdo acima foi obtida de Oliveira (2021, p. 301). E possivel pensar o evento
como o conjunto dos casos favoraveis a uma dada afirmacgéo ou propriedade do espaco amostral
Q.
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Assim, dado o experimento aleatério do langamento de um dado honesto numerado de
1 a 6, 0 evento “obter um ntimero par” € representado por E = {2,4,6}, que sdo 0s casos
favoraveis de acontecer que resultam em uma face par. Para o evento “obter um niimero par e
primo”, temos que E = {2}, j& que 2 é o Unico ndmero par e primo ao mesmo tempo. Eventos

com apenas um elemento sdo chamados de elementares.

O evento “obter o numero 0” na face superior resulta em E = o, ja que é impossivel
obter uma face numerada com 0. Eventos vazios, como estes, recebem o nome de evento
impossivel. J& o evento “obter um nimero menor do que 7” corresponde ao proprio
espaco amostral, jaque E ={1, 2, 3,4, 5, 6}, pois sempre obteremos um nimero menor do
que 7 em um dado honesto. Casos em que o evento se confunde com € recebem o nome de

eventos certos.

Observemos que 0s eventos impossiveis e 0s eventos certos ndo exibem nenhum grau
de incerteza, pois nunca ocorrem ou sempre ocorrem, respectivamente, de modo que hé& pouco

interesse no estudo desses casos.

Outro evento que merece destaque é o evento complementar. Seja E um evento qualquer
do espaco amostral Q, definimos o seu complementar, simbolizado por E, como o conjunto
formado por todos os elementos do espaco amostral que ndo pertencem a E. O conjunto dos
nameros inteiros, por exemplo, tem como um de seus eventos os “ntimeros pares”. Este evento

tem um complementar “nimero impares”.

2.3 DEFINICAO DE PROBABILIDADE COMO UMA RAZAO

Definicédo 9 (Probabilidade como uma razéo): Dado um espaco amostral Q, ndo vazio, onde
todos os seus eventos elementares sdo equiprovaveis, isto €, ttm a mesma chance de ocorrer, e
seja E um evento contido em Q, definimos a probabilidade de ocorréncia de E, simbolizada por
p(E), como a seguinte razao:

n(E) (1)

p(E) = n(@)

Onde n(E) e n(Q) representam, respectivamente, a quantidade de elementos dos conjuntos E
e Q.
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A equacdo acima pode ser encontrada também sob a forma da Equacéo (8), a seguir,
utilizada por Cardano, Pascal e Laplace, segundo Lima (2016, p. 109), conhecida em livros

didaticos como a definicdo de probabilidade.

nimero de casos favoraveis (8)

p(E) = — —
numero de casos posswels

A designacdo “casos favoraveis” se refere a contagem dos elementos do evento

investigado, e “casos possiveis” alude a quantidade de elementos do espaco amostral.

Para exemplificar a utilizacdo das razfes acima apresentadas, vamos apresentar um

problema envolvendo o jogo da Mega-Sena.

Exemplo 4: A Mega-Sena é uma loteria na qual o jogador dispde de um volante com 60
numeros, chamados de dezenas, e deve escolher pelo menos 6 deles. Ganha o prémio maximo
aquele que consegue acertar 0os 6 nimeros sorteados. Qual a probabilidade de que o nimero 20

seja sorteado em uma rodada qualquer?
Resposta comentada:

Assumindo que todas as bolas que representam os nimeros sejam igualmente provaveis
de serem sorteadas, ndo importando a ordem com que as dezenas sejam sorteadas, devemos ter
n(E) = Csq5, pois ja entendemos que o nimero 20 foi sorteado, restando que outros 5 nimeros
sejam escolhidos em um total de 60 - 1 = 59 restantes. Para 0s casos possiveis, n(2) = Cgg 6,
pois queremos determinar todas as possibilidades de escolhermos 6 dezenas de um total de 60

sem que a ordem de escolha seja preponderante.
Assim, a probabilidade procurada, que simbolizaremos por p(20), serd dada por:

659,5

p(20) =
C60,20

20) 5.006.386
PR = 50.063.860

1
20) = —.
p(20) 10
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Ou seja, a probabilidade de que a dezena 20 seja sorteada em qualquer sorteio da Mega-
Sena é de 1 em cada 10, ou 10%, o que significa que, provavelmente, em dez sorteios feitos em

um deles a dezena 20 estara presente.

A probabilidade calculada acima pode causar estranheza em pessoas pouco
familiarizadas com os calculos probabilisticos, j& que para elas muitas vezes seria mais crivel
que a dezena 20 fosse sorteada com uma chance de 1 em cada 60, pois “20” representa a bola

de interesse de um total de 60 disponiveis.

Porém, esse raciocinio é claramente uma interpretagdo equivocada dos casos favoraveis,
gue sdo agrupamentos de 6 dezenas no qual a dezena 20 estd presente, e também ha um
equivoco nos casos possiveis, ja que devem incluir todos os agrupamentos de seis numeros a

partir de 60 disponiveis (de 1 a 60).

Note que, independentemente da dezena, a probabilidade de que ela seja sorteada é de
1/10, pois consideramos que qualquer delas € igualmente provavel de ser sorteada. Entdo a
“dezena” 1 tem 10% de chances de ser sorteada, ou a dezena 60 tem 10% de chances, ou a

dezena 39 de igual forma.

A probabilidade como uma razéo, como se apresenta nas Equacdes (7) e (8), deve ser
recebida com certas ressalvas. Note que se trata de razfes entre contagens, e, sendo assim, estéo
apropriadas para investigacdo de probabilidades de eventos e espacos amostrais finitos. Para
eventos e espacos amostrais infinitos enumeraveis, usamos limites para determinar as raz0es
citadas. Ademais, reforcamos que a probabilidade como uma razdo esta restrita também aos

casos em que temos eventos elementares equiprovaveis.

Neste trabalho, sera suficiente nos atermos a problemas envolvendo probabilidades de
eventos finitos e equiprovaveis, embora tenhamos resolvido um problema com eventos néo
equiprovaveis mais adiante. De todo modo, importa conhecermos a definicéo de probabilidade
rigorosa, proposta por Kolgomorov por volta de 1930. Com essa defini¢do, podemos obter o
calculo da probabilidade para todos os casos possiveis. Para simplificar, apresentamos aqui uma

versdo para o espaco amostral enumeravel.

Quando associamos um numero a uma probabilidade, devemos fazé-lo de forma que os
Axiomas de Kolgomorov sejam satisfeitos. A seguir, eles sdo enunciados a partir dos eventos
elementares E;, E,, E5, E,, ... , E;, de um espago amostral Q, ndo vazio, indicando por p(E;) e

p(Q) as probabilidades associadas aos eventos E; e ao espa¢o amostral, respectivamente.
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Axiomal: 0 <p(E;) <1;

Axioma ll: p(Q) = 1;

Axioma lll: p(UiZ | E;) = XiL, p(E;), desde que E; N E; = @,comi # j.
O Axioma | limita a probabilidade de qualquer evento ao valor 1.

O Axioma Il sugere que a probabilidade de ocorréncia do espago amostral como um
evento, tomando Q como um conjunto universo, ¢ sempre certo, ou seja, sera sempre observado

com certeza.

O Axioma Il implica que a probabilidade da unido de eventos elementares e dois a dois
disjuntos de um espaco amostral é simplesmente a soma de todas as probabilidades individuais

desses eventos.

A titulo de ilustracdo, caso tenhamos apenas dois eventos elementares distintos, E; e E,,

pelo Axioma Il1 a probabilidade da unido resulta em:

p(E; U E;) = p(Ey) +p(Ey) .

Uma outra observagdo importante sobre o Axioma Il é que os eventos nao necessitam

ser equiprovaveis, ou seja, ndo ha a restri¢cdo de que tenham as mesmas chances de ocorrer.

Para obtermos uma importante igualdade, a partir dos Axiomas Il e 111 vamos utilizar
uma representacao grafica. Seja Q um espaco amostral ndo vazio, representado abaixo por um

retangulo, e E;, E,, E5, ... , E, eventos de Q, com as regides delimitadas a seguir.

A partir da representacdo podemos notar que

I)E; n E; = @, desde que i # j.
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Ao investigarmos a probabilidade de ocorréncia de algum dos eventos descritos acima,
ouseja, p (E,U E, U E3U ..U E,), devemos obter, a partir do Axioma |1l de Kolgomorov,

0 seguinte resultado.

p(ELV E; U E3U ... U Ey) = p(E) +p(Ex) +p(E3) +...+p (E). )
Porém,como E; UE,UE; U ... U E, = Q,ep (Q)=1 do Axioma Il de Kolgomorov,

podemos reescrever a Equacéo (9) como:

1= p(E) + p(E2) + p(E3) + p(Ey) +...+p(Ey) . (10)

Apenas permutando 0s membros da ultima igualdade obtemos:

p(E) +p(E) +p(Es)+p(Ey) +...+p(En)=1. (11)

O que a Equacdo (11) nos comunica é que se temos n eventos dois a dois mutuamente
exclusivos e cuja unido resulta o espaco amostral, a soma das probabilidades desses eventos é
unitaria.

Propriedades importantes que decorrem da Equacéo (11) sdo as apresentadas a seguir.

Propriedade 1: p (@) =0

Propriedade 2: p(E) =1 — p (E), onde E é o evento complementar do evento E, pois como
esses dois conjuntos sdo0 mutuamente exclusivos € E U E = Q, podemos usar (11) com esses

dois eventos, resultando em p(E) + p(E) = 1, ou ainda, p(E) = 1 — p(E).

Na pratica, a Propriedade 2 é utilizada quando for mais fécil calcular a probabilidade
do complementar do evento E do que do proprio evento E. Digamos, por exemplo, que de uma
urna contendo 5 bolas numeradas de 1 a 5, quiséssemos sortear aleatoriamente duas delas, uma

de cada vez, com reposi¢do. Qual a probabilidade de escolhermos bolas diferentes?

Supondo que as bolas sejam igualmente provaveis de serem sorteadas, podemos
responder ao questionamento pensando no evento complementar (E), que seria 0s casos em que
sorteamos a mesma bola. Esses casos, descritos como pares ordenados, sao um total de cinco:
(1,2), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5). Os casos possiveis sdo 5 x 5 = 25 (ndo precisamos descrevé-10s),
pois temos 5 resultados possiveis para 0 primeiro sorteio, e outros cinco para o segundo sorteio.
Assim, p(E) = 5/25. Logo, p(E) = 1 — 5/25 = 20/25 ou 4/5.
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Como forma de demonstrar outra aplicacdo de (11), agora envolvendo eventos nao

equiprovaveis, que até aqui ndo foram contemplados, segue o exemplo abaixo.

Exemplo 5: Um time de futebol feminino quando joga tem probabilidade de ganhar que € igual
ao dobro da probabilidade de perder. Sabe-se ainda que o empate ocorre com uma probabilidade
de 1/6. Sendo assim, na préxima partida, qual a probabilidade desse time ndo vencer?

Resposta comentada:
Vamos nomear 0s trés eventos possiveis para o problema, conforme abaixo.
E;: O time ganha.
E,: O time perde.
E5: O time empata.
Pelos dados do problema temos que p (E;) =2.p (E,) e p (E3) = 1/6.

Podemos usar (11) para resolver este problema, ja que temos os eventos dois a dois
mutuamente exclusivos, pois o time ndo pode ganhar e perder, por exemplo, e a unido desses

eventos constitui o espago amostral Q, que sdo todos os resultados possiveis de ocorrer.
Assim, a Equacéo (11) para o problema em questéo torna-se:
p (E1) +p (E2) +p (E3) = 1.
Substituindo os dados da questéo obtemos:
2p(Ey))+p(Ey)+16=1 = 3p(E,)=5/6 = p (E,)=5/18.

Descobrimos que a probabilidade de perder é de 5/18. Logo, como a probabilidade de
ganhar é o dobro de p (E,), temos que p (E;) = 2.5/18 = 10/18.

Como a questdo pede a probabilidade de o time feminino ndo ganhar, devemos
investigar p (E, U E3). Como esses eventos sdo mutuamente exclusivos, a probabilidade em

questdo é igual a soma das probabilidades individuais, ou seja:
p (E; U E3)=p (Ez) + p(Es)

= p (E, U E;)=8/18
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Ou seja, a probabilidade que o time ndo ganhe é de 4/9, o que pode ser interpretado

como a cada nove partidas € provavel que em quatro delas o time ndo ganhe.

Uma observacdo importante sobre esse problema é que poderiamos ter usado a
probabilidade complementar do evento ganhar, ou seja, p (E;), que significa probabilidade de

ndo ganhar, pois ja que descobrimos que p (E;) = 10/18, basta fazer:

p(E)=1-p(E) = p(E)=1-10/18 = p(E})=4/9.

2.4 PROBABILIDADE FREQUENTISTA COMO VIES DE INVESTIGACAO

As probabilidades até entdo discutidas neste trabalho séo as subjetivas, onde 0s nimeros
sdo utilizados para descrever um grau de crenca, incerteza ou desejo, e as probabilidades
teoricas, aquelas concebidas por férmulas, calculos matematicos e propriedades que nos trazem

uma resposta a um dado problema proposto.

Ocorre que, em algumas situacdes, 0 nosso subjetivo pode falhar, como também todo
nosso conhecimento de férmulas e propriedades podem nao ser suficientes para responder a um
dado problema. Nessas situagdes, podemos nos valer da probabilidade frequentista, que
consiste numa repeti¢do suficientemente grande do experimento aleatdrio, sob as mesmas

condicdes, para que tenhamos indicios da probabilidade procurada.

Exemplificando o que seria a probabilidade frequentista, retornemos ao Exemplo 4, onde
estdvamos interessados em saber qual a probabilidade de sair a bola n® 20 em um sorteio
qualquer da Mega-Sena. Com os calculos feitos, chegamos a resposta de que a dezena tem
probabilidade de 10% de ser sorteada (probabilidade teérica). Mas, digamos que por alguma
casualidade ndo tivéssemos chegado a esse nimero, de que forma poderiamos, pelo menos,

conjecturar essa probabilidade?

A Tabela a seguir informa as cinco dezenas mais sorteadas e menos sorteadas, bem

como a sua frequéncia relativa, nos 2.568 sorteios realizados até o dia 26/02/2023.
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Tabela 1 — Quantidade de vezes que algumas dezenas foram sorteadas na Mega-Sena.

Posico Dezena Quantidade de Frequé-ncia
Sorteada vezes sorteada relativa
14 53 297 11,6 %
28 10 296 11,5%
32 05 285 11,1 %
42 33 279 10,9 %
42 37 279 10,9 %
562 22 230 9,0%
578 15 225 8,8 %
582 55 219 8,5 %
592 21 218 8,5 %
602 26 211 8,2 %

Fonte: Autoria propria, a partir de informagdes do site SO MATEMATICA.

Notemos que, caso uma pessoa ndo saiba quais as chances de uma dezena ser sorteada
na Mega-Sena, a partir dos calculos feitos na resolucdo do Exemplo 4, de posse da Tabela 1 ela
poderia fazer boas inferéncias, visto que as dezenas mais sorteadas se situam em torno de 11%
de frequéncia relativa, enquanto as menos sorteadas variam em torno de 8%. Um intervalo
entre 8 e 11% esta de acordo com o resultado teérico de probabilidade calculada, que foi de
10%.

E de se esperar que a partir de um grande nimero de observacdes, a probabilidade
frequentista se aproxime da probabilidade tedrica, como parece ocorrer com as dezenas da

Mega-Sena, ja que tivemos um numero de sorteios consideravel (2.568 sorteios).

Defini¢do 10 (Probabilidade Frequentista): A probabilidade frequentista é a razdo entre a
quantidade de vezes que um certo evento E ocorreu a partir de N repeticbes de um experimento

aleatorio, sob as mesmas condig¢des, com eventos elementares equiprovaveis, ou seja:
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n? de vezes que o evento foi observado (12)

p(E) = N

Assim, por exemplo, a bola de n° 10 foi observada 296 vezes nos 2.568 primeiros
sorteios realizados na loteria da Mega-Sena, 0 que nos faz calcular sua probabilidade

frequentista abaixo.

p(bolan®10) =

z 0
568 0,115 0u 11,5% .

O resultado acima é o mesmo que aparece na Tabela 1, indicando, inclusive, a forma

como foram determinados todos os outros valores percentuais constantes na referida tabela.

Para finalizar a discussdo sobre esse topico, vamos falar sobre o lancamento de uma
moeda honesta, ou seja, com faces equiprovaveis. Mlodinow (2018) nos revela que o cientista
Jhon Kerrich decidiu fazer um teste com uma moeda desse tipo, repetindo o experimento de
langamento do objeto por 10 mil vezes, obtendo a face cara em 50,67%. Obviamente a face

coroa foi observada em 49,33% dos langcamentos.

Os resultados acima caminham em dire¢do a probabilidade inicial que atribuiriamos a
esse experimento, que € de 50% para ambas as faces, ja que ndo ha elementos nesse experimento

gue possam indicar uma preferéncia maior por uma das faces.

O fato de o experimento ter sido realizado 10 mil vezes, um nimero que podemos
considerar alto, fez com que a proporcao de caras caminhasse para o0 que se esperava. Porém,
deve-se ter cuidado em se tratando da quantidade de repeticdes de um experimento para que

possamos fazer inferéncias coerentes.

Retornemos ao experimento do langcamento da moeda honesta. Digamos que em dez
repeticdes tenhamos obtido oito faces cara. Com esses resultados seria correto afirmar que a
probabilidade de obter cara seja 4 vezes maior do que obter uma face coroa (8/10 e 2/10,
respectivamente)? N&o nos parece sensata esta conclusdo, pois estamos repetindo o
experimento uma quantidade pequena de vezes e, por isso, ha margem para interpretacoes

distorcidas da realidade.

2.5 PROBABILIDADE CONDICIONAL

Consideremos a experiéncia de lancar uma moeda honesta duas vezes e observar a face

virada para cima. Caso estejamos interessados em investigar o evento E “obter duas caras”,
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antes do experimento acontecer podemos conjecturar que p(E) = 1/4, ja que existem quatro
resultados possiveis, que sdo Q = {(cara, cara), (cara, coroa), (coroa, cara), (coroa, coroa)}, e

apenas um deles é o caso favoravel.

Mas, digamos que o resultado do primeiro langcamento foi conhecido e resultou no
evento S “cara”. Desse modo, a probabilidade de obtermos duas caras ndo é mais 1/4, ja que
ndo temos mais quatro casos possiveis, mas sim apenas dois, que sdo (cara, cara) e (cara, coroa),

resultando em um novo valor de probabilidade, p(E) = 1/2.

Notemos que 0 que mudou de uma situacdo para outra foi a informacao recebida de que
deu cara no primeiro lancamento. Essa informacdo acaba por condicionar nosso evento de
interesse, fazendo com que o espagco amostral ao qual ele fazia parte fosse reduzido. As
probabilidades de eventos que mudam conforme tenhamos mais informagdes do experimento

ou que suponhamos ter acontecido sao conhecidas como probabilidades condicionadas.

De modo geral, se estamos interessados em investigar a probabilidade de ocorréncia de
um evento E, dado que aconteceu S, ou que suponhamos ter acontecido, simbolizada por
p(E|S), € dada por:

p(ENS)

(13)
s desde que p(S) # 0.

p(E|S) =

n(E nS)

A Equacdo (13) pode ser reescrita levando-se em consideracao que p(E N S) = -~

ep(S) = % onde Q ¢ o espaco amostral original.

Definicdo 10 (Probabilidade condicional): Dados dois eventos E e S, com p(S) # 0, a

probabilidade de ocorrer E dado que S ocorreu ¢é dada por:

n(E NS)
_pENS)  Tn(Q) _n(E NS)
p(E|S) = TOREIO) = p(E|S) =l (14)

n(Q)
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O que a ultima igualdade quer dizer é que dado que temos uma informacdo S, a probabilidade

de ocorréncia de E é uma razdo entre o nimero de elementos comuns de E e S pelo nimero de

elementos de S. Na pratica, € como se 0 espaco amostral original Q fosse reduzido a um novo

espaco amostral S.

A seguir resolvemos um problema proposto, onde ficara mais evidente a aplicagdo da

probabilidade condicional.

Exemplo 6: (ENEM/2020) Para um docente estrangeiro trabalhar no Brasil, ele necessita

validar o seu diploma junto ao Ministério da Educacdo. Num determinado ano, somente para

estrangeiros que trabalhardo em universidades dos estados de Séo Paulo e Rio de Janeiro, foram

validados os diplomas de 402 docentes estrangeiros. Na tabela, esté representada a distribuicdo

desses docentes estrangeiros, por paises de origem, para cada um dos dois estados.

) Total de
Argentina | Espanha Cuba Portugal | Venezuela
docentes
Séo Paulo 112 60 28 9 30 239
Rio de
_ 29 40 46 36 12 163
Janeiro
Total 141 100 74 45 42 402

A probabilidade de se escolher, aleatoriamente, um docente espanhol, sabendo-se que ele

trabalha em uma universidade do estado de Sdo Paulo é

A) 60/402

B) 60/239

Resposta comentada:

Vamos nomear 0s eventos do problema.

E: Ser docente espanhol

S: Trabalhar na universidade de S&o Paulo

C) 60/100

D) 100/239

E) 279/402

Observem que se quiséssemos somente a probabilidade do docente ser espanhol, ela

seria dada por p(E) = 100/402, ja que temos 100 maneiras de escolher 1 docente espanhol

em um universo de 402 docentes. Porém, a questdo traz um condicionante, que é justamente o
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evento S, que é a informacdo nova, o0 que ja se sabe. Assim, a questdo quer saber o valor de
p(E|S).

Pela Equagdo (13), sabemos que p(E|S) = p(E n S)/p(S), mas p(E N S) = 60/402,
pois ha 60 espanhois trabalhando em Sdo Paulo, no universo de 402 docentes, e p(S) =

239/402, pois temos 239 docentes atuando no estado paulista de um total de 402.
Assim, temos que p(E|S) = 202 — % . (Letra B)

Uma outra solucdo consiste em reduzir o espaco amostral, j& que a questdo nos traz um
dado de que o docente atua no estado de Sdo Paulo. Assim, ha 239 docentes atuando nesse

estado, sendo que desses 60 sdo espanhois, de modo que as chances de escolher um docente

espanhol sdo de 60 para cada 239, ou seja, p(E|S) = % :

No proximo topico discutimos eventos cuja probabilidade ndo é alterada, mesmo

guando colocamos eventos condicionantes.

2.6 EVENTOS INDEPENDENTES

Do topico anterior, sabemos que se dois eventos de um espaco amostral sdo
condicionados um ao outro, a Equacdo (13) pode ser empregada. Vamos reescrevé-la abaixo de

uma forma conveniente para o que queremos discutir nesse momento.

p(E N S) (15)

p(ElS) = "G = p(E N S) =p(E|S).p(S).

Vamos considerar agora que estamos com o0 experimento aleatério langamento de um
dado honesto. Cada langamento representa uma tentativa. Seja E o evento “sair o nimero 6 na
primeira tentativa” e S o evento “sair o nimero 2 na segunda tentativa”. N&o colocando
nenhuma condicdo inicial ao problema, teremos que p(E) =p(S) =1/6. Mas, caso
quiséssemos investigar p(S|E), ou seja, dado que na primeira tentativa saiu a face “seis”, qual

a probabilidade de sair face “dois” no segundo langamento?
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A resposta para a indagacdo acima € considerar que p(E) = 1/6 , mesmo com a
informac&o privilegiada do primeiro lancamento, pois ndo ha nada de relevante na informagéo
que faca com que a probabilidade de obter face “dois” seja maior ou menor do que 1/6. Nos
casos em que a informacédo sobre S ndo altera a probabilidade de E, bem como informaces de

E néo alteram a probabilidade de S, classificamos esses eventos como independentes.

De (15) obtemos uma importante relacdo. Sejam E e S eventos independentes entre si,

€screvemos:

p(E n S)=p(E|S).p(S) = p(E nS)=p(E).p(S), (16)

Ou seja, se quisermos investigar a probabilidade de ocorréncia dos eventos E e S a0 mesmo
tempo, desde que sejam independentes, basta obter o produto entre as probabilidades

individuais desses dois eventos.

A ideia pode ser expandida para mais de dois eventos. Sejam E;, E,, Es, ... , E,, eventos
independentes entre si, a probabilidade de ocorréncia da intersecdo entre esses eventos é dada

por:

p(E;N E; N Esn .. N Ey) =p(E).p(Ey).p(Es) ... .p(En). a7

Exemplo 7: (BUSSAB, MORETTIN, 2013, p.118) A probabilidade de que A resolva um
problema é de 2/3, e a probabilidade de que B o resolva é de 3/4. Se ambos tentarem

independentemente, qual a probabilidade de o problema ser resolvido?
Resolugédo: Vamos nomear os eventos envolvidos no problema.

A: A pessoa A resolve o problema, com p(4) = 2/3.

A: A pessoa A néo resolve o problema, com p(4) = 1/3.

B: A pessoa B resolve o problema, com p(B) = 3/4.

B: A pessoa B ndo resolve o problema, com p(B) = 1/4.

A probabilidade procurada é p(A U B), pois o problema estara resolvido se A resolver
ou B resolver (ou ambos). Porém, para este problema vamos investigar p(A N B), que é a

probabilidade de que o problema néo seja resolvido por nenhuma das duas pessoas. Como A e
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B sdo eventos independentes, seus complementares também o sdo, fazendo com que possamos
aplicar a Equagéo (16) ao problema, como segue.

p(A n B) =p(4).p(B) =3 X

OV N
Y

12 '

Assim, a probabilidade de o problema ndo ser resolvido € 1/12, 0 que mostra que a

probabilidade de ser resolvido é de 1 — - u

12 12’

Uma outra maneira para resolver esse problema € pensar que para ele ser resolvido
temos trés situacdes possiveis:

|
X
B
[
N

1) A resolve e B ndo resolve, com p(A N B) = ;

I1) A ndo resolve e B resolve, comp(4 N B) = = X

ol w
|

I11) A resolve e B também resolve, comp(A N B) = g X

Sl w
I
I

oy- . ~ . 2 3 6 11
A soma das probabilidades das situa¢es acima resulta em Stot o= o
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3 Variaveis Aleatorias e Esperanca Matematica

Nos jogos envolvendo apostas, prémios ou algum outro tipo de recompensa, 0S
jogadores observam, além das estratégias que podem ampliar suas chances de vitoria em cada
partida, 0 quanto pode chegar o quantitativo de premiacdes ou de perdas, ou seja, qual sua

expectativa de ganho (ou perda).

Neste capitulo discutimos esse aspecto conhecido como esperanga matematica, valor
esperado, valor médio ou, simplesmente, média, que foi pensado para responder aos jogadores

sobre seus possiveis ganhos em jogos de azar (FILHO, 2016).

3.1 VARIAVEIS ALEATORIAS

Para introduzir o conceito de variavel aleatéria, vamos trabalhar com um exemplo
pratico. Suponhamos que em uma urna existam 3 bolas brancas e 2 bolas pretas, distinguiveis
apenas pela cor. Desejamos retirar 2 bolas, sucessivamente e sem reposi¢cdo. O objetivo desse
experimento aleatdrio é observar a quantidade de bolas pretas retiradas. Usando a letra B para

bolas brancas e P para bolas pretas, temos que o espago amostral ¢ Q = {PP, PB, BP, BB}.

Note que o objetivo é quantificar as bolas pretas que sairam. Do espaco amostral
percebemos que essa quantidade pode ser 0, 1 ou 2. Para cada valor desses associamos as

seguintes probabilidades.

(0)—3><2—6
PRU= 57247 20
W 2 3,3 2_1
= — X — - X - = —
p 5747 572" 20
- 2 1 2
= - X - = —
p 57247 20

Ou seja, as chances de ndo sair bola preta séo de 6/20, de sair apenas 1 bola preta sdo de
12/20, e de sairem as duas bolas pretas sdo de 2/20. Notemos que foi criada uma variavel a

partir de um desejo de observar as bolas pretas, que se traduziu através das contagens possiveis
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de bolas pretas, e para cada resultado associamos a sua probabilidade. Essa variavel recebe o
nome de variavel aleatdria, cuja definicdo a seguir foi obtida de Magalh&es (2011, p. 64).

Definicdo 11 (Variavel Aleatoria): Uma variavel aleatéria € uma funcdo de um espaco
amostral nos nimeros reais para a qual é possivel calcular a probabilidade de ocorréncia de seus

valores.

Observemos que a partir da definicdo acima nosso problema introdutdrio dessa se¢ao
ganha sentido, pois quando definimos quem € a variavel aleatoria, o espaco amostral se
modifica, ndo sendo mais Q = {PP, PB, BP, BB}, mas sim {0, 1, 2}, que sera o conjunto
dominio (Dy), e cujo contradominio (CDs) € real. A imagem, que sdo as probabilidades

encontradas, é Im, = {2/20, 6/20, 12/20}. Assim, temos uma funcéo f: {0, 1,2} - R, tal que

6 12 2
f0) =2, f(1) = Zef(2) =—
Uma varidvel aleatoria pode ser classificada em dois tipos: discreta e continua.
Conforme Oliveira (2014), as variaveis aleatorias discretas sdo aquelas que assumem valores
finitos ou infinitos enumeraveis, ao passo que as variaveis aleatorias continuas sdo aquelas

cujos valores estdo em um intervalo real, ou seja, infinitos ndo enumeraveis.

A variavel do exemplo proposto é do tipo discreta, como também sdo as que querem
contar a quantidade de caras em langamentos consecutivos de uma moeda, ou quantidade de
gols que um time de futebol da série A do campeonato brasileiro marca em cada uma das 38
rodadas. O tempo que uma lampada leva para queimar, o tamanho de uma planta ao longo de

sua vida sdo exemplos de variaveis continuas.

Em nosso trabalho, nos dedicamos ao estudo de varidveis aleatdrias discretas, pela
prépria natureza dos problemas propostos e discutidos.

A partir de agora, uma variavel aleatoria sera representada por uma letra maiuscula,
geralmente X, e seu valor serd representado por uma letra minuscula, x;, comi € N, e a

probabilidade associada a cada valor da variavel por p(X = x;).
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3.2 ESPERANCA MATEMATICA DE UMA VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA

Definicdo 12 (Esperanca Matematica de uma Variavel Aleatoria Discreta): Dada uma
variavel aleatoria X discreta, assumindo os valores x;, com i = 1,2,3,...,n, chamamos de
Esperanca Matematica de X, simbolizada por E (X), ao valor obtido a partir da soma abaixo:
- (18)
EOO = ) xp(X = x).

i=1
A Definigdo 12 foi obtida de Freitas (2019). De (18) é possivel interpretar a esperanca
matematica como uma média ponderada dos valores que a variavel assume, onde 0s pesos

correspondem as probabilidades associadas a cada valor x;.

Dada as variaveis aleatorias X e Y, e uma constante ¢, Rifo (2020) aponta as seguintes

propriedades para a esperanca:
Propriedade 1: E(X +Y) = E(X) + E(Y)
Propriedade 2: E(cX) = c.E(X)
Propriedade 3: E(c) = ¢

A primeira propriedade nos afirma que a esperanga da soma de duas variaveis é igual a

soma das esperancgas individuas de X e Y.

A segunda propriedade afirma que a esperanca de um produto da variavel por uma

constante é igual ao produto dessa constante pela esperanca da variavel.

A terceira propriedade afirma que uma variavel que assume o mesmo valor ¢ s6 podera

ter sua esperanca igual a c.

Exemplo 8: Para uma fabrica produzir um determinado produto ela tem um gasto unitario de
R$ 8,00. Caso a peca produzida saia com defeito, ela é descartada, mas se a peca é perfeita ela
pode ser vendida ao preco de R$ 12,00. Qual o lucro médio unitario dessa empresa,
considerando que 90 % dos produtos produzidos séo perfeitos?

Resposta comentada:

A nossa variavel aleatoria X sera o lucro unitario. Essa variavel pode assumir apenas
dois valores, x; = — 8 reais (que corresponde ao lucro das pegas defeituosas), e x, = 4 reais

(obtida pela diferenca R$ 12,00 — R$ 8,00, pois a peca perfeita € vendida). As probabilidades
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associadas aos valores da varidvel sdo p(x;) =0,10e p(x,) = 0,90, pois sdo as
probabilidades associadas a peca ser defeituosa e ser perfeita, respectivamente. Assim, para
sabermos o lucro médio unitério, basta calcularmos E (X) usando a Equacéo (18), parai = 1, 2,

conforme segue.

EX) = x1.p(X = x1) + %2.p(X = x2) (19)
E(X) = —8.(0,10) + 4.(0,90)

E(X) = 2,80 reais.

Do resultado logo acima concluimos que, em média, a empresa esta lucrando R$ 2,80
por cada peca produzida.

No proximo topico vemos outros exemplos aplicados da Esperanca Matematica, mas
agora no contexto de jogos.

3.3 INTERPRETANDO A ESPERANCA MATEMATICA PARA JOGOS

Este topico é dedicado ao uso da esperanca matematica para determinar a expectativa
de lucro em jogos envolvendo apostas entre dois oponentes, e no contexto para julgar quando

um jogo € justo ou ndo para quem joga e para o dono do jogo.

Exemplo 9: Jodo e Pedro vdo disputar uma partida de domind. Sabe-se que Jodo é melhor
jogador e, por observacado de jogos anteriores, vence Pedro em 70% das partidas que disputam.
Sabendo disso, Pedro propde um sistema de apostas que para cada derrota sua, ele paga R$ 3,00
para Jodo. Caso Jodo perca, ele paga R$ 6,00 para Pedro. Considerando que nunca havera

empate, a proposta de Pedro é vantajosa para Jodo?
Resposta comentada:

Para sabermos se a proposta de Pedro é vantajosa para Jodo vamos calcular a esperanca

matematica associada aos dados de Jodo, que vamos simbolizar por E;y50(X), onde X é a

variavel aleatéria lucro em cada partida.
A variavel X assume 0s seguintes valores, com suas respectivas probabilidades.
x, = 3 reais (Pedro paga a Jodo), com probabilidade p(X = 3) = 0,70;

X, = — 6 reais (Jodo paga a Pedro), com probabilidade p(X = —6) = 0,30;
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Assim, o calculo de E;50 (X)), fica:
Ejoio(X) = x1.p(X = x1) + x2.p(X = x3)
= E;0i0(X) =3.0,70 + (=6).0,30
= Ejpi0(X) = 0,30 reais.

O resultado acima mostra que Jodo ganha, em média, R$ 0,30 a cada partida que disputa

com Pedro, tornando a proposta vantajosa para Joao.

Notemos que, a principio, o valor de R$ 0,30 pode parecer fazer pouco sentido, ja que
as premiagdes sdo R$ 3,00 e R$ 6,00. Com um numero muito pequeno de partidas disputadas,
0 lucro de Jodo pode destoar bastante do valor calculado, podendo, inclusive, ser negativo.
Porém, quando se considera um namero suficientemente grande de partidas, as ponderacdes
entre perdas e ganhos e suas probabilidades se aproximardo do valor de um lucro médio, por
partida, de R$ 0,30.

Uma outra interpretacdo plausivel para o problema é afirmar que ele se trata de um jogo
injusto, pois h& um jogador com uma esperanca de lucro positiva (Jodo), ao passo que Pedro

tem uma esperanca de lucro negativa de R$ 0,30. Vejamos como calcular Epgpro (X).

A varidvel X assume os seguintes valores, com suas respectivas probabilidades.
x, = — 3 reais (Pedro paga a Jodo), com probabilidade p(X = — 3) = 0,70;
x, = 6 reais (Jodo paga a Pedro), com probabilidade p(X = 6) = 0,30;

Assim, o calculo de Epgpro (X)), fica:

Epgpro(X) = x1.0(X = x1) + x.p(X = x3)
= Ejpp0(X) = —3.0,70 + 6.0,30
= Epppro(X) = — 0,30 reais.

Notemos que, enquanto Jodo ganha, em média R$ 0,30, Pedro perde R$ 0,30, o que
mostra que a proposta de Pedro para Jodo néo € justa, pois acaba por favorecer um dos jogadores

em detrimento do outro.

O conceito de jogo justo, expresso aqui apenas em termos matematicos, nao

considerando discussoes filosoficas ou éticas do que € ser justo, impde, como acabamos de ver
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no ultimo exemplo, que a esperan¢a matematica calculada ndo beneficie nenhum dos jogadores,

ou, em palavras mais apropriadas, impde que E(X) = 0 para qualquer dos jogadores.

O proximo exemplo vai tratar sobre o famoso jogo da Mega-Sena, onde discutiremos se
é um jogo justo para quem joga e, caso negativo, qual deveria ser o prémio que tornasse um

jogo equilibrado para a banca e para quem joga.

Exemplo 10: A Mega-Sena é um jogo de loteria muito popular no Brasil. Para ganhar, o jogador
escolhe pelo menos 6 nimeros de 1 a 60, conhecidos como dezenas, presentes no bilhete da

figura abaixo, ao custo minimo de R$ 4,50.

Figura 1 - Bilhete da Mega-Sena

Fonte: Loterias Caixa.

A cada jogo sdo sorteadas 6 dezenas, sem reposicdo. Os prémios séo distribuidos para
guem acertar quatro, cinco ou o0s seis nimeros sorteados, conhecidos como Quadra, Quina e

Sena.

a) Considerando que o prémio da Sena seja fixado em R$ 40.000.000,00, um jogador que faz
sempre uma aposta simples, ou seja, escolhe 6 dezenas ao preco de R$ 4,50, qual o valor médio

que esse jogador recebera por sorteio? O que isso significa?
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b) Qual deve ser o valor do prémio maximo (da Sena) para que o jogo da Mega-Sena seja justo

para um jogador que faz uma aposta simples, desconsiderando os demais prémios?
Resposta comentada:
Letra a)

Antes de resolvermos o problema acima, vamos reescrever a Equacéo (19) de maneira
a esta ficar mais adequada para esse e os demais problemas que virdo sobre esperanca

matematica.

Da Equagdo (19) temos que E(X) = x;.p(X = x;) + x,.p(X = x,), mas agora

reescrevemos da seguinte forma:

E(X) = Xganno-P(X = Xganno) + Xpgrpa-P(X = Xpprpa) (20)
Onde:

Xcanno € a diferenca entre o prémio e o valor pago no bilhete (em outras palavras, € o lucro

que o jogador obtém).

Xpgrpa € 0 valor pago para jogar na loteria.

p(X = xganno) € a probabilidade de o jogador ganhar o prémio;
p(X = xpgrpa) € a probabilidade de o jogador perder o jogo.

Para o Exemplo 10, temos que x;4yuo = R$ 40.000.000,00 - R$ 4,50 = R$ 39.999.9995,
50, xprrpa = - R$ 4,50. Vamos calcular agora a probabilidade desse jogador ganhar na Mega-

Sena com uma aposta simples.

Inicialmente, devemos calcular de quantas maneiras seis nimeros podem ser escolhidos,
sem reposicdo, ndo importando a ordem, de 60 nimeros disponiveis. Claramente trata-se de
uma combinagdo Cgq ¢, que resulta em 50.063.860. Assim, como a pessoa sO escolheu 6
nameros, ela s6 tem 1 chance em 50.063.860 de ser premiada. Ja a probabilidade do jogador

perder € igual a probabilidade complementar de ganhar. Logo, temos que:

50.063.859

e p(X = Xpgrpa) = —50 063.860

p(X = X(;ANHO) = m

Dessa forma, aplicando os valores discutidos acima encontremos a esperanca

matematica, ou valor esperado para um jogador da Mega-Sena que faz uma aposta simples.
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E(X) = Xganno-P(X = Xganno) + Xpgrpa-P(X = Xpgrpa)

50.063.859

= E(X) = 39.999.995,50 x 50.063.860

1
50.063.860 T (AP0 %

= E(X) = — 3,70 reais.

O resultado acima demonstra que, em média, o jogador perde R$ 3,70 por partida,
estando esse numero proximo da realidade quando forem feitos um namero suficiente de
sorteios. O valor de E (X) revela também o quéo é desfavoravel para o jogador apostar na Mega-

Sena, pois o valor da esperanca se distancia do equilibrio (E(X) = 0).
Letra b)

Vamos chamar de Y o valor do prémio que torna justo para ambos, jogador e banca, o
jogo da Mega-Sena. Como ja temos os valores das probabilidades determinadas acima, bem

como o preco do bilhete, basta recorrermos novamente a eq. (18), mas agora com E (X) = 0.

E(X) = Xganno-P(X = Xganno) + Xpgrpa-P(X = Xpgrpa)

50.063.859

=0 = (Y -450) x 50.063.860

1
50.063.860 T (740 X

= Y = 225.287.370 reais

Assim, para que a Mega-Sena seja um jogo justo, 0 prémio para quem acertar a sena
fazendo uma aposta simples deve ser de R$ 225.287.370,00.

Para se ter uma ideia do qudo dificil é chegar nessa cifra de 225 milhdes de prémio, uma
consulta a partir do site LOTERIAS CAIXA mostra que no ano de 2022 houve 110 sorteios,
desses, em 22 a Sena foi premiada, mas, dos 22, apenas 2 deles com prémios maiores do que
R$ 225.287.370,00.
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4 Jogos de Azar e Loterias

Neste capitulo tratamos sobre os jogos de azar, em especial os lotéricos, inicialmente
fazendo um breve recorte historico, enfocando sob um prisma das regulamentacdes desses jogos
no decurso do tempo. Em seguida, citamos alguns trabalhos que se dedicaram ao ensino e

aprendizagem de probabilidade utilizando jogos.

4.1 JOGOS DE AZAR E LOTERIAS A PARTIR DE UMA ABORDAGEM HISTORICO-
LEGISLATIVA

Correa (2016) afirma que a primeira loteria brasileira que se tem noticia foi criada em
1784, na cidade conhecida hoje como Ouro Preto (MG). O dinheiro arrecadado serviu para

construcdo de prédios publicos.

Correa (2016) afirma ainda que a pratica de jogos lotéricos se espalhou pelo territorio,
e 0 governo acabou por fazer concessdes de exploragdo desse jogo, preferencialmente as Santas

Casas, orfanatos e hospitais, mas que particulares também foram contemplados.

Destaca-se o papel seguridade social que as loterias assumiram desde o inicio em nosso
pais, pois foram catalisadoras de recursos para construcéo de prédios publicos e manutencao de

servicos de saude.

O jogo de loteria se tornou bastante popular, e as crescentes concessdes de exploracao
desse servico fizeram com que houvesse uma ndo padronizagdo desses jogos pelo pais, sendo
o imperador obrigado a criar o DECRETO n° 357, de 27 de abril de 1844.

“Attendendo aos inconvenientes, e queixas, que se tem manifestado contra a maneira,
por que em alguns pontos do Imperio se extrahem as Loterias concedidas pelas Leis
Geraes, e Provinciaes; e a necessidade de regular por hum maneira uniforme a
extraccdo das mesmas Loterias em todo o Imperio, a fim de ndo se desacreditar esse
meio de favorecer os estabelecimentos uteis com augmento da Renda Publica: Hei por
bem, depois de ter Ouvido o Conselho d'Estado, Mandar que se execute o seguinte
Regulamento...”. (BRASIL, 1844)

No Decreto supracitado, é possivel encontrar regulamentacGes sobre autoridades

fiscalizadoras, sobre a venda dos bilhetes, da extracéo e premiagdes.
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Em 1892 foi criado um dos mais populares jogos de azar do Brasil, 0 jogo do bicho. De
autoria de Jodo Batista Drummond, proprietario de um zooldgico a época, onde ocorriam 0s

sorteios, a facilidade de suas regras foi um facilitador para a sua popularizacao.

Carvalho (2019) assim descreve suas regras: “E como se fosse uma espécie de loteria,
onde existe uma lista com vinte e cinco nimeros, cada um representado por um animal

diferente. A partir dai, existem diversas formas para o jogador apostar”.

No Decreto Lei n® 3.688 de 1941, conhecido como Lei das contravengdes penais, temos

conceituados o0 que sdo jogos de azar e loterias.

Para o primeiro, a lei afirma no art. 50, 8 3°, que sdo considerados jogos de azar “0 jogo
em que o ganho e a perda dependem exclusiva ou principalmente da sorte; b) as apostas sobre
corrida de cavalos fora de hipddromo ou de local onde sejam autorizadas; ¢) as apostas sobre

qualquer outra competicdo esportiva” (BRASIL, 1941).

Destaca-se, a partir do paragrafo anterior, que o elemento caracterizador de jogos de
azar estd no grau de sorte envolvido. Por exemplo, jogos como bingo, rifas e loterias publicas,
em principio, tém sorteios com resultados equiprovaveis, diferenciando um jogador de outro

apenas pela quantidade de bilhetes comprados ou da quantidade de nimeros escolhidos.

Por outro lado, jogos como poker e xadrez podem ser considerados jogos cujo elemento
principal para um jogador ndo € a sorte, mas a sua habilidade, ndo podendo ser enquadrados

como “jogos de azar”.

A Lei de contravencdes penais, em seu art. 51, § 2°, considera loterias como sendo “toda
operacdo que, mediante a distribuicdo de bilhete, listas, cupdes, vales, sinais, simbolos ou meios
analogos, faz depender de sorteio a obtengdo de prémio em dinheiro ou bens de outra natureza”
(BRASIL, 1941).

Como podemos notar, as loterias tém como seu elemento motivador a sorte, podendo
ser consideradas jogos de azar. Porém, a lei discutida aqui diferencia loteria pelo seu aspecto

operacional e pela existéncia de um prémio, em dinheiro ou de outra natureza.

Neste trabalho, preferimos manter uma distin¢éo entre jogos de azar e loterias, tomando

como argumento que jogos de azar serdo ditos aqueles que dependem da sorte e ndo sé@o
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autorizados por lei, ao passo que as loterias, de natureza publica ou com parceria com o setor
privado, sdo amparadas pelo nosso arcabougo legislativo. Evidentemente, jogos como xadrez e
poker sdo ainda classificados como um terceiro caso, o de jogos de habilidade, mas eles ndo

serdo objeto de estudo deste trabalho.

Destaca-se que 0 Decreto n° 3.688 de 1941 proibiu qualquer ente, pablico ou privado,
de promover loterias, sem autorizacdo legal. O que existiu entre 1941 e 1961 foi que o Estado

passou a dar concessodes a particulares para a exploracdo de jogos de loteria.

Em 1961, o entdo presidente Janio Quadros editou Decreto n® 50.954, de 14 de julho
daquele ano, onde determinou que a Caixa Econémica Federal explorasse, com exclusividade,
a loteria federal. Na pratica, a Caixa sO conseguiu realizar o primeiro sorteio apenas em 15 de
setembro de 1962.

Atualmente, as Loterias Caixa contam com 0s seguintes jogos: Mega-Sena, Lotofécil,
Quina, Lotomania, Timemania, Dupla Sena, Federal, Loteca, Super Sete, + Milionaria e Dia de
Sorte. As duas ultimas abordamos neste trabalho.

4.2 JOGOS DE AZAR E LOTERIAS APLICADAS AO ENSINO E APRENDIZAGEM DE
MATEMATICA

As loterias e jogos de azar sdo boas fontes de estudo sobre probabilidade. Quando
compramos um bilhete de loteria, recebemos a informacgéo, geralmente no verso, sobre as

chances de ganharmos o prémio.

As vezes, a probabilidade pode ser ferozmente desalentadora, como na Mega-Sena, pois
de uma aposta simples temos apenas 1 chance em pouco mais de 52 milh6es de sermos 0 mais

novo miliondrio.

Porém, em qualquer probabilidade informada, seja ela desalentadora ou néo, pode nos

restar um questionamento de como essas medidas de probabilidade foram determinadas.

E, para além das probabilidades, podemos fazer varios outros questionamentos, tais
como: Qual a logica dos pregos cobrados? Qual o retorno financeiro a longo prazo para um

jogador? O jogo € justo?
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Os questionamentos acima tendem a mobilizar conhecimentos matematicos tratados no
ensino bésico, tais como analise combinatoria, média ponderada, probabilidade e proporcéo.
Ou seja, 0s jogos de azar e loterias sdo uma fonte riquissima de exploracéo para o ensino e

aprendizagem de Matematica.

Para efeito de confirmacdo da afirmacdo acima, ao acessarmos o diretorio do
PROFMAT na busca pelas dissertacfes do programa, ao digitarmos os termos “loteria” e “jogos

de azar”, aparecem dez trabalhos, que s&o listados a seguir.

Quadro 2 — Dissertagdes do PROFMAT com os termos “loteria” ¢ “jogos de azar”.

TITULO DA DISSERTACAO AUTOR(A) INSTITUICAO
A probabilidade aplicada aos jogos
Andrade (2017) UFPB
de azar
Noc0es de probabilidade por meio de
) Prado (2015) UEFS
jogos de azar
Um estudo sobre jogos de azar Alves (2015) IMPA
Jogos de loteria: uma aplicacdo de )
N Silva (2018) UNIRIO
probabilidade
Loteria Federal: sorte, azar ou
. Sousa (2017) UFT
matematica?
Ensino — aprendizagem de
probabilidade no ensino médio: uma Correa (2016) UFMA
experiencia usando jogos de loterias.
Probabilidade e loterias Ferreira (2015) UERJ
Modelos de urnas e loterias Oliveira (2014) UFG
Aspectos histdricos e teoricos das )
) Freitas (2013) UFG
loterias
O ensino das loterias: uma
) . IMPA
abordagem motivadora e facilitadora Fraga (2013)
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para aprendizagem de probabilidade

no ensino médio

Fonte: Banco de dissertagdes do PROFMAT. Acessado em 14 de jul. 2023.

Assim, a partir do Quadro 2 percebemos que ha um interesse dos egressos do
PROFMAT em estudar jogos de azar e loterias, especialmente enfocando as probabilidades
relacionadas a esses jogos.

Neste sentido, vamos discutir brevemente dois destes trabalhos, dando énfase aos que

fazem proposicdes de aulas sobre o contetdo de probabilidade.

Fraga (2013) propds em seu trabalho uma discussdo sobre “aspectos basicos do célculo
de probabilidades, em espacos amostrais equiprovaveis, aplicados aos jogos de loterias no
Brasil” (FRAGA, 2013, p. 6).

O autor propde uma metodologia de ensino voltada para resolucdo de problemas como
alternativa ao modelo tradicional, destacando que seu publico-alvo sdo tanto estudantes como
professores do ensino médio. Fraga (2013) prop&e uma série de quatro atividades relacionando

loterias ao contetdo de probabilidade.

Na Atividade 1, individual, é proposta uma loteria ficticia de 10 nimeros, onde pode-se
assinalar de 3 a 8 deles, ganhando o prémio quem acertar os trés nimeros sorteados.

O autor, ap6s descrever as regras, apresenta uma tabela relacionando a quantidade de
nameros escolhidos pelo apostador e o preco respectivamente cobrado, fazendo questionamento
aos estudantes se 0s precos sdo razoaveis, tomando como base aspectos probabilisticos.

Para Fraga (2013), a atividade tem como objetivo “fazer os alunos compararem o valor
de cada aposta com a probabilidade de ganhar em cada caso e com isso perceber que os valores

deveriam ser proporcionais a0 numero de combinagdes apostadas”. (FRAGA, 2013, p. 44).

Na Atividade 2, o autor propde uma loteria com 20 nimeros, dos quais 3 sao sorteados.
Para a resolugé@o dos problemas, foi proposta a divisdo da turma em 6 grupos, onde cada um
tinha objetivos iniciais distintos. Por exemplo, o grupo 1 teria de apostar 6 cartfes, todos com

3 numeros escolhidos, ndo podendo haver repeti¢cbes de nimeros.
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E feito um sorteio e depois 0 autor passa a questionar os grupos sobre quem deles tinha
mais probabilidade de vencer. Fraga (2013) ndo apresenta objetivos para essa atividade, mas
inferimos que seja fazer com que os estudantes apliquem a definicdo de probabilidade como

uma razao.

Na Atividade 3, individual, o autor volta as regras da loteria da atividade 1, agora
fazendo questionamentos sobre a probabilidade de serem sorteados numeros consecutivos. O

objetivo € introduzir os Lemas de Kaplansky aos estudantes.

Na Atividade 4, individual, o autor sugere que os estudantes estejam de posse de
calculadora cientifica ou que seja feita em um laboratério de informatica. A loteria proposta é,

na realidade, uma rifa de 100 numeros, onde ganha quem tem o bilhete com o nimero sorteado.

O autor questiona se é melhor para o apostador comprar 10 bilhetes para um Unico
sorteio, ou comprar 1 bilhete para cada sorteio, durante 10 sorteios. Em seguida, Fraga (2013)

pede aos estudantes que fagam uma generalizacdo dos resultados encontrados.

O objetivo dessa atividade, como o autor pontua, ¢ “mostrar aos alunos que, em
determinadas questdes, o calculo da probabilidade da ocorréncia do complementar do evento é

mais facil do que o proprio evento” (FRAGA, 2013, p. 47).

Dentre as suas conclusoes do trabalho, destacamos um trecho onde o autor evidencia as

qualidades de se trabalhar com jogos de loteria no ensino-aprendizagem de probabilidade.

“A utilizagdo dos jogos de loteria, como préatica pedagdgica, permite que o aluno
vivencie uma aplicacdo cotidiana do tema e a0 mesmo tempo exige que o discente
siga um processo sequencial extremamente importante na construcdo do
conhecimento, que se inicia com o tratamento das informacdes, passa pela
organizacao dos dados e culmina com o calculo de probabilidades” (FRAGA, 2013,
p. 57).

Outro trabalho que destacamos é de Silva (2018), intitulado de “JOGOS DE LOTERIA:
Uma aplicacdo de probabilidade”, que se constituiu de uma dissertacdo de Mestrado do
PROFMAT, polo UNIRIO, do Rio de Janeiro — RJ.

A pesquisa teve por objetivo geral “destacar a importancia da probabilidade e aplicagdo
desta a 4 jogos de loteria famosos no Brasil” (SILVA, 2018, p. 11).



57

Os quatro jogos de loteria trabalhados foram: Mega-Sena, Quina, Lotofacil e

Lotomania.

Para atingir os objetivos, o trabalho foi dividido em trés capitulos, onde passamos a

descrevé-los brevemente.

No Capitulo 1, a autora traz uma reflexdo sobre o ensino de probabilidade e também

uma anélise de trés livros didaticos.

Na oportunidade, amparada por documentos oficiais como o PCN (2000), PCN + (2006)
e PNLD (2018), Silva (2018) destaca que 0 “Ensino da Probabilidade no Ensino Médio deve
ter como foco um trabalho voltado para resolucdo de problemas contextualizados envolvendo
situagdes reais” (SILVA, 2018, p. 17) e justifica essa opg¢do afirmando que assim ha a

possibilidade de articulacéo entre a Matematica e outras areas do conhecimento.

Em relacgdo aos livros didaticos analisados, a escolha das trés obras analisadas se deu
pelo fato de eles serem adotados em escolas do estado do Rio de Janeiro. Para a anélise dos
livros, Silva (2018) estabeleceu caracteristicas a serem observadas, tais como numero de
paginas dedicadas ao tema de Analise Combinatdria e Probabilidade, topicos dos assuntos
estudados, ordem de apresentacdo dos temas, presenca de contexto historico, atividades
contextualizadas e em numero suficiente, inclusdo de questdes do ENEM e se ha a indicacdo

do uso de tecnologias.

Os livros analisados foram: #contato Matematica 2, Matematica Contexto e Aplicacdes
2 e Matemaética Ciéncia e AplicacGes 2. Na oportunidade, a autora destacou pontos positivos,
mas também negativos em alguns, tais como a falta de questdes do ENEM, poucos exercicios

propostos e limitados exercicios com uso de tecnologia, especialmente a calculadora.

O Capitulo 2 inicia-se com uma breve introducéo histdrica sobre probabilidade, onde se
destaca sua origem a partir de questionamentos sobre jogos de azar, e traz uma cronologia indo
de Cardano (1501 — 1576) até Pierre Simon Laplace (1749 — 1827).

Na sequéncia é apresentado um arcabouco tedrico de Analise Combinatéria e
probabilidade, que se encerra com a discussao de algumas questdes do ENEM envolvendo esses

temas.
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No Capitulo 3, sdo apresentadas as quatro loterias trabalhadas, sempre seguindo o
mesmo roteiro de falar um pouco sobre a loteria em questéo, depois regras do jogo, premiacoes

e, por fim, apresentar e discutir atividades.

Para 0s jogos da Mega-Sena, Quina e Lotofacil foram propostas 5 atividades. Ja para a
Lotomania foram apresentadas outras trés atividades. Essas atividades giraram em torno das

probabilidades associadas a cada jogo, os precos cobrados e situacdes de tomada de decisao.

Silva (2018, p. 120) espera que as atividades propostas possam ser realizadas em sala
de aula “...como uma forma ludica e pratica de apresentar os conceitos de matematica,
estimulando as analises, as reflexdes e mostrando a aplicabilidade do assunto estudado no

cotidiano”.
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5 Resultados e Discussoes

Neste capitulo apresentamos os resultados e discussdes a partir dos dados coletados em
questionarios estruturados e semiestruturados, encontros presenciais e por meio de conversas
em aplicativos de mensagens. A metodologia utilizada para obter os dados é descrita no

proximo topico.

5.1 METODOLOGIA

Esta pesquisa foi desenvolvida com a participacdo voluntaria de estudantes
regularmente matriculados no Instituto Federal de Educacdo, Ciéncia e Tecnologia do Rio
Grande do Norte — IFRN, campus Sao Paulo do Potengi, que estavam cursando o 3° ano do
ensino médio integrado e que ja tivessem estudado ou estudando em sala de aula o contetido de

probabilidade.

Para mobilizar a participacdo dos estudantes, nas condicdes descritas acima, foi
divulgado um formulario eletrénico, por meio de mensagens de texto no aplicativo whatsapp
das turmas do pulblico-alvo. O formuldrio pode ser acessado no link:
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQL Sthwb8wW79nCz05r8UJOu3TT1UQNk3QnPz1i
PJJ9B4YV3RNHg/viewform.

Ao todo, 12 estudantes participaram da pesquisa, sendo 9 oriundos da turma de INFO
3M, 2 da turma de MAMB 3M e 1 estudante da turma de EDIF 4M.

Para a obtencdo e analise dos dados, esta pesquisa foi dividida em duas etapas, cujas

atividades desempenhadas e periodos sdo descritos resumidamente no quadro a seguir.

Quadro 3 - Etapas da pesquisa.

12 Etapa 28 Etapa

Encontro presencial com os | Encontros presenciais e a
estudantes voluntarios. distancia, por meio de
aplicativo de mensagens.

Atividades desenvolvidas:
Atividades desenvolvidas:



https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSfbwb8wW79nCz05r8UJOu3TT1UQnk3QnPz1iPJJ9B4Yv3RNHg/viewform
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSfbwb8wW79nCz05r8UJOu3TT1UQnk3QnPz1iPJJ9B4Yv3RNHg/viewform
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- Revisdo de combinacbes e |- Criagdo por parte dos
probabilidade; estudantes de jogos de azar
- Discussdo sobre o0 espaco social | e/ou  loterias com a
ocupado pelos jogos de azar e | orientacdo do pesquisador.
importancia das loterias publicas
no cenario nacional, Periodo: novembro/2022 a
- Aplicacdo de questionario | janeiro/2023.

aberto sobre probabilidade e
esperanca matematica em jogos

de azar.

Data: 27/10/2022, de 13 as 18 h.

Fonte: Autoria propria.

Cada etapa acima serd detalhada em seu tdpico especifico, com a metodologia

empregada, a coleta de dados e analises feitas, pois cada uma tem suas especificidades.

5.2 ANALISE DOS DADOS E RESULTADOS DA ETAPA 1

A Etapa 1 teve inicio com uma revisdo de conteidos de combinacges e probabilidade,
pois 0s participantes tinham visto esses assuntos nos meses de junho/julho de 2022, ou seja,
trés meses antes do 1° encontro da pesquisa.

Logo depois seguiu-se uma breve discussdo sobre jogos de azar e loterias e seu papel
social, dando énfase para as loterias publicas nas quais parte da arrecadacao tem uma destinacao
social em diferentes areas. Os estudantes relataram que nunca tinham jogado nenhum tipo de

jogo lotérico, mas que seus pais e pessoas proximas sim.

O site LOTERIAS CAIXA (https://loterias.caixa.gov.br/Paginas/default.aspx) foi

utilizado para apresentar aos participantes os percentuais de destinagdo social da arrecadacao,

0 que causou surpresa a alguns que ndo sabiam desse viés social dos jogos lotéricos.

Por fim, foi aplicado um questionario presente no Anexo A.1, cujas questdes foram do

tipo abertas, onde foi possivel observar a producéo textual dos estudantes.


https://loterias.caixa.gov.br/Paginas/default.aspx
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As respostas dos participantes foram analisadas a partir de uma metodologia de anélise
de erros inspirada em CURY (2009), que se dividiu em trés partes sequenciais.

A primeira parte foi destinada a uma leitura “flutuante” de todo o material, que serviu
para fazer uma andlise inicial do material e observar quais partes ndo seriam estudadas
(especialmente questBes sem resposta ou com respostas sem nenhum nexo aparente com o que

estd sendo proposto).

Em seguida, fizemos uma anélise propriamente dita das respostas. Apds leituras e
releituras do material, levantamos 0s equivocos cometidos pelos estudantes, colocando
etiquetas indicadoras dos erros nos formularios de resposta para melhor sistematizacdo da

analise.

Com a observacao de algumas similaridades dos equivocos, categorizamos o0s tipos de

erros observados, obtendo uma representacdo simplificada das producgdes textuais.

Por fim, na terceira etapa da metodologia de Cury (2019), a partir das categorias

levantadas elaboramos uma tabela de frequéncia com os tipos de erros observados.

A figura a seguir registra 0 momento do encontro presencial do dia 27/10/2022, ocorrido
no IFRN/campus Sdo Paulo do Potengi, na sala A217.

Figura 2 - Registro do encontro da Etapa 1 da pesquisa.

Fonte: Autoria propria.
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A anélise das respostas ao questionario se deu por um viés qualitativo, pois ndo estamos
interessados em quantificar acertos e erros, nem em fazer comparagdes entre estudantes, mas
sim investigar através de suas producfes textuais quais caminhos de raciocinio o estudante

trilhou até chegar a sua resposta, dotando-os de significado.

Para Borba e Aradjo (2013, p. 25) as pesquisas de abordagem qualitativa “fornecem

informagdes mais descritivas, que primam pelo significado dado as a¢des”.

Em relacdo ao questionario aplicado na 12 etapa da pesquisa, ele foi subdividido em
quatro partes, onde cada uma correspondia aos jogos Lotoemoji, SPP da Sorte, Dia de Sorte e

+ Milionaria, que serdo detalhados nas Secdes de 5.2.1 a 5.2.4.

Para cada jogo foram feitas simulagcbes de sorteios antes que o0s estudantes
respondessem as questdes. O intuito era que eles se familiarizassem com o jogo e

compreendessem melhor suas regras.

Ap0s os estudantes responderem as perguntas sobre cada jogo especifico, nos fizemos
uma breve discussao e resolucdo dos problemas propostos no quadro branco. Os prémios usados

para estimula-los foram balinhas e objetos de baixo valor, como mostrado na figura a seguir.

Figura 3 - Prémios disponiveis para os estudantes.

Fonte: Autoria propria.

Como veremos mais adiante, para alguns jogos as probabilidades de ganhar s&o muito
baixas, de modo que foi acordado entre os estudantes de que quem ficasse mais proximo de
ganhar o jogo é que teria direito a escolher um dos prémios. Na figura 4 hé registros de alguns
dos premiados.



63

Figura 4 - Estudantes premiados durante os sorteios.

i i\
Fonte: Autoria propria.

A partir de agora focamos nossa atencéo aos jogos que foram utilizados, fazendo um
breve comentario sobre cada um, apresentando suas regras e faixas de premiacdo, bem como as

perguntas feitas no questionario a respeito deles.

As respostas dos estudantes foram selecionadas para compor as discussdes tomando

como base seus acertos e erros e possiveis raciocinios empregados na resolugéo.

Cumpre informar que os estudantes que aparecem nas discussdes estardo nomeados por

letras mailsculas, a fim de que suas identidades sejam preservadas.

5.2.1 Lotoemoji: Resultados e discussdes

A Lotoemoji foi uma loteria ficticia criada pelos pesquisadores para contribuir com a
revisdo dos contetdos e dar subsidios aos estudantes sobre os tipos de célculos que eles

encontrariam nas atividades que se seguiram.

Regras do jogo: Na loteria Lotoemoji sdo disponibilizados 9 emojis e o apostador deve
escolher trés deles. O sorteio € honesto, de modo que cada emoji tem igual chance de ser
selecionado. Durante o sorteio sdo sorteados 3 emojis, sem reposi¢do, sem importar a ordem

em que sao selecionados.
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Quadro 4 — Emojis disponiveis na cartela da Lotoemoji.

®@ A O b ® ® | ©
1()[2() 3[40 [5() 16 ()[7()[8()[9()

Fonte: Autoria propria.

Faixas de premiagdo: Ganha o 1° prémio quem acertar 3 emojis; 0 2° prémio para quem acertar
2 emojis; 3° prémio para quem acertar apenas 1 emoji.
Pergunta 1: Qual é a probabilidade de um apostador acertar os 3 emojis?

Respostas dos estudantes:

Figura 5 - Resposta do estudante A para a Pergunta 1.

£ e . a e O D ¢ — 7 Ty
== SO U R TR VA s = ¥ SRR N AR
O~ | (-,/‘ S

Fonte: Estudante A.

A resposta do estudante A evidencia que ele teve dificuldade em compreender
corretamente o0 evento ao qual desejamos saber a probabilidade, pois ao se sortear 3 emojis, sO
h& 1 maneira possivel de acertarmos todos eles, pois a ordem em que foram sorteados néo é

relevante.

H& também um equivoco quando o estudante afirma que o espaco amostral tem 9
elementos, possivelmente ancorado no fato de termos 9 emojis disponiveis, mas deve-se levar
em conta que 3 desses emojis serdo sorteados, sucessivamente, sem reposi¢do, ndo importando

aordem, o que torna n(Q) = Cy 3 = 84.

Destaca-se a dificuldade do estudante em compreender que o resultado do sorteio dos
emojis € uma sequéncia de trés acdes, sendo cada uma delas um sorteio de um ndmero
correspondente ao emoji. Pela resposta do estudante A, vé-se que o discente reduziu essas
sequéncias a uma unica etapa, onde ha 3 possibilidades de acerto, pois sdo 0s numeros que 0

apostador escolheu, de um total de 9 possibilidades.
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Apesar de ndo ter conseguido responder corretamente ao célculo, o estudante ao fim de
sua resposta parece compreender o que significa o resultado do calculo, onde afirma “... uma

chance em trés tentativas”.

Figura 6 - Resposta do estudante B para a Pergunta 1.

P SN 93361 -O0.9.F-504 =

Q2 (52) 5 .67 351,80 6 6
QﬁLL—b@g—b@O%%\bPQMOB% |
A Poox |

W i G ey T

Six Fﬁi&m RN \‘Y\\Q—‘(\«.AQ.

m&%@mj\”% f\h;ﬂ\%%ﬂs{g r\w‘(k:\% '\% r% M&AQGQJLK_\TLQ‘;

Fonte: Estudante B.

O estudante B encontra, corretamente, 0 numero de casos possiveis, que sdo 84, mas faz
um célculo paralelo de probabilidade bastante semelhante ao que fez o estudante A, e depois

multiplica esse valor de probabilidade pelo nimero de casos totais.

O resultado encontrado de 27,7 acaba por ferir o Axioma | de Kolgomorov, pois

nenhuma probabilidade pode ser maior do que 1.

Figura 7 - Resposta do estudante C para a Pergunta 1.
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Fonte: Estudante C.
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O estudante C incorre em alguns equivocos, que vao desde a aplicacdo incorreta da
férmula de combinagdo, passando por dificuldades em operar com fatorial, pois afirma

erroneamente que 3! = 6!, 3.6! = 18 e 6! = 30, além de concluir que 30 + 18 = 33.

. , . 3! .
Partindo do equivoco do estudante C, que afirmou que C3 g = o q  ©aso ele estivesse

certo, o resultado da combinagéo seria C3 g = 0 que contraria o fato de que toda

43.545.600 '
combinacéo de n elementos tomados k a k resulta em um namero inteiro.

Figura 8 - Resposta do estudante D para a Pergunta 1.

Cos-— b= 2L =320-8l-08L _83f.¢%
i 3! o1 3L L Pl

(;N‘ }I-, fr ki ._I&/rr.a’y\ VY J” : y B
K1 Con-dD" o Gt e ada T gmogl fy,, Qe

K ‘
o Uﬂgn@ gl A o 1, i fm/?wlu -
:j—ve_—/L._;L—,\l__ _ MBS a J}ng%ﬁigtwm@:,ﬂﬁ d.@f ) 1
3 3 Fo B0y W\‘k:: 0 fort calpo- oo Ni(’wmiofflmb Mg
toworn Ao oo, QB & omedl

Fonte: Estudante D.

Do exposto na Figura 8 percebemos que o estudante D inicialmente tenta encontrar o
numero de casos possiveis, mas acaba se equivocando e concluindo que Cq 3 = 12, quando ja

sabemos que o resultado correto € 84.

Porém, depois o estudante D parece abandonar a ideia de calcular usando a definicao de
T ~ . 1 1 1 1 . .
probabilidade como uma razdo, e exibe o produto 5 X3%X5% oo justificando que para o 1°

emoji sorteado as chances de acerto sdo 1 em 9, para 0 2° emoji as chances sdo 1 em 8 e 0 3°

emoji com probabilidade de 1 em 7.

O que o estudante fez acima foi acreditar que os eventos sdo independentes entre si e,
por tanto, poderia multiplicar as probabilidades.

Parcialmente, a resposta dada esta correta, pois 0s eventos podem sim ser considerados
independentes. Porém, faltou ao estudante D multiplicar a fragdo 314 por 6, pois temos 3! = 6

maneiras diferentes de trés emojis serem sorteados.
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Por exemplo, digamos que um ganhador do maior prémio da Lotoemaoji tenha escolhido
os seguintes emojis: @, @, J\. Esses emojis podem ter sido sorteados de 6 maneiras

diferentes, conforme quadro abaixo.

Quadro 5 — Maneiras diferentes de 3 emojis serem sorteados na Lotoemoji.

O@ONA OLD OOL OALO AGO ABGO®

Fonte: Autoria propria.

Por termos 6 diferentes disposi¢cdes dos 3 emojis, seria necessario que o estudante D
multiplicasse seu resultado por 6.

Figura 9 - Resposta do estudante E para a Pergunta 1.

' h?joa m ol &) }3‘61‘ N \‘ ¢ ] n: de J:,GM;.‘)}, fs )
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T34
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Fonte: Estudante E.

Na Figura 9 acima, notamos uma resposta correta produzida pelo estudante E, embora
ndo tenha feito uma interpretacdo do resultado. Ha apenas um pequeno equivoco ha simbologia
de combinagéo, quando se escreve C g ao invés de Cy 3.

A discussdo e resolucdo para essa primeira pergunta ja foi feita e pode ser encontrada
na pagina 23 deste trabalho.

Pergunta 2: Qual é a probabilidade de um apostador acertar somente 2 emojis?

Respostas dos estudantes:
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Figura 10 - Resposta do estudante F para a Pergunta 2.

D o : e DR

Q

Fonte: Estudante F.

O estudante F afirma que empregou a mesma logica da Pergunta 1, onde calculou

Cy 3 = 84, pois justificou que tinha 9 opgdes (emojis) e deveria escolher 3 deles, e concluiu,
corretamente, que a probabilidade desejada na Pergunta 1 era de 8—14.

Mas, como podemos inferir da resposta mostrada na Figura 10, o estudante na Pergunta
2 usou a combinagdo Cg 5, pois pode ter acreditado que retirando o emoji que o apostador erra

restaram 8 e, desse total, 2 seriam 0s emojis que certos.

O estudante F, apesar de ndo ter escrito na resposta, possivelmente acredita que a

probabilidade procurada é de % pois afirmou seguir a mesma l6gica da Pergunta 1.

Figura 11 - Resposta do estudante G para a Pergunta 2.
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Fonte: Estudante G.
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Nota-se a partir da resposta acima que o estudante G teve um raciocinio parecido com

o do estudante F, calculando Cj .

Porém, parece abandonar esse raciocinio, partindo para uma razdo que nao envolve

combinacéo, com a justificativa de que se ha 8 emojis disponiveis “e apenas 2 sendo o correto”,

acaba por concluir que % ou 25% € o valor para a probabilidade solicitada.

Na resposta do estudante G € possivel perceber que ha uma dificuldade em reconhecer
se 0 problema envolve combinaces ou ndo, pois inicia calculando uma combinagdo, mas
depois o resultado ndo é aproveitado, e parte-se para um célculo bastante simplista, com uma
justificativa que ndo encontra amparo na realidade da questdo, o que pode sugerir que o

estudante encontrou dificuldades na correta interpretacdo do problema.

Figura 12 - Resposta do estudante H para a Pergunta 2.

Fonte: Estudante H.

Figura 13 - Resposta do estudante | para a Pergunta 2.
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Fonte: Estudante I.
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Nas Figuras 12 e 13 acima percebemos que os estudantes usam a combinagao Cq ,, pois
acreditam, de maneira equivocada, que dos 9 emojis disponiveis o apostador devera escolher 2

deles.

Na verdade, o que se tem € que o0 apostador sempre escolhera 3 emojis, mas a pergunta
que ¢é feita nos questiona qual a probabilidade de que o apostador acerte 2 emojis. Na pratica, 0

que se esta pedindo é a probabilidade de que o apostador acerte 2 emojis e erre 1 deles.

O fato de que o apostador deve errar 1 de seus emojis apostados nédo foi percebido por
nenhum dos estudantes, que se ativeram mais em propor resolucdes focadas apenas nos 2

acertos que o apostador deveria ter.

Com relacdo ao estudante I, percebemos que ha uma inversdo na formula da
probabilidade, pois foram colocados os casos possiveis no humerador e os casos favoraveis no

denominador, ocasionando uma probabilidade maior do que 1, o que ndo é possivel.

Além do mais, o estudante erra no calculo da combinacéo, ao afirmar que Cy , = 18,

quando na verdade sabemos que Cy , = 36.
Resolucdo comentada:

Como os emojis sdo igualmente provaveis de serem sorteados, vamos usar a definigdo

classica de probabilidade, ou seja, p = nimero de caso favoraveis/ niUmero de casos possiveis

- n®
oup = o

O nUmero de casos possiveis, n(£2), ja é sabido, pois foi calculado na pagina 23 e sdo
em total de 84.

O ndmero de casos favoraveis, n(E), deve ser contado usando o principio

multiplicativo, ja que temos a situacdo do jogador acertar 2 emojis e errar 1.

De 3 emojis escolhidos, o apostador pode acertar 2 deles de C; , =3 maneiras
diferentes. Ja para errar 1 dos emojis, ele deve escolher um dos 6 niumeros que ndo foram
sorteados, o que pode ocorrer de Cs ; = 6 maneiras. Usando o principio multiplicativo temos

quen(E) =3 x 6 =18.

Assim, a probabilidade procurada € p(acertar 2 emojis) = g =
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Pergunta 3: Qual € a probabilidade de um apostador acertar somente 1 emoji?
Respostas dos estudantes:

Figura 14 - Resposta do estudante F para a Pergunta 3.
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Fonte: Estudante F.

O estudante F responde a Pergunta 3 dispensando combinac6es, pois acredita que o
apostador tem apenas uma chance em nove de acertar um emoji. O célculo, provavelmente, se
baseou no fato de termos 9 emojis e estamos investigando a probabilidade de acetar apenas 1
deles.

Porém, devemos observar que o apostador sempre escolhe 3 emojis, €, para o Problema
3, desses escolhidos deve acertar 1 e errar 0s outros dois, sendo o calculo de probabilidade

baseado nessa observacao.
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Figura 15 - Resposta do estudante G para a Pergunta 3.
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Fonte: Estudante G.

A resposta apresentada na Figura 15 traz a combinagéo C; ; como valor para a contagem
dos casos favoraveis. Podemos inferir que o estudante G tentou uma reducdo do espaco

amostral, considerando haver 7 emojis (9 ao todo menos 0s 2 que 0 apostador erra) para se
escolher 1 certo.

Figura 16 - Resposta do estudante E para a Pergunta 3.
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Fonte: Estudante E.

Do exposto na Figura 16, percebemos que o estudante apresenta a combinagéo C3 ; = 3
como o numero de casos favoraveis. Essa combinacéo representa a quantidade de maneiras que

0 apostador tem de acertar 1 emoji dos 3 que ele escolheu.
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Porém, novamente, é esquecido o célculo de quantas formas o apostador pode errar 2

emojis escolhidos, tornando o calculo dos casos favoraveis equivocado.
Resolucdo comentada:
O nimero de casos possiveis permanece 0 mesmo, ou seja, n({) = 84.

O numero de casos favoraveis, n(E), deve ser contado usando o principio multiplicativo,

ja que temos a situacdo do jogador acertar 1 emoji e errar 0s outros 2.

De 3 emojis escolhidos, o apostador pode acertar 1 deles de C; ; =3 maneiras
diferentes. J& para errar 2 emoyjis, ele deve escolher dois dos 6 nimeros que nédo foram sorteados,
0 que pode ocorrer de Cg , = 15 maneiras. Usando o principio multiplicativo temos que
n(E) =3 x 15 = 45.

. - . .. 5 5
Assim, a probabilidade procurada é p(acertar somente 1 emoji) = 2—4 = ;—8 .

5.2.2 SPP da Sorte: Resultados e Discussoes

O SPP da Sorte, nome ficticio de uma banca que atua na cidade de Sao Paulo do
Potengi/RN, foi inserido neste trabalho por ser muito conhecido na regido, contar com regras
de facil entendimento e por ter calculos de probabilidade que ndo usam combinacGes, como é
0 caso dos demais jogos de azar que utilizamos nessa pesquisa.

Para a obtencdo de informacGes mais aprofundadas sobre o jogo, entrevistamos um dos

socios do SPP da Sorte, cujo roteiro de entrevista semiestruturado se encontra no Anexo A.3.
Regras do jogo:

O SPP da Sorte consiste em vender bilhetes que contém, cada um, quatro nimeros,

conhecidos por “milhar”, que vao de 0000 a 9999.

Os bilhetes vendidos sdo todos diferentes, de modo que ninguém que comprar um
bilhete tera algum milhar igual a qualquer outro bilhete. Ganha quem tem o bilhete com o

ndmero sorteado.

O sorteio ocorre diariamente, exceto domingos e feriados, e consiste em sortear primeiro

o0 digito da unidade de milhar, depois sorteia-se o digito da centena, em seguida o digito da
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dezena e, por fim, o digito da unidade, todos os sorteios com digitos que vao de 0 a 9 com igual
chance de serem sorteados.

Cada bilhete custa R$ 2,00 e é vendido presencialmente, por meio de “cambistas”, e por
aplicativos de mensagens de texto (Whatsapp). O apostador pode comprar quantos bilhetes

quiser.

Faixa de premiacdo: Inicialmente comega por um prémio de R$ 500,00, mas ndo havendo

ganhadores a premiagdo acumula para o sorteio seguinte, e assim sucessivamente.

Na figura abaixo temos um exemplar de um bilhete da SPP da sorte do dia 08/10/2022.
Informagdes como o nome real e o perfil do Instagram foram omitidos, por ser uma atividade

privada e ndo regulamentada.

Figura 17 - Bilhete do SPP da Sorte.

Fonte: SPP da sorte.

Pergunta 4: Quantos nimeros podem ser sorteados no SPP da sorte?

Respostas dos estudantes

Figura 18 - Resposta do estudante H para a Pergunta 4.
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Fonte: Estudante H.
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O estudante H usa combinacdo para responder & Pergunta 4, inclusive usando a Equagéo

(5) da Pagina 5, que é pouco habitual no ensino médio. Ele acaba por concluir que Cyg 4 =

210
10000 '

0 que ndo é verdade, pois teriamos como resultado um valor néo inteiro.

Este problema ndo se resolve utilizando combinacdo simples, pois ndo temos a intencéo
de sortear 4 digitos de um total de 10, sem reposic¢do, mas sim compor um nimero chamado de
“milhar”, onde temos 10 digitos possiveis para cada unidade de milhar, centena, dezena e

unidade.

Dos 12 estudantes, tivemos 11 acertos para essa questdo, de modo que a Figura 19

representa o pensamento da maioria dos respondentes para a Pergunta 4.

Figura 19 - Resposta do estudante | para a Pergunta 4.
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Fonte: Estudante I.

Outra forma de responder a Pergunta 4 é observar que de 0 até 9.999 temos 10.000

nameros possiveis, fato este que ndo foi observado por nenhum dos estudantes.

Pergunta 5: Quantos bilhetes podem ser vendidos, no méximo, por dia?
Resposta dos estudantes:

Figura 20 - Resposta do estudante B para a Pergunta 5.
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Fonte: Estudante B.
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O estudante B usa o raciocinio de que é possivel vender, no maximo, 10 quatrilhdes de
bilhetes por dia, resultado este encontrado a partir da ideia de que em cada um dos 4 retangulos
do bilhete ha 10.000 nimeros possiveis.

Na realidade, pelas préprias regras do jogo, ndo € possivel que haja repeticdes de
nameros, nem entre bilhetes diferentes, nem em um mesmo bilhete, 0 que demonstra que o

estudante B teve uma interpretacdo equivocada do problema.

Nas Figuras 21 e 22, apresentadas a seguir, ha respostas corretas obtidas de maneira
semelhante por 9 dos 12 estudantes.

Figura 21 - Resposta do estudante G para a Pergunta 5.
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Fonte: Estudante G.
Figura 22 - Resposta do estudante D para a pergunta 5.
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Fonte: Estudante D.

O estudante G opta por utilizar uma proporc¢éo do tipo “4 esta para 10.000 assim como

1 esta para X, encontrando o valor da incégnita.

J& o0 estudante D opta por um raciocinio logico de dividir 10.000 por 4, ja que cada
bilhete tem 4 milhares diferentes dos 10.000 possiveis.

H& um equivoco na justificativa da Figura 22, confundindo digito com ndmero, embora

iSso ndo o tenha feito incorrer em erro no resultado.
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Pergunta 6: Observando apenas as chances de serem selecionados, caso vocé comprasse 1

bilhete do SPP da Sorte preferiria bilhetes com nameros de digitos diferentes ou que tenham

algum repetido?

Respostas dos estudantes:

Figura 23 - Resposta do estudante F para a Pergunta 6.
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Fonte: Estudante F.

A intencdo da Pergunta 6 € fazer com que os estudantes usem seus conhecimentos de

bilidade para a tomada de deciséo.

O estudante F acredita que é mais provavel sair um nimero com algarismo repetido,

porém ndo apresenta calculos que possam embasar 0 seu argumento.

A postura narrada acima foi acompanhada por outros dois estudantes, que mesmo néo

fazendo célculos, acreditaram ser mais provavel serem sorteados numeros com algarismos

repetidos.
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Figura 24 - Resposta do estudante D para a Pergunta 6.
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Na resposta acima, o estudante optou por determinar a quantidade de ndmeros sem
algarismos repetidos, o que é bem mais simples do que determinar todos 0os nimeros com pelo

menos um algarismo repetido.

A tética utilizada para responder corretamente a questdo foi usar os tracinhos, onde em
cada um dos quatro tracinhos foi colocada a quantidade de possibilidades, e em seguida usado

o0 principio multiplicativo para obter o total de 5.040 nimeros com algarismos distintos.

Como temos 10.000 numeros possiveis, o total de milhares com algum digito repetido
é obtido pela diferenca 10.000 — 5.040 = 4.960. Sendo assim, h& mais nimeros com algarismos
distintos do que com repetidos, fazendo com que seja mais provavel serem sorteadas milhares

do primeiro tipo.

Em termos de probabilidade, podemos concluir que:

p(milhar sem algarismos repetidos) = % = 0,504 0u50,4%.
960
p(milhar com algum algarismo repetido) = 10.000 = 0,496 ou 49,6 %.

Embora as probabilidades mostradas acima sejam bem préximas, é razoavel que um
jogador prefira escolher bilhetes com mais milhares sem algarismos repetidos.

Porém, levantamento feito pelo pesquisador a partir do perfil do instagram do SPP da
Sorte, onde sdo transmitidos e publicados os sorteios, revela que de 11/04/2022 quando ocorreu
0 primeiro sorteio, até 08/03/2023, sairam mais milhares com digitos repetidos, conforme dados

apresentados no quadro abaixo.

Tabela 2 — Levantamento da frequéncia do tipo de milhar sorteado no SPP da Sorte.

Tipo de Milhares Frequéncia absoluta Frequéncia relativa
Com algarismo repetido 255 53,6 %
Sem algarismo repetido 221 46,4 %

Fonte: Resultados publicados no perfil do instagram do SPP da sorte.

A planilha com todos os resultados da SPP da Sorte até o dia 8 de mar¢o de 2023 pode

ser obtida através do link: encurtador.com.br/hjS02.

Pergunta 7: Comprando apenas 1 bilhete qual a probabilidade de o apostador ganhar o prémio?

Respostas dos estudantes:


encurtador.com.br/hjS02
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Figura 25 - Resposta do estudante B para a Pergunta 7.
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Fonte: Estudante B.

Na resposta acima, hd um claro equivoco do estudante, pois faz uma reducéo do espaco
amostral de maneira indevida, ja que considera como resultados possiveis apenas 0s quatro

milhares presentes no bilhete do jogador, quando na verdade temos 10.000 resultados possiveis.

Segundo Bryan e Nunes (2012), o espaco amostral ndo faz apenas parte do calculo da

probabilidade, mas € componente que também ajuda a entender a natureza da probabilidade.

Dessa forma, a resposta do estudante B faria sentido se estivéssemos tratando de uma
probabilidade condicional, ou seja, caso a pergunta fosse “Dado que o numero sorteado esta no
seu bilhete, qual a probabilidade de ser o que aparece no canto superior esquerdo do quadro de

milhares?”.

Na situacdo acima, temos quatro milhares igualmente provaveis de serem sorteadas, de
modo que a probabilidade de ser a presente no canto superior esquerdo é de 1/4, como na

resposta apresentada pelo estudante B.

Figura 26 - Resposta do estudante D para a Pergunta 7.
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Fonte: Estudante D.
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Na Figura 26 ha uma aparente confusdo do estudante entre o que considera como
chances favoraveis e possiveis, sdo os bilhetes ou os milhares presentes nos bilhetes? Pois se
estivermos centrando nossa atencao apenas nos bilhetes, quem compra apenas 1 bilhete tera
probabilidade de 1/2.500 de ser premiado, ja que sdo no maximo 2.500 bilhetes vendidos por
dia.

Porém, caso foquemos nos milhares presentes no bilhete comprado, o jogador tera 4
chances de ganhar o prémio em um total de 10.000 milhares possiveis, onde chegamos ao
resultado da probabilidade de 4/10.000 de prémio, que simplificando chega ao mesmo resultado
de 1/2.500.

Pergunta 8: Qual a esperanca matematica do lucro para um apostador que compra apenas 1

bilhete? Interprete o resultado.

Antes dos estudantes responderem a essa pergunta foi feita uma revisdo sobre o que é

Esperanca Matematica.

Esse tema foi trabalhado no 3° ano integrado, nas turmas de INFO 3M e MAMB 3M,

na forma de um seminario intitulado “Como saber se um jogo ¢ justo?”’

Para a revisdo utilizou-se o Exemplo 8 da Pagina 44, onde na oportunidade refletimos
sobre para quem era mais vantajoso 0 jogo, 0 que significa um jogo ser justo num contexto de

esperangca matematica e que interpretacdes cabem aos valores das médias encontradas.
Respostas dos estudantes:

Figura 27 - Resposta do estudante | para a Pergunta 8.
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Figura 28 - Resposta do estudante B para a Pergunta 8.
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Fonte: Estudante B.

Todos os seis estudantes que exibiram respostas para essa questao encontraram o mesmo

valor da esperanca exibidos nas Figuras 27 e 28.
Porém, como podemos ver acima, houve equivocos quanto a interpretacédo do resultado.

Para o estudante | caso 0 jogo seja jogado continuamente (no sentido de um ndmero
suficiente de vezes), o jogador perde R$ 1,80, quando na verdade essa perda é uma média, que

afirma que o jogador perde R$ 1,80 em cada partida que jogar.

Para sermos mais precisos, € como se o jogador investisse a cada jogo R$ 2,00 (que é o
preco do bilhete) e Ihe devolvessem ao final de cada sorteio apenas R$ 0,20 (que corresponde

a diferenca R$ 2,00 — R$ 1,80). Isso, claro, considerando um numero suficiente grande de

apostas diarias jogadas.

Em relacdo ao estudante B, além de ndo apresentar uma interpretacao para o resultado,
ainda utiliza uma frase redundante “a média da esperanga”, que afirma ser negativa, quando na

verdade temos o lucro médio diério negativo.

5.2.3 Dia de Sorte: Resultados e Discussdes

O jogo de loteria Dia de Sorte foi criado a partir da Portaria n° 03 do MINISTERIO DA
FAZENDA, publicada em 14 de maio de 2018, onde podemos encontrar suas regras para

apostas, faixas de premiacéo, regras de sorteio e pregos.
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A competéncia para administrar essa modalidade de prognosticos numéricos é da Caixa

Econdmica Federal, que realiza os sorteios trés vezes durante a semana.
Regras do jogo:

O Dia de Sorte é a loteria onde vocé aposta seus numeros da sorte. Escolha de 7 a 15
numeros dentre os 31 disponiveis e mais 1 “Mé&s de Sorte”. Sdo sorteados sete nimeros € um

“Més de Sorte” por concurso (LOTERIAS CAIXA, 2023).
Faixas de premiacao:

Do valor total arrecadado, 43,35% séo destinados as premiacdes, que podem ser fixas

ou variaveis, conforme segue.

Faixa 1: Acerto do més de sorte (Prémio fixo de R$ 2,00)
Faixa 2: Acerto de 4 nimeros (Prémio fixo de R$ 4,00)
Faixa 3: Acerto de 5 nimeros (Prémio fixo de R$ 20,00)

Faixa 4: Acerto de 6 nimeros (Prémio de 30% do valor destinado a premiacdes, descontando

os valores pagos para as premiacdes fixas)

Faixa 5: Acerto de 7 nimeros (Prémio de 70% do valor destinado a premiacdes, descontando

os valores pagos para as premiacdes fixas)
O prémio de acerto do més de sorte € independente e cumulativo com os demais.

Um apostador que escolhe 7 niameros e 1 dia de sorte, dito aposta simples, paga o prego
de R$ 2,00. Para mais escolhas de nimeros o preco € diretamente proporcional a quantidade de

chances de vencer a faixa 5, como veremos mais adiante.

A seguir, sdo exibidas imagens de um volante do Dia de Sorte, frente e verso.
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Figura 29 - Volante do jogo Dia de Sorte.

Fonte: Loterias Caixa.

Figura 30 - Volante do jogo Dia de Sorte (Verso).

Fonte: Loterias Caixa.
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Pergunta 9: Qual a probabilidade de um jogador ganhar o maior prémio possivel escolhendo
9 nimeros e um més da sorte? Tente expressar a resposta na forma como aparece no bilhete da

loteria.

Para esta pergunta, vale salientar que durante o encontro o pesquisador enfatizou que o
maior prémio possivel de ganhar nesse jogo é quando o apostador acerta 0s 7 nimeros e 0 més

de sorte, pois acaba abarcando a faixa 1 e a faixa 5 de premiacdes, cumulativamente.
Respostas dos estudantes:

Figura 31 - Resposta do estudante D paraa Pergunta 9.
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Fonte: Estudante D.

O estudante D se utilizou do contetdo de eventos independentes para resolver o
problema. De fato, o sorteio do Dia de Sorte € composto de dois momentos distintos, um
referente ao sorteio de 7 dias da semana, e o0 outro da escolha do més da sorte. Esses momentos
sdo independentes entre si, ou seja, o fato de terem sido sorteados os nimeros 1, 2, 3,4, 5, 6, 7,

por exemplo, ndo influencia em nada o sorteio do més da sorte.

Chamando de evento A “Acertar 7 nimeros de 9 escolhidos”, e de evento B “Acertar o
més de sorte”, temos que a probabilidade de acertar 7 nimeros € o més da sorte, ou seja,
p(A N B), serd dado pelo produto das probabilidades individuais de A e B, conforme Equacéo
(16) da Pagina 40.

Para determinarmos p(A4), devemos calcular Cy -, que corresponde aos casos favoraveis,
ja que de 9 numeros queremos que 7 deles sejam o0s sorteados, ndo importando a ordem. Os
casos possiveis sdo em um total de Cs, 5, pois dos 31 nimeros disponiveis apenas 7 deles serdo

sorteados. Assim, temos que:
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Coy 36
C31 7 2.629.575°

p(4) =
Para determinarmos p(B), basta observar que existe 1 chance em 12 de o apostador
acertar o més de sorte, ja que s6 pode escolher 1 deles de um total de 12.
Assim, temos que:

p(A N B) =p(A) X p(B)

= p(A NB) = 6 1
p = 2629575 12
=>p(A NB) = 36 indap(A NB) = !
p T 31554900 JLHndar = 876525

Notemos que o resultado acima é bem préximo daquele exibido pelo estudante D. Na
préatica, o resultado encontrado diz que a probabilidade de o jogador ganhar o maior prémio

escolhendo 9 nimeros e 1 més de sorte é de 1 em 876.525.

Figura 32 - Resposta do estudante B para a Pergunta 9.
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Fonte: Estudante B.

O estudante B comete um equivoco logo no inicio da sua reposta, quando obtém o
produto 432, pois acaba usando o principio multiplicativo para obter o produto da combinacéo

Cy 7 = 36, que corresponde ao numero de chances de o apostador acertar 7 nimeros escolhendo
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9, com a quantidade de meses, que séo 12, quando na verdade deveria multiplicar apenas por
1, que corresponde a chance de o apostador acertar o0 més de sorte.

Pergunta 10: Considerando o preco do bilhete proporcional a quantidade de chances de ganhar
0 maior prémio, como a Caixa chegou a concluséo de que deveria cobrar R$ 72,00 para quem

escolhesse 9 nUmeros?

A Tabela 3 a seguir apresenta 0s precos cobrados de acordo com a quantidade de

numeros escolhidos pelo apostador, que véo de 7 a 15 nimeros.

Tabela 3 — Precos do jogo lotérico Dia de Sorte.

Quantidade de
nameros escolhidos Frego

7 R$ 2,00

8 R$ 16,00
9 R$ 72,00
10 R$ 240,00
11 R$ 660,00
12 R$ 1.584,00
13 R$ 3.432,00
14 R$ 6.864,00
15 R$ 12.870,00

Fonte: Site LOTERIAS CAIXA.

Para esta pergunta ndo houve nenhuma resposta dos estudantes, ao que passamos a

solucionar abaixo.
Resolugdo comentada

Quando o apostador faz uma aposta simples, ou seja, escolhe 7 niUmeros e 1 més de

sorte, ele tem apenas 1 chance de ganhar o maior prémio, isso ao custo de R$ 2,00.
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Porém, quando escolhe 9 nimeros, suas chances de ganhar véo para Cy ; = 36, € COMO
a questdo afima que o preco € proporcional (diretamente) as chances, temos que 0 preco que a

Caixa deve cobrar é de 36 x R$ 2,00 = R$ 72,00, conforme observamos na Tabela 3.

Pergunta 11: Usando os valores das probabilidades informadas no bilhete determine a
esperanga de lucro E para um apostador que faz uma aposta simples, considerando somente o
maior prémio, que vamos estimar em R$ 150.000,00 (estimativa para o prémio do dia
27/10/2022).

Respostas dos estudantes:

Figura 33 - Resposta do estudante D para a Pergunta 11.

\'*“ ¥ ,477 12N )
W gerho)ygomho — P (fundon) il

p=d i HO99F— 31554938, )
1‘«{?—{1‘1"/\}‘)“’} ~'3 frf’[’mg@
E-1133 = 09999
15ttt %o
22 5339y
t:ﬁiogoo‘?{}’ 19233

Fonte: Estudante D.

Na Figura 30 da Pégina 83, ha o verso do volante onde encontramos algumas

probabilidades associadas para a aposta simples. Nela é possivel encontrar a informacéo de que

1

a probabilidade de ganhar o maior prémio, p(7 acertos), € de 1 em 2.629.575 ou YTYYTIR

, . 1
Porém, o estudante D acaba utilizando o valor de TR obtendo um valor de

esperanca que ndo corresponde a realidade do problema proposto.
Resolugdo comentada

Para resolver a Pergunta 11 vamos utilizar novamente a igualdade:
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E(X) = Xganno-P(X = Xganno) + Xperpa-P(X = Xpgrpa),

Onde para o problema temos p(X = xganmuo) = (7 acertos) = ?2575 XGANHO =

R$ 149.998,00 (pois é o lucro que se obtém caso acerte 7 dias), xpgrpa = —R$ 2,00,

1 _ 2.629.574
2.629.575  2.629.575

p(X = Xpgrpa) = p (ndo acertar os 7 nimeros) =1 — Aplicando

esses dados, obtemos:

E(X) = Xganno-P(X = Xganno) + Xpgrpa-P(X = Xpgrpa)

2.629.574

1
2629575 T(-Ox

= E(X) = —1,94 reais.

Do resultado logo acima, em média, o lucro obtido pelo apostador fazendo um jogo
simples é de menos R$ 1,94, aproximadamente, o que significa que em cada partida o apostador
paga R$ 2,00 para jogar, mas ao final retorna com apenas R$ 0,06, pois ha um prejuizo de R$
1,94.

Pelo resultado obtido, nas condi¢des impostas pelo problema, também podemos
interpretar que o jogo lotérico Dia de Sorte € um jogo injusto para o apostador, como sdo quase

sempre 0s jogos de loteria.

5.2.4 + Milionéria: Resultados e discussoes

A loteria + Milionaria, de prognosticos numéricos, é mais uma das modalidades de jogos
administrados pela Caixa Econdmica Federal, e teve sua autorizagdo a partir da PORTARIA
SECAP — SUPES/ME, n° 3.346, de 13 de abril de 2022.

O primeiro sorteio aconteceu no dia 28 de maio de 2022, com um prémio total estimado

em 10 milhdes, mas ndo houve ganhador na faixa principal.

Regras do jogo: A partir das informagdes contidas no bilhete, percebemos que o apostador
pode escolher de 6 a 12 nUmeros na matriz numérica formada por 50 nimeros de 1 a 50, e de 2

a 6 trevos, de um total de 6 trevos.
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A aposta simples ocorre quando o apostador escolhe 6 nimeros e 2 trevos, pagando um
valor de R$ 6,00.

Faixas de premiacdo: Dos valores arrecadados, 43,35 % sao destinados ao pagamento das
premiacOes. A + milionaria possui 10 faixas de premiagéo, sendo 4 delas com valores fixos e

as demais de acordo com percentuais estabelecidos, ap6s o pagamento dos prémios fixos.
Faixa 10: Acertos de 2 nimeros e 1 trevo, com premiacéo fixa de R$ 6,00;

Faixa 9: Acertos de 2 numeros e 2 trevos, com premiacédo fixa de R$ 12,00;

Faixa 8: Acertos de 3 nimeros e 1 trevo, com premiagdo fixa de R$ 24,00;

Faixa 7: Acertos de 3 numeros e 2 trevos, com premiacdo fixa de R$ 50,00;

Faixa 6: Acertos de 4 nimeros e 1 ou nenhum trevo, com premiacdo de 6 % do valor restante

para premiacoes;

Faixa 5: Acertos de 4 nimeros e 2 trevos, com premiacdo de 6% do valor restante para
premiacoes;

Faixa 4: Acertos de 5 numeros e 1 ou nenhum trevo, com premiacdo de 8 % do valor restante
para premiacoes;

Faixa 3: Acertos de 5 nimeros e 2 trevos, com premiacdo de 8 % do valor restante para
premiacoes;

Faixa 2: Acertos de 6 nimeros e 1 ou nenhum trevo, com premiacdo de 10 % do valor restante
para premiagoes;

Faixa 1. Acertos de 6 nimeros e 2 trevos, com premiacdo de 62 % do valor restante para

premiacoes;

A seguir, apresentamos o bilhete da + Milionaria, frente e verso, conforme se encontra

em loterias fisicas da Caixa.
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Figura 34 - Frente do bilhete da + Milionaria.
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Figura 35 - Verso do bilhete da + Milionaria.
!
Como e quem pode apostar? O que é Surpresinha?
Escolha de 6 a 12 nimeros entre as 50 dezenas e de 2 a 6 trevos entre os 6 disponiveis. O sistema escolhe, i uma comt 56 d
Apenas maiores de 18 anos podem apostar, conforme o art. 81, inciso VI, meio do preenchimento do campo préprio no volants ou de
da Lei n® 8.069/90. atendente da lotérica.
Quais os precos #us u'p?shs‘x’ 0O que & Teimosinha?
Os pregos estao P em fixados nas Casas Lotéricas e no site

Sua aposta participa em mais de um €oncurso, por M
préprio no volante ou de sua solicitagao direta ao aten
marcagéo, sua aposla valera para apenas um concurso

www.caixa.gov.br/loterias.

A que prémios estou concorrendo?

(“Sar%ha1 quem agenar: nas (alxa? de m:_eio, 6,25 ou 4 numeros, simultaneamente ao acerto O queé Boldo CAIXA?
e 2, 1 ou nenhum trevo; nas faixas fixas, 2 ou 3 numeros, simultaneamente ao acerto = P : 2
de 2 ou 1 trevo. Os valores finais de lodas as faixas de premiagao sao divulgados nas O Boldo CAIXA ¢ a possibilidade de se (e.allxzar a?.o"fs g
Casas Lotéricas e no site www.caixa.gov.br/loterias. solicitar ao atendente da Lotérica ou assinalar diretame:
administrado pela Lotérica, podera ser cobrada tarifa ¢

St cota. Essa opgéao inviabiliza a realizagao de Teimosinha

Qual a possibilidade que tenho de acertar? faixa(s) de premiagéo, os recibos/cotas dardo dire

Para a aposta minima, as chances de acertar sdo: 1:15 (no acerto de 2 nimeros e 1 ?:;g:s‘?é‘;:?s a0/ welor: folal: de; pramiagao dbida ‘o
trevo), 1:117 (no acerto de 2 numeros e 2 trevos), 1:112 (no acerto de 3 nimeros e 1 >

trevo), 1:900 (no acerto de 3 numeros e 2 trevos), 1:1.200 (no acerto de 4 nimeros € 1

ou nenhum treve), 1:16.798 (no acerto de 4 numeros e 2 trevos), 1:64.491 (no acerto de

5 numeros e 1 ou nenhum trevo), 1:902.881 (no acerto de 5 numeros e 2 trevos),

1:17.025.750 (no acerto de 6 numeros e 1 trevo ou nenhum trevo), 1:238.360.500 (no Observagdes importantes:

acerto de 6 nimeros e 2 trevos). Para apostas multiplas, consulte Confira seu recibo no ato da aposta. Este volante perm-

www.caixa.gov.briioterias. = = i
O alteragdes no produto que n&o prejudiquem o seu uso

50 de
as

. _ . regras vigentes do produto em www.caixa.gov.br/loterias =
Qual a destinacao social dos recursos arrecadados? g >
De acordo com a legislagdo vigente, parte dos recursos arrecadados pelas Loterias g
Federais é destinada a programas sociais de areas prioritarias do Governo Federal, ]
como Esporte, ¢a, Cultura, i Social e Educagdo. Para mais 2
informagdes, consulte o site www.caixa.gov.br/loterias. 3
Qual o prazo para receber o prémio? N
Até 90 dias corridos apos a agao do sorteio. Ao final desse perfodo, o prémio ;
prescreve e o sey valor & r Jo para o Fundo de Financiamento ao Estudante do e e i
Ensino Superior — FIES, conforme a legislagéio vigente. Ceonfiraos mﬂl& dos socteios 2

noisite www.loterfas.caixa.gowbe ou nas Casas Lotéricas. 8
Quando e onde sdo realizados os sorteios? 2 k)
Os dias dos sorteios sdo previamente divulgados nas Casas Loléricas @ no site g
www.caixa.gov.br/loterias. 2
Todos os sorteios sao abertos ao publice ¢ realizados no Espago CAIXA Lolerias em Siio 5
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Fonte: Loterias Caixa.

As respostas sobre as perguntas feitas sobre essa loteria foram poucas e as produgdes
textuais acabaram ndo sendo significativas para uma analise dos erros, pois s6 continham
rabiscos. Dessa forma, as perguntas serdo apresentadas a seguir, com suas respectivas

resolucdes.
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Pergunta 12: Para uma aposta simples, qual a probabilidade de o apostador ganhar o maior

prémio?
Resposta comentada:

A aposta simples consiste em escolher 6 numeros e 2 trevos. O apostador ganhara o
maior prémio se acertar todas as suas escolhas, o que s6 tem 1 chance de ocorrer. Portanto,
n(E) =1. O numero de resultados possiveis € dado por n(Q) = Csg¢ X Cs =
238.360.500. Desse modo, a probabilidade de o apostador ser contemplado com o maior

prémio fazendo uma aposta simples é de 1 em 238.360.500.

Destaca-se do valor acima, que comparada com a Mega-Sena, a + Milionaria é cerca de
4,7 vezes mais dificil de ganhar o maior prémio, pois na Mega-Sena as chances sao de 1 em
50.063.860.

Pergunta 13: Escolhendo-se 8 nimeros e 4 trevos, qual a probabilidade de o jogador ser

premiado na faixa 3?
Resposta comentada:

A faixa 3 consiste no acerto de 5 nimeros e 2 trevos. O numero de resultados possiveis
continua sendo n(Q) = 238.360.500. Os casos favoraveis sdao em numero de n(E) =
Cgs XCyp 1 X Cyp =14.112. Assim, a probabilidade de um apostador acertar a faixa 3,

escolhendo 8 nimeros e 4 trevos é de

14.112
238.360.500

p(E) =

Pergunta 14: Observando as probabilidades associadas a uma aposta simples na tabela presente
no site da caixa, determine a esperanca E para a faixa 1 de premiacdo, supondo um prémio

estimado de R$ 17.000.000,00 como maior premiacdo. (estimativa para o dia 01/10/2022).
Resposta comentada:

A tabela a que se refere a questdo pode ser encontrada em LOTERIAS CAIXA MAIS
MILIONARIA (2023). Consultando a tabela é possivel encontrar uma probabilidade de

1/238.360.500 para uma aposta simples, observando a faixa 1 de premiagéo.

Desse  modo, teremos  xgavwo = (17.000.000,00 — 6,00) = 16.999.994,00;

B 1 - — 6006 __ 238.360.499
PGANHAR = S35 300500’ YPERDA = ’ PPERDER = 535360500
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Assim, a esperanca matematica de lucro médio para este jogador sera de:

Ej06apor = XganHO X PGanHAR + XpERDA X PPERDER

238.360.499

+ (= 6,00) X S=5=20500

— 16.999. X oo
= Ejogapor = 16.999.994,00 X S=o=rrorn

= Ejogapor = — 5,93 reais.

5.3 LEVANTAMENTO DOS ERROS DOS ESTUDANTES

A partir das producdes textuais dos estudantes fizemos um levantamento dos erros

observados, 0s quais estao exibidos no quadro a seguir.

Quadro 6 — Levantamento de erros observados dos estudantes.

_ Frequéncia Exemplos
Tipo de erro observado )
absoluta do erro llustrativos dos erros
E1: Erro de interpretacdo do ) ] ]
19 Fig. 5, Fig. 14 e Fig. 20.
problema.
E2: Erro na contagem dos
elementos dos conjuntos Evento 15 Fig. 16 e Fig. 32.
e/ou do espa¢o amostral.
E3: Erro de dificuldade de
relacionar probabilidade com 11 Fig. 11 e Fig. 12
andlise combinatoria
E4: Erro de interpretacdo da
Esperanca Matematica (ou falta de 6 Fig.28 e Fig. 33.
interpretacdo)
ES5: Exibir uma medida de ) )
. 4 Fig. 6, Fig. 13.
probabilidade p > 1.
E6: Erros de notacédo 3 Fig. 7, Fig. 9 e Fig. 16.
E7: Erros na falta de unidade da )
. 1 Fig. 33.
esperanca matematica
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E8: Erro na reducdo indevida do

1 Fig. 25.
espaco amostral
E9: Erro ao interpretar o
agrupamento como combinacao, 1 Fig. 18

quando era um arranjo.

Fonte: Autoria propria.

De acordo com o Quadro 6, percebe-se que o erro mais frequente esta relacionado com

a interpretacéo do problema.

O erro do tipo de interpretacdo do problema ocorre quando o aluno faz inferéncias,

conclusdes e julgamentos com base no que esta escrito, mas de maneira equivocada.

Por exemplo, na Figura 20, o estudante afirma que é possivel vender 10 quatrilhdes de
bilhetes diferentes do SPP da Sorte em um Unico dia, chegando a esse resultado apos considerar
que pode haver repeticdo do milhar, sendo que o enunciado é claro ao afirmar que “os bilhetes
vendidos sdo todos diferentes, de modo que ninguém que comprar um bilhete terd algum

namero igual a qualquer outro bilhete”.

Nos chamou bastante atencdo o erro do tipo E3, que se caracterizou por o estudante
fazer os calculos combinatdrios para os casos favoraveis e possiveis, as vezes correto, mas ndo
utilizar os resultados para medir a probabilidade, sendo esta expressa por um raciocinio que ndo

se comunicou com os calculos anteriormente feitos.

Depreende-se do erro do tipo E3 que os estudantes ndo visualizavam, até aquele
momento, uma relacdo entre probabilidade e as técnicas de contagem de analise combinatoria,

0 que pode se constituir em um fator limitante para a aprendizagem de probabilidade.

Os demais erros podem ser revisitados a partir da indicagdo das figuras que os ilustram

no Quadro 6, onde se encontram comentarios pertinentes a cada um deles.

5.4 PROPOSTAS DE JOGOS CRIADOS PELOS ESTUDANTES NA ETAPA 2

Apos as atividades desenvolvidas na Etapa 1, os estudantes foram orientados a
formarem grupos, de dois a trés integrantes, para criarem seus proprios jogos de azar, 0 que se

constituiu como Etapa 2 deste trabalho.
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As regras para a criagcdo dos jogos sao descritas a seguir.

Quadro 7 — Regras para a criacao das loterias.

REGRAS PARA CRIACAO DAS LOTERIAS

PARTE DA FRENTE DO BILHETE PARTE DO VERSO DO BILHETE
1) Criar um nome; 1) Regras do jogo;
2) Criar um slogan (frase chamativa); 2) Tabela de precos da loteria, que deve

3) Colocar a cartela de numeros para o | ser proporcional a quantidade de chances
apostador escolher. de ganhar o maior prémio;

3) Prémios da loteria (pensem em coisas
proximas ao cotidiano de vocés. Nada de
ganhar 1 carro, 1 casa, etc.);

4) Quais as probabilidades associadas a
cada prémio?

5) Qual a destinacdo social da
arrecadacdo? (Exemplo: doar parte da

arrecadacdo para a educacdo, para um

hospital de cancer, etc).

Fonte: Autoria propria.

Os estudantes foram estimulados a criar os bilhetes no Canva, que é uma ferramenta
tecnoldgica online para a criacdo de design, e pode ser acessada a partir do link

https://www.canva.com/.

O processo de criagdo contou com a supervisdo do pesquisador, que optou por
mediacdes presenciais e online, através de aplicativo de mensagem de texto, conforme atestam

as figuras a seguir.


https://www.canva.com/

Figura 36 - Registro do processo de criagao da loteria Trevo do Destino.

Fonte: Autoria propria.

Figura 37 - Registro das orientacdes iniciais via aplicativo de mensagem de texto.

Loteria* ,,.49 o

[5oe] REGRAS PARA A CRIAGAO
DAS LOTERIAS(1).pdf
1 pagina - 142 kB - PDF
17:49 &

Vocé

B REGRAS PARA A CRIACAO DAS
LOTERIAS(1).pdf (1 pagina)
Estas sdo as regras para criagao das
loterias 17:49 &

Criar nome, slogan, regras do jogo,

precgos, premiagao 17:50 &

Vocé pode fazer com outras pessoas
17:50 &

E tirar davidas aqui comigo sobre
calculos de probabilidade 17:50 &

Vocé
5 REGRAS PARA A CRIACAO DAS ol
LOTERIAS(1).pdf (1 pagina)

> - ®
20:32 ‘!’

0:14

Ta certo 5,045

@ Mensagem > (O] o

11 o <

Fonte: Autoria propria.
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O que nos motivou a propor que os estudantes criassem seus préprios jogos foi a
oportunidade de torna-los mais ativos e protagonistas de seus processos de aprendizagem.
Nesse sentido, na Etapa 2 o trabalho se aproximou do que se chama de metodologias ativas na

Educacao.

Bacich e Moran (2018, p. 4) explicam que as metodologias ativas “d&o énfase ao papel
protagonista do aluno, ao seu envolvimento direto, participativo e reflexivo em todas as etapas

do processo, experimentando, desenhando, criando, com orientagdo do professor”.

Nos proximos tdpicos abordamos cada uma das loterias criadas pelos estudantes,
fazendo uma analise das producdes, a partir da observacdo do cumprimento das orientacdes

exibidas no Quadro 7.

Para um entendimento melhor das criac6es feitas, elaboramos um pequeno questionario

com 4 perguntas que os estudantes deveriam responder, foram elas:

1) Qual a inspiragéo para a cria¢do do jogo?

2) Como escolheram as premiacgdes?

3) Tiveram dificuldades em calcular as probabilidades e os precos?

4) Acredita que a pesquisa tenha contribuido para melhorar o seu entendimento sobre

o0 contetido de probabilidade?

5.4.1 Jaca Sorte

A seguir ¢ apresentado o bilhete do “Jaca Sorte”, frente e verso, criado pelos estudantes
E e L, das turmas de EDIF 4M e INFO 3M, respectivamente.



Escolha 2 nuameros e -

Compre ja

Fonte: Autoria dos estudantes E e L.
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Figura 39 — Bilhete do Jaca Sorte (Verso).

,,,,

Fonte: Autoria dos estudantes E e L.

Os estudantes alegam que a inspiracdo para a cria¢do da loteria veio do animal jacaré,

conforme relatado a seguir.

“A identidade visual da loteria foi inspirada no animal Jacaré do papo amarelo, animal
nativo da Amazonia que contém as cores da bandeira do pais. Contudo o animal
simboliza a capacidade de estar sobre uma situacdo e ver acima do olhar comum. E
tendo essa representacdo de superioridade a nossa loteria atrai o publico ao se
sobressair sobre as demais” (Estudantes E e L).

Da observacdo do bilhete, percebemos que o Jaca Sorte tem prémio Gnico, que é um
bombom do Jacaré, dado a quem acertar 2 nimeros e 1 letra da palavra “JACA”, destacando
que os autores preferiram distinguir os A’s em Al e A2, fazendo referéncia ao primeiro A e ao
segundo A, respectivamente, da palavra JACA.

O apostador pode escolher de 2 a 5 numeros, sendo o preco pago diretamente
proporcional as chances de ganhar o prémio. Para uma aposta simples, onde se escolhem 2

nameros e 1 letra, o preco é de R$ 1,00, mas pode chegar até a R$ 10,00, quando se escolhem
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5 nimeros. O quadro a seguir exemplifica o raciocinio utilizado pelos estudantes sobre o preco

cobrado no bilhete do Jaca Sorte.

Quadro 8 — Preco do bilhete Jaca Sorte em funcéo das chances de ganhar o maior prémio.

Quantidade de

_ Chances de ganhar Preco
n.° escolhidos

2 1, pois é uma aposta simples R$ 1,00

3 3, pois temos C3 , = 3 maneiras de acertar 2 3 X R$1,00
nameros de trés escolhidos. = R$ 3,00

A 6, pois temos C, , = 6 maneiras de acertar 2 6 X R$1,00
numeros de quatro escolhidos. = R$ 6,00

c 10, pois temos Cs , = 10 maneiras de acertar | 10 x R$ 1,00

2 numeros de cinco escolhidos. = R$ 10,00

Fonte: Autoria propria.

Notemos que para o computo das chances de ganhar ndo fizemos referéncia a escolha

da letra, j& que o apostador s6 pode escolher apenas 1 letra por bilhete.

Em relacdo a probabilidade apresentada, 1:760, pode ser obtida a partir do célculo de
n(Q) = Cy, X C4 1 =190 x 4 =760, pois de 20 numeros disponiveis 2 seréo sorteados,
e de 4 letras uma delas sera sorteada, apontando assim, que ha 760 resultados possiveis para um

sorteio do Jaca Sorte, de modo que uma aposta simples tem 1 chance em 760 de ser premiada.

Na Tabela 4, a seguir, sdo apresentadas as probabilidades associadas ao jogo Jaca Sorte,
em funcdo da quantidade de numeros escolhidos, obtidos com o auxilio das informacdes

contidas no Quadro 8.

Tabela 4 — Probabilidade de ganhar o prémio no Jaca Sorte em funcéo da quantidade de

numeros escolhidos.

Quantidade de N .
) Probabilidade de ganhar o prémio
n.° escolhidos

2 ! 0,13 %
76Oou~ , 0
3

3 — ou = 0,39 %

760
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4 —6 ou ~ 0,79 %
760 ’

5 ﬂou ~ 1,32 %
760 ’

Fonte: Autoria propria.

Agora, supondo que a loteria em questdo ndo faga distingdo entre os dois A’s da palavra
JACA, e acreditando que durante o sorteio as quatro letras se facam presentes, um apostador
que escolher a letra A terd o dobro de probabilidade de ganhar em relagdo aos valores

apresentados na Tabela 4, pois de quatro letras, duas delas sdo “A”.

Para sabermos se 0 jogo Jaca Sorte € justo ou injusto para quem joga, vamos calcular a
esperanca matematica do lucro de um apostador que faz uma aposta simples, usando os dados

contidos no bilhete ¢ tomando o prego de R$ 5,00 para cada “bombom do jacaré”.

1 759
E]aca sorte = (5,00 —1,00) x % + (—1,00) x 7_60

= E]aca sorte & — 0,99 reais.

Como Ejqcq sorte < 0, cONcluimos que o0 jogo € injusto para o apostador, como é de se

esperar em jogos de azar e loterias.

5.4.2 Trevo do Destino

Essa loteria foi criada pelas estudantes B e |, ambas da turma de MAMB 3M, que

justificaram a inspiracdo para a criagao da seguinte forma:

“As loterias remetem a jogos de sorte ¢ quando falamos "sorte" automaticamente
pensamos no trevo de quatro folhas, portanto, a maior inspiragdo é o proprio trevo de
quatro folhas. O trevo € do destino pois a partir dele (ou da sua sorte) o destino pode
ser de prémios ou ndo.” (Estudantes B e I).

Nas Figuras 40 e 41 temos o bilhete do Trevo do Destino, frente e verso.



101

Figura 40 - Bilhete do Trevo do Destino (Frente).

O DESTINOG
ESPERA _POR
VOCIES

Fonte: Autoria das estudantes B e I.
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Figura 41 - Bilhete do Trevo do Destino (Verso).

INFQRMA@@EE IMPORTANTES - TREVO DO DESTINO

Como apostar?
Escolha de 4 a 12 trevos dentre os 40 disponiveis. Serdo sorteados 4 trevos.
Valor das apostas

Para uma aposta simples, de 4 trevos, custa R$ 2,00. Para apostas com mais numeros,
consulte a tabela abaixo:

4 RS 2,00
5 RS 10,00
& RS 30.00
7 R$ 70,00
8 RS 140,00
9 RS 252,00
10 RS 420,00
1 RS 660,00
12 RS 990,00

A que prémios estamos concorrendo?

Maior prémio(acertar 4 trevos): Um livro(O milagre da manha-Hal Elrod)
Segundo prémio(acertar 3 trevos): Um kit caneta bic.
Terceiro prémio(acertar 2 trevos): Um salgado da cantina do IFRN - SPP.

Qual a probabilidade que tenho de acertar o maior prémio?

Para a aposta com 4 trevos, as chances de acertar sao 1:91.390;

Para a aposta com 5 trevos, as chances de acertar sdo 1:18.278;

Para a aposta com 6 trevos, as chances de acertar sao 1:6.092;

Para a aposta com 7 trevos, as chances de acertar sédo 1:2.611;

Para a aposta com 8 trevos, as chances de acertar sao 1:1.305;

Para a aposta com 9 trevos, as chances de acertar séo 1:725;

Para a aposta com 10 trevos, as chances de acertar sdo 1:435;

Para a aposta com 11 trevos, as chances de acertar séo 1:276;

Para a aposta com 12 trevos, as chances de acertar sao 1:184.

Qual a destinacao social dos recursos arrecadados?
Todos os recursos arrecadados serdo destinados a novas bolsas para os

estudantes do IFRN -SPP, por fim de incentivar a permanéncia dos alunos no
campus,

Fonte: Autoria das estudantes B e I.

Pelo bilhete notamos que as regras para essa loteria consistem em escolher de 4 a 12
numeros de 40 disponiveis, onde em cada sorteio sdo sorteados 4 nimeros. O maior prémio é
pago a quem acertar 0s 4 nimeros escolhidos, o segundo prémio para quem acertar somente 3

e 0 Ultimo prémio para quem acertar apenas 2 nUmeros.
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De acordo com o bilhete, os pregos cobrados na aposta variam de R$ 2,00, que
corresponde a uma aposta simples com probabilidade de 1:91390 de ganhar o maior prémio,
até R$ 990,00, que corresponde a uma aposta de 12 nimeros, com probabilidade de 1: 184 de

0 apostador levar o primeiro prémio.

As probabilidades apresentadas fazem referéncia somente as chances de ganhar o maior
prémio, que € o livro. No quadro a seguir, apresentamos outras probabilidades em relacdo a

uma aposta simples.

Tabela 5 — Probabilidade de ganhar os prémios da Trevo do Destino a partir de uma aposta

simples.
Quantidade de acertos Probabilidade associada
4 C4'4 _ 1
Cioa 91.390
3 C4,’3 X C36,1 _ 14‘4‘
Cs0a 91390
, Caz X C36, _ 3.780
Cs0a 91390

Fonte: Autoria propria, a partir do bilhete da “Trevo do Destino”.

O total de resultados possiveis para o sorteio do Trevo do Destino é n(Q) = Cyo4 =
91.390, pois de 40 numeros disponiveis, serdo sorteados 4 deles, ndo importando a ordem. Para
0 caso de o apostador acertar os 4 nimeros marcados, isso pode ocorrer de C,,= 1 maneira.
Para acertar 3 dos 4 numeros a serem sorteados, o apostador deve ter escolhido 3 nimeros dos
4 sorteados e ter escolhido um outro nimero que nao foi sorteado, dentre os 36 restantes, o que
pode se dar de C,3 X C36, Maneiras. Ja para acertar somente 2 nimeros dos 4 sorteados, o
apostador deve escolher 2 nimeros dos 4 sorteados, e escolher outros 2 nimeros que ndo foram

sorteados, 0 que pode acontecer de C,, X C3¢, Maneiras distintas.

A partir dos dados da Tabela 5 podemos calcular o lucro médio esperado para este jogo,

considerando uma aposta simples e 0s trés prémios.

Os valores dos prémios foram estimados a partir de uma consulta feita em um site, o
que revelou que o livro “O milagre da Manha” custa R$ 29,90, o kit caneta bic com trés
unidades custa R$ 5,88 e a coxinha nas dependéncias do IFRN/SPP custa R$ 2,50.
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Do exposto na Tabela 5, percebemos que o apostador tem 1 + 144 + 3.780 = 3.925
chances de sair com algum prémio, ao passo que as chances de ndo ganhar prémio algum sé&o
em numero de 91.390 — 3.925 = 87.465.

Usando a formula da Equagdo 18, com os mesmos critérios de ganhos e perdas, um
jogador terd um lucro médio por jogo de:

3.780
E = (29,90 = 2,00) X gr=or + (5,88 — 2,00) X groo + (2,50 — 2,00) X gr—cs
+ (—2,00) X 87.465
’ 91.390

= E ~ —1,88reais.

O resultado acima afirma que o apostador da Trevo do Destino paga R$ 2,00 para fazer
uma aposta simples, mas ao final de cada jogo, em média, retorna com apenas R$ 2,00 - R$1,88
= R$ 0,12 do que havia apostado inicialmente.

Agora, suponhamos que um apostador da Trevo do Destino tenha disponivel a quantia
de R$ 10,00 para investir nesse jogo. O que seria mais vantajoso para esse apostador: fazer uma
Unica aposta escolhendo 5 nimeros, que chamaremos de situacdo A, ou fazer apostas simples

em 5 sorteios distintos, que chamaremos de situacdo B?

Percebemos que a quantia a ser investida pelo apostador é a mesma nas duas situagoes,
ou seja, R$ 10,00, pois uma Unica aposta de 5 nimeros custa esse valor, e 5 apostas simples
custam 5 x R$ 2,00 = R$ 10,00. Entdo, o que definird qual das duas situagbes sera mais

vantajosa para o apostador sera o valor esperado do lucro de cada uma.

Para a situacdo de apostas simples, esse calculo ja foi feito, tendo resultado em uma
perda para o jogador de R$ 1,88 por sorteio, em média. Como estamos diante de 5 sorteios, 0

jogador perderé na situacdo B o equivalente a 5 x R$ 1,88 = R$ 9,40.

Ja para analisarmos a situacdo A, devemos calcular seu lucro médio, E,. Para tanto,
devemos determinar as probabilidades associadas aos prémios quando o jogador escolhe 5

nameros. Essas informagdes estdo contidas no quadro a seguir.
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Quadro 9 — Probabilidades de ganhar os prémios da “Trevo do Destino” a partir de uma

aposta com 5 numeros.

) n(E),onde E é o evento acertar Probabilidade associada
Quantidade de

acertos

4.3 ou 2 nUmeros,

respectivamente.

Com 5 numeros escolhidos, o

apostador tera Cs, =5 Cs,4 5

possibilidades de acertar os 4 Cioa 91.390

ndameros.

Dos 5 nimeros escolhidos, 3 deles
estardo entre os sorteados, 0

quarto namero sorteado serd 1 dos Cs3 X Cs51 350

35 numeros n&o escolhidos pelo Caoa  91.390

apostador. Assim, n(E) = Cs3 X

C35,1

Dos 5 nimeros escolhidos, 2 deles
estardo entre os sorteados, € 0s

outros 2 nimeros sorteados sairdo Cs, X C35,  5.950

dos 35 niimeros n&o escolhidos Caos  91.390

pelo apostador. Assim, n(E) =

Cs2 X (357

Fonte: Autoria propria, a partir do bilhete da “Trevo do Destino”.

Com os dados apresentados acima e os precos dos prémios ja citados nesse trabalho,

podemos calcular o lucro médio da situacdo A (E,).

5.950
Ez = (29,90 = 10,00) X g5+ (5,88 — 10,00) X 52— + (2,50 — 10,00) X oo—cs
+ (=10,00) 85.085
— X
’ 91.390

= E, = — 9,81 reais.
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Assim, se o jogador decidir fazer uma Unica aposta com 5 ndmeros, o seu lucro médio
sera negativo em R$ 9,81, que é um prejuizo maior do que se ele optar por fazer 5 apostas

simples, que ficou em R$ 9,40 negativo.

Dessa forma, diante do contexto do Trevo do Destino, é melhor o jogador optar por fazer
5 apostas simples ao longo de sorteios distintos, do que apostar todo o dinheiro em um dnico

sorteio, escolhendo 5 nimeros.

Claramente, hd um equivoco na proposta do Trevo do Destino, pois parece penalizar o
apostador disposto a gastar quantias maiores do que a minima. Além do que, & medida que o
apostador escolhe mais numeros os precos vao aumentando até chegarmos ao absurdo de termos
precos mais altos do que os proprios prémios oferecidos, como é o0 que acontece quando o
apostador opta por jogar com 7 nameros, pagando R$ 70,00, embora os prémios, somados,
sejam de R$ 38,28.

5.4.3 Raspa Passa

Este jogo foi criado pelos estudantes A, F e K, todos da turma de INFOR 3M do
IFRN/SPP.

A inspiracdo para o nome veio “de um desafio que existe no jiu-jitsu, que se chama

raspa passa, e a raspadinha foi inspirada na que era feita nos intervalos comerciais do SBT”.

Nas figuras a seguir temos o bilhete do “Raspa Passa”, com suas regras e premiagoes.
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Figura 42 — Bilhete do Raspa Passa (Frente) e sua matriz numérica.

% 01/02(03 13]14]15
RASPA
04|05 |06 161718

08|09 19|20 21
101112 22|23 | 24

Fonte: Autoria dos estudantes A, F e K.

Figura 43 — Prémios do Raspa Passa.

Como participar?

Serd a entada em

Senao cac

ro e m e
orre ae um re

Fonte: Autoria dos estudantes A, F e K.



Figura 44 — Regras do jogo e probabilidades no Raspa Passa.

~ RASPA
o PASSA ‘™"

Como vai funcionar?

Fonte: Autoria dos estudantes A, F e K.

Figura 45 - Destinacdo social da arrecadacdo do Raspa Passa.

Qual destinagdo social dos recursos
arrecadados?

Todo o dinheiro arrecadado serd usado para criagdo de comedouros
e bebedouros para animais de rua.

[
u““.

Fonte: Autoria dos estudantes A, F e K.
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Pelas figuras que apresentam o bilhete do “Raspa passa”, ¢ possivel perceber que as
regras do jogo consistem, basicamente, em se escolher trés nimeros de vinte e quatro

disponiveis, ganhando prémios quem acertar de 1 a 3 numeros, dos trés sorteados.

Destaca-se que para este jogo sé existe aposta simples, pois ndo é possivel, em um Unico

jogo, que o apostador aposte mais nimeros do que a quantidade de nimeros sorteados.

As probabilidades associadas a esse jogo, presentes na Figura 44, sdo apresentadas na
forma decimal, o que ndo € habitual para um jogo de loteria ou azar, pois pode dificultar o

entendimento para o apostador.

Dessa forma, o Quadro 10 traz as probabilidades em formatos diferentes, que poderiam

ter sido utilizados pelos estudantes que criaram a “Raspa passa”.

Quadro 10 — Probabilidades associadas ao jogo “Raspa Passa”.

Quantidade de nimeros acertados Probabilidade associada
S0t o ~ 31,19
1 Cona 2024 04 ®3L1%
C32-C211 63
: — = ~ 3,119
2 Cona 2024 O ®3IL%
3 Ca3 = ! ou =~ 0,49%
Coaz  2.024 S

Fonte: Autoria propria, com base no volante da “Raspa passa”.

Do exposto acima, percebemos que o apostador tem 630 + 63 + 1 = 694 chances de

faturar algum prémio, em um total de 2.024 chances.

A Esperanca Matematica do lucro de um jogador, por aposta, para um sorteio da “Raspa
Passa”, é calculada a seguir, tomando como base o preco de R$ 5,00 para o flocdo, que é o

prémio do jogo.

630
ERaspa Passa — (5;00 - 20,00) X + (10,00 - 20,00) X

2.024 2.024
+ (15,00 — 20,00) + (=20,00) 2.024 — 694
a X - X7

' ’ 2.024 ’ 2.024

= Eraspa passa = —18,12 reais.
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Ou seja, 0 jogador tem, em média, uma expectativa de perder aproximadamente R$
18,12 em cada sorteio da “Raspa Passa”. Um resultado que revela como esse jogo é bastante

desfavoravel para o apostador.

5.4.4 Showtime

Este jogo foi desenvolvido pelos estudantes D e J, ambos da turma de INFOR 3M, que
afirmam que a inspiracao veio de “jogos mais antigos de animes de forma 8-bits e de jogos que

ainda mantém a temaética de personagens mais pixelados”.
As proximas figuras representam o bilhete do jogo “Showtime”.

Figura 46 - Matriz numérica do Showtime.

PICK YOUR LUCKY

Fonte: Autoria dos estudantes D e J.



Figura 47 - Premiacdo da Showtime.

CSEHOWTIME

" 0J0GO DA FORTUNA

Il PRESS START

LEIA ATENTAMENTE A DESCRIGAD
NAO RECOMENDADO PARA AQUELES
QUE NAO SABEM COMPETIR

PREMIO - GIFTCARD S8 R%

Fonte: Autoria dos estudantes D e J.

111



Figura 48 - Bilhete do Showtime com precos e probabilidades.

IHFDRMHCﬁ'ES IMPORTANTES

Cada pessoa pode comprar oté dez

rifas, dentre as 100 disponiveis;

tendo as sequintes probobiliciodes

para se ganhar o maior premio

baseado no numero de rifas que

uocé comprou:

Com 1 rifa - probabilidade 1/100
2 ritas = probabilidade 2/100

Com
Com
Com
Com
Com
Com
Com
Com
Com

3

4
S
6
2
8
9

18 rifas = probabilidade 18/1080

rifas
rifas
rifas
rifas
rifas
rifas

rifas

probabilidede 3/1080
probabilidade 4/108
probabilidade S/168
probabilidade 6/100
probabilidode 7/100
probabilidode 8/100
probabilidode 9/160

YALORES

1 rifa 3R$
rifas SR$
rifas 8R$
rifas 18R

2
3
4
9 rifas @ 13R$
B rifas 15R$
1
8
|
@

rifas 18R $
rifaos 20R$
riftas 23R$

18 rifas 25R$

Tudo que for apurado na
rifa, serd doado para a
acdo de alimentos do
grémio do IFRN=SFP

Fonte: Autoria dos estudantes D e J.
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O jogo “Showtime” consiste em uma rifa que ¢ uma modalidade de jogo no qual os

apostadores escolhem nimeros distintos e a pessoa contemplada com o nimero sorteado recebe

uma premiacao.

Percebe-se que na construgdo da proposta de jogo, os estudantes ndo observaram a

proporcao direta entre quantidade de chances de ganhar o prémio e o prego cobrado, pois, por

exemplo, uma pessoa que escolhe apenas 1 numero pagara R$ 3,00 pela aposta, tendo apenas 1

chance de ser contemplada com o prémio, mas aquele disposto a escolher 10 nimeros, portanto
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com 10 chances de ganhar o prémio, pagara um valor de R$ 25,00, ao invés de R$ 30,00, caso
houvesse a citada proporcionalidade.

Para uma aposta simples, ou seja, aquela em que o jogador escolhe apenas 1 numero, a

esperanga matematica do lucro desse jogador para a “Showtime” é dada por:

1 99
Eshowtime = (50,00 — 3,00) X m + (—3,00) x m

= Esnowtime = —2,50.

O numero obtido acima revela que um jogador paga R$ 3,00 por uma aposta simples na

“Showtime”, e, ao final de cada sorteio, perde, em média, R$ 2,50.

A fim de compararmos 0s quatro jogos criados pelos estudantes, vamos observar os
resultados da esperanca matematica do lucro para apostas simples de cada um deles, conforme

mostra a figura a seguir.

Tabela 6 - Comparacao entre as loterias a partir de seus pregos e esperancas do lucro.

Calculo da Esperanca
Preco da aposta .
Jogo } Matematica do lucro do | Razéo E/P
simples (P) )
jogador (E)
Jaca Sorte R$ 1,00 -R$ 0,99 = —0,99
Trevo do Destino R$ 2,00 -R$ 1,88 = —0,94
Raspa Passa R$ 20,00 - R$ 18,12 ~ —0,90
Showtime R$ 3,00 -R$ 2,50 ~ —0,83

Fonte: Autoria propria.

Diante dos dados apresentados na Tabela 6, percebemos que o jogo “Jaca Sorte” é o
mais injusto para o jogador, considerando uma aposta simples, pois, para cada real investido o

apostador perde R$ 0,99.

Ja a Showtime apresenta a menor razdo E/P, em médulo, indicando que para cada 1 real
investido, o apostador perde R$ 0,83, sendo o tipo de jogo que podemos considerar menos

injusto para o apostador, dentre os quatro analisados.
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5.5 EVOLUCAO DA APRENDIZAGEM DOS ESTUDANTES A PARTIR DA CRIACAO
DOS JOGOS

Este tdpico, que finaliza o capitulo, destina-se a fazermos um breve percurso de

aprendizagem dos participantes da pesquisa.

Em relacéo as estudantes B e I, criadoras do “Trevo do Destino”, notamos que houve
uma significativa melhora na compreensao da relacdo existente entre Analise Combinatoria e
Probabilidade, pois em suas producfes textuais da Etapa 1, por vezes faziam os célculos de
n(E) e n(Q) corretos, mas ndo usavam os resultados na definigdo de probabilidade como uma

razdo, preferindo utilizar raciocinios equivocados para expressar a probabilidade.

Em relacdo ao calculo das probabilidades do “Trevo do Destino”, as estudantes nao

apresentaram dificuldades, determinando os valores muito rapidamente.

Ja em relacdo ao célculo do preco do bilhete, apresentaram dificuldades em interpretar
a frase “... prego proporcional as chances de ganhar o maior prémio”, assim como a maioria dos
participantes. As estudantes B e | ndo responderam a pergunta 10 do questionério, o que
evidencia que elas continuavam tendo dificuldade em precificar jogo.

O caminho apresentado pelas estudantes era de uma proporc¢do entre a quantidade de
trevos e o prego a ser pago. Algo como “Se a pessoa escolhe 4 trevos paga R$ 4,00, se escolhe
8 trevos deve pagar R$ 8,007, ndo observando que as chances de ganhar o jogo marcando 8

trevos € 70 vezes maior do que quando se marca apenas 4 trevos.

Durante o processo mediativo presencial as estudantes foram confrontadas com os
calculos feitos de probabilidade para demonstrar que ao se dobrar a quantidade de trevos
escolhidos as chances de ganhar ndo dobram também, o que refuta a tese inicial das estudantes.
Elas perceberam o equivoco e refizeram seus célculos dos precos a serem cobrados, agora de

maneira correta.

Em relagéo aos estudantes E e L, criadores do “Jaca Sorte”, houve uma evolugéo para a
estudante E com relagdo ao uso correto da simbologia de combinacéo. Ja& com o estudante L
ndo se pode fazer um comparativo, ja que 0 mesmo sé participou da etapa de criacdo do jogo.

Em relagdo ao “Jaca Sorte”, que € um jogo com 1 matriz numeérica (de 1 a 20) e 1 matriz
de letras da palavra Jaca, os estudantes apresentaram célculos de probabilidade inicialmente
equivocados, pois a palavra Jaca tem duas letras repetidas, o que faz com que o jogador que
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escolher essa letra tenha mais probabilidade de ganhar o jogo do que quem escolhe uma letra
diferente. Os estudantes haviam feito os calculos pensando elas como diferentes.

O pesquisador alertou o equivoco, mas sugeriu que 0s estudantes tentassem exprimir
probabilidade considerando a repetigédo da letra A, mas preferiram distinguir as letras “A”’s para

evitar fazer outros célculos.

Em relacdo a precificacdo do jogo, os estudantes cometeram 0s mesmos equivocos de
B e I, pois raciocinaram “cada numero custa R$ 0,50, entdo é s6 multiplicar esse preco pela

quantidade de nameros escolhidos™.

Os estudantes A, F e K, autores do jogo “Raspa Passa”, apresentaram muitos erros de
interpretacdo na Etapa 1 do trabalho, o que continuou a acontecer durante as mediagdes iniciais.
Em determinados momentos ficou dubia a proposta deles, pois as vezes pensavam como uma
rifa, onde o jogador escolhe seus numeros preferidos, ora estavam inclinados para um jogo onde
0s numeros ja estavam indicados no bilhete, sem a chance do jogador poder escolher. Houve
momentos também em que para se ganhar o prémio o jogador deveria acertar mais nimeros do

gue a quantidade que podia escolher, tornando-se um jogo impossivel de ser ganho.

Porém, ao final do processo criativo conseguiram vencer essas dificuldades, salientando
a evolugdo do estudante A, que compreendeu a utilizacdo de célculos combinatdrios nos

contextos dos jogos de loteria.

Para os criadores da “Showtime”, que foram os estudantes D e J, eles apresentaram uma
proposta de jogo simples, que foi uma rifa, de modo que os célculos de probabilidade foram
muito simples e dificeis de observar se realmente se trata de uma evolucdo de aprendizagem
que tiveram, ou é algo pontual, devido a facilidade do estudo probabilistico da rifa que
apresentaram. Em relacdo a precificacdo do jogo, os estudantes ndo cumpriram a regra da
proporcionalidade com as chances de ganhar, porém, deve-se levar em conta que no contexto

de rifas é comum se fazer desconto para quem compra mais de um bilhete.

Antes de prosseguirmos para as conclusdes deste trabalho, convém informar que as
discussOes suscitadas a partir das criagdes dos estudantes foram todas feitas anteriormente com
os discentes, como forma de dar-lhes um retorno de suas produgfes, pontuando acertos e
equivocos, além de encoraja-los a apresentar suas loterias na VI Mostra de Pesquisas

Estatisticas, que ocorre anualmente no campus de Sdo Paulo do Potengi, do IFRN.
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6 Conclusodes

A partir de uma metodologia de andlise de erros, constatamos que 0s estudantes
participantes da pesquisa apresentaram, inicialmente, muitas dificuldades, estas que foram das

mais variadas possiveis.

Conforme analise, equivocos na decis@o de reconhecer a natureza de agrupamento dos
problemas, erros na utilizagéo da formula de combinacéo, dificuldades em reconhecer e resolver
problemas de probabilidade com eventos independentes, redugédo indevida do espagco amostral
e, especialmente, dificuldades de interpretacdo do problema foram alguns dos presentes.

Quando confrontados com os célculos e interpretacdo da esperanca matematica do lucro
aplicada em jogos com apostas, os participantes, de maneira geral, mostraram nédo terem tido
dificuldade com o manuseio da formula e mesmo na determinacdo do valor esperado para o
lucro. Porém, em relacdo as interpretac6es dadas, constatamos que a maioria ndao soube explicar

0 que significavam os valores encontrados.

De certo modo, as dificuldades ja eram previstas, tendo em vista ser um contetdo
sensivel aos estudantes, por demanda-los a fazer interpretacdes do texto, a tomar decisdes que
implicam nos célculos e até mesmo a fazer calculos que podem ser desafiadores para eles,
quando se trata de fatoriais de grandes nimeros. Porém, 0s erros nao devem ser vistos como
algo de todo indesejado, e muito menos como algo estéatico, no sentido de que quem erra ndo

aprendeu o assunto e nem aprendera.

De fato, percebemos que na segunda fase da metodologia, que foi a cria¢do de loterias,
alguns estudantes conseguiram vencer seus obstaculos no contetdo, determinando as
probabilidades corretamente. Sobre essa fase, notamos um engajamento maior dos estudantes,

pois observaram na oportunidade um momento para pdr em préatica seus conhecimentos.

Nas palavras de um dos participantes, “No encontro desse contedo com a pratica,
tivemos uma nova oportunidade de revisar e fixar melhor esses contetidos”. J& outra participante
diz acreditar que melhorou seu entendimento de probabilidade, pois numa proposta dinamica,

consegue “absorver melhor o contetido”.

Nesse sentido, a proposta de trabalhar com jogos, mais especificamente com jogos de

loteria, mostrou-se satisfatoria, especialmente quando os participantes foram postos no papel
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de criadores dos jogos, pois isso acabou por estimula-los a obter informacfes corretas de
probabilidade para colocar nos bilhetes confeccionados. Sendo assim, o trabalho apresentado
conseguiu atingir seus objetivos, estimulando a criatividade e a aprendizagem dos estudantes

em probabilidade por meio de jogos numa metodologia ativa na segunda fase.

Como forma de continuidade desse trabalho, sendo uma sugestéo propria dos estudantes
participantes, as criacbes podem ser expostas na Mostra de Estatistica do campus de Sao Paulo
do Potengi, do IFRN, ou até mesmo em outros momentos e locais, como em congressos e
seminarios, para que haja uma socializacdo dos produtos concebidos e compartilhamento de

conhecimento.

Por fim, esperamos que professoras e professores que lerem esse trabalho sintam-se
inspirados e encorajados a reproduzir em suas salas de aula as atividades aqui desenvolvidas, e

logrem éxito na missdo tao dificil, mas apaixonante, que € o ensino de probabilidade.
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ANEXOS

A.1 Termo de compromisso e livre esclarecido para maiores de idade

TERMO DE COMPROMISSO E LIVRE ESCLARECIDO
Prezado(a)

Vocé estd sendo convidado(a) a participar de uma pesquisa, como voluntario, onde serdo
investigadas as probabilidades envolvidas em jogos de loteria. Esse termo de compromisso e
livre esclarecido, que estd em duas vias, uma delas € sua e a outra é do pesquisador, garante a
n&o identificacdo pessoal dos participantes. Para dar mais transparéncia para os envolvidos na

pesquisa, seguem abaixo algumas informacdes acerca do trabalho.

INFORMACC)ES DA PESQUISA:
Instituicdo: Universidade Federal do Rio Grande do Norte, Campus Natal — RN.

Titulo do Projeto: Probabilidade e Esperanga Matemaética em jogos de loteria: Mobilizando
conhecimentos e criatividade dos estudantes.

Pesquisador: Prof. Antonio Fabio do Nascimento Torres.
Email: fabio85nt@gmail.com

Telefone: (83) 99952-2016

Orientadora: Profa. Dra. Débora Borges Ferreira.

Assinatura do pesquisador:

CONSENTIMENTO DE PARTICIPAC;AO
Eu, )

concordo em participar da pesquisa intitulada: Probabilidade e Esperanca Matematica em jogos

de loteria: Mobilizando conhecimentos e criatividade dos estudantes. Declaro que fui
devidamente informado e esclarecido pelo pesquisador Antonio Fabio do Nascimento Torres,
a respeito da pesquisa, onde foi garantido a mim o sigilo da minha identificagéo pessoal e que

pOssO retirar meu consentimento a qualquer momento sem que isso leve a alguma penalidade.

Local e data: / / /

Assinatura do(a) participante:



mailto:fabio85nt@gmail.com
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A.2 Ficha de atividades aplicadas aos estudantes

FOLHA DE ATIVIDADES DOS PARTICIPANTES VOLUNTARIOS DA PESQUISA
INTITULADA “PROBABILIDADE E ESPERANCA MATEMATICA EM JOGOS DE
LOTERIA: MOBILIZANDO CONHECIMENTOS E CRIATIVIDADE DOS
ESTUDANTES”

Instrucdes:

(1) Respondam as atividades propostas de maneira individual,
(2) Ndo alterem suas respostas apés a correcdo do pesquisador;
(3) Sempre justifiquem seus raciocinios;

(4) Usem a calculadora somente quando considerar o calculo muito complexo;

PARTE 1- LOTOEMOJI

Na loteria Lotoemoji sdo disponibilizados 9 emojis e o apostador deve escolher trés
deles. O sorteio é honesto de modo que cada emoji tem igual chance de ser selecionado. Durante

0 sorteio sdo sorteados 3 emojis, sem reposi¢do, sem importar a ordem em que séo selecionados.

Premiacdo: S&o trés faixas de premiacdo. Ganha o 1° prémio quem acerta todos 0s
emojis.O 2° prémio é para quem acerta somente 2 emojis e 0 3° prémio para quem acerta apenas

1 emoji. Abaixo estdo os emojis disponiveis na cartela.

@ A O b ® @& | ©
1()12()13( )14 )I5C)16C)I7C)I8(C)I9()

Calcule e interprete as probabilidades pedidas a seguir.

1) Qual é a probabilidade de um apostador acertar os 3 emojis?
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2) Qual é a probabilidade de um apostador acertar somente 2 emojis?

3) Qual é a probabilidade de um apostador acertar somente 1 emoji?

PARTE 2 - SPP DA SORTE

A SPP da Sorte é um sorteio que ocorre na cidade de Sdo Paulo do Potengi e consiste
em vender bilhetes que contém, cada um, quatro numeros que vado de 0000 a 9999. Os bilhetes
vendidos sdo todos diferentes, de modo quem ninguém que comprar um bilhete tera algum

namero igual a qualquer outro bilhete. Ganha quem tem o bilhete com o nimero sorteado.

O sorteio consiste em sortear primeiro o digito da unidade de milhar, depois sorteia-se
o digito das centenas, em seguida o digito da dezena e, por fim, o digito da unidade, ambos 0s

sorteios com digitos que vao de 0 a 9 com igual chance de serem sorteados.

Vamos supor que o prémio do dia 15/10/2022 tenha sido de R$ 500,00. Cada bilhete
custa R$ 2,00.
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Neste caso, determine:

4) Quantos numeros podem ser sorteados no Potengi da Sorte?

5) Quantos bilhetes podem ser vendidos, no maximo, por dia?

6) Observando apenas as chances de serem selecionados, caso vocé comprasse 1 bilhete da SPP

da Sorte preferiria bilhetes com nimeros de digitos diferentes ou que tenham algum repetido?

7) Comprando apenas 1 bilhete qual a probabilidade de o apostador ganhar o prémio?
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8) Qual a esperanca matematica esperada do lucro para um apostador que compra apenas 1

bilhete? Interprete o resultado.

PARTE 3- LOTERIA DIA DE SORTE

A loteria Dia de Sorte é gerida pela Caixa Econdmica Federal e foi criada em 2018.

Consiste em escolher de 7 a 15 ndmeros de um total de 31 nimeros (de 1 a 31), e escolher

também um més de sorte, que vai de janeiro a dezembro.

Ela conta com 5 faixas de premiacdo, conforme tabela a seguir.

Tabela: Faixas de premiacdes da loteria Dia de Sorte.

Faixa 1 Acertar somente 0 més da sorte

Faixa 2 Acertar 4 nUmeros do més da sorte
Faixa 3 Acertar 5 nimeros do més da sorte
Faixa 4 Acertar 6 nimeros do més da sorte
Faixa 5 Acertar 7 nimeros do més da sorte

Fonte: Autoria propria com dados coletados a partir do Site das Loterias da Caixa.

Os precos sdo de acordo com a quantidade de nimeros escolhidos e sdo proporcionais

as chances de ganhar o maior prémio, conforme tabela abaixo.



Tabela de quantidade de nimeros escolhidos e preco correspondente da aposta.

Quantidade de nimeros

7 nameros + 1 Més de Sorte

8 nameros + 1 Més de Sorte

g9 numeros + 1 Més de Sorte

10 numeros + 1 Més de Sorte

11 numeros + 1 Més de Sorte

12 numeros + 1 Més de Sorte

13 numeros + 1 Més de Sorte

14 numeros + 1 Més de Sorte

15 numeros + 1 Més de Sorte

Valor da aposta

RS 2,00

RS 16,00

RS 72,00

RS 240,00

RS 660,00

RS 1.584,00

RS 3.432,00

RS 6.864,00

RS 12.870,00

Fonte: Site das Loterias da Caixa.

A partir das informacdes sobre essa loteria responda:
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9) Qual a probabilidade de um jogador ganhar o maior prémio possivel escolhendo 9 nimeros

e um més da sorte? Tente expressar a resposta na forma como aparece no bilhete da loteria.
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10) Considerando o preco do bilhete proporcional a quantidade de chances de ganhar o maior
prémio, como a caixa chegou a concluséo de que deveria cobrar R$ 72,00 para quem escolhesse

9 nUmeros?

11) Usando os valores das probabilidades informadas no bilhete determine a esperanca de lucro
médio E para um apostador que faz uma aposta simples, considerando somente o maior prémio,

que vamos estimar em R$ 150.000,00 (estimativa para o prémio do dia 27/10/2022).

PARTE 4 - +Milionaria

A +Milionéria é uma loteria criada pela Caixa em 2022 e possui 10 faixas de premiacao.

Para termos informagfes mais completas sobre essa loteria vamos acessar 0 site
https://loterias.caixa.gov.br/Paginas/Mais-Milionaria.aspx .

A partir das informacdes coletadas, responda:


https://loterias.caixa.gov.br/Paginas/Mais-Milionaria.aspx
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12) Para uma aposta simples, qual a probabilidade de o apostador ganhar o maior prémio?

13) Escolhendo-se 8 numeros e 4 trevos, qual a probabilidade de o jogador ser premiado na

faixa 3?

14) Observando as probabilidades associadas a uma aposta simples na tabela presente no site
da caixa, determine a esperanca E para a faixa 1 de premiagéo, supondo um prémio estimado
de R$ 17.000.000,00 (estimativa para o dia 01/10/2022)
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15) Considerando uma aposta simples, qual seria o valor do prémio méximo (Faixa 1) esperado

para a + milionaria que a tornaria um jogo justo?
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A.3 Entrevista semiestruturada com o socio da “SPP da Sorte”

ROTEIRO PARA A ENTREVISTA COM UM DOS SOCIOS DA SPP DA SORTE

1) LER O TERMO DE COMPROMISSO;
2) PERGUNTAR SE O RESPONDENTE ACEITA PARTICIPAR DA PESQUISA,

PERGUNTAS

1) Como surgiu a ideia de criar o jogo e ha quanto tempo ele existe?

2) Quais sdo as regras?

3) Como sdo produzidos os bilhetes?

4) Como chegaram no preco cobrado de R$ 2,00 por bilhete?

5) Sobre a premiacéo, quais séo os valores e como chegaram nessas faixas iniciais de valores?
6) Ainda sobre os prémios, quando ndo ha vencedores a premiagdo acumula?

7) No bilhete esta escrito “2 em 500”. O que isso significa?

8) Quando, onde e como ocorrem 0s sorteios?

9) A banca faz algum levantamento diério para saber quantos bilhetes, no minimo, devem ser

vendidos para ndo ter prejuizo?

10) A banca trabalha com vendedores, popularmente conhecidos como cambistas. H& quantos

cambistas trabalhando e qual o valor que paga para eles a cada bilhete vendido?
11) Como os premiados resgatam o prémio?

12) Da observacdo dos habitos dos jogadores, é possivel destacar alguma preferéncia por

milhares, ou dias de jogos, ou algo do tipo?



135

A.4 Questionario sobre a criacdo das loterias

1) Qual a inspiracédo para a criacdo do jogo?
2) Como escolheram as premiagdes?
3) Tiveram dificuldades em calcular as probabilidades? E os calculos dos precos?

4) Acredita que a pesquisa tenha contribuido para melhorar seu entendimento sobre o contetido
de probabilidade?



