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RESUMO
Nem Complexo, nem Imaginario.
Ressignificando o ensino de
Numeros Complexos

no Ensino Médio

RESUMO

Atualmente, a abordagem dos Numeros Complexos em muitos livros didaticos do
Ensino Médio traz limitacGes acerca de aspectos historicos, conceitos e aplicacdes.
Todavia, esse trabalho visa mudar a atitude dos professores ao abordar esse contetdo
nas escolas, preocupando-se com uma abordagem correta acerca do surgimento dos
NUmeros Complexos que, segundo a historia, tudo indica que 0s mesmos surgiram na
tentativa de encontrar raizes de equacfes de grau superior a 2, fato que é omitido por
varios livros didaticos. Nas interpretacbes geométricas das operacdes de soma,
subtracdo e multiplicacdo, de modo a propiciar o leitor uma visdo do poder que tem 0s
NUmeros Complexos para resolver problemas de geometria que envolvam rotagdes,

translacdes e/ou homotetias.

Palavras-chave: Numeros Complexos, Geometria, Homotetia, NUmeros, Operacdes,

Problemas, Rotacdo, Translacao.
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1- CAPITULO I: INTRODUCAO E JUSTIFICATIVA.

1.1- MINHA EXPERIENCIA COMO DOCENTE NA EDUCACAO BASICAE O
INTERESSE PELO TEMA.

Ingressei no curso de Licenciatura em Matematica junto a Universidade Estadual
do Sudoeste da Bahia-UESB no ano de 2001. Naquele momento ndo tinha, de fato,
certeza se essa seria a profissdo que escolheria. No entanto, tinha apenas uma certeza:

eu estava tendo uma oportunidade Unica em minha vida.

Logo no primeiro semestre percebi que poderia aprender muito sobre a
matematica e, por conseguinte, atuar nessa area com bastante seguranca. No tocante as
oportunidades de trabalho, ainda na graduacdo pude vivenciar experiéncias com a
docéncia e apos ter concluido o curso, as oportunidades se ampliaram. Atuei em
diversas instituicdes de ensino basico como professor de matematica e nelas, acredito,
obtive bons resultados no que diz respeito ao aprendizado dos alunos. Ainda com essas
experiéncias tive a oportunidade de trabalhar quase todos os conteldos matematicos
previstos para o ensino médio, dentre eles, NiUmeros Complexos, € até entdo acreditava

estar fazendo o melhor.

Todavia, no ano de 2010 encontrei, quase que por acaso, um curso disponivel
gratuitamente na internet chamado PAPMEM?. Ao assistir as aulas disponiveis no site
do PAPMEM sobre os Numeros Complexos conclui que, em minhas proprias aulas, ao
versar sobre este tema especifico, me faltavam diversos elementos importantes que
poderiam enriquecer a maneira de abordar este conteudo, dentre eles, as aplicacdes
geométricas. Ao ministrar aulas com o tema de NUmeros Complexos seguia, fielmente,
um livro texto que, segundo Lima (2001), me fornecia uma motivacdo histérica

incorreta.

De acordo com Lima (2001), os Nameros Complexos surgiram na tentativa de
resolver equacgdes de grau superior a dois e ndo para resolver equacdes do segundo grau

arbitrarias conforme esta na maioria dos livros didaticos, em especial o que vinha

! Programa de Aperfeicoamento para Professores de Matematica do Ensino Médio
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usando como livro texto. Além disso, o referido livro apresentava uma definicdo de
NUmeros Complexos, dividindo-os em parte real e parte imaginaria, apresentando as
operacOes de soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdo entre Nimeros Complexos. No
entanto, ndo dava um significado geométrico. Resolvia, exaustivamente, varios
problemas algébricos sem nenhuma aplicacdo relevante, e, por fim, apresentava a forma
polar e as relagbes entre Nimeros Complexos e a trigonometria, neste caso, dando
algumas interpretacdes geométricas.

Assim, com o PAPMEM, percebi que poderia explorar melhor em minhas aulas
o conteudo Numeros Complexos e utiliza-los para resolver problemas geométricos que
envolvem rotaces, translacdes e homotetia, bem como dar sentido geométrico as suas
operacOes. Na realidade, as aulas do PAPMEM me mostraram que 0s NUmeros
Complexos eram muito mais do que problemas algébricos sem aplicacdes préticas.
Essas aulas me mostraram, ainda, que esse conteldo pode ser usado como uma
ferramenta poderosa para resolver problemas de geometria analitica que envolva
rotacOes, translacdo e/ou homotetias. Desse modo, percebi que este seria um tema
interessante e relevante para o ensino de matematica da Educacdo Basica. Dai, a escolha
pelo tema Numeros Complexos para a realizacdo do Trabalho de Conclusdo de Curso
(TCC), do Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional —
PROFMAT.

1.2- ARELEVANCIA DO TEMA.

Encontramos em Carneiro (2001), o seguinte problema, denominado de

“problema da ilha do tesouro”, conforme segue:

Dois piratas decidiram enterrar um tesouro em uma ilha. Escolheram como
pontos de referéncia, uma &rvore e duas pedras. Comegcando na arvore,
mediram 0 nimero de passos até a primeira pedra. Em seguida, viraram,
seguindo um angulo de 90°, & direita e caminharam o mesmo ndmero de
passos até alcancarem um ponto, onde fizeram uma marca. Voltaram a
arvore, mediram o nimero de passos desde a arvore até a segunda pedra,
dobraram a esquerda, segundo um angulo de 90°, e caminharam o0 mesmo
nimero de passos até alcancarem um ponto, onde fizeram outra marca.
Finalmente, enterraram o tesouro exatamente no ponto médio entre as duas
marcas. Anos mais tarde, os dois piratas voltaram a ilha e decidiram
desenterrar o tesouro, mas, para sua decep¢do, constataram que a arvore nao

existia mais. Entdo um dos piratas decidiu arriscar. Escolheu ao acaso um
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ponto na ilha e disse: “Vamos imaginar que a arvore estivesse aqui.” Repetiu
entdo os mesmos procedimentos de quando houvera enterrado o tesouro:
contou os passos até a primeira parte, dobrou a direita e encontrou o tesouro.
A pergunta é: esse pirata era sortudo ou era matematico? (CARNEIRO, 2001,
p. 3-4)

Nesse artigo, ainda é mencionado que tal problema foi apresentado a professores
do ensino médio, alunos de cursos de formagdo continuada em um curso sobre NUmeros
Complexos e que tal problema causou, entre os professores do curso, “uma comogao”.
Segundo o autor, todos os professores admitiram que, caso o curso nao fosse sobre
Numeros Complexos, a nenhum deles teria ocorrido a ideia de resolver o problema
usando a algebra dos Numeros Complexos. E, mesmo depois da sugestdo de fazé-lo
usando Numeros Complexos, quase ninguém conseguiu. Assim, esse problema é mais
uma evidéncia que ndo tem sido feito nenhuma relacdo entre Nimeros Complexos e a

geometria analitica no ensino basico.

E importante ressaltar que os Nimeros Complexos se destacam em diversas
situacBes da matematica porque trazem em sua definicdo, além das propriedades dos
vetores, as caracteristicas de serem multipliciveis entre si. Na aplicagdo & geometria

essa propriedade é fundamental como destaca Motta (1999)

E importante ter em mente que os Nimeros Complexos ndo sdo apenas
vetores; eles podem ser multiplicados. Nas aplicacbes & Geometria, nos
faremos uso extensivo desta propriedade. NUmeros Complexos séao
particularmente eficientes para certos tipos de problemas, mas podem gerar
dificuldades artificiais em problemas que admitem solucBes mais diretas
utilizando outros métodos (MOTTA, 1999, p. 30-38).

Desse modo, os Numeros Complexos se tornam uma alternativa para resolver
diversos problemas geométricos. Em muitos casos, utilizar os recursos disponiveis na
algebra dos Numeros Complexos pode gerar solucdes mais simples, em problemas tidos
como complicados de se resolver usando Geometria Analitica. Portanto, esses artigos
juntamente com as aulas do PAPMEM, me inspiraram a buscar mais informacdes

acerca do assunto o que culminou na realizagdo deste trabalho.

A partir deles, vi que Numeros Complexos € um campo fértil para a visualizagdo
de transformacbes geométricas e abordagens simultdneas com Geometria Analitica,

desde que esses dois contetdos costumam ser apresentados na mesma série do ensino
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médio e, no entanto, parecem ndo ter nenhuma relacdo. De toda a discussdo até aqui
feita, podemos fazer a seguinte pergunta: “De que modo é possivel melhorar o ensino
de Numeros Complexos, tornando-o mais atraente e relevante para o aluno do
Ensino Médio?”. Buscarei responder a essa pergunta ao longo do trabalho, para tanto

apresento os seguintes objetivos.

1.3- OBJETIVOS GERAL

Pretendemos, como esse trabalho, apresentar um material que auxilie os professores
no ensino dos NUmeros Complexos para alunos do Ensino Médio contemplando, seu
surgimento historico, as interpretacdes geomeétricas de suas operagdes e aplicacbes na

geometria. Assim, buscaremos atender aos seguintes objetivos:

e Especificos

o Refletir acerca do conteddo Numeros Complexos bem como sua importancia na
Geometria Plana

e Apontar eventuais falhas cometidas em livros didaticos do Ensino Médio acerca

de aspectos conceituais e geomeétricos.
¢ Introduzir o tema NUmeros Complexos a partir de aspectos histéricos;
e Interpretar geometricamente as operagdes com Numeros Complexos;

e Utilizar o conceito de Numeros Complexos e Vetores para resolver problemas

geométricos;

Na sequéncia, faremos uma discussdo acerca do surgimento e desenvolvimento dos

Numeros Complexos.
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2- CAPITULO Il - FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1- CONSIDERACOES SOBRE O DESENVOLVIMENTO HISTORICO DOS
NUMERQOS COMPLEXOS

Entre os séculos XV e XVI, a éalgebra obteve resultados importantes gracas aos
esforcos de varios matematicos para encontrarem uma formula fechada, ou seja, um
algoritmo que fornecesse as solugdes de uma equacdo cubica. Naquela época, 0s
matematicos tinham receio de operar com nimeros negativos, desse modo, as equacdes
cUbicas eram desmembradas em varios tipos, conforme as apresentadas por Al-
Khayam? que dependiam da posi¢do do termo quadratico, do termo linear e do termo

independente.

Ha registros de que no século XVI, Scpione Del Ferro (1465 - 1526) descobrira
uma formula utilizando radicais para resolver um certo tipo de equacdo cubica. Assim, a
inovacdo introduzida por Del Ferro consistia em um avangco para 0s padrbes
matematicos da época, entretanto, infelizmente, essa descoberta ficara em segredo. Por
volta de 1535, Niccolo Fontana*, matematico conhecido pela alcunha de Tartaglia,
resolveu alguns tipos de equacdes cubicas, em particular, as do tipo x3 + mx? —n = 0,

utilizando uma notacdo mais moderna para a época.

Todavia, 0 matematico Girolamo Cardano®, provavelmente, teve acesso a
formula de Tartaglia, e prometeu ndo divulga-la antes daquele. No entanto, publicou-a
por volta do ano de 1545. Esses fato causou grande polémica sobre a quem deveria ser

atribuida a autoria da solugéo.

Ao resolver a clbica x3 — 15x — 4 = 0, utilizando a referida férmula, Cardano

. ~ 3 3 .
chegou ”a seguinte expressao: V2 + V=121 + Y2 — V=121 Naquela época,
expressdes que continham raizes de nimeros negativos ndo eram consideradas nimeros
e as equacOes que as geravam eram denominados ‘“irredutiveis”. Todavia, para a

equacdo em questdo, Cardano sabia que x = 4 era solucdo. Com a convicgdo que esse

2 Roque, et al (2013), 163
3 Roque, et al (2013), 163 a
4Roque, et al (2013), 163 b

> Roque, et al (2013), 164 ¢



16

problema tinha solucdo e ao mesmo tempo observando raizes quadrados negativas ao
utilizarem a férmula que resolve equagdes cubicas, eram motivos para que, mesmo sem
entender, os matematicos seguissem em frente e comegassem operasse com raizes

quadradas de numeros negativas.

Segundo Roque e Pitombeira (2013),

O advento da algebra trouxe a tona, a0 mesmo tempo, o problema dos
ndmeros negativos e de suas raizes que, apesar de surgirem no calculo ou nas
solugdes das equagdes, ndo possuiam um estatuto definido.® Acrescenta os
autores que nas civilizagbes mais antigas, a exemplo dos babildnios, dos
egipcios, dos chineses e dos hindus, ndo se usavam 0s nimeros negativos no
sentido préprio. Para essas civilizagfes eram admitidas apenas operacfes de
subtracdo e de multiplicagdo que envolvessem a subtracdo de um ndmero
maior por um menor, como 10 — 20, mas o resultado numérico —10 nao era
admitido enquanto nimero. Ja no tocante as regras de operagdes entre somas
ou diferencas, que exprimimos hoje como (a + b) x (a—b) ou (a — b) x (a —
b), e que eles exprimiam para valores numéricos especificos, deviam ser
admitidas as regras de sinais. Os autores chegaram a conclusdo de que
“Muitos destes povos ja sabiam, portanto, intuitivamente, que mais com mais
da mais, menos com mais da menos e menos com menos d& mais”. No
entanto, esse problema, bem como o dos nimeros imaginarios, s6 surgira, de
modo mais explicito, com o desenvolvimento da algebra a partindo
Renascimento (ROQUE e PITOMBEIRA, 2013 p. 169, 170).

Assim, independente da polémica sobre quem primeiro apresentou uma solugéo
para a equacdo de terceiro grau, Cardano, foi um dos matematicos que mais
impulsionou o desenvolvimento da algebra no século XVI e, ja admitia a existéncia de
raizes negativas de equacles, contudo as designavam como solucbes ficticias.
Entretanto, os matematicos deste periodo ja vinham investigando as regras de operacao
com ndmeros negativos, ainda que a natureza destes nimeros ndo estivessem claras.
Cardano, por exemplo, ndo admitia que menos com menos pudesse dar mais. Assim

ressalta os autores Tatiana Roque e Jodo Bosco Pitombeira.

E interessante observar que nimeros negativos, quando apareciam nos
calculos, ja eram chamados, na maioria dos casos, de negativos. No entanto,

quando representavam a solugdo de uma equacdo, deviam ser chamados de

6 Roque, et al (2013), 165 d
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ficticios, como em Cardano. Isto mostra que, apesar do reconhecimento da
utilidade pratica destes nimeros para os calculos, eles ndo eram considerados
nameros verdadeiros, ou seja, verdadeiros objetos matematicos. Isto porque
0s objetos que deviam ser admitidos na Matematica ainda se confundiam
com as grandezas geomeétricas e, por esta razdo, o sentido matematico de um
ndmero negativo ainda nao podia ser plenamente admitido. Em uma tentativa
de dar sentido aos nimeros negativos, ainda no século XVI, o italiano
Bombelli chegou a enunciar que: p 15 com m20 da m5 porque, se tivesse 15
unidades de moeda e devesse 20, pagando as 15 continuaria devendo 5
(ROQUE, 2013 p. 169, 170)

Existem, porém, diversos livros didaticos e alguns de matemaética avancada que
trabalham com a ideia de que os Nimeros Complexos surgiram com o “desejo” de se
resolver equacBes do segundo grau arbitrarias. Essa vertente é, entretanto, do ponto de
vista historico, controversa. Uma vez que, ja nessa época, as equacdes do segundo grau
serviam para resolver problemas praticos, muitos deles geométricos como o descrito a

sequir:

Seja uma circunferéncia de raio 1, dada pela equacgdo x? + y?> = 1 e a reta 2x +3y
= k. Em relacdo a intersecGes da circunferéncia com a reta, trés situacdes podem

acontecer, como descrito abaixo:

x2+y? =1

Resolvendo o sistema {Zx +3y = k

, temos:

2x =k -3y - 4x? = (k—3y)?.
Como, 4x?% + 4y? = 4, temos que (k — 3y)? = 4 — 4y? que é equivalente a:
13y%2 —6ky +k?—4 =10

Da equacdo do 2° grau 13y? — 6ky + k* — 4 = 0, sabemos que tem raizes reais

quando A> 0. Resolvendo essa inequagao temos:
A= (—6k)? — 4.13. (k% — 4)

= 36k% — 52k? + 208

A= —16k?* + 208

Resolvendo a equagdo do 2° grau, podemos concluir que:
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1. Parak = +v13, (A= 0) temos a reta tangente a circunferéncia (um Unico ponto

em comum).

Figura 1: Reta tangente a circunferéncia.

2. Paraa circunferéncia. Temos a reta secante a circunferéncia.

Figura 2: Reta secante & circunferéncia

3. Parak < —V/13 ou k > /13, (A < 0) temos uma reta externa a circunferéncia

nenhum ponto em comum
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Figura 3: Reta externa a circunferéncia

Observando esse exemplo, podemos concluir que o problema enunciado na pégina

anterior, ndo tem solugdo para A< 0.

Em relacdo ao problema da circunferéncia e a reta, discutido anteriormente,
concluimos entdo que, quando o valor de delta é negativo, ou seja A< 0, o problema
ndo tem solugdo. Desse modo, extrair a raiz quadrada de delta nesse caso, ndo fazia
sentido e esses tipos problemas eram dado por encerrado, para A< 0 estava evidente

que a reta ndo tinha nenhuma interse¢cdo com a circunferéncia.

Entretanto, resolver equacdes do tipo x3 = px + g, geometricamente significa

encontrar os pontos de intersecdo entre uma fungéo cubica e uma fungdo afim, o que
sempre tem solucdo pois, existe sempre uma solucdo real para x = 3/px + q. Esse fato

pode ser mostrado na figura 4.
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Figura 4: Graficoy=x3 e y=x+2

Figura 5: Gréfico da fungoy = x3—x - 2

Observando o grafico acima, podemos concluir que a equagdo x3 = x + 2 tem

uma unica solucao real.

Um outro exemplo seria a observacdo do grafico da funcdoy = x3 — 3x- 1.
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Figura 6: Gréfico das fungfesy =x® ey =3x + 1

N_

"
[=]
E
N

Figura 7: Gréfico da fungdoy = x3-3x - 1

Observando o grafico da figuma 7, podemos observar que a funcéo real y =
x3 — 3x- 1 toca o eixo x em trés pontos, portanto, concluimos que a equagdo x> —

3x - 1 = 0 tem trés soluces reais.

Cardano, em seu livro Ars Magna (1545), apresenta 0 método para resolver a

equacdo do terceiro grau do tipo x3 = px + q.
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A ideia é simples e consiste em escrever x = u + v.
Substituindo na equacéo teriamos:
u+v)2+plu+v)+q=0
ud+3utv+3uv?+v3+plu+v)+qg=0
wW+vi+3wu+v)+plu+v)+q=0
W+ v+ CBu+p)(u+v)+q=0

Fazendo 3uv +p = 0, teriamos u3 + v3 = —q. Nesse caso, basta resolver o

sistema:
3
up = - A udovd =2
. s 3 0que éequivalente a 27 (1)
u’+v’=-—q ud+v3=—gq

Recaimos em um problema conhecido que é de achar dois numeros conhecendo

sua soma e seu produto.

3

Basta encontrar as raizes da equagéo t? + qt — 2—7 =0

_qi q2+4_
Logo, t =

Comot =ud et ' =v3 entiou=3t e v=Vt~

Desse modo temos,

Como x = u + v, temos que:
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Exemplo: Resolva a equacgdo x> —6x —9 =0

Por tentativa e erro, podemos perceber que x = 3 € uma solucdo da equacéo.

Aplicando a formula de Cardano, temos:

N 49 o 49 _3l9 7 3l0 7 3 3T _
ASSIm E+ — + E—\/;—\/E+E+\/E—E—\/§+\/T—2+1—3

4

Desse modo, o exemplo anterior sugere que a formula de Cardano funciona.

Observando o grafico dessa funcao temos:

Figura 8: Gréfico da funcdoy =x3-6x -9

Podemos ver claramente, pelo gréfico da funcdo, que a equagdo x> — 6x — 9 =

0 tem uma Unica solucéo real.
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O problema das equacdes cubicas irredutiveis foi resolvido por Bombelli’,
discipulo de Cardano que conhecia a férmula para resolver de equagdes cubicas. Em seu
livro L'Algebra, Bombelli resolveu a equagdo x> — 15x — 4 = 0, utilizando a férmula
divulgada Cardano, ignorando os radicais negativos como mostra 0s procedimentos

abaixo.

p=—-15e q=—4

@ _16_ 3375 _ 4 05— _121
4 27 4 27

Desse modo temos:

x = 3\/2 +v—-121 + 3;/2 -v-=121

Tudo indica que essa foi a primeira vez que surge uma equacdo cubica cuja
solucdo apresenta raiz quadrada de nimeros negativos, mas que, efetivamente, tem uma
solucdo inteira. Bombelli sabia que x = 4 era uma solucdo dessa equacdo. Podemos

observar esse fato pelo grafico abaixo.

7 Rafael Bombelli (Itdlia:1526 — 1572) - matematico, engenheiro hidraulico italiano.


http://pt.wikipedia.org/wiki/It%C3%A1lia
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Figura 9: Gréfico da fungdo y = x3— 15x - 4

Apesar de considerar as raizes quadradas de nimeros negativos como inuteis e
sofisticadas, Bombelli comecou a operar com elas, aplicando as regras usuais as
Algebra.

Fazendo v—121 = 11vV—1, temos
u=32+11V—1e v=12-11v—1

Bombelli observou que (2++v=1) =8+3.22.(V=1) +3.2.(vV=1)" + (V=1)",
considerando (V=1)" = —1 e (V=1)" = (V=1)".v=1 = —V—T, teriamos

(2+4V=1) =8+ 12(V=1) -6 — V=1 =2+ 11V=11

Analogamente

(2-v=1) =8-12(V=1) - 6 + V=1 =2 — 11V=11

Assim temos:

3
u= ’2+11\/—1=2+\/—1
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v=|2-11V=T1=2-v=1

Dessemodox =u+v=2++v-14+2—-+vV-1=4

Por muitas razdes, 0 conceito de nimero teve de ser estendido além do conjunto
de niimeros reais pela introducéo dos chamados conjunto dos Nimeros Complexos.® De
acordo com o0s argumentos que estamos utilizando nesse presente texto. E notdrio que
no desenvolvimento historico da matematica, em particular, desenvolvimento histérico
dos Numeros Complexos, todas as extensdes e invences nao foram consequéncia de
esforco individual, pelo contrario, os resultados e inovagfes surgem de forma gradual,
sendo acrescentados novos resultados, na maioria das vezes, por pessoas distintas
situadas em diferentes locais, onde ndo seria justo, uma Unica pessoa receber o crédito

maior por tais inovacdes.

Foi a necessidade de maior liberdade em célculos formais que gerou a
utilizacdo de nimeros negativos e racionais. Provavelmente em meados do
século XIX os matematicos compreenderam que a base logica para ampliar e
operar em extensdes de conjuntos numéricos pré-estabelecidos, é cria-las,
contendo defini¢fes que devem ser formula das de tal modo que as regras e
propriedades importantes no conjunto original sejam preservadas em um
dominio maior. “E da maior importancia que estas extensdes possam algumas
vezes estar vinculadas a objetos “reais” e, desse forma, prover instrumentos
para novas aplicagdes porém, isso pode oferecer apenas uma motivacdo e ndo
uma prova l6gica da validade da extensdo” (COURANT, 2000, p.101, 102)

2.2- ALGUMAS APLICACOES DOS NUMEROS COMPLEXOS

Uma importante consequéncia do desenvolvimento dos Ndmeros Complexos € o
famoso Teorema Fundamental da Algebra afirmando que qualquer polindémio P(z) com

coeficientes complexos de uma variavel e de grau n > 1 tem alguma raiz complexa.

O suico L. Euler (1707-1783) em 1742 enunciou que um polindmio com
coeficientes reais pode ser fatorado como um produto de fatores lineares e
fatores quadraticos, mas ndo conseguiu uma prova completa deste fato.
Porém, Euler demonstrou tal teorema para polindmios reais de grau menor ou

igual a seis. Euler também enunciou que um polindmio com coeficientes

reais que tem “raizes imaginarias” tem entdo uma raiz da forma a + bv—1,

8 COURANT, et al (2000), 101
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com a e b numeros reais. Ainda, Euler ja utilizava extensivamente NUmeros

Complexos e a notagdo i = v—1 (OLIVEIRA, 2011, p. 5)

Ao passo que a humanidade se desenvolve, os Numeros Complexos ganham
cada vez mais o seu espaco no desenvolvimento da matematica, em especial no campo
da Algebra. Entretanto, a aplicabilidade desse conjunto vai além da Algebra e ultrapassa
das barreiras da matematica, sendo uUtil em diferentes areas do conhecimento como,
Fisica Moderna, Engenharia, dentre outras como afirma LIMA em seu livio Meu
Professor de Matemaética e outras histdrias.

Nao se julgue, entretanto, que a importancia dos Nimeros Complexos resulta
apenas do Teorema Fundamental da Algebra. Eles se fazem presentes em
praticamente todos os grandes ramos da Mateméatica como Algebra, Teoria
dos NUmeros, Topologia, Geometria (Analitica, Diferencial ou Algébrica),
Andlise, Equacbes Diferenciais e em aplicagbes como Fisica Matematica,
Dindmica dos Fluidos, Eletromagnetismo, etc. A Teoria das Funcdes de
Variavel Complexa € uma area nobre, de grande tradicdo matematica e, ao
mesmo tempo, com notavel vitalidade, refletida na intensa atividade de

pesquisa que se desenvolve nos dias atuais (LIMA, 1991, p. 31).

Os Numeros Complexos aparecem como ferramenta para resolver diversos
problemas ligados as engenharias, como mostra Ferreira em seu artigo, Numeros

Complexos e seu uso na engenharia estrutural.

Em engenharia, NUmeros Complexos sdo de extrema importancia em
disciplinas de circuitos e instalacdes elétricas e, particularmente para a
engenharia civil, em vibra¢gdes mecanicas, quando se pretende fazer a anélise
no dominio da frequéncia (FERREIRA, 2009, p. 61).

O presente artigo mostra o quanto os Nimeros Complexos sao Uteis em diversos
problemas que sdo naturais nas engenharias como, a equacao de Euler e seu uso na
solucdo, no dominio da frequéncia, da equacdo dindmica de um sistema massa-mola
submetido a uma carga temporal harmdnica, a transformada de Fourier em suas formas
continua e discreta e sua aplicacdo na solucdo da equacdo dindmica de um sistema
submetido a uma carga temporal genérica, na relacdo deslocamento-carga, em funcédo da
frequéncia angular e na resposta temporal de uma estrutura tipica a uma carga que

simula uma rajada de vento.

O Ndmero Complexo é abordado extensivamente no curso de engenharia

elétrica ao longo dos seus cinco anos, deixando os egressos com solido
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conhecimento dos conceitos envolvidos e de sua aplicacdo na engenharia. Por
outro lado, nos cursos de engenharia mecanica e civil o Nimero Complexo é
apresentado rapidamente no curso de circuitos elétricos por um professor do
curso de engenharia elétrica, portanto ndo familiarizado com aplicacdes
praticas em estruturas. Para os estudantes desses cursos 0s conceitos
fundamentais e defini¢des de Numeros Complexos apresentam-se como algo
extremamente dificil (FERREIRA, 2009, p. 55).

Contudo, os Numeros Complexos vem perdendo cada vez mais espaco na

educacdo basica, sendo tratado, de certa forma, como uma extensao dos numeros reais.
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3- CAPITULO IlI: METODOLOGIA

3.1- FUNDAMENTOS PARA A ANALISE DE LIVROS DE MATEMATICA DO
ENSINO NEDIO.

O matematico Elon Lages Lima liderou um belissimo trabalho intitulado Analise
de Textos — Andlise de Livros de Matematica para o Ensino Médio que consistia em
uma analise detalhada de 12 colecfes de livros que erma adotados em Escolas publicas
em todo o Brasil.

Ao analisar esse trabalho, chegamos a conclusdo que os livros de matematica
adotados em escolas publicas no Brasil traziam, em sua maioria, falha em definicoes,

redacdes de exercicios, demonstracfes, dentre outras.

Nesse trabalho, Elon define aspectos que devem ser levados em conta ao analisar

livros didaticos de matematica.

A analise dos livros-textos para o ensino da Matematica na Escola Média
deve levar em conta, acima de tudo, sua adequagdo &s trés competéncias
bésicas desse ensino, a saber: Conceituagdo, Manipulagdo e Aplicacdo. Em
seguida, deve-se indagar se o livro examinado é organizado de modo a
permitir ao seu leitor (professor ou aluno) o acesso aos, a familiarizagdo com,
e — posteriormente — a utilizagdo efetiva dos conhecimentos adquiridos
(LIMA, p.1, 2001)

Desse modo, Elon define a conceituacdo, manipulacdo e aplicacdo como segue

abaixo:

Compreende a formulagdo de defini¢Bes, o enunciado de proposicGes, o
estabelecimento de conexfes entre os diversos conceitos, bem como a
interpretacdo e reformulacdo dos mesmos sob diferentes aspectos. E
importante destacar que a conceituacdo precisa € indispensavel para o éxito
das aplicagGes. De carater essencialmente (ndo exclusivamente) algébrico,
esta para o ensino e o aprendizado da Matematica assim como a pratica dos
exercicios e escalas musicais esta para a Musica. A habilidade manuseio de
equacdes, formulas, operacBes e construgdes geométricas elementares, o
desenvolvimento de atitudes mentais automaticas, verdadeiros reflexos
condicionados, permitem ao usuario da Matematica concentrar sua atencao
consciente nos pontos realmente cruciais, sem perder tempo e energia com

detalhes. O emprego de nogdes e teorias da Matematica em situacdes que
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de outras areas, quer cientificas, quer tecnoldgicas. Ela é a principal razdo
pela qual o ensino da Matematica ¢ tdo difundido e tdo necessario (LIMA,
p.1, 2001).

Coloca ainda que, deve-se ter em mente que o livro didatico é, na
maioria dos casos, a unica fonte de referéncia com que conta o professor para
organizar suas aulas, e até mesmo para firmar seus conhecimentos (LIMA,
2001, p. 1-3). Desse modo, um livro texto para o Ensino Médio ndo deve ser
apenas acessivel e atraente para o aluno, ele precisa ser também uma base

confiavel para o professor.

3.2- OS NUMEROS COMPLEXOS NOS LIVROS DIDATICOS.

Resumiremos brevemente as principais falhas apontadas na obra “Exames de

Textos” referente ao tema NUmeros Complexo.

De modo geral, nos livros analisados, faltam:

1-

4-

Figuras para ilustrar que a soma entre dois Numeros Complexos se faz
geometricamente pela regra do paralelogramo;

Que o conjugado de um Numero Complexo é o seu simétrico em rela¢do ao
eixo real;

Que a distancia entre dois Numeros Complexos é o moédulo da diferenca entre
eles

Figuras para ilustrar a multiplicagdo entre Nimeros Complexos.

Por muitas vezes uma interpretacdo geométrica poderia tornar uma explicagdo ou

um problema mais simples como, por exemplo, interpretar médulo como distancia.

Em muitos livros analisados é dito erroneamente que foram as equacdes do segundo

grau deram origem aos Numeros Complexos.

De todas as falhas apontadas pelos autores, a falta de intepretacdo geométrica das

operacOes entre Numeros Complexos é a que mais causa prejuizos para os estudantes,

embora os autores do livro Analise de Texto apontem, nas obras enumeras analisadas,

outras falhas como frases incorretas e defini¢fes inadequadas.

30
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3.3- EVANTAMENTOS DO CONTEUDO NUMEROS COMPLEXOS EM
ALGUNS LIVROS DIDATICOS ADOTADOS EM ESCOLAS PUBLICAS
BRASILEIRAS.

Podemos perceber que é de fundamental importancia a apresentacdo geométrica
dos Numeros Complexos juntamente com a apresentacdo Algébrica. O enfoque
geométrico traz para o aluno do ensino médio um poderoso ferramental para resolver
diversos problemas do cotidiano que tenham aspectos geométricos. E notorio que a
forma que é apresentado o tema Numeros Complexos nos livros didaticos, muitas vezes,
ndo levam as estudantes a reconhecer os Nimeros Complexos como uma opc¢ao para

resolver problemas geométricos, conforme Carneiro (2004):

Poderia ser dito que toda esta abordagem geométrica ja esta incorporada ao
ensino tradicional, pois nada mais ¢ do que a “forma trigonométrica ou polar”
dos NUmeros Complexos. Mas ndo é o que se vé por ai. A verdade é que o
ensino dos Numeros Complexos permanece ainda excessivamente preso a
sua origem historica e até hoje ainda ndo se beneficiou como poderia e
deveria da revolugdo iniciada h4 200 anos por Wessel, Argand e Gauss. O
enfoque algébrico permite comecar logo a operar com NUmeros Complexos
sem dificuldade, mas a experiéncia tem mostrado que quando se perde a
chance de apresentar os NUmeros Complexos imediatamente como entes
geométricos, em geral esta oportunidade ndo se recupera, mesmo quando,
mais tarde, aparece a “forma trigonométrica”. Duas consequéncias nocivas
advém dai: primeiro o iniciante permanece com uma viséo demasiado formal
e algebrizante, ndo se beneficiando da riqueza da visualizacdo e ndo
emprestando um “significado” aos Numeros Complexos. (CARNEIRO,
2004, p. 8).
Desse modo o0 tema “Numeros Complexos” vem sendo apresentado em alguns
livros didaticos adotados, principalmente em escolas publicas no Estado da Bahia, de
uma forma, no minimo, questiondvel. A seguir analisaremos a apresentacdo de dois

diferentes autores.

3.4- LIVRO 1: MANUEL PAIVA — MATEMATICA, 12 EDICAO, VOLUME 3,
2009

O primeiro deles é o autor Manoel Paiva que trabalha o tema “Numeros
Complexos” da seguinte maneira: No topico “A escalada dos nimeros”, o autor

introduz o tema apresentando um problema geométrico que converge para uma equacao

do 3° grau, apresenta a resolugéo da equacdo e enfatiza que essa equacdo teria sido a
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principal motivacdo para o surgimento dos nimeros complexos. Em seguida, o autor
faz um breve comentario histérico acerca dos motivos que levaram matematicos
trabalharem com raizes de ndmero negativo. Todavia, conforme discutimos
anteriormente, seria conveniente uma nota historica mais aprofundada para justificar o
surgimento da formula que resolve as equacgdes do 3° bem como, a demonstracdo da

mesma.

» A descoberta de um novo numero

O problema a seguir mostrara a insuficiéncia dos numeros reais diante de certas situagoes
concretas ou abstratas.

Um engenheiro projetou duas caixas-d'agua de mesma altura: uma em forma de cubo e a
outra em forma de um paralelepipedo reto-retangulo com 6 m’ de area da base. O volumé da
caixa clbica deve ter 4 m* a menos que o volume da outra caixa. Qual deve ser a medida, em
metro, da aresta da caixa cabica?

Indicando por x a medida da aresta da caixa cubica, temos:

g

X a
ab=6
Assim, o valor de x é raiz da equacao x* = 6x — 4, que é equivalente a x* — 6x + 4 = 0.
Essa equacdo pode ser resolvida pelo método proposto por volta de 1535 pelo matematico ita-
liano Niccolo Fontana, conhecido como Tartaglia (cerca de 1500-1557). Tal método consiste em
substituir x por u — v, de modo que o produto uv seja igual a terca parte do coeficiente de x, ou seja,

6
uy = - 3 —2. Assim:

[(u—-v)—6(u-v)+4=0 F . P =3t +3uv? —vP—6u+6v+4=0
, que é equivalente a <
luv = -2 uv = —2

Fazendo uv = —2 na primeira equac¢ao, obtemos:
!u" v’4+4=0 (1)

= (1

Substituindo (I1) em (1), chegamos a equagao u® + 4u’ + 8 = 0, cuja resolugao pode ser feita
através da mudanca de variavel u* = t, com a qual obtemos a equagao do 2° grau:

t?’+4t+8=0

Figura 10: Livro Manoel Paiva. Pg: 124
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Historicamente, Gerénimo Cardano (1501-1576), médico e matematico italiano, apos te
aprendido com Tartaglia 0 método descrito na pagina anterior, foi o primeiro a admitir a existén

cia de nimeros nao reais, durante a resolucio de uma equacao cubica, como essa que disculi-

mos. Apos tal descoberta, um matematico contemporaneo de Cardano, Raphael Bombelli (cerca
de 1526-1573), teve o que considerou uma “ideia louca”: comegou a operar com 0s NUMeros
nao reais estudados por Cardano. Bombelli admitiu, por exemplo, a identidade:

2+J-1T+3 -7 =5

dando, assim, subsidios para o inicio da construgao de um novo conjunto de nimeros: o conjunto
dos nimeros complexos.

Figura 11: Livro Manoel Paiva. Pg:125

Apds essa breve introducdo o autor apresenta a definicdo dos NUOmeros
Complexos como sendo um nimero da forma a + bi, onde a e b sdo ndmeros reais e i é
a unidade imaginaria e que i? = —1. Define também a igualdade entre Numeros
Complexos e o0 seu conjugado. Essa é, sem ddvidas, uma maneira eficiente para
introduzir os Numeros Complexos para alunos de Ensino Médio porém, caberia nesse
topico inserir imediatamente a representacdo geométrica dos Numeros Complexos, uma
vez que, a definicdo de igualdade entre Numeros Complexos é analoga a defini¢do de
igualdade entre pares ordenados. Esse fato levaria os alunos a compreenderem a
semelhanca entre um Complexos e o0s Pares Ordenados e consequentemente
compreender que esses numeros sdo vetores no plano e, consequentemente, podem ser
representados no plano cartesiano. Outro ponto que o autor aborda nesse topico é a
definicdo de conjugado de um NOmero Complexo, contudo, novamente, falta uma
figura para ilustrar que o conjugado de um Numero Complexo z é a reflexdo do ponto
representado por Z em relagdo ao eixo das abscissas.



G Ndmero complexo W

A insuficiéncia dos nimeros reais se revela na radiciacao: nao existem, em IR, raizes quadra-
das, quartas, sextas, ... de nimeros negativos. Para que a radiciacao seja sempre possivel, os
matematicos ampliaram o conceito de nimero, definindo o nimero i, nao real, que chamaram
de unidade imaginaria e que satisfaz a sequinte condicdo:

A partir da unidade imaginaria, define-se:

Nimero complexo é todo nimero da forma a + bi, em que @ e b sao nameros reais e i é
a unidade imaginaria.

Figura 12: Livro Manoel Paiva. Pg:125

» lgualdade entre numeros complexos

Dois nimeros complexos a + bi e ¢ + di, com {g, b, c, d} C IR, sao iguais se, e somente se,

suas partes reais sao iguais e suas partes imaginarias sao iguais.
Ou seja:

a%bizc%dina:C
lb=d

Figura 13: Livro Manoel Paiva. Pg:126

» Nimeros complexos conjugados

O nimero complexo a + bi é o conjugado do nimero complexo ¢ + di, com
{a, b, ¢, d} C IR, se, e somente se, suas partes reais sao iguais, € suas partes imaginarias sao
opostas.

Ou seja:

s : . la=¢
a + bi é conjugado de ¢ + di ¢» -ib P

Figura 14: Livro Manoel Paiva. Pg:126

34
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Em seguida, no tdpico “Operacdes elementares com Numeros Complexos”, o
autor define soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdo entre Numeros Complexos de
forma algébrica. Essa apresentacdo seria bem mais produtiva se o autor fornecesse

figuras que ilustrasse geometricamente essas propriedades.

Operacgoes elementares com w
numeros complexos

Antes de apresentar as operacdes elementares com nmeros complexos, € importante ressal-
tar que elas foram definidas como extensdes das operagdes em IR, de modo que fossem conser-
vadas as propriedades dessas operacoes em IR.

Para a adicao foram conservadas as propriedades associativa, comutativa, elemento neutro e
elemento oposto, de modo que:
» 0 elemento neutro da adi¢ao é o nimero zero, ou seja, 0 + 0i;
* 0 oposto de um nimero complexo qualquer z = a + bi, com g e b reais, € o niumero com-
plexo —z= —a — bi.
Para a multiplicagéo foram conservadas as propriedades associativa, comutativa, elemento
neutro e elemento inverso, de modo que:
« 0 elemento neutro da multiplicagao é o nimero 1, ou seja, 1 + O
* 0 inverso de um nimero complexo nao nulo z = @ + bi € o nimero complexo indicado
1
1 =
porz 'talque z ' = T
Foram conservadas também a propriedade distributiva da multiplicacao em relacao a
adicao.

Esses principios resultaram nas seguintes defini¢oes:

Para quaisquer nimeros complexos z, = a + bie z, = ¢ + di, em que g, b, c e d sao
nameros reais, temos:

vz, tz,=(@++ b+ di

* 4, -2,=2,+(-2)
v z,+ z, = (ac — bd) + (ad + bo)i
1
iy =7y — (com 2, # 0)
ZZ

1

Nota:

Observe como as propriedades distributiva, associativa e comutativa, que se estendem para a
adicdo e multiplicagdo em C, permitem a definicdo de multiplicagago de nimeros complexos
como foi apresentada anteriormente:

z,+z,=(a+ bi)- (c+ di) = ac + adi + bci + bdi* = ac + adi + bci + bd(—1)

.z, z,=(ac — bd) + (ad + boji

Para agilizar as operacdes elementares com niimeros complexos, aplicamos as propriedades opera-
térias — associativa, comutativa, elemento neutro, elemento oposto, elemento inverso e distributiva
— em vez das defini¢ées, conforme mostram os exemplos a seguir.

Figura 15: Livro Manoel Paiva. Pg: 128
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Quanto ao topico “Poténcia de Numeros Complexos com expoentes inteiros”, o
autor introduz a nogéo de poténcias do Numero Complexo i de forma algébrica. Seria
interessante ressaltar que as poténcia de i pertencentes ao conjunto {1,i,—1,—i} e

podem ser interpretadas como as interse¢@es do circulo unitario com o plano Complexo,
como podemaos perceber na figura a seguir.

Figura 16: Circulo Complexo

Ou seja,

i® = 1 = ponto (1,0)
il =i = oponto (0,1)
i? = —1 = ponto (-1,0)
i3 = —i = ponto (0,-1)
i* = (i*)(i%») = (-1)(=1) = 1 =ponto (1,0)

i° = (i®)(i?) = (=i)(=1) = i = ponto (0,1)

i®=(i"(i?) = 1.(-1) = —1 = ponto (-1,0)
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A nosso ver, essa abordagem traria uma compreensdo, para o aluno, de um
importante resultado, que é o seguinte: ao multiplicar um Numero Complexo por i,

estamos realizando uma rotagdo de 90° em torno da origem do plano Complexo no
sentido anti-horério.

P Poténcias de i

O calculo das poténcias de ndmeros complexos com expoentes inteiros envolve, particu-
larmente, poténcias de i. Para agilizar esse tipo de calculo, é conveniente conhecer o teorema

a seqguir.

Existem quatro, e somente quatro, valores para poténcias de i com expoentes inteiros. So

eles:

Figura 17: Livro Manoel Paiva. Pg: 131
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Ja no topico “Representacdo geométrica do conjunto dos Numeros Complexos”
é introduzida a representacdo geométrica de um Numero Complexo no plano Complexo
ou também conhecido como plano Argand-Gauss. Nesse ponto, pode-se observar a
auséncia de figuras enfatizando a representacdo geometrica dos Numeros Complexos,
todavia acreditamos que seria mais produtivo para os alunos uma abordagem algébrica
associada a uma abordagem geomeétrica, explorando essas duas ferramentas desde a
defini¢do dos Numeros Complexos.

P Plano complexo ou plano de Argand-Gauss

A cada nimero complexo z = x + yi, em que x e y sdo nUmeros reais, vamos associar 0 pon-
to do plano cartesiano determinado pelo par ordenado de ndmeros reais (x, y). Essa associagao é
biunivoca, isto &, cada nimero complexo esta associado a um tnico ponto do plano cartesiano,
e cada ponto desse plano esta associado a um Unico ndmero complexo.

Por meio dessa associagao, representa-se geometricamente o conjunto C pelo plano, que é
chamado de plano complexo ou plano de Argand-Gauss, em homenagem aos seus criado-
res: o matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e o guarda-livros suico Jean Robert
Argand (1768-1822).

No plano de Argand-Gauss o eixo das abscissas € indicado por Re e é chamado de eixo real,
e o eixo das ordenadas € indicado por Im e € chamado de eixo imaginario. Cada ponto P(x, y)
desse plano € a imagem ou afixo do ndmero complexo x + yi.

Figura 18: Livro Manoel Paiva. Pg: 133

No tépico “Mddulo de um Numero Complexo”, a geometria comega a aparecer

de forma contida. E introduzido o conceito de Mddulo de forma algébrica e em seguida
¢ apresentada uma figura que interpreta esse resultado de forma geomeétrica. Nesse
momento seria importante a introducdo do conceito de distancia entre dois NUmeros
Complexos. E importante ressaltar que em nenhum momento o autor introduz a
definicdo de distancia deixando de fora da teoria um importante resultado que permite

resolver inlmeros problemas interessantes.
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A distancia entre dois Nimeros Complexos pode ser definida da seguinte forma:

Sejam z; e z, numeros complexos. Dizemos que a distancia entre z; e z, é igual a

|z1 — z,|.

G Mddulo de um numero complexo W

No volume 1 desta obra, definimos o médulo de um nimero real x. Para isso, consideramos
no eixo real de origem O um ponto A de abscissa x, e definimos o0 médulo de x como a distancia

entre O e A.
(6] A

0 X R |x| = OA

Se estendermos essa definicao para o plano complexo, teremos a definicao de médulo de um
namero complexo. Por exemplo, consideremos a imagem P do nimero complexo z = 6 + 8i:

Im
8} 7 . - P(6,8)

0(0, 0) 6 Re

A distancia entre a origem O e P é chamada de médulo do nimero complexo z = 6 + 8i.
|z] = 0P = J(6-0) +(8—0) =100 =10
o |z| = |6 + 8i| =10

Definigao

O médulo p de um ndimero complexo z = x + yi, com {x, y} C IR, é a distancia do ponto
(x, y) a origem (0, 0) do plano de Argand-Gauss.

Im

letra 7
ain-
y do 0,0 Re

Figura 19: Livro Manoel Paiva. Pg: 134

No topico “Coordenadas polares no plano Complexo”, ¢ apresentado a defini¢do
de um Numero Complexo em sua notacao polar. Nesse ponto sdo exploradas as relacdes

entre a forma polar e algébrica e como podemos chegar a uma a parti da outra. Os
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exercicios abordados nesse topico, em sua maioria, exploram as transformacées de um

complexo para as citadas representagoes.



1 AUS TG

Coordenadas polares no plano w
complexo

Aimagem de um ndmero complexo no plano de Argand-Gauss pode ser determinada também
por meio de uma distancia e de um angulo. Por exemplo, existe um tinico nimero complexo z Cuja
imagem P dista 4 unidades da origem O do sistema de modo que a semirreta OP forma com o se-
mieixo positivo Ox um angulo de 60°, medido no sentido anti-horario, a partir desse semieixo.

Im 4

60°
0 Re

As medidas 4 e 60° sdao chamadas de coordenadas polares da imagem do nimero comple-
xo z. Com essas coordenadas podemos determinar a parte real a e a parte imaginaria b do nime-
ro z. Observe:

Im
= Lo
i I
b 2P b 13 b
/! sen 60° = — e
/, » 4 2 4
4
po a=2eb=23
| 60°
% a ﬁl;e
Logo, a forma algébrica do ndmero z é:
z=2+2J3i

Reciprocamente, a partir da forma algébrica podemos determinar as coordenadas polares de
um namero complexo nao nulo, conforme veremos a seqguir.

> Argumento de um ndimero complexo

Dado um nimero complexo ndo nulo z = a + bi, comae b reais, consideremos no plano

complexo os pontos O(0, 0), P(a, b) e 0 angulo de medida ¢ cujos lados sdo o semieixo positivo Ox
e a semirreta O—F;, conforme a figura abaixo:

Im A

A medida ¢, obtida no sentido anti-horario a partir do semieixo positivo Ox, com 0 < ¢ < 21
ou 0% = ¢ < 360°, é chamada de argumento do nimero complexo z.
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Figura 20: Livro Manoel Paiva. Pg:137

Calculo do argumento de um naumero complexo

No exercicio resolvido anlerior, vimos que se a imagem do nimero complexo nao nulo per-
tence a um dos eixos coordenados, entao é muito simples a determinacao do argumento. Veja-
mos agora como se calcula o argumento quando a imagem do nimero complexo nao pertence
a nenhum dos eixos coordenados.

Demonstraremos apenas para a > 0 e b > 0, porém, o resultado obtido vale também para os
demaiscasos (a<0eb>0,a<0eb<0,a>0eb<0).

Seja z = a + bi, com a > 0e b > 0. Aimagem P(q, b) de z € um ponto do 1? quadrante:

A distancia OP = p é o modulo de z, isto é:
= \-{0) = bV)v (|)
‘ a
lcos ¢i= (1)
P

No tridngulo OMP, temos:

‘ b
|sen ¢ = — (1)
{ P

As igualdades (1), (I) e (Ill) determinam o argumento de z.
Nota:

As igualdades (1), (I1) e (lI), obtidas nos quatro casos, sao validas também quando a imagem
P(a, by do nimero complexo nao nulo z = g + bi pertence a um dos eixos coordenados.

Figura 21: Livro Manoel Paiva. Pg:138

Os quatro casos e a nota acima nos permitem enunciar:

Se z = a + bi, com {a, b} C IR, € um nimero complexo ndo nulo, de médulo p e argumen-
to ¢, entao:

cos @ =—

sen ¢ = —

Figura 22: Livro Manoel Paiva. Pg:139

No topico “Operagdes com NUmeros Complexos na forma trigonométrica”, o
autor introduz a multiplicacdo, divisdo e a potenciacdo com Numeros Complexos em
sua forma polar. Novamente a interpretacdo geométrica é pouco explorada, pois, com a

introdugdo da forma polar, ficam mais visiveis as propriedades geométricas dos
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Numeros Complexos como, por exemplo, a propriedade de rotacdo e homotetia da
multiplicagdo. Um outro fato relevante é que o autor ndo introduz a radiciacdo de um
Numero Complexo, que é uma operacdo bem definida e que traz propriedades
interessantes para ser aplicadas no Ensino Médio como enfatiza Elon em seu livro

Analise de Textos:

O capitulo 17 aborda a representacdo geométrica e a forma trigonométrica
dos Numeros Complexos. Embora os conceitos sejam apresentados
corretamente, hd uma série de omissdes: as interpretacfes geométricas da
adicdo e da multiplicacdo entre Nimeros Complexos ndo séo apresentadas, o
que impede que parte do potencial de utilizagdo de Nimeros Complexos para
facilitar a resolucdo de problemas de geometria fique inexplorada. Sao vistos
alguns exemplos explorando o fato de que |z —a| é a distancia entre os
Nameros Complexos z e a, mas ndo se emprega, por exemplo, o fato de que
multiplicar um NUmero Complexo z por (cos(a) + isen(a)) consiste em
submeté-lo a uma rotagdo de angulo @ em torno da origem (Elon, 2001,
p.34).
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G Operagcdo com nimeros complexoa
na forma trigonomeétrica

P> Multiplicacao

Sejam os nimeros complexos z = 3(cos 30° + i sen 30°) e w = 2 (cos 240° + i sen 240°).
Efetuando a multiplicagdo z - w, temos:

z+w = 3(cos 30° + isen 30°) - V2 (cos 240° + i sen 240°) =

= 342 (cos 30° + i sen 30°)(cos 240° + i sen 240°)

Aplicando a propriedade distributiva, temos:

7+ w =342 (cos 30°cos 240° + i cos 30°sen 240° + i sen 30°cos 240° + i sen 240°sen 30°)
= 342 (cos 30°cos 240° + i cos 30°sen 240° + i sen 30°cos 240° — sen 240°sen 30°) =

= 32 [(cos 30°cos 240° — sen 240°sen 30°) + i(cos 30°sen 240° + sen 30°cos 240°%)] =

= 32 [cos (30° + 240°) — i sen (30° + 240°)]

Generalizando esse resultado temos:

N

\

Se z = p(cos 0. + isen o) e w = A(cos P + isen B) sdo as formas trigonométricas dos nime-
ros complexos z e w, entédo:
z+w = p\[cos (o + B) + isen (o + B)]

Figura 23: Livro Manoel Paiva Pg: 141

» Divisao
Do mesmo modo que fizemos para a multiplicagdo, podemos generalizar o resultado para a

divisao de niimeros complexos na forma trigonométrica.
Assim:

Se z = p(cos o 1+ isen o) e w = A(cos B + isen B) sao as formas trigonométricas dos com-
plexos z e w, com w # 0, entao:

£ = P [cos (o — B) + isen (o — B)]
w A

Demonstragao
z z+w  p(cosa +isen o) - A(cos B —isen B) :
W owew W
p(cos @ +isen o) )\[cos (—[j) +isen (~B)]

% & r;\—}2\[cos (0. — B) +isen (o —PB)| = %|C05 (o~ B) +isen (a—P)]
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Figura 24: Livro Manoel Paiva. Pg: 142

O autor termina sua explanagdo sobre os Nimeros Complexos estudando a
férmula de De Moiver, enfatizando adequadamente a interpretacdo geométrica
apontando, que as raizes de ordem n de um Numero Complexo formam os vertices de
um poligono regular de n lados inscrito em uma circunferéncia de centro na origem
entretanto, uma figura (que ndo tem) para indicar esse fato seria importante.

» Poténcias de numeros complexos na forma
trigonomeétrica

Sendo z = p(cos ¢ + isen ¢) a forma trigonométrica do nimero complexo z, temos:

* 2=1=1(cos 0+ isen 0) = 1%cos 0¢ + isen O¢p)
e 7' = p(cos ¢ +isen ¢) = p'(cos 1¢ + isen 1¢)
o 72 = p¥cos 2¢ + isen 2¢)

N

p*(cos 3¢ + isen 3¢)

Observe que cada resultado apresenta 0 médulo p elevado ao expoente de z, e o argumento
multiplicado por esse expoente. Essas constatacdes podem ser generalizadas por meio do teorema
a seguir, demonstrado pelo matematico francés Abraham De Moivre (1667-1754).

Teorema de De Moivre

Se 7z = p(cos ¢ + isen ¢) é a forma trigonométrica do nimero ¢ omplexo nao nulo ze né
um numero inteiro qualquer, entao:

Z" = p"(cos ne + isen ng)

Figura 25: Livro Manoel Paiva. Pg: 143

35- LIVRO 2: LUIZ ROBERTO DANTE - MATEMATICA 1@ EDICAO,
VOLUME UNICO, 2008

Outro autor, que foi analisado na confec¢do desse trabalho, foi o Luiz Roberto
Dante. O autor distribui o tema ao longo do seu livro da forma que iremos explanar.
No tépico “Introdugdo" o autor faz um passeio entre os nimeros naturais, inteiros,
racionais e reais. Ele introduz a equacéo, ou seja, ele diz que o nimero v/—1 néo é real,
e imediatamente diz que precisa introduzir um novo conjunto chamado NUmeros
Complexos para dar sentido a esse novo numero. Essa ndo € a maneira justa de
introduzir os Numeros Complexos, pois, segundo a historia, ndo foram as equacgdes do
segundo grau que de origem as Numeros Complexos, mas sim o desenvolvimento de

técnicas para resolver equacdes do terceiro grau.
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A verdadeira histdria, entretanto, é diferente. Se um problema conduzia a
uma equacdo do segundo grau cuja solucdo formal envolvia a raiz quadrada
de um namero negativo, o problema era simplesmente considerado sem
solucdo. Durante dezenas de séculos foi assim. Somente depois da descoberta
da féormula das raizes de uma equagdo do terceiro grau é que oS ndmeros
complexos forcaram o seu reconhecimento matematico, pois as raizes reais
daquelas equagBes eram representadas por expressdes contendo raizes

quadradas de nimeros negativos (Elon, 2001, p.307).

Sl ~ fi
2 Introducdo "
vimas no capih lo T que dent 1COS it
i@ conhecidos; tinhamos inic almente o conjunte dos nime (
naturais
N | }
Para ibtraca re possivel fol est ’
lid btivern r } ume Infe N 4
Z — |
lambém a divi | tend
tiver ) conjun nais, qu
podem ser escrilos na forma de fracdo 1dor e de -
p———— 4 O conjunto d i
| OS numeros
1, a i iz o Al *
0 9, coma €2 bEZeb0 complexos
iu (
Em @, a tnica divisao impossivel & a divisGo por O mr
ultiplic 1
Q), ¢ f cli rad
es o poder ‘ ‘
m [
10S por uma fra —_— aeb il It ( f
| ng
aZ ) 105 niimeros chamados de ; %
|
I1aci (Ir) V | ‘
10 1i T i nais jen nu . ‘
1is R o
R=QuUI 4 . :
I
into, pod der 1r IN uma t Z., ¥ :
1l na parte de Qe Q 1 te de IR f lghdlda
[a, b) 1)
NCZCQ R
. |
€ IR, ent 1 1 |
I uea 1 R
. lipl

Figura 26: Livro: Date pg. 431

No toépico “O conjunto dos Numeros Complexos”, o autor define um Numero
Complexo com um par ordenado. Segundo ele, essa proposta foi apresentada por Gauss

em 1831 e reforcada por Hamilton em 1837, na qual ele define a igualdade, a adicdo e
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multiplicacdo entre Complexos. E uma boa forma de definir Nimeros Complexos, pois
permite a introducdo da interpretacdo geométrica no plano de forma imediata 0 que ndo
é feito pelo autor. Segundo Elon, a afirmacdo de que Gauss definiu um Numero
Complexo a + bi como o par ordenado (a,b) e definir as operacOes entre esses
numeros como sendo operagdes entre pares ordenados sem motivacdo nao tém

precedentes.



Ao fazer essa identificacao, constatamos que R & subr
conjunto de €, ou seja:
RCC

As definicoes de adicao e multiplicagdo e suas proprie
dades comportamse para os nimeros complexos da forma
[, O) como se fossem nimeros reais a, Assim, por exemplo,
femos:

e (1, O identificasse com o nimero real 1:

® (-3, 0)com -3:

* (- 0)com
e [0, ) com O,

A unidade imagindria

Criamos um nome e um simbolo para o niimero complexo
(O, 1). Ele seré chamado de unidade imagindria e indicado
por i, ou seja, o simbolo i identificase com o nimero comple
xo {0, 1).

Observemos que:

F=ii=0 10 N=0-0=-1:1,0:1+1-0=

=[=1,0=-1
Portanto: T A unidade imag
GilgiL¥ nariaié um nimero
R | - com| nao real.

que & a caracteristica tundamental da unidade imaginaria.

A forma algébrica

Um nomero complexo qualquer z = [a, b) pode ser
escrito du seguinte maneira:

z=la,bl=lo+0,b+0)={, 0+ (0 bl |

Como (0, b) = (b, OJ(0, 1) (I}, pois
b, O 1)=b-0-0-1,b-1+0:0 =(0, b)
ela, O) =celb, O) = b [}, substituindo (Il) & (Il) em {I}, temos:
z=la,bl=10, 01+ (0, b) = (0, 0) + (b, ©) - (0, 1) =

a 5 i

=z=a+bi
EntGo, todo nimero complexo z = (a, b) pode ser escrilo
de maneia Gnica:
z=a+bi @ER bERei=—])

Essa é a forma algébrica ou forma binomial de escrever
um nimero complexa. Observemos que um nimero comple-
xa esciito nessa forma tem duas partes:

z = g +# bi VT, Podemos escrever
porte real parte REFLETIR Jo] equivalén_cln
de z imcﬁ;indﬁu (@, b) & a + bi.
dez
Relzl =a  Imjz)=b
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Devermos observar também que, se b = 0, temos z = o
{nimero real); e, sea=0eb # 0, temos z = bi, que & um
nimero imagindrio puro.

Exemplos:
18)Em z = 2 + 3i, temos Relz) = 2 e Im(z) = 3.

2°) Em z = 3, temos Relz) = 3 e Im(z) = O. Portanto, z & real

39) Em z = —2i, temos Relz) = 0 & Im(z) = —2. Portarito, z
& um nimero imagindro puro.

Usando a forma algébrica, as operacées de adicao, sub
frago e multiplicagdo sdo mais intuitivas do que com a re-
presenfacao por pares ordenados. No mulliplicagdo, por
exemplo, basta aplicar a mesma propriedade distributiva
usada na multiplicagdo de binémios, porém observando que
i2 & um nimero real e vale — 1. Néo hé necessidade alguma
de decorar [ormulos.

Exemplos:

12+ 3+ (-3+4i)=(2-3)+({3+4)i=—|+7i

291 + 22 = Bif =1 - 2+ 1(=3i) + (202 + (2)—3i] =
=2-3i+4i-67=2+i-6-1)=2+i+6=
=8+

M+ -B+2)=1+i)+(-3=2)=
=l =3)+{1 -2)i=-2—i

49) Vamas colocar na forma algébrica o nimero complexa
{=1,. 2
Sez=a+bie nessecaso,a=—1eb= /2, enldo
z=—1+ J2i.

5%) Dados os nimeros complexos z, = (1, 3) e 2z, = (=2, 1),
vamos calcular:
o) z, + 2 o 2z}
b) ziz d) z + 2

gz +z=(1+3il+ -2+ =
={1 —2)% @+ ==1+4

giy=(] + 8if=2 + ) =

=1(=20+ 1-i+38i(=2)+3i-i=
=-2+4+i=6i+87==-2-5+3—1]=
= -5-5

g & ={1+3iF=12+21-31+ (3=
1+6i+97 =1+60+9~1)=-8+6i

b

dlzr+2=(1+8)+[-2+12=
1+3i)+[4-4i+i]=
=(1+3)+[4-4i+ (=)=
=(14+3)1(3-4ij=1+3i+3—-4i=4—i

62) Vamos calcular o valor de i', 2, i, i4, i° ¢, 7, i8.

#ijl = sif =ili=1li=i
oif=—] el =2 =1-1]=~]
et =i =(=1)i= i o7 =i = 1—i) = —i
el = (92 =(=1P=1 ef=i=1.1=]

Figura 27: Livro: Date pg. 433



49

No topico “Férmula algébrica dos Numeros Complexos”, Luiz Dante, a partir da
definicdo proposta no capitulo anterior, introduz a forma algébrica de um NUmero
Complexo z = a + bi,com a,b € R e i? = —1. Nesse topico também sio exploradas as

poténcias de i dando a explanacao carater puramente algébrico.



Ohbserve que as poténcias de | comegam a se repetir de-
pais de i'. De modo geral, temos:
ot = ({7 = ol = ({2 = —]
el = (e . R LT
Ou sgja, i"rr=i®
72} Vames calcular o valor de:
‘le i l’)) jree C) 3ilt —j'e
al iF=i"%.i= (4"
Ou, de outra maneira:
49 = 18 g = (@2 = =1} = i =i
Porfanio, i*® = |,
k) 1100 = fl"];‘” = |- eo2=
Ou, de outra maneira:
[ =gt i = ]
Portantg, i le
) 3 B
o= M= ([ = (=1 = =11 = =i
i = (i?)* ={=1F=1
cntao, temos;
3 — 1 =B[—i|=1==3i—1
Partanta, 31" — 'Y = =1 = 3j

PARA WIS
REFLETIR Al 49 A
09 20 25
1
L fi=tE ] 74&
373 3121 18

Vamos resolver a equacao x? + 4x + 5 = O, menciono-

82)
da na pégina 432

e J'lé —20 _ -4 i?“‘/_A (impassivel
em IR)
Em € podemos resolvéla. Assim, temos
—4 + JT=TE —4+ Jit- 4
7 - 2 -
- AZR s _4;2’ 2+1 e |
i rllr- 2 _ g
P
Verificando, vem: ‘
S=x FHx =2 Hil=2 =il = =4
P=xX'=(-2+i)-2—-i)l=4+2—2 - =
=4—|-1)=5

Satistazendo enldo x* — Sx + P = 0, ou sejq,
x" +4x + 5 =0

Exercicios propostos

N

. Cologue na forma algébrica ou binomial os sequintes ni-
meros complexos:
i) =1 T}

b) (=3, J/5)

3. Dados os nimeros complexos z; = (1, 2), z2 = (-1, 3] e
2= (2, =2), calcule

c) (0, =2}
gl [=1,=1]

alz, + z, ¢ 2%+ Z5

bl (2 + z))zs d) 22+ 22 = 22

4. Defermine o nimero z em cada caso
al 3z + 4i = z - 6%
b)3zi=z+i
5. Resolva o sistema de incognitas z, e z,:
3zi—z, = 1 —i
Szi—=2z =1 +.3i

6. Defermine o valor de x, real, para que o nomero complexa
al (x* = x} + 3i sejo um nimero imaginario puro
b) [x” = 1) + i seja um nimero imaginario puro.
c) x + [x* — 4}i seja um nimero real
d) x + xi seja o nimero real O.
7. Efetue as operagées indicadas escrevendo o resultado

na forma algébrica z = a + bi.
Gl (=3 % 11T — 5

b) (l + ?|)+ (=1 —2i)

c) (=2 + Bi} + (1 — 2i) + (3 — 5i)

8. Efetue as operagdes indicadas escrevendo o resultado
na forma algébrica z = a + bi.

1
o (5 + 2)(5 - 3]
bl {1+ 000 + i + )
cl 37 + 2i) — [{5 + 4i] + l]i

9. Efetue:
a) i’ d) i+ g) 161" + 5i'° — (3iP
b} i* e} (—i}'® h) 1 — 2if
254 (1B
¢ it il %
10. /\/\ostro que o5 nimeros complexos.z; = 1 + i e
=1 —isdo os soiucoes do equacdo
22 =22+ 2=

Representacdo geométrica
dos nimeros complexos

Jé vimos que @ cada nimero complexo z = a + bi esia

associado o par de nimeros reais (a, b). Por outro lado, so-
bemos que a cada par de nimeros reais |a, b) estd associa-

do um dnico ponte do plano. logo, podemos associar a

Figura 28: Livro: Date pg. 433

No tdépico “Representacdo geométrica dos Numeros Complexos”,
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0 autor

apresenta a interpretacdo geométrica de um Numero Complexo no plano cartesiano,
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dando um exemplo da soma entre dois Numeros Complexos e mostrando sua
interpretacdo geométrica. Logo em seguida, o autor apresenta a no¢do de conjugado,
ressaltando a existéncia do inverso multiplicativo de um Numero Complexo bem como
sua interpretacdo no plano cartesiano em seguida, o autor introduz a diviséo algébrica
entre dois NUmeros Complexos e 0 modulo de um Numero Complexo em sua forma
algébrica e geométrica. Logo apds o autor introduz o conceito de divisdo entre dois

NUmeros Complexos, utilizando a no¢do de conjugado como mostra as figuras a seguir .



complexos, 2, e z,, e a soma deles, z, + z. {diagenal
do paralelogramo formado por z; e z,).

o}

6] A associagdo dos nimeros complexos z = a + bi aos ve-
lores permite o uso dos nimeros complexos em diversos
campos nos quais as grandezas sdo vetoriais. Um exern-
plo disso é o estudo da eletricidade em nivel superior; o
aluno que optar por um curso superior na drea de exatas
descobrird que corrente elélrica, voliagem, impedancia,
elc. sao fodos nimeros complexos.

Exemplo:

Vamos eletuar algébrica e geometiicamente o adicdo
dos nimeros complexos z. = 1 + 2icz, =4 + i,
Algebricamente, temos: i
Z) +zp = T 2R
=(1+2i|+{4+i=
=5+3i=xn

Geometricamente, vem o
gréfico ao lads.

Observe que z; correspon-
de ao ponio (5, 3), ou seja,
ao nimero complexo z; = 5 + 3i.

Figura 29: Livro: Date pg. 433
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Interpretacdo geométrica
do conjugado

vZ=(a,b)=a+ b

T

o

Figura 30: Livro: Date pg. 436

T st ¥4 Médulo de um nimero
complexo
€ tricaments {e |
1 INC la orig fo! QOa
zZ Z z
] y
'P\u b) ou
- % ‘almuw bi
I Divisdo de nimeros B
complexos W & x
o a A
enle = nire dois nimeros complexos, com Adiand T
Exemplo p wtl‘ ‘ f ‘
n | & , 2 Enta ler fad
4 b har z

29 Exemplo:
Vamos determinar ulo d

— = plex

Figura 31: Livro Date pg. 437

No topico “forma trigonométrica de um NUmero Complexo”, é introduzido a
forma polar de um Numero Complexo, definido a multiplicacdo e a divisdo entre dois
Numeros Complexos na forma polar bem como, faz-se uma interpretagdo geomeétrica da
multiplicagdo em um exemplo, mostrando, que esta operagdo produz uma rotagdo no

sentido anti-horéario em torno da origem. Em seguida, define a poténcia de um NUmero
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Complexo na forma trigonométrica. E importante ressaltar que o autor nio define a
radiciacdo de um Numero Complexo na forma trigonométrica. Em seguida, no topico
“outras aplicagdes” sdo introduzidas algumas aplicagdes a geometria como a rotagdo de
um angulo 90° no sentido anti-horario em torno da origem ao multiplicar um Numero
Complexo por i como mostra a figura a seguir. E importante destacar que defendemos
que o conceito de rotacdo deve ser explorado no inicio da teoria e ndo como algo que
venha ser sinalizado em capitulos finais e de forma bem informal, como por exemplo,

em exemplos.

jumento 1Igual a — -

Observacao: A tér

Figura 32: Livro Date pg. 439

Outras falhas encontradas pelos autores do livro “Analise de Textos” acerca do
livro de Dante é o fato de que o autor menciona vetores sem nenhuma explicacdo. Eles
ressaltam ainda que o conceito de vetor deveria aparecer no tratamento da Geometria

Analitica e/ou no capitulo de Algebra Linear bem com a falta de aplicacbes pois,
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segundo Elon, os Numeros Complexos sdo um instrumentos de grande valia para

resolver problemas de geometria plana.
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4- CAPITULO IV: NUMEROS COMPLEXOS E SUAS
APLICACOES

4.1- DEFINICAO DE UM NUMERO COMPLEXO

Existem muitas maneiras de definir um Numero Complexo porém, adotaremos a
definicdo apresentada no livro “Trigonometria € Numeros Complexos”. Manfredo
Perdigdo do Carmo, Augusto César Morgado e Eduardo Wagner 3. Ed. Rio de Janeiro:
SBM, 2005~

Os Numeros Complexos constituem um conjunto C, onde estdo definidas
operacdes de adicdo (indicado pelo sinal +) e de multiplicacdo (indicado pela simples
justaposicdo de letras) com as propriedades comutativa, associativa, distributiva
relativa a adicdo, elemento neutro da adi¢do e da multiplicacéo, elemento simétrico.

Além disso, os nimeros reais estdo incluidos em C.

a) Existe um Ndmero Complexo i com i? = —1

b) Todo Numero Complexo pode ser escrito de uma maneira unica na forma
a + bi, onde a e b sdo reais.

c) Usa-se a notacdo Re(a + bi) = a (parte real do Nimero Complexo a + bi)

e Im(a + bi) = b (parte imaginaria do Nimero Complexo a + bi)

Observacdo: podemos operar com os Numeros Complexos de maneira analoga a que
operamos com 0s nimeros reais, com o cuidado de tomar i2 = —1

Exemplos:

a) 3+20)+(5+6)=3+5+(2+6)i=8+8i
b) (3+ 2i)(5 + 6i) = 3(5 + 6i) + 2i(5 + 6i) = 15 + 18i + 10i + 36i% =
= 15— 36+ 28i = —21 + 28i

Observacoes:

1. Os Numeros Complexos da forma a + 0i sdo 0s nimeros reais;
2. Sea+bi=c+dientdo, a =ceb =d, ou seja, se dois Nimeros Complexos
sd0 iguais entdo suas partes reais e imaginarias sao iguais;

3. Usaremos z = a + bi, w = ¢ + di, etc. para indicar Numeros Complexos.
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A parti da definicdo de Numeros Complexos juntamente com a definicdo de
igualdade entre dois Numeros Complexos é possivel uma imediata ralacdo desses
nameros com o plano pois, a definicdo de igualdade entre Numeros Complexos é

equivalente a definicdo de igualdade entre dois pares ordenados.

A parti desse momento apresentaremos uma proposta de sequéncia didatica que
servira como sugestdo para uma possivel apresentacdo do tema Numeros Complexos

para alunos do Ensino Médio.

Utilizaremos como ferramenta o Software Geogebra com o objetivo de dar
énfase as propriedades geométricas contidas nos Numeros Complexos pois o Geogebra
é um software de matemaética dindmica gratuito e multi-plataforma para todos os niveis
de ensino, que combina geometria e algebra, dentre outras ferramentas. A utilizacdo do
Geogebra neste trabalho visa uma melhor explicacdo das propriedades de rotacdo,
translacdo e homotetia contidas nos Numeros Complexos contribuindo assim para a

visualizagdo dessas propriedades.

4.2- UNIDADE IMAGINARIA.

Sabemos que a® = 0 com a € R, ou seja, todo nimero real elevado ao quadrado
é positivo ou igual a zero. Esse ponto é exatamente o que diferencia os NUmeros
Complexos dos niimeros reais, pois i2 = —1 e (—i)? = —1. Agora temos nlimeros que

elevados ao quadrado tem como resultado um nimero negativo.

Quando realizamos multiplicagdes com Numeros Complexos aparecem as

poténcias de i:

i* =00 =C-DED =1
=)0 =D =i

i = (iY@ = 1.(=1) = -1
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E essa configuracéo se repete, ou seja, sempre temos a sequéncia 1, i,—1 e —i.

E interessante ressaltar que as poténcias de i pertencentes ao conjunto
{1,i,—1,—i} e podem ser interpretadas como as interse¢des do circulo unitario com o

plano Complexo, como podemos perceber na figura 33.

As poténcias de i sdo introduzidas, pela maioria dos livros didaticos, logo no
inicio do conteddo NUmeros Complexos. Desse modo a interpretacdo geometrica dessas
multiplicacbes deveria ser abordadas imediatamente nesse momento, visando uma
familiarizacdo dos alunos com a importante propriedades de rotacdo que contem a

multiplicacdo entre Nimeros Complexos.

Figura 33: Circulo Complexo

Ou seja,

i® =1 = ponto (1,0)

il =i = oponto (0,1)
i? = —1 = ponto (-1,0)
i3 = —i = ponto (0,-1)

i* = (i*)(i%») = (-1)(=1) = 1 =ponto (1,0)
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i° = (i®)(i®) = (-i)(-=1) = i = ponto (0,1)

¢ =(i*)(i%) = 1.(-1) = —1 = ponto (-1,0)

Uma sugestdo de atividade para apresentar as poténcias de i, para alunos do
ensino medio, utilizando o Geogebra, € a seguinte. Essa atividade podera ser

desenvolvida em um laboratorio de computacdo com computadores individuais ou em

1° passo: Construir o circulo complexo de raio 1:

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

“x’xb*@@-ff.v\v”‘—a%

¥ Janela de Algebra

i

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Circulo dados Centro e Raio

Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos

Arco Circular dados Centro e Dois Pontos

Arco Circular definido por Trés Pontos

Setor Circular dados Centro e Dois Pontos

Setor Circular definido por Trés Pontos 3 5 5 &

D DD Or@@@

-1

Figura 34: Construcéo do circulo unitario.
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Arquive Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
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GeoGebra

A

NI P

. QN O & N recl) 2l
v i v 7 4 e i v ¥
b Janela de Algebra b Janela de Vi géo
= Ponto 5
3 A=(0,0)

1 @

Figura 35: Construgdo do circulo unitario.

Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda

A -
R )AL B B @O )] N eee
i i ad i i | i i
¥ Janela de f\lgebra » Janela de Visualizagao
= Cdnica
D =1 )
= Ponto
...... O A={0|0}
254
=
15
054

Figura 36: Construgéo do circulo unitario.

2° passo: Construcdo do Numero Complexo ou vetor (0,1):



Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda

o

AE DGO &) Nl ]
%? b ad /V wl il ®§' | . | | $
b Janela de Al D
I — Reta definida por Dois Pontos
=l Cénica "/ .
L XY
= Ponto / Segmento definido por Dois Pontos
Q ﬁ={ﬂ.0

Segmento com Comprimento Fixo /

0.5
./'/ Semirreta Definida por Dois Pontos
S Caminho Poligonal ola
05 o 08
f Vetor Definido por Dois Pontos
-0.54

f/":r. Vetor a Partir de um Ponto

Figura 37: Representagédo geométrica de Numero Complexo.

61



62

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

. -
% -“f}b@@aﬁvkﬁﬂc_ﬁi$
37| 7 - 7 ol 7 i
» Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagio
= Cdnica
el cxEeyr=1
= Fonto
@ B=(1,0)
= Vetor

su= (;)

Figura 38: Representacédo geométrica de Nimero Complexo.

O vetor AB representa 0 Numero Complexo z = 1. Multiplicando o Ndmero

Complexo z por i tempo o0 Nimero Complexow = z.i = 1.i = i.



Arquivo  Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

DR YIS @ F Nz

| o

» Janela de Algebra #| | ¥ Janela de Visualizacio

=l Cbnica

Figura 39: Representacédo geométrica de Nimero Complexo.

Podemos observar que o Nimero Complexo w = i € 0 Numero Complexo i =1
segundo uma rotacdo 90° no sentido anti-horario.

Utilizando o Geogebra para essa atividade, os alunos compreenderdo a
propriedade de rotacdo contida na multiplicacdo entre Numeros Complexos e

comecardo a compreender a aplicacdo dessa propriedade na Geometria.
4.3- CONJUGADO.

Se z = a + bi, entdo o conjugado de z denotado por Z é Z = a — bi.

Geometricamente temos:

63
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YN

w

Figura 40: Conjugado do complexo z
Propriedades do conjugado:
1) z1+2, =2+ 7

2) 71Z; = 717,

3) z=1z
Demostraremos a propriedade 1.

1) Sejaz; =a+biez,=c+dilogo,z; =a—biez, =c—di.
z1+z,=(a+c)+ (b+d)ilogo,z; +z, = (a+c)— (b + d)i.
Fazendo z; + 7z, = (a — bi) + (c — di) = (a+¢) — (b + d)i.

Podemos utilizar o Geogebra como auxilio para a compreensdo dessa

propriedade. Uma sugestdo de uma atividade utilizando esse software é a seguinte:

1° passo: Representar um Numero Complexo (utilizaremos como exemplo z = 1 + 2i)

no plano:
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Entrada:|z = 1+2i

Figura 41: Inserir o Namero Complexo z = 1 + 2i na janela algébrica do Geogebra.

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

3 o 2 BB O L) N e e [#]

» Janela de Algebra *| | » Janela de Visualizagdo
=/ Nimera Complexo z
L@ z=1+2 27 L]
1
0
T T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3 4 5
-14
-4

Figura 42: representagdo do Nimero Complexo z no Geogebra.

Para representarmos o conjugado w, do Numero Complexo z basta inserimos na
janela algébrica do Geogebra w = x(z) — y(2)i, como mostra a figura 43. Essas
informacdo vai fazer com que 0 programa interpretar que desejamos construir um
Numero Complexo w que tenta, a mesma coordenada de z no eixo X e uma coordenada

simétrica no eixo y.



Entrada:| W = X(z) - (z)i|

Figura 43: Inserir w = x(z) — y(z)i na janela algébrica do Geogebra.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
[ ]
5 1| o /}b@@z{;&ﬂﬂcxl'%
V| v V| i

| | | | | |
¥ Janela de Algebra b Janela de Visualizagao
= Mimero Complexo 7
e ow=1-2i 24 ®
@ z=1+2
14
]
T T T T T T T T
-3 -2 -1 ] 1 2 3 4 5
-1+
W
2 @
-3+

Figura 44: Representacdo do Nimero Complexo z e 0 seu conjugado w.
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%7 .Av /7 ”j;-F-——z I::‘—z ®7 IQ_{ dl‘? X—z ABC? _327

b Janela de.&lgebra % | » Janela de Visualizagao

=l Mdmero Complexo
@ ow=1-2i

el oz=1+2

- Ponto

@ A=({0,0)

@ B={14.52, -1.66)
i@ C=(14.88, -1.54)
L@ D={15.54, 1.66)
= Segmento

..... J a=4

¥

Figura 45: Representacdo geométrica do Numero Complexo z e 0 seu conjugado w.

Podemos observar que zz = (a + bi)(a — bi) = a® — (bi)? = a? + b?. Logo,
zZ € R, ou seja, zz € um numero real. Esse resultado sera muito util, pois ele permitira

dividir Nameros Complexos e encontrar um nimero da forma a + bi.

Nesse momento é pertinente fazer a seguinte pergunta:

, . 1 ;. .
Dado z = a + bi, existe - ? A resposta para essa pergunta € sim e utilizaremos o

conjugado de um Numero Complexo para justificar a sua resposta. Na realidade, o que
gueremos sabem é que, dado um Numero Complexo, existe outro Numero Complexo de

modo que o produto desses Numeros Complexos é igual a um?

Ja sabemos que zz = (a + bi)(a — bi) = a® — (bi)? = a? + b? = |z|? que é

um namero real.

1 Z Z . . ,
Desse modo, L logo, podemos concluir que o inverso de um Ndmero

Complexo €é o seu conjugado dividido pelo quadrado do modulo de z. Esse fato nos

permitiré dividir Numeros Complexos.
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Responderemos duas outras perguntas importantes acerca dos NUmeros

Complexos:

Dado um Numero Complexo a + bi, existe um Numero Complexo z = x + yi
tal que z? = a + bi? E existe um Nimero Complexo z tal que z" = a + bi, com n €
N? Se essa pergunta fosse feita a respeito dos nimeros reais, a resposta seria “depende”.
Nos nimeros reais, extrair raizes depende muito se o indice da raiz é par ou impar, ou se
a base da poténcia é negativa ou positiva. Para os Numeros Complexos essa resposta é
sempre SIM e esse fato € uma propriedade fundamental dos Numeros Complexos. No
fundo, essa pergunta é o que encaminha o famoso “Teorema Fundamental da Algebra”
0 qual diz que equacbes polinomiais de grau n tem n solucdes reais ou complexas.
Iremos responder a primeira pergunta nesse momento, pois é possivel responde-la
utilizando somente a forma algébrica dos NUmeros Complexos, para a segunda
pergunta, iremos respondé-la quando for introduzida a forma trigonométrica para os

NUmeros Complexos.

Devemos encontrar x e y tais que (x + yi)? = a + bi, efetuando o produto temos,
(x?2 —y?%) + 2xyi = a + bi. Dois Numeros Complexos sdo iguais quando eles tém a
mesma parte real e imaginaria, logo, basta resolver o sistema:

{XZ_y2=a
2xy=b>b

2

b .. . . ~ b
Desse modo temos que y = P Substituindo na primeira equagdo temos x? — ypeie

a. Desse modo temos:
4x* —4ax? — b2 =0

Chegamos a uma equacdo biguadrada que nada mais é que uma equacao quadrada

de variavel x2. Resolvendo essa equagdo temos:

(a +Va?+ b7
_4a V6P ¥ 1607 atVaZ¥bp? |5 20

8 2 a—+va? + b?
lfso

2

X
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Logo, como queremos 0 quadrado do niimero real X, sé nos serve a solugdo x2 =
a+VvaZ+b? _ b

2 Y=o
Exemplo: Encontre as raizes quadradas de 3 + 4i.

34V32+42 34425 345

Resposta: x? = =— =4 logo, x = +2.
2 2 2

Parax =2,y = ;Tz = 1 Portanto, 2 + i
4 .

Parax = -2,y = Y i —1 Portanto, —2 — i

Resposta: +(2 + i)

Da definicdo adotada decorre que o Numero Complexo z =a + bi fica
perfeitamente determinado pelo par ordenado (a,b) do plano. Essa interpretacdo é
valida, pois quando definimos um Numero Complexo da forma z = a + bi, podemos
perceber que i é fixo e ae b variam e a+ bi = b + ai Se, e somente se a = b. Essa
propriedade nos remete a definicdo de pares ordenados, pois nos leva a observar a
ordem de a e b e, portanto, os Numeros Complexos podem ser interpretados
geometricamente como pontos no plano. Essa nova interpretacdo dos NuUmeros
Complexos é extremamente poderosa, pois, desse ponto em diante podemos utilizar
NUmeros Complexos para entender melhor o plano e utilizar o plano para entender 0s

NUmeros Complexos através de figuras geométricas, graficos e desenhos.

Outra forma de ver os Numeros Complexos é como vetores no plano, isto é, o
segmento orientado com origem no ponto (0,0) do sistema de coordenadas e
extremidade (a, b), isto €, 0 Numero Complexo z é representado também pelo vetor
0z onde 0s nimeros a e b sdo chamados de componentes do vetor como veremos a

sequir.

4.4- VETORES E OS NUMEROS COMPLEXOS

Nesse trabalho definiremos vetores com “classes de equipoléncia” de segmentos
orientados. Quando nos referimos ao segmento de reta orientado AB, essa notagdo
significard que o sentido de percurso vai da origem A para a extremidade B. O mesmo

segmento de reta BA possui sentido oposto, ou seja, origem em B e extremidade em A.



Dizemos que dois segmentos AB e CD sdo equipolentes, e escreve-se AB = CD,

quando eles:

i) Tém o mesmo comprimento (mddulo);
i) Sdo paralelos ou colineares;

iii) Tém o mesmo sentido.

Sejam A e B pontos no plano. O vetor v = AB éo conjunto de todos 0s segmentos

orientados equipolentes a AB. Cada segmento equipolente a AB é um representante do

vetor AB

NN\ AN

Figura 46: Representantes de v "=(AB) ~

Desse modo, podemos concluir que qualquer ponto do plano é origem de um

Unico segmento orientado representante do vetor v = AB

Dados os pontos A e B de coordenadas A = (x4, y,) € B = (X3, ¥p), 05 nUMeros x; —
Xq € Vp — Vg S80 as coordenadas do vetor v = AF e escrevemos ¥ = AB = (xp — xq,
Yb ~ Ya)-

Seja OXY um sistema de eixos ortogonais no plano. Para todo vetor ¥ existe um
Unico ponto P(x,, yo) tal que v = 0P, sendo o ponto O = (0, 0) a origem do sistema
de coordenadas. Além disso, as coordenadas do ponto P coincidem com as coordenadas
do vetor B, ou seja, T = OP = (xq, Vo).

E importante lembrar que a escolha de um sistema de eixos ortogonais nos
permite identificar pontos do plano com pares ordenados de numeros reais no plano, ou
seja, R?. A argumentacdo acima nos permite estabelecer outra identificagdo em que a

cada vetor do plano corresponde, também, um par ordenado em R? que é exatamente a
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interpretacdo geométrica de um Numero Complexo. Logo, desse ponto em diante,
falaremos em Numeros Complexos, pares ordenados e vetores com sendo 0 mesmo
objeto. Essa analogia serd muito importante, pois poderemos trazer a &algebra dos
vetores para operar com 0s Nimeros Complexos.

CONCLUSAO

Ponto no Plano < Vetor do Plano < Par Ordenado em R? < NUmero Complexo

P & 0P = (a, b) =  a+bi
Exemplo 1: Dados A = (-3, 4) e B = (2, —1), determine o ponto P tal que OP = AB.
Interprete sua solucdo geometricamente. Conclua que o ponto P = (a, b) sera o
representante do vetor OP e consequentemente o representante do complexo a + bi.
Solugdio: Se OP = AB entio P —(0,0) =B —A. Logo, P = (2,—1) — (-3, 4) =
(5,-5).

Figura 47: Solucéo do exemplo 1

Portanto, o vetor OP = (5, —5) € equivalente ao Numero Complexo 5 — 5i.

Muitos autores costuma diferenciar o Numero Complexo a + bi do par
ordenado (a, b) dizendo que o ponto (a, b) & a imagem do Numero Complexo a + bi e 0
Numero Complexo a + bi é o afixo do ponto. Ainda podemos encontrar autores que faz
o contrario chamando o Numero Complexo de afixo do ponto e o ponto de imagem do

Numero Complexo. Em nosso trabalho iremos identificar a + bi com o par ordenado
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(a,b) € R?, ou seja, trataremos NUmeros Complexo, ponto e ainda vetores com origem

no ponto (0,0) indistintamente.

)
|

Figura 48: Namero Complexo z=a + bi
4.5- MODULO DE UM NUMERO COMPLEXO.

Chamamos de mddulo do Numero Complexo z o comprimento do vetor correspondente
ao Numero Complexo. Olhando a figura 48, podemos perceber que o comprimento do

vetor é exatamente a hipotenusa de um tridngulo retdngulo onde os catetos sdo a e b.
Logo,
|zl = p = VaZ + b? = Vzz (#)

Geometricamente temos:
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Figura 49: Plano Complexo

Propriedades:
Sejam z e w nimeros complexos, com w # 0

1) zz = |z|?

2) |z| =1z

3) |z| =0

4) |zl =0=2z=0
5 lzl +lwl < |z +wl

6) lz.wl| = |z|.|w|

z

w

_

(w|

7)

Observacdo 1: As demonstracGes dessas propriedades seguem direto da definicdo de

maodulo de um Numero Complexo e ficard como um exercicio para o leitor.

Observacdo 2: O conjunto dos Numeros Complexos ndo € um conjunto ordenado,
logo ndo podem existir desigualdades entre Nimeros Complexos, mas apenas entre seus
modulos, que sdo numeros Reais e positivos.

O modulo de um Numero Complexo € um numero real positivo. Desse modo,
seu valor numérico pode ser encontrado utilizando o teorema de Pitagoras como vimos
em (#). Além disso, podemos utilizar o Geogebra para calcular esse modulo seguindo 0s

seguintes passos:
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1° passo: Inserir o Nimero Complexo em questdo na area algébrica do Geogebra:

Tomaremos como exemplo o Nimero Complexo z = 4 + 3i.

Arquive Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda

LlAAR N Ofo] &N =]

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo
= Nimero Complexo &
L@ z=4+30
54
a4
z
39 L]
2
14
]
T T T T T T T T T
4 3 2 1 ol 1 2 3 4 5

Figura 50: Ndmero Complexo z representado no Geogebra.

2° passo: Para calcularmos o modulo de um Ndmero Complexo z utilizando o
Geogebra, basta utilizar a ferramenta “Distancia”, inserindo na janela algébrica do

Geogebra o comendo Distancia[(0,0) , z] como mostra a figura 51.
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Entrada: Distancial(0,0) , z|

Figura 51: Calculo do médulo do Numero Complexo z.

Em seguida obtemos o médulo do Numero Complexo z. Essa distancia é representada
por a = 5, como mostra a figura 52.
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Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

& | o2 3 DU OO e | N nc ) 2z 2

7 7 7 7 7 7 7 7
» Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagio
= Nimero &
...... O a=5
= Nimero Complexo
el T=4+30 5
4_
z
3 ®
2_
1_
o
T T T T T T T T
4 3 2 1 0 1 2 3 4

Figura 52: Médulo do Ndmero Complexo z.

4.6- ARGUMENTO DE UM NUMERO COMPLEXO.

E o angulo orientado 6 formado pelo eixo real e o vetor correspondente ao Numero

Complexo.
Argumento principal s&o os angulos compreendido no intervalo de (—m, r].
0 = arg(z)

Geometricamente temos:
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Figura 53: Plano Complexo

4.7- DISTANCIA ENTRE NUMEROS COMPLEXOS.

Sejam z; e z, Numeros Complexos. Dizemos que a distancia entre z; e z, € igual a

|z — z,|.

Figura 54: Diferénca entre Nameros Complexo

Observando a figura 54, podemos interpretar geometricamente a distancia entre z, e z,

como sendo 0 médulo do Numero Complexo z; — z,.

Exemplo 2: Qual o lugar geométrico do Nimero Complexo z tal que |z — 2 — 3i| = 5.
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Solugdo: Podemos reescrever a expressdo acima como |z — (2 + 3i)| = 5. Usando a
definicdo de distancia, podemos interpretar a expressao acima como sendo a distancia
do Numero Complexo z ao NUimero Complexo 2 + 3i é sempre igual a cinco. 1sso nos
fornece uma circunferéncia de centro no ponto (2,3) e de raio 5. Como podemos

observar na figura 55.

(2,3

ra
s
@
@

Figura 55: Lugar Geométrico do Exemplo 2

Exemplo 3: Encontre o lugar geométrico do Numero Complexo z tal que |z + 1| =
|z — 5].

Solugdo: Reescrevendo a expressdo acima temos: |z — (—1)| = |z —5| podemos
interpretar a expressao acima como sendo a distancia do Nimero Complexo z a 1 deve
ser igual a distancia do Numero Complexo z a 5. Isso nos lema a mediatriz
perpendicular ao eixo das abcissas que passa pelo ponto (2, 0), como mostra a figura

abaixo:
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Figura 56: Lugar Geométrico do Exemplo 3

Exercicio 2: Qual o lugar geométrico do Numero Complexo w tal que |[w — 3| =3
Exercicio 3: Determine o lugar geométrico que satisfazem as seguintes condi¢es:
|z—2-3i|=5¢ |z+1]| =|z-5|.

4.8- AGEOMETRIA DA ADICAO E DA MULTIPLICACAO

Veremos como se traduz as operacdes de adicdo e multiplicacdo pensando nos
NUmeros Complexos como vetores do plano, utilizando as propriedades citadas na

definicao.
Adicdo entre Numeros Complexos
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Interpretacdo Geométrica da Soma
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Z+Ww

ib+ d) (a+c)+ (b + d)i

-

a ¢ (a+¢)

Figura 57: Interpletacdo Geométrica da Soma entre Dois Nimeros Complexos

Multiplicacé@o entre NUmeros Complexos

O produto entre dois Numeros Complexos algebricamente e realizado da

seguinte forma:
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi* = ac — bd + (ad + bc)i

Falaremos em multiplicacdo de Nimeros Complexos e sua interpretacdo grafica
com mais rigor ao definir a forma trigonométrica de um Numero Complexo, porém,
podemos adiantar que um Numero Complexo z = a + bi fica bem definido quando
conhecemos o seu médulo (distancia da origem do sistema até o ponto (a, b)) e o seu
argumento (angulo formado entre o eixo das abscissas até o segmento que define o
Nimero complexo 0z). Desse modo, multiplicar dois Ndmeros Complexos é
basicamente multiplicar os seus mddulos e somar os seus argumentos. Da mesma
forma, dividir dois Numeros Complexos € dividir seus modulos e subtrair os seus

argumentos.
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Considerando somente NUmeros Complexos unitarios, ou seja, NUmeros
Complexos que tenha modulo igual a um, multiplicar ou dividir Nimeros Complexos é

basicamente realizar rota¢cbes em um circulo unitario.
Iremos mostrar esse fato utilizando o programa de geometria dindmica GeoGebra.

Sejam z =1+ 2i e w =3 + i inserido na caixa de entrada do GeoGebra, 0s

NUmeros Complexos sdo representados como mostra a figura 58.

A . [N 9

L ]
%__ ° __/__ B @__ o /| -CfL X ABI
anela de Algebra [=)(2](x] |Janela de Visualizagio
= Objetos Livres T
----- Jw=3+i
@ oz=1+2i

Objetos Dependentes

r

Figura 58: Representa¢do dos Nimeoros Complexos no Geogebra

Inserindo na caixa de entrada do GeoGebra a operacdo (1+2i)*(3+i) como

mostra a figura 59, o programa realiza a multiplicacdo dos Nimeros Complexos.

| Entrada: (1+2i)*(3+i)

Figura 59: Multiplicacéo entre Numeros Complexos no Geogebra

Onde o resultado da operacdo que é o Nimero Complexo z; = 1 + 7i como podemos

observar na figura 60.
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dw=3+i
J1=1+2
31, =1

Objetos Dependentes

Figura 60: Resultado da Multiplicacdo Entre dois Nimeros Complexos no Geogebra

Agora, abrindo a 6 janela do GeoGebra.

1° passo: Clicando em circulo dados centro e raio, construimos um circulo unitario com

centro na origem:

A
L]

ABC

57|

a=2
el
|

@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

i

. )
. gl

57|

vl

)

Y N

nela de Algebra  [=)(F)[x] |Janela de Vi

Objetos Livres
Objetos Dependentes

| i)

Circulo dados Centro e Raio
Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos

Arco Circular dados Centro e Dois Pontos

Jle) Qe

Arco Circular definido por Trés Pontos

Figura 61: Construcéo do circulo de raio 1 no Geogebra

2° passo: Clicamos na origem do sistema e colocamos 1 para o raio.
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"I" Circulo dados Centro e Raio
| Selecione o centro e, depois, digite a medida do raio

7 Circulo dados cﬂmm |
Raio
1| o]

Figura 62: Construcéo do circulo de raio 1 no Geogebra
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3° passo: Clicamos em OK e est& construido o circulo unitario como podemos observar

na figura 63.

'

LA

A
L

and

Pl

and

©

and

©

)

l by ABC
) )
Janela de Algebra [=)(5)(x] |Janela de Visualizagio
Objetos Livres
=/ Objetos Dependentes
..... 3 A=(0,0)

>

and

=4 N

E

Figura 63: Circulo de raio 1 no Geogebra

Indo na 22 janela do GeoGebra e selecionando a funcdo novo ponto, podemos inserir

dois pontos B e C no perimetro do circulo.
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’

—""'7'7

o e/

] | &

Janela de Algebra [=J[S)(x] |Janela de Visualizagio
Objetos Livres

= Objetos Dependentes
@ A=(0,0)
@ B=(-047,0.88)
@ C=(0.74, 0.67)

T

L

ABC

|

o

|

©

|

N

47

F

e
N

Figura 64: Representacdo de pontos no circulo de raio 1 no Geogebra

Indo na 32 janela do GeoGebra e selecionando a fungédo vetor definido por dois pontos

podemos construir os vetores AB e AC.
%

) B

langla de Algebra [=)(g](x] |Janela de Visualizagio

Objetos Livres
= Objetos Dependentes

.

e

)
e/

|

A
L]
L)

[
s

O

it

ABC

it

:

7N

@ A=(0,0) B
@ B=(-04T7,0.88)
@ C=(0.74, 0.67)

Figura 65: Representagdo de Vetores inscrito no circulo no Geogebra

Clicando com botdo direito do mouse em um dos vetores e selecionando a
funcdo propriedade, podemos perceber que os pontos estdo escritos em coordenadas
cartesianas. Podemos reescrever esses pontos como Numeros Complexos como

podemos ver na figura 66.
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Objetos Bésicol Cnrl Esmol Pnsigﬁo| Algebra |Avan§ado | Programagﬁn‘
[=-Circula
-
E--Ponto

Coordenadas: ;Cowdenadas Cartesianas -
Coordenadas Cartesianas
Coordenadas Polares
Niimero Complexo

[ /7 Apagar ] I Restaurar Configuracde Padrao

Figura 66: Representagdo de Numeros Complexos No Geogebra

Objetos Livres
=/ Objetos Dependentes
@ B=(-0.47, 0.88)
@ C=(0.74,0.67)
D eixityi=1
-3 u=-047 +0.88i
L@ v=0.74+0.67i

Figura 67: Representagdo de Nimeros Complexos no Geogebra

De acordo com as construc@es realizadas acima, 0os Numeros Complexos, u e v
sdo unitarios, pois 0s pontos A e B intersecta o circulo unitario. Agora vamos descobrir
0s seus argumentos utilizando o Geogebra. Sejam D e E os pontos de intersecdo entre o

circulo e o eixo das abscissas.

Na 82 janela do GeoGebra e selecionando a funcio Angulo, podemos medir 0s

argumentos dos NUmeros Complexos u e v.
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'
—T )

P
\./ ABC

b

)

Janela de Algebra [7)([&)[(x] |Janela deVlsuaIlza;ao
Objetos Livres

= Objetos Dependentes

@ A=(0,0) G
@ B=(0.3,0.95)

@ C=(0.86,0.51)

@ D=(1,0 u

@ E=(1,0)

3 cixi4yi=1

J u=0.3+095i

@ v=0.86+0.51i

@ a=305° 05

@ p=T2T

-

|

S

7]

v

~
r
=

Figura 68: represenracdo dos argumentos de Nameros Complexos no Geogebra
Logo, os Numeros Complexos, u e v tém argumentos 72,7° e 30,5° respectivamente.

Pela definicdo de produto entre Nimeros Complexos, u*v deve ser um NUmero

Complexo unitario de argumento 72,7° + 30,5° = 103,2°.

O que pode ser confirmado realizando o produto entre Nimeros Complexos no
GeoGebra:

=l Objetos Dependentes
----- @ A=(0,0)
----- @ B=(0.3,0.95)

----- 2 p=T727°

Figura 69: Produto entre dois Nimeros Complexos No
Geogebra
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4.9- ROTACAO E HOMOTETIA.

Rotacdes e homotetias sdo transformagdes no plano definidas por fungdes que
associa a cada ponto do plano ou outro ponto também do plano através de certas regras.
“Uma transformacdo T no plano IT € uma fungdo T: IT — I que associa a cada ponto A
do plano um outro ponto A" = T(A) do plano chamado imagem de A por T” (Wagner,
2007, p.70). As transformacdes rotacdo e homotetia sdo fungdes bijetivas pois pontos
distintos possuirdo sempre imagens distintas e cada ponto desse plano serd imagem de

outro ponto desse plano.

Uma Rotacdo em torno da origem do sistema cartesiano seria um movimento
circular de um ponto ao redor da origem do sistema cartesiano, ou seja, sendo a origem
do sistema o ponto O (o sentido positivo é o anti-horario) e dado uma angulo «, a
rotacdo de centro O e angulo a é a transformacdo que a cada ponto A do sistema

orientado, associa um ponto A’ de tal forma que OA = 0A’ e AOA’ = a como mostra a

figura 70.
il A,
4
3 _
0A
2 a A
k —_—
OA
o IA
1 [u] 1 é 3 4
]
Figura 70: Rotacdo de um Vetor
Teorema:

Seja z um Numero Complexo, zi € o resultado da rotacdo de z em torno da

origem por um angulo de 90°.

Demonstracéo:
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Para demonstrar esse teorema utilizaremos congruéncia de triangulos.

90"

=2

Figura 71: Rotagdo segundo um angulo de 90° de um Ndmero Complexo

Seja o Numero Complexo z = a + bi, por hipdtese, |z| = |z’| e z0z" = 90°

z’| é a hipotenusa dos triangulos retangulos

queremos mostrar que z” = zi. Ora, |z| =
construidos na figura acima, e esses triangulos tem um angulo agudo congruente, isso é
o suficiente para mostrar que os dois triangulos sdo congruentes. Logo, z° = (—b,a) =

—b + ai = (a + bi)i = zi. Portanto, fica demonstrado o teorema.
Com esse teorema poderemos resolver alguns exemplos interessantes.

Exemplo 4: Seja o segmento AB um lado de um quadrado ABCD cujas coordenadas de

AeBsdo A = (2,1) e B = (—3,5). Determine os outros vertices do quadrado.

Solucéo: Inicialmente podemos perceber que o problema acima possui duas solugdes

como mostra a figura abaixo.
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Figura 72: Quadrado ABCD e ABC’D’

Utilizando o teorema da rotacéo, podemos perceber que AD = AB girado 90° em
torno da origem, ou seja, AD = AB.i, logo, D —A=[B—Al.i, D =A+[B—A].i
D=2+i+[-3+4+5i—R2+)].i=2+i+(-5+4i).i=2+i—-5i—4=

—2 —4i. Logo, D = (—2,—4). Para encontrar o ponto C ndo ha necessidade de
utilizar rotacéo, pois BC = AD. (Observe que o ponto C também poderia ser encontrado

fazendo a seguinte rotacdo, BC = BA. (—i))
BC=AD=C—-B=D-A->C=B+D—-A=C=(-35)+(-2,-4) - (21)
C = (=7,0).

Para encontrar os pontos C’e D", ndo ha necessidade de utilizar rotacdo, basta

D+D’ c+cC’ ~ ‘-
e B = - (Como A e B sdo pontos médios dos segmentos

perceber que A =

DD’ e CC’, respectivamente. (Vamos utilizar o fato da geometria analitica de que o

ponto médio M do segmento AB é determinado da seguinte forma: M = %)

A =D+TD'=>D'= 24— D = D" = (42) — (—2,—4) = (6,6)

B = % = C' =2B—-C = (—6,10) - (_7,0) = (1'10)
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_C=(6,6)

Figura 73: Solucdo do Exemplo 4

Exercicios como esses ndo pode ficar de fora dos livros didaticos pois ele mostra
claramente uma das principais propriedades dos Numeros Complexos: A Rotacao.
Podemos também trabalhar com os alunos construcdo de triangulos equilateros,
hexagono, dentre outros exercicios que envolvam rotacdo de angulo e/ou homotetia de
segmento.

Exemplo 5: Seja o segmento AC a diagonal do quadrado ABCD cujas coordenadas de

AeCsdoA = (1,2)eC = (7,6). Determine os vértices B e D do quadrado.

Solucdo: Podemos perceber, segundo a figura 74, que o problema tem apenas uma

solucéo.
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Figura 74: Quadrado ABCD

Esse problema tem essencialmente duas maneiras de resolvé-lo, utilizando
rotacdo de modo que, uma delas teriamos que realizar uma rotacdo de 45° e outra
utilizando uma rotacéo de 90°. Vamos resolver fazendo uma rotacéo de 90°.

ADH06) _ 69 _ (44

Sabemos que M = AZLC é 0 ponto médio de AC. Logo M =
Podemos perceber que o ponto D é igual a MC girado 90°, ou seja, MD = MC.1.
D-M=[C—M]li=M+[C—M].i=4+4i+[7+6i—(4+40)].i
D=4+4i+[34+2i]l.i=4+4i+3i—-2=6+7i=(27)

Para encontrar o ponto B, basta observar que M = ? = B=2M—-D

B =(88)—(27) = (61)
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D=1(2,7)

B=(7,6)

Figura 75: Solucéo do Exemplo 5

Exercicio 4: (Problema do Tesouro- Classico)

Dois piratas decidiram enterrar um tesouro em uma ilha. Escolheram como
pontos de referéncia, uma arvore e duas pedras. Comecando na arvore, mede o0 nimero
de passos até a primeira pedra. Em seguida, dobram, segundo um angulo de 90°, a
direita e caminha 0 mesmo numero de passos até alcancar um ponto, onde faz uma
marca. Voltam a arvore, mede o nimero de passos desde a arvore até a segunda pedra,
dobra a esquerda, segundo um angulo de 90°, e caminha 0 mesmo nimero de passos até
alcangar um ponto, onde faz outra marca. Finalmente, enterram o tesouro exatamente
no ponto médio entre as duas marcas. Anos mais tarde, os dois piratas voltaram a ilha e
decidiram desenterrar o tesouro, mas, para sua decepcdo, constatam que a arvore ndo
existe mais. Ent&o uns dos piratas decidiu arriscar. Escolhe ao acaso um ponto nailha e
diz: “Vamos imaginar que a arvore estivesse aqui.” Repete entdo os mesmos
procedimentos de quando havia enterrado o tesouro: conta 0s passos até a primeira
parte, dobra a direita etc, e encontra o tesouro. A pergunta é: esse pirata era sortudo ou

era matematico?

A homotetia é outra transformacdo que estd incluida na multiplicacdo entre

Numeros Complexo, pois, a mesma consiste em uma ampliacdo ou a reducdo de
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distancias a partir de um ponto fixo. Se multiplicar Numeros Complexos consiste
basicamente em multiplicar seus mddulos e somar seus argumentos, na multiplicagéo de

um Ndmero Complexo por outro com modulo diferente de um, a homotétia € natural.

Wagner (2007) define a homotetia da seguinte forma. “Fixando um ponto O no
plano 1 e dado um numero real k # 0, a homotetia de centro O e razdo k é a

transformacdo que a cada ponto A do plano II associa o ponto A" = Hy ,(A) tal que

0A’ = k - 0A”(Wagner, 2007, p.80).

4.1.1- FORMA POLAR DE UM NUMERO COMPLEXO.

Em sua forma polar, um Numero Complexo fica definido de acordo com a figura
76:

b P(a, b)

Figura 76: Plano Complexo

Onde,z=a + bi = (a,b), a,b €R,p =|z| =Va?+b%e ¢ =
argumento do complexo z

Desse modo, usando o Teorema de Pitagoras e a trigonometria em um tridngula

retangulo temos:

seng = E = b = pseng

a
cosp = ’ = a = pcose

p =+a?+ b?
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Assim temos,
zZ =a+ bi = pcosp + ipseng = p(cosp + isenyp)

Onde, z = p(cose + isengp) €& conhecido como forma polar ou representacéo

trigonometrica de um Numero Complexo.

Exemplo 6. Para 0 Nimero Complexo z = —1 + +/3i, temos

|zl = p = J(—l)z +(3)2 =2

Além disso,

1 3
cosl = —EesenB = g

s , 2T . S 7
Logo, um dos valores possiveis para 6 é ~ea forma trigonométrica de z é

_2( 2n+_ 2n)
z=2|cos—+isen—)

Geometricamente temos
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Figura 77: Representa¢do do Exemplo 6

Agora podemos interpretar geometricamente a multiplicagdo entre dois Numeros
complexos.

Sejam os Numeros Complexos,

z, = p1(cosp, + isenp,) e z, = p,(cose, + isenp,)

Onde z; e z, estdo representados no plano Complexo, como mostra a figura 78.
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Figura 78: Representagdo geométrica dos Nameros Complexos z; e z,

Vamos afirmar que os Numeros Complexos z,z, é representado no plano

Complexo conforme a figura a seguir:

717

Figura 79: Representacdo Geométrica do produto entre os NUmeros Complexos z; e z,

Em que os triangulos 0Az, e 0z,(z,z,) sdo semelhantes.
Justificaremos este fato utilizando a forma polar dos Numeros Complexos.
Observem que, z,z, = [p,(cos@, + iseng,)][p,(cosp, + iseng,)] =

= p1p,[(cospcosp, — senp seng,) + i(senp,cosp; + senp,cosp,)] =

= p1pz[cos(@; + @3) + isen(@ + ¢3)]
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P1P2

Temos que 0Az, = 07,(z,2,) e %=p1, e = p, logo, os triangulos séo

semelhantes.

Exercicio 5: (RPM N° 1) Construimos dois tridngulos equilateros: ABE interno e BFC
externo ao quadrado ABCD. Prove que os pontos D, E e F se localizam na mesma reta.
(Sug: comece por uma figurae...).

Foram apresentadas solucbes desse problema na RPM 2. Uma solucdo foi
batizada com geométrica e outra como analitica. Agora utilizaremos a algebra dos

Numeros Complexos para apresentar alternativa para outra solucdo do problema.

Solucéo: Colocando eixo coordenado e atribuindo a unidade para o lado do quadrado,

como mostra a figura abaixo, temos:

Figura 80: Solucéo do Exemplo 7
A=(00), B=(10), ¢ =(11), D=(01).

73

Logo, AE = AB X (cos60° + isen60°) = E — A = B—A(%+i73) =>F = (%,g)

2+V3 1

BF = BC x (cos(—60°) + isen(—60°) = F = ( 5 'E)'

Para resolver o problema, basta constatar que os pontos D, E e F estdo alinhados, desse

modo, utilizaremos um resultado da geometria analitica, que diz o seguinte:

Para que os pontos A = (x1,¥1), B = (x3,y,) € C = (x3,y3) estejam alinhados, temos

que ter:
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X1 Y1 1
X2 Y2 11=0
X3 Y3 1

0 1
vz 1
Portanto, como | 2 72 1| =0, os pontos D, F e F sédo alinhados.
2+vV3 1 1
2 2

Exemplo 8: Seja 0 segmento AC a diagonal do quadrado ABCD cujas coordenadas de
AeCsdo A =(1,2)eC = (7,6). Determine os vértices B e D do quadrado.

Solucgéo: Resolveremos esse problema realizando uma rotacéo de 45° e uma homotetia.

Figura 81: Quadrado ABCD

Podemos achar o ponto D com uma rotacdo de 45° no vetor AC, no sentido anti-horario
porém, somente a rotacio néo basta pois AD = a e AC = a+/2. Desse modo precisamos

fazer uma homotetia dividindo o vetor AC por V2. Assim

__, AC- (cos45° + isen45°)

AD = G
(6 + 4i) (‘/7/2+‘/7/2 i) 1 1
D—(1+20)= & :>D:(1+2i)+(6+4i)(§+§i):>

D=2+7i
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Desse modo, podemos concluir que o ponto D = (2,7).

Podemos calcular B fazendo AB = DC, B — A = C — D, assim temos que,

B=A+C—-D=(12)+(7,6)—(27) = B = (6,1).

Figura 82: Solucéo do Exemplo 8
4.1.2- OPERACOES OPOSTAS

Consideramos a subtracdo e a divisdo como opera¢cdes opostas da adicdo e da

multiplicacéo, respectivamente.

A subtracdo entre dois Numeros Complexos z e w pode ser definida como a
adicdo entre o NUmero Complexo z e o simétrico de w, definidko como —w.
O simétrico do Numero Complexo w = a + bi é 0 numero—w = —(a + bi), ou seja
—w = (—a) + i(—b) que é correspondente a uma rotacdo de 180° do afixo de w em
torno da origem. Em notacdo polar, o simétrico de w = p(cos6 + isenf) € igual a
—w = p[—cos(—8) + isen(—0)].
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Figura 83: representacdo geométrica do Niumero Complexo z

Desse modo, z —w = z + (—w). Com essa defini¢cdo, podemos utilizar a regra
do paralelogramo para interpretar geometricamente a subtracdo entre dois NUmeros

Complexos, como podemos observar na figura abaixo.
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Figura 84: Diferénca entre os Numeros Complexos z e w

Observando a multiplicacdo entre Numeros Complexos em sua forma polar,
712, = p1p2[cos(p + @,) + isen(p, + @,)] podemos  perceber que nessa
multiplicagdo, multiplicamos os mddulos e somamos 0s argumento dos respectivos

NUmeros Complexos.

Na divisao, definida como sendo,

Z1 P .
— = —[cos(p; — @3) + isen(p1 — ¢3)]
Z; P2

Podemos observar que, geometricamente, dividimos os médulos e subtraimos os

argumentos dos respectivos Nimeros Complexos.

4.1.3- POTENCIACAO

Da formula que estabelecemos para multiplicar dois Numeros Complexos,
aplicando a propriedade associativa da multiplicacdo podemos definir a multiplicacdo

de n Numeros Complexos da seguinte forma:
Zy Zy it Zy = (P1 P2 " ot Pp)[cos(Oy + 05 + -+ 6,) +isen(0; + 0, + -+ 6,)]

Onde p;, p2, <, Pn € 01, 05, ...,0, sd0 0s modulos e os argumentos dos NUmeros

Complexos z;, z,, ..., Z, , respectivamente.

Fazendo Z =271 =2p =" =Zp, P=P1 =P =""=Pn (5] 9=61=62=“'=9n,

podemos definir a potenciacdo entre Numeros Complexo como sendo,
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z" = p™[cos(nB) + isen(nb)]|,n € Z

Essa expressdao € denominada primeira formula de De Moivre em homenagem ao

matematico francés Abraham de Moivre.

Prova: (Paran = 0 ou n = 1, a férmula é 6bvia). Para n inteiro maior que 1, a férmula
decorre da aplicacdo repetida da formula da multiplicacdo. Desse modo, vamos provar a

férmula para o caso de n inteiro negativo.

Sejan = —k, com k inteiro negativo. Temos:

1
(p[cos(0) + isen(8)])*

(p[cos(8) + isen(8)])™ = (p[cos(8) + isen(8)])* =

- [cos(0 — kO) + isen(0 — k6)]

1.cos0 + isen0 1
pk[cos(kO) + isen(k0)] pk

p~*[cos(—kB) + isen(—kB) = p"[cos(nB) + isen(nh)].

Exemplo 1. Calcule (1 + iv3)"".
Solucao:

Sabemos que (1 + iv3) = 2(cos(60°) + i sen(60°))

Desse modo, (1 + iv3)" = 259(cos(50 x 60°) + i sen(50 x 60°)) =
50 o . 0}) — 250 1 .3

2°°(cos(120°) + i sen(120°)) =2 (_E +1i 7)

4.1.4- RADICIACAO

Vejamos agora como calcular as raizes n-esimas de um Numero Complexo, ou

seja, calcular z tal que z = ’i/p[cos@ + isenf] que é equivalente a determinar os

Numeros Complexos z tais que
z™ = p[cosB + isenb].
Tomando o Numero Complexo z = w[cosa + isena], obtemos

(w[cosa + isena])™ = p[cosO + isenb]
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Utilizando a férmula para multiplicar Nameros Complexos, temos
w"[cos(na) + isen(na)] = p[cosO + isend].

Pela definicdo de igualdade entre Numeros Complexos temos que NUmeros
Complexos iguais terdo modulos iguais e argumentos congruentes, ou seja, w™ = p e

na = 6 + 2k , com k inteiro.

Dai temos

0 + 2kn 0 + 2km
Vplcosd + isend] = Vo - [cos (T) + isen (T)]

As n raizes de z tém por imagem os vértices de um poligono regular de n lados,

inscrito numa circunferéncia de raio Vw.

A figura abaixo ilustra a as raizes do Ndmero Complexo 4/ p[cos6 + isenf].

Figura 85: Raizes do Numero Complexo 4/ p[cos@ + isen8]
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5- CONSIDERACOES FINAIS.

Observando as discussdes abordadas nesse trabalho, concluimos que os livros
didaticos precisardao sofrer alteracdes no tocante ao contetdo Numeros Complexos.
Essas alteracdes ndo poderdo ser, todavia, tdo somente referente a aspectos geométricos
contidos na definicdo do mesmo mas, defendemos uma interligacdo entre os conteidos
NUmeros Complexos e Geometria Analitica pois, acreditamos que a unido dos mesmos
trard uma potencializacdo em relacdo as resolucbes de problemas geométricos.
Defendemos também que retirar o contedtdo Numeros Complexos dos livros didaticos
ndo nos trara beneficios algum, em relacdo ao amadurecimento matematicos dos alunos,
pois 0 mesmo nos traz uma grande oportunidade para trabalharmos os conceitos

rotacéo, translagéo e homotetia.
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