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RESUMO

MONTEIRO, Douglas W S. Curvas de Cassini no plano de Minkowski. 2023. 52f.
Trabalho de Conclusdo de Curso (PROFMAT) - Universidade Federal do Acre, Rio
Branco-AC, 2023.

O presente trabalho trata das curvas ou ovais de Cassini no Plano de Minkowski.
Inicialmente tratamos da geometria do Plano de Minkowski, tomando como princi-
pal referéncia Couto e Lymberopoulos (2018). Em seguida usamos a defini¢do dada
por Shonoda (2015) para curvas de Cassini no referido plano, que serdo denomina-
das M-curvas de Cassini, e deduzimos suas equagdes particulares e geral. Também
estudamos alguns casos particulares sobre estas referidas curvas e, incentivados pela
defini¢do da Lemniscata de Bernoulli, definimos neste trabalho a "AM-Lemniscata de
Bernoulli" fazendo alguns exemplos. Para obter as representacdes geométricas dessas

curvas utilizamos como suporte o software Geogebra.

Palavras-chave: Plano de Minkowski, Curvas de Cassini no plano de Minkowski,
Lemniscata de Bernoulli no plano de Minkowski, M-curvas de Cassini, M-Lemniscata

de Bernoulli.



ABSTRACT

MONTEIRO, Douglas W S. Cassini’ curves in the Minkowski plan. 2023. 52f. Un-
dergraduate thesis (PROFMAT) - Federal University of Acre, Rio Branco-AC, 2023.

The present work deals with the Cassini curves or ovals in the Minkowski plane. After
dealing with the geometry of the Minkowski plane, taking Couto e Lymberopoulos
(2018) as the main reference, we use the definition given by Shonoda (2015) for the
Cassini curves in the Minkowski plane, which will be called M-Cassini curves, and
derive their particular and general equations. We also study some particular cases on
these curves and, encouraged by the definition of Bernoulli’s Lemniscata, we define in
this work the "M-Lemniscata de Bernoulli"and make some examples. To obtain the

geometric representations of these curves, we used the Geogebra software as support.

Keywords: Minkowski plane, Cassini curves in the Minkowski plane, Bernoulli Lem-

niscata in the Minkowski plane, M-Cassini curves, M-Lemniscata of Bernoulli .
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacdo trata das curvas de Cassini no plano de Minkowski. E um traba-
lho, portanto, que se vale, direta ou indiretamente, de trés assuntos que normalmente
nao sao vistos no ensino basico, a saber: as curvas de Cassini, as geometrias nao eucli-
dianas e a teoria da relatividade especial. Destacamos que o fato de tais assuntos ndo
serem Vvistos no ensino basico nao diminui a importancia dos mesmos. Pelo contrério,
sdo assuntos atuais e bastante relevantes dentro do contexto cientifico e educacional.

Nos proximos paragrafos discorreremos um pouco sobre cada um deles.

As curvas (ou ovais) de Cassini foram descobertas em 1680 por Giovanni Dome-
nico Cassini (astronomo muito conceituado em sua época), € por isso levam seu nome.

Shonoda (2015) relata o seguinte:

"Em 1680, como parte do estudo dos movimentos da Terra e do Sol, ele (Giovanni Cas-
sini) estudou um determinado tipo de curva, hoje denominada curva de Cassini. Cassini
acreditava que o movimento dos planetas do sistema solar ocorre em uma dessas curvas.
Existem muitas aplicagdes das curvas de Cassini na BioGeometria, por exemplo, setores
de camadas de cebola, coldnias bacterianas e formas de células. Além disso, a simu-
lacdo de dispersdo de luz por pequenas particulas concavas € necessdria para encontrar
uma descri¢do matematica adequada da forma da particula. Isso pode ser feito facilmente
usando as curvas de Cassini. Por exemplo, essa abordagem € usada para ajustar a forma

dos glébulos vermelhos do sangue humano”.

As curvas de Cassini sdo definidas de maneira muito similar as elipses. Enquanto
que estas sdo o lugar geométrico dos pontos do plano euclidiano cuja soma das dis-
tancias a dois pontos fixos, chamados de focos, é constante, aquelas sd@o o lugar ge-
ométrico dos pontos do plano euclidiano cujo produto das distancias a dois pontos
fixos, também chamados de focos, é constante. A equagdo que descreve a oval de
Cassini no plano euclidiano com centro na origem e focos sobre o eixo OX € dada por
(X2 +y*)?=2c2(x*—y?) = b*—c*. Um caso especial ocorre quando fazemos b = c. Neste
caso, a equacdo (x> + y*)?> — 2c2(x* — y*) = 0 descreve uma curva chamada Lemniscata

de Bernoulli. Sobre a Lemniscata de Bernoulli, Morais e Rodrigues (2018) relata o
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seguinte:

A Lemniscata foi descrita pela primeira vez em 1964, pelo matemadtico sui¢o Jacob Ber-
noulli (1654-1705), que por sua vez ndo tinha o conhecimento que 14 (quatorze) anos
antes esta curva havia sido estudada por Giovanni Cassini, enquanto buscava respostas
sobre o curso relativo da terra em torno do sol, sendo entdo a Lemniscata um caso espe-

cial das ovais de Cassini.

Segundo Greenberg (2007), as geometrias ndo euclidianas surgiram oficialmente
no século XIX, a partir do ano de 1829, apés quase dois mil anos de muito trabalho
por parte dos matemaéticos em tentar demonstrar o quinto postulado de Euclides, que
constava em sua obra "Elementos". Este postulado é conhecido como "postulado das
paralelas". Os grandes nomes para a descoberta destas novas geometrias sdo o hiingaro
Janos Bolyai (1802-1860), o russo Nicolai Lobachevsky (1793-1856) e os alemaes
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Georg Friedrich Riemann (1826-1866). Um relato
interessante sobre o nascimento e impacto dessas novas geometrias € feito por Andrade
(2013):

"Durante séculos, a Matemadtica ficou presa nessa concepgio (que ela era uma Ciéncia da
Natureza) fazendo com que a maior parte das suas teorias tivesse como moldura o espago
euclidiano e fosse direcionada para o estudo de um universo euclidiano.

Com os trabalhos de Bolyai e Lobachevsky esse paradigma foi rompido e vieram as inda-
gacdes naturais. E se o universo nio for euclidiano? E hiperbélico? Tudo o que foi feito
¢é vélido? Para sair desse dilema, aos poucos, foi se consolidando uma nova concepgao da
Matematica, ndo mais como uma Ciéncia da Natureza, mas como pura criagdo intelectual,

a Matemadtica pura.".

Também podemos citar Coutinho (2018), que diz:

"A Geometria Euclidiana, transmitida de geragdo a gerag¢@o por mais de dois mil anos,
ndo era a tGnica. As mentes criativas dos matemadticos Bolyai, Lobachevsky, Gauss e Ri-
emann lancaram as bases de outras geometrias tdo logicamente aceitas quanto a Euclidi-
ana. Uma dessas geometrias nao-euclidianas encontra aplicacio na Teoria da relatividade,
o que se justifica, pois sendo curvo o universo eisteniano, a Geometria Euclidiana néo é

adequada.".

A teoria da relatividade especial de Einstein € considerada por muitos cientistas
uma das mais belas criacdes humanas. Mas ndo foi assim em seu nascimento. De fato,
Santos (2009) relata que o primeiro artigo publicado por Einstein, em 1905, despertou,
de inicio, pouco interesse por parte dos fisicos. A Relatividade s6 comegou a ser

conhecida num ambito mais vasto em 1908, quando Hermann Minkowski proferiu a

sua famosa palestra "Espaco e Tempo". Segue o relato:
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"Albert Einstein (1879-1955) publicou o seu primeiro artigo sobre Relatividade em 1905.
Inicialmente, o artigo despertou pouca atencdo entre os fisicos. S6 varios meses apés a
sua publicacdo é que Einstein teve a primeira reac¢do, sob a forma de uma carta de Max
Planck (1858-1947), que ja era entdo um fisico reputado. As ideias de Einstein comega-
ram a ser divulgadas sobretudo gragas aos esforgos de Planck, que as expds num coléquio
de Fisica que teve lugar no primeiro semestre do ano lectivo 1905-06 e orientou a primeira
tese de doutoramento naquela drea, publicada em 1907 (...). No entanto, a Relatividade
s6 comecou a tornar-se conhecida por outros cientistas que ndo fisicos quando Hermann
Minkowski (1864—1909), que fora professor de Einstein no Instituto Politécnico de Zu-
rique, proferiu a sua famosa palestra "Espago e Tempo"a 21 de Setembro de 1908 numa
conferéncia de cientistas alemaes de diversas dreas. Minkowski era professor de Mate-
mdtica na Universidade de Gottingen desde 1902 e ndo foi o tinico matemdtico daquela
universidade a dedicar-se a Teoria da Relatividade, pois Felix Klein (1849-1925), David
Hilbert (1862-1943), Emmy Noether (1885-1935) e Hermann Weyl (1885-1955) tam-

bém o fizeram.".

Para concluir os relatos acerca da contribuicao de Minkowski a Teoria da Relativi-

dade Especial de Einstein, destacamos o que consta em Biezuner (2017):

"Vale a pena ressaltar que foi Minkowski quem traduziu a Teoria da Relatividade Especial
para a linguagem do espaco-tempo (em 1907), isto &, foi ele quem reconheceu que a con-
sequéncia principal da teoria foi a unificagdo do espaco e do tempo em uma sé unidade.
Em suas palavras: "De agora em diante, espaco por si s6 e tempo por si estdo condenados
a desaparecer em meras sombras, e somente uma unido dos dois preservaria uma reali-

dade independente."

E bom citar que, segundo Biezuner (2017), inicialmente, Einstein ndo aceitou bem
a ideia de Minkowski. Em sua opinido, estender o espaco para a quarta dimensdo mais
mistificava do que esclarecia a teoria. Pouco tempo depois, no entanto, Einstein mudou
radicalmente de opinido e reconheceu a importancia do conceito de espaco-tempo, que

foi fundamental para a elaboracdo da Teoria da Relatividade Geral.

O espago-tempo de Minkowski € uma geometria ndo euclidiana constituida do
seguinte: é o espaco vetorial R* munido de um produto escalar especial, conhecido

como métrica de Lorentz.

Nesta dissertagdo, nossa "moldura”sera o plano de Minkowski ou, fisicamente fa-
lando, o espaco-tempo bidimensional. A importancia de se trabalhar neste plano vem
do fato de que o mesmo serve como protdtipo para dimensdes maiores. Ademais,
acreditamos que antes de se introduzir os conceitos de relatividade especial no ensino
basico, € importante que os alunos ja tenham tido uma experi€ncia exatamente com o
que chamamos de "protétipo"do espago-tempo, que € o plano de Minkowski. A fim de
divulgar este plano, escolhemos trabalhar nele a teoria das curvas de Cassini e, neste

sentido, tomamos como principal referéncia um artigo devido a Shonoda (2015).
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O presente trabalho estd dividido da seguinte maneira:

No Capitulo 2 tomamos como referéncia principal Couto e Lymberopoulos (2018).
Nele consta um breve e objetivo resumo dos dois primeiros capitulos desta referéncia,
por vezes particularizando a teoria para o caso em que a dimensdo do ambiente € igual
a 2, ja que 1a se trabalha em alguns momentos com dimensao n qualquer. Iniciamos o
capitulo com um breve relato da vida de Hermann Minkowski e, em seguida, defini-
mos e destacamos alguns pontos que julgamos importantes para o desenvolvimento do

trabalho dentro da teoria da Geometria no Plano de Minkowski.

No Capitulo 3, apds fazermos um breve relato da vida de Giovanni Domenico
Cassini, utilizamos as defini¢cdes das curvas de Cassini no plano de Minkowski dadas

por Shonoda (2015) e destacamos alguns casos particulares e especiais.

Ainda sobre o Capitulo 3, ressaltamos que nossa abordagem das referidas curvas
difere inicialmente daquela dada por Shonoda (2015). De fato, em seu trabalho, apds
dar a defini¢c@o das curvas de Cassini no plano de Minkowski, o autor descreve algebri-
camente esta definicdo e, em seguida, altera os parametros da mesma usando fun¢des
hiperbdlicas. Apds isso, ele estuda os casos particulares em que os focos das curvas
encontram-se ambos nos eixos OX, OY, nas retas y = x € y = —x € em retas paralelas
a estas citadas. Aqui nos desenvolvemos algebricamente a defini¢cdo dada pelo autor e
deduzimos suas equagdes algébricas também para os casos particulares acima citados,

os quais denominamos de "formas canonicas" e forma geral dessas curvas.

Em meio a nossa abordagem, definimos uma M-Lemniscata de Bernoulli que, as-
sim como as Lemniscatas de Bernoulli no plano euclidiano (que sdo um caso particular
de curvas de Cassini), estas também nascem de um caso particular das curvas de Cas-
sini no plano de Minkowski. Por fim, também exploramos um pouco a abordagem

feita por Shonoda usando as fung¢des hiperbdlicas e fazendo alguns exemplos.
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2 O PLANO DE MINKOWSKI

Neste capitulo, iniciamos com um breve relato sobre a vida de Hermann Min-
kowski e, em seguida, definimos a geometria do plano que leva seu nome, bem como
destacamos algumas propriedades e caracteristicas interessantes que julgamos impor-
tantes para o trabalho. As principais referéncias para o desenvolvimento deste capi-
tulo foram: O’Connor e Robertson (2015), Couto e Lymberopoulos (2018) e Shonoda
(2015).

2.1 Hermann Minkowski

Segundo O’Connor e Robertson (2015), Hermann Minkowski (1864-1909) foi um
matematico e fisico, conhecido por suas contribui¢cdes fundamentais para a teoria da

relatividade especial e pelo desenvolvimento da geometria do espaco-tempo.

Minkowski nasceu em 22 de junho de 1864 em Alexotas, na Lituania, que na
época era territério russo e mudou-se ainda crianga com sua familia para a Alemanha.
Estudou Matematica na Universidade de Konigsberg, onde foi aluno de grandes ma-
teméticos da época, como Adolf Hurwitz e Ferdinand von Lindemann, obtendo seu

doutorado em 1885 e em seguida comegou a trabalhar como assistente de Hurwitz.

Em 1896, Minkowski foi nomeado professor na Universidade de Konigsberg e,
posteriormente, na Universidade de Zurique. Durante esse periodo, ele se interessou
pela teoria da relatividade de Albert Einstein, que estava em desenvolvimento na época.
Minkowski e Einstein tiveram uma colaboragdo estreita, discutindo e desenvolvendo

conceitos importantes.

A contribui¢do mais conhecida de Minkowski foi sua formulacdo geométrica do
espaco-tempo em quatro dimensdes. Em uma palestra proferida em 1908, intitulada

"Espaco e Tempo", ele apresentou a ideia de combinar as trés dimensdes espaciais com
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o tempo em uma Unica entidade, o espaco-tempo quadridimensional.

Minkowski introduziu a métrica de espaco-tempo utilizando a métrica de Lorentz,
que descreve a geometria do espagco-tempo na relatividade especial. Essa métrica per-
mitiu uma compreensdo matemadtica mais clara dos conceitos relativisticos, como a

dilatacdo do tempo, a contragdo do comprimento e a invariancia da velocidade da luz.

Sua interpretacdo geométrica do espagco-tempo proporcionou uma base sélida para
a Teoria da Relatividade Especial e influenciou o desenvolvimento posterior da Teoria

da Relatividade Geral de Einstein.

Infelizmente, Minkowski faleceu prematuramente em 12 de janeiro de 1909, aos

44 anos, devido a uma apendicite aguda.

2.2 A Geometria do Plano de Minkowski

Definicao 1. O plano espaco-tempo de Lorentz-Minkowski, ou simplesmente plano de
Minkowski, é o par M* = (R?,{-,-Ysm), formado pelo espaco vetorial real R* e pelo

seguinte produto escalar: dados u = (x1,y1) e v = (x2,¥,) € R?,

(U, VIM = X1X2 = Y1Y2, (2.1)

conhecido na literatura como produto escalar de Lorentz.

O produto escalar de Lorentz (-, -) 54 nos permite dar a seguinte definicao.

Defini¢do 2. Dois vetores u e v em M? sdo chamados Minkowski-ortogonais (ou M-

ortogonais) se {u,vyy = 0.

Os vetores e; = (1,0) e e, = (0,1), que formam uma base ortonormal para o
espaco R?, sdo vetores M-ortogonais. Observamos também que através da escolha
de um sistema de eixos ortogonais OXY € possivel estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre os elementos de R? e os pontos de um plano 7. Portanto, como a
diferenca na defini¢ao do plano de Minkowski para o euclidiano estd apenas na maneira
de medir, também usaremos sistemas de eixos ortogonais para identificar elementos de

M2 com o plano.

Voltando a Defini¢do 1, o produto escalar de Lorentz satisfaz as seguintes propri-

edades: para todo k € R e para todos u,v,w € M2, tem-se
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(Py) Bilinearidade: (ku + v, W)y = k{u, wy o + (v, W) pm
(P,) Comutatividade: (u, v) p = (v, U pm

(P3) Nio-degenerescéncia: Para cada vetor ndo nulo u € M? existe v € M? tal que
g q

(u,vip # 0.

Além das propriedades (P;), (P,) e (P3) descritas acima, destacamos que, con-
forme consta em Couto e Lymberopoulos (2018), diferentemente da geometria eucli-
diana, na geometria de Minkowski, o produto escalar ndo € positivo-definido. Isto
é, se u € M? é um vetor ndo nulo, entdo {u, u) pode ser um ndmero positivo, ne-
gativo ou zero. Um produto escalar positivo-definido € chamado de produto interno.
Em geral, um produto escalar que ndo € positivo definido satisfazendo as propriedades
de (P;) a (P3) é denominado de produto escalar pseudo-euclidiano. Espacgos veto-
riais munidos com um produto escalar pseudo-euclidiano s@o denominados espacos

pseudo-euclidianos.

O fato de o produto escalar em M? ndo ser positivo-definido nos permite classificar

seus vetores em trés tipos, 0s quais veremos a seguir.

(a) u € M? ¢ dito ser tipo-espago quando (u, u)p > 0 ouu = O.

(b) u € M? é dito ser tipo-tempo quando {u, u) 5 < 0.

(c) u € M? é dito ser tipo-luz quando {u, uyp; = 0, com u # O.

Todos os vetores u = (x,y) € M? tais que |x| > |y| sdo tipo-espaco; todos os vetores

u = (x,y) € M? tais que [y| > |x| sdo tipo-tempo e todos os vetores das retas y = x e
y = —x sdo de tipo-luz. Mais ainda, a partir da tricotomia da relagdo de ordem em R,
cada vetor em M? possui um e somente um dos trés tipos apresentados acima e isto

nos permite escrever o plano de Minkowski como uma determinada unido disjunta, a

qual veremos na Secao abaixo.

2.3 O Cone de Luz

A definicdo a seguir pode ser encontrada em sua versao mais geral em Couto e

Lymberopoulos (2018).
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Definicao 3. O conjunto de todos os vetores tipo-luz do plano de Minkowski, denotado

por C, é chamado cone de luz (centrado em (0,0)).

Observe que o cone de luz em M? é exatamente a unido dasretas y = xe y = —x.
Observe ainda, como mostra a Figura 1, que o cone de luz separa o plano de Minkowski
em exatamente duas partes: A parte interna do cone de luz é formada apenas por
vetores tipo-tempo e a parte externa do cone de luz € formada apenas por vetores tipo-

espago.

Figura 1: O Cone de Luz

y
Yy=- Yy
TIPO TEMPO TIPO TEMPO

1l
8

TIPO ESPACO TIPO ESPACO

TIPO ESPACO TIPO ESPAGO

TIPO TEMPO TIPO TEMPO

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

A partir da Defini¢do 3, Couto e Lymberopoulos (2018) também sugerem a se-

guinte defini¢ao.

Defini¢ao 4. O cone de luz centrado em P € M? é o conjunto

CL(P) = {Q € M?*; Q — P é do tipo-luz}.

24 A M-norma, a M-distancia e o M-circulo

As defini¢des a seguir sdo encontradas em Couto e Lymberopoulos (2018).

Defini¢do 5. A M-norma em M?, a qual denotamos por || - ||y, é definida por:

lllpe = VKt )l Vi € M2, (2.2)

Um vetor u € M?* é M-unitdrio se ||ully = 1.

Os vetores e; = (1,0) e e,(0, 1) sdo ambos M-unitdrios. Um par de vetores M-

unitdrios que sao M-ortogonais sdo denominados vetores M-ortonormais.
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Observe, a partir da Defini¢do 5, que a M-norma de um vetor u pode ser igual a
zero, mesmo que u ndo seja o vetor nulo. Outra observacdo interessante a cerca da
M-norma é que em geral as desigualdades de Cauchy nao sdo verdadeiras. Por este
motivo a M-norma n@o é uma norma no sentido estrito da palavra, sendo, portanto,

uma pseudo—norma.

Defini¢do 6. A M-distdncia entre dois pontos A = (x1,y)) e B = (x2,y,) em M? é
denotada e definida por
ﬁ
dm(A, B) = ||AB|Im (2.3)

H
emque AB=B—-A = (x;—x1,y2 —Y1).

Veja que, por depender diretamente da M—norma, a fun¢do M-—distancia ndo é
uma fung¢do distincia no contexto de espacos métricos. Por exemplo, a M-distancia de

um ponto A para um ponto B em M? pode ser nula sem que tenhamos A = B.

Usando a defini¢do de M-distdncia podemos revisitar a Definicao 3 e redefinir o

cone de luz centrado em um ponto P € M? da seguinte maneira:

Definiciio 7. O cone de luz centrado em P € M?, denotado por C;(P), é o conjunto de

todos os pontos Q € M?, tais que d(P, Q) = 0.

Com o cdlculo da M-distancia em coordenadas podemos obter uma caracterizagao

algébrica do M—circulo do plano de Minkowski. De acordo com Shonoda (2015),

Definicao 8. O circulo no plano de Minkowski (ou simplesmente M—circulo) de centro
em P € M? e raio k > 0, denotado por S p(P, k), é o subconjunto dos pontos de M?

situados a M-distancia k do ponto P. Algebricamente, escrevemos

Sm(P k) :={Q € M5 dp(P, Q) = k).

Se (xp,yo) sdo as coordenadas do centro P num sistema de eixos ortogonais OXY

de M?, entdo

0=(x,y) € Spm(Pk) = du(P,Q) =k
& dy(P,Q)* =k
= |(x—x0)* = -yl =k

& (x - x0)> — (v — yo)* = k% (2.4)
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A Equacdo (2.4) é denominada de equacdo geral do M-circulo centrado no
ponto P(xy,y,) de M?. Observe que o circulo no plano de Minkowski é precisamente
um par de hipérboles conjugadas com eixos paralelos aos eixos coordenados no sentido
euclidiano. As folhas verticais vém de (x— xo)> — (y—yo)*> = —k? e as folhas horizontais
vém de (x — x9)> — (y — yo)*> = k*>. A Figura 2 abaixo mostra o caso particular do M-

circulo unitdrio centrado na origem, o qual denotamos simplesmente por S ((1).

Figura 2: M-circulo centrado na origem

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Qualquer vetor tipo-luz é paralelo as assintotas y = x e y = —x do M-circulo

unitario S p(1).
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3 CURVAS DE CASSINI NO PLANO DE
MINKOWSKI

Iniciamos este capitulo com uma breve biografia sobre Giovanni Cassini e, em
seguida, definimos e mostramos parte da teoria que envolve as curvas que levam seu

nome sob a perspectiva da Geometria de Minkowski.

3.1 Giovanni Domenico Cassini

Segundo O’Connor e Robertson (2003), Giovanni Domenico Cassini foi um as-
tronomo e matemadtico italiano nascido em 8 de junho de 1625, em Perinaldo, na Re-
publica de Génova. Ele € conhecido por suas contribui¢cdes para a astronomia € a

cartografia celeste.

Cassini ingressou no semindrio em Génova e recebeu uma educacgdo sélida em
matematica e astronomia. Mais tarde, se mudou para a Franca, onde adotou o nome
francés Jean-Dominique Cassini, sendo esta uma adaptagdo para facilitar sua integra-
¢do na sociedade francesa, ndo uma mudanga oficial de nome. Em seguida se tornou
diretor do Observatorio de Paris em 1669 onde foi o seu primeiro diretor e desempe-
nhou um papel fundamental em seu estabelecimento como um importante centro de

pesquisa astrondmica.

Durante sua carreira, Cassini fez varias descobertas e contribui¢cdes importantes
para a astronomia. Ele foi pioneiro na medi¢do de longitudes geograficas e celestes
com maior precisdo, estabelecendo uma nova rede de triangulacdo na Franca. Ele

também realizou observagdes dos planetas, incluindo Jupiter e Saturno.

Um dos grandes feitos de Cassini foi ter descoberto as quatro luas principais de

Saturno: Japeto, Reia, Dione e Tétis. Cassini verificou que sistema de anéis de Saturno
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possui falhas em toda a sua extensdo, que foram nomeadas como divisdo de Cassini.
Além de suas descobertas, Cassini € conhecido por sua contribui¢do para a Matematica.
Ele estudou as propriedades das elipses e descreveu a curva que ficou conhecida como

"curva de Cassini", o que motivou este trabalho.

Giovanni Domenico Cassini faleceu em 14 de setembro de 1712, em Paris, Franca.
Seu trabalho e suas contribui¢des deixaram um legado duradouro na astronomia e na
ciéncia em geral. Devido as suas contribui¢cdes para a astronomia, o nome Cassini foi
posteriormente associado a vérias outras descobertas e marcos relacionados a Saturno

e suas luas.

3.2 M-Curvas de Cassini

Shonoda (2015) define as M-Curvas de Cassini da seguinte maneira:

Definicao 9. Uma M-Curva de Cassini de focos F1 = (z1,22) e Fo = (wy,wy), que
denotamos por Cp(F1, F»), € o lugar geométrico dos pontos P do plano de Minkowski

cujo produto das M-distancias a F e a F, é uma constante b*.
Algebricamente, escrevemos:

Cm(F1, Fa) = (P € M?;dp(P, Fy).dpm(P, Fy) = b*). (3.1)

Em coordenadas, um ponto P(x,y) pertence a Cp((F1, F») se, e somente se,

(x = 21)* = (v = 22)° Ll = w1)? = (v = wo)?| = b*. (3.2)

A reta que contém os focos de uma M-curva de Cassini é denominada reta focal;
os pontos de intersecdo das M-curvas de Cassini com a reta focal sdo denominados
vértices. Geometricamente, as formas das M-curvas de Cassini dependem da posicdo

dos focos e da constante b, como veremos adiante.

E oportuno observar que ao considerar a defini¢io das curvas de Cassini no plano
euclidiano, € natural exigir que se tenha b # 0, pois para b = 0 essas curvas se de-
generam em um Unico ponto. No Plano de Minkowski, ao considerarmos b = 0 estas
curvas se degeneram nos cones de luz centrados nos focos. De fato, veja em (3.1) que
dm(P, F).dm(P, F») = 0 se, e somente se dy(P, F1) = 0 ou dy(P, F») = 0. Mas isto

ocorre se, € somente se, P pertence ao cone de luz centrado em F; ou ao cone de luz
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centrado em F,. A Figura 3 mostra o traco de uma M-curva de Cassini degenerada,

com centro na origem e com os focos sobre o eixo OX.

Figura 3: M-curva de Cassini degenerada

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Visto isto, para o que se segue também consideraremos apenas 0s casos em que

b> > 0.

3.3 Forma canonica das M-curvas de Cassini

A partir da Defini¢do 9 obteremos a equacdo das M-curvas de Cassini em relacio
a um sistema de eixos ortogonais OXY para os casos especiais em que o centro dessas

M-curvas € a origem e os focos estdo sobre os eixos coordenados.

Consideremos inicialmente as M-curvas de Cassini com centro na origem e reta
focal coincidente com o eixo OX. Entdo os focos de Cp(F, F») sdo F; = (—c,0) e

F> = (c,0). Portanto,

P(x,y) € Cp(F1, Fy) & dp(P, F1).dp(P, Fy) = b*
= VI(x = (=) =y Vl(x =) -y = b’

= |(x+c)2 —y2|.|(x—c)2—y2| =b*

= (x2+2xc+cz—y2).(x2 —2xc+c2—y2) = +b*

= x* - 2x8c+ X - X +2x%¢ — 4x° + 2xed - 2xeyP+
X’ = 2xc + ¢ = AP =y + 2xey? — it +yt = w2t

= x* - 2% +y* =202 - 2% + ¢F = +b*

= (X* —y*)? =22 (x* +y?) = +b* - ¢, (3.3)

que € a forma candnica das M-curvas de Cassini com centro na origem e reta focal

coincidente com o eixo OX. De maneira andloga encontramos a forma candnica das
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M-curvas de Cassini com centro na origem e reta focal coincidente com o eixo
0Y, que é dada por
O* = x*)? =22 (% +y?) = +b* - ¢*. (3.4)

Observe que as Equacdes (3.3) e (3.4) sdo iguais, uma vez que os termos (x> — y?)
e (y* — x?) estdo ambos elevados ao quadrado nas respectivas equacgdes. Isto significa
que o traco das M-curvas de Cassini com centro na origem e focos F; = (—c,0) e
F, = (c,0) coincide com o traco das M-curvas de Cassini com centro na origem
e focos F| = (0,—c) e F, = (0,c). Portanto, nesta secdo estudadermos apenas a

Equacao (3.3), ja que os resultados para a Equacao (3.4) serdo andlogos.

Usando o software Geogebra € possivel esbocar o traco das curvas descritas pela
Equacgdo (3.3). Na Figura 4 por exemplo construimos os tragos de trés M-curvas de

Cassini de Equacdo (3.3), paraos casos b <c,b=ceb > c.

Figura 4: M-curvas de Cassini centradas na origem com reta focal no eixo OX

Vs a7 NDIES

(a) b<c ®d)b=c ) b>c
Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Observe na Figura 4 que em todos os casos as M-curvas de Cassini intersetam
os eixos coordenados. Na proxima subsecdo encontraremos as expressoes que nos
dao as coordenadas destes pontos de interse¢do. Ademais, todas estas M-curvas tem
como assintotas exatamente os cones de luz centrados em seus respectivos focos, como

mostra a Figura 5 .
Figura 5: Assintotas das M-curvas de Cassini
ZAN /XK /7 )0\
(@b<c b)b=c (c)b>c
Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra
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3.3.1 Interseciao com os eixos coordenados

No estudo das M-curvas de Cassini, usando a Equacdo (3.3), encontraremos as
expressodes das coordenadas de seus pontos de interse¢do com o0s eixos coordenados.
Para tanto, se P(x,y) € um ponto que pertence a M-curva de Cassini com centro na
origem e de focos F| = (—c,0) e F, = (¢,0) e também pertence ao eixo OX, entdo P

tem segunda coordenada nula y = 0, e a Equacdo (3.3) se reduz a:
xt =275 = b - ¢
Isto €, P(x,0) satisfaz
(i) x*=2c2x* =bp* - ¢*
ou
(i) x* =222 = =b* - ¢*

2

Fazendo m = x° em ambos os casos (i) e (ii), encontramos que P(x, 0) satisfaz

@) m*=2m-b*+c*=0
ou
(i) m>* =2m+b*—c* =0

Para encontrar a coordenada x do ponto P, se existir, devemos encontrar primeira-
mente as raizes m; e m, das equacdes acima e depois substituir na expressdo m = x2,

COmo segue:

(i) De m?> —2c?m — b* + ¢* = 0, obtemos

202 + +J4ct — 4(=b* + b 202 — Jdct — 4(=b* + c*)
nmy = ) my = 5
o 2c2+ VA . 22— N
B 2 B 2
= 2+ - 2 _p
Substituindo na expressio m = x?, obtemos x;, = ++m; = £Vc2+b% e

X, = ++/m, = = Vc? — b2. Perceba que x; s6 terd solucdo se ¢ > b?.



28

(ii) De m? —2c?m + b* + ¢* = 0, obtemos

202 + \Jdch — 4(b* + b 202 — \Jdch — 4(b* + b
mg = 3 m, = 3
2¢2 + V-4p* 2¢2 — V-4p*
= D — c ey F—
2 2

= *+ V-b? = - V-bh
Portanto, para o caso (ii) ndo hd interse¢do da curva com os eixos coordenados.
Analogamente, se P(x,y) é um ponto que pertence a M-curva de Cassini com

centro na origem e focos F; = (—¢,0) e F, = (¢, 0) e também ao eixo OY, entdo P tem

primeira coordenada x = 0, e a Equagdo (3.3) se reduz a:

y4 — 262y2 = +p* —

Procedendo como no caso anterior, encontramos as raizes reais y = + Vc¢? + b2,

Portanto, os pontos de intersecao das M-curvas de Cassini de focos F; = (—c¢,0) e

F> = (c,0) com os eixos coordenados sdo os seguintes: para b*> > ¢* obtemos

P, = (V2 +b%)0), Py = (—=Vc2 + b2,0),
P; = (0, V2 + b?), Py = (0,—Vc? + b?),

E, para ¢ > b?, obtemos

Ps = (Vc¢? - b%,0), P¢ = (— V2 - 02,0),
P; = (0, V2 - b?) Pg = (0,— Vc? = b?).

Antes de fazermos exemplos do que foi visto até o aqui, gostariamos de tratar do

caso especifico em que b = ¢, dada sua importancia no contexto do plano euclidiano.

3.3.2 A M-Lemniscata de Bernoulli

De acordo com Morais e Rodrigues (2018), a Lemniscata foi descrita pela primeira
vez em 1964, pelo matemadtico suico Jacob Bernoulli (1654-1705), que por sua vez
ndo tinha o conhecimento que 14 (quatorze) anos antes esta curva havia sido estudada
por Giovanni Cassini. Na Figura ?? temos o traco de uma Lemniscata de Bernoulli
centrada na origem do plano euclidiano com os focos sobre o eixo OX, cuja equagdo é
dada por (x> + y*)? — 2c2(x* — y*) = 0.
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Figura 6: Lemniscata centrada na origem com focos sobre o eixo OX

y

R =(-2,0) Fy=(2,0)

(@) (2 +y)* -8 —y) =0
Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Inspirados pela definicdo de Lemniscata de Bernoulli, ndés definimos a M-
Lemniscata de Bernoulli, centrada na origem do plano de Minkowski, como sendo o
conjunto dos pontos P(x,y) que satisfazem a Equacdo (3.3) para o caso especial b = c.
Portanto, um ponto P(x,y) pertence a M-Lemniscata de Bernoulli se, e somente se,
satisfaz a equagdo

=y =2 +y) =0 (3.5)

ou a equagao

(% = y*)? =24 (x% + %) = =2 3.6)

Exemplo 1: Determine as equagdes e os pontos de interse¢do com os eixos coordena-
dos, da M-Lemniscata de Bernoulli de focos F| = (— V2, 0)eF,=( V2, 0). Fazer um

esboc¢o da curva utilizando o software Geogebra.

Solucido. Como se trata de uma M-Lemniscata de Bernoulli, temos b = ¢ = V2,
onde ¢ é a M-distancia dos focos ao centro da M-Lemniscata. As Equagdes (3.5) e
(3.6) se tornam

(=) =4 +y)=0

(% =)")? —4(x* +y°) = -8.

Ademais, como visto na Subse¢do 3.3.1, a M-Lemniscata pertence ao caso em que
b* > . Ela tem, portanto, quatro pontos de interse¢do com os eixos coordenados,
cujas coordenadas ndo nulas sdo as solugdes de + Vb2 + 2. Fazendo b = ¢ = V2,
obtemos P; = (2,0), P, = (-2,0), P; = (0,2) e P4 = (0,-2). Usando o software
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Geogebra, obtemos na Figura 7 os tragos das curvas das duas equacgdes dadas acima.

Figura 7: Ramos da M — Leminiscata centrada na origem de focos F; = (— V2, 0)e

F, = (V2,0)

(@) (2 =y —4(x* +y) =0 () (6 =y = 4(x* +)%) = -8
Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Por fim, unindo ambos os tragos, obtemos na Figura 8 o esboco da M-Lemniscata.

Em adi¢do, destacamos seus pontos de interse¢ao com os eixos coordenados.

Figura 8: M-Lemniscata de Bernoulli centrada na origem de parimetro b = ¢ = V2

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Para finalizar esta subse¢do, encontraremos as equacdes que descrevem cada folha
(ou pedago) da M-Lemniscata de Bernoulli, de modo que cada uma delas seja grafico
de uma determinada funcdo. Para isso, basta desenvolver as expressoes (3.5) e (3.6),

como faremos a seguir:
Desenvolvendo (3.5), obtemos:
(x> =y =22 +y) =0
= X -2+ =23 - 2% =0

= 2% +y =27 = 207K — &



=y -2+ ) =2 — &t

— y4 - 2yz(x2 + A+ P+ =22 -+ P+ P
= - =22 -+ 2+

= (- -D) =4+

=y - - =+ Va2 + 4

=Sy =xX+ctc Va2 + 2

<=>y:i\/x2+czic'\/4x2+c2.

Encontramos, portanto, as fung()es:

filx) = \/x2 + ¢+ cVax? + 2, fHx) = \/x2 + ¢ —cV4x? + 2,

fx) = —\/x2 + 2+ cVax? + 2, fa(x) = - \/)c2 + 2 —cVax? + 2.

Desenvolvendo (3.6), obtemos:

(2 = Y2 = 222 +y?) = —2¢*

= x* - 2x%y? +y* - 2027 — 2% = =26
= 2x°y* +y* = 2%y = =2¢t + 2070 — At
=y -2y’ +P) = 2¢* + 227 — &t

— y4 - 2y2(x2 A+ P+ =2 +2° -+ (P + P
= (P - =) =212 -+ 2+

= (Y -x* =) =4 -

=y - - =+c V42 -2
=V =X+t Va2 -2

<:y:i\/x2+c2icv4x2—c2,

€ encontramos, portanto, as fungf)es:

f5(x) = \/x2+c2+c\/m, fo(x) = \/x2+c2—c\/m,

ﬁ(x):—\/x2+c2+c\/m, fg(x):—\/x2+cz—c\/m.

Na Figura 9 temos um esboco do gréfico de cada uma destas fungdes.

31
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Figura 9: Esbocos das funcdes que expressam a M-Lemniscata

(a) Gréfico jla fungdo fi (b) Gréfico da fungéo f>
(c) Griéfico ila funcdo f3 (d) Grafico fa funcdo f4
(e) Grafico iia funcdo fs () Grafico ila funcdo fg
(g) Gréfico da fungdo f; (h) Gréfico da fung@o fg

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra
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Ao unirmos os gréficos das fungdes f; a fg, teremos o esbo¢o de uma M-

Lemniscata, como na Figura 8.

3.3.3 Forma canonica das M-Curvas de Cassini com parametros
b#c

Iniciamos esta subsecao com exemplos que tratam da Equacao (3.3) para os casos

emqueb<ceb>c.
Exemplo 2: Determine as equagdes e os pontos de interse¢do com os eixos coordena-
dos, da M-curva de Cassini de focos F| = (— V2, 0eF,=( V2, 0) e parametros.

(@) b=1

b) b=2

Em seguida, fazer um esboco utilizando o software Geogebra.

Solucdo (a): Observe inicialmente que a M-distancia dos focos F e F, ao centro

da M-curva de Cassini é ¢ = V2. Portanto, de acordo com a Equacao (3.3), obtemos:

(F =y =47 +yH) = -3

(=) —4(x* +y°) = =5

Como visto na Subsecdo 3.3.1, esta M-curva de Cassini pertence ao caso em que

b* < 2. Portanto possui 8 pontos de intersecio com os eixos coordenados, que sdo:

Py = (V3,0), P, = (- V3,0),
Py = (0, V3), P, = (0,-V3),
Ps = (1,0), Ps = (-1,0),
P;=(0,1), Pg =(0,-1).

Seu trago pode ser visto na Figura 10.

Solucio (b): Observe que a M-distancia dos focos F e F; ao centro da M-curva

de Cassini é ¢ = V2. Portanto, de acordo com a Equacio (3.3), obtemos as equacdes:

=y -4 +yH =12
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(X* =y =47 +y*) = =20

De forma analoga ao item (a), utilizando como referéncia a Subsecao 3.3.1, verifi-
camos que esta M-curva de Cassini pertence ao caso em que b*> > ¢2. Portanto possui

4 pontos de intersec@o com os eixos coordenados, que sao:

P, = (V6,0), P, = (- V6,0),
Py = (0, V6), P, = (0, - V6).

Seu traco pode ser visto na Figura 11.

Figura 10: M-curva de Cassini centrada na origem com pardmetros b* < ¢?

y

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Figura 11: M-curva de Cassini centrada na origem de parametro b* > ¢?

y

Py = (0,V6)
F = (—V2,0) Fy = (v2,0) .
P3=|(0,—V6)

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra
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Para efeitos de comparacao entre as curvas de Cassini na sua forma candnica no
plano euclidiano e no plano de Minkowski, o link a seguir mostrard as diferencgas
entre ambas de acordo com a variagdo dos parametros b e c¢: <https://www.geogebra.
org/m/k7abcwvk>. Para as M-curvas de Cassini vistas no exemplo anterior temos as

seguintes equacdes das suas correspondentes no plano euclidiano:
(@ (% +y)* —4(* -y =-3
(b) (¥ +y?)? —4(x* —y*) = 12

Utilizando o software Geogebra, encontramos os seguintes esbogos de seus tracos:

Figura 12: Curvas de Cassini centradas na origem no plano euclidiano de focos F; =

(-V2,0) e F, = (V2,0)

(@) (P +y*) —4(* -y = -3 (b) (¢ +)?)? —4(x* =) = 12
Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

A seguir veremos um exemplo sobre as assintotas formadas pelos cones de luz

centrados nos focos das M-curvas de Cassini.

Exemplo 3: Utilizando o software Geogebra, esboce a M-curva de Cassini centrada

na origem de parametros b = 2 e ¢ = 3 e cones de luz centrados em seus focos.

Solucdo: Como a curva estd centrada na origem, tém seus focos do tipo F; =

(=c,0) =(=3,0)e F, = (c,0) = (3,0). Para F, e F, encontramos 0s respectivos cones

de luz:
y=x-3

Cry,
=-—x-3
y=x+3

Cry,


https://www.geogebra.org/m/k7a6cwvk
https://www.geogebra.org/m/k7a6cwvk
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A curva terd equagdes:

(x* = yH)? = 18(x* + y*) = +64 — 81

Figura 13: M-curva de Cassini e cones de luz centrados em seus focos.

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Assim como desenvolvemos as funcdes que descrevem cada folha da M-
Lemniscata de Bernoulli, podemos desenvolver a Equacao (3.3) para encontrar as fun-
cdes cujos tragos coincidem com o das M-curvas de Cassini de modo geral. Desen-

volvendo a Equagdo (3.3), obtemos:

(xz _y2)2 _ 2C2(X2 +y2) — ib4 _ C4

= x* - 2x%? +y* = 2¢7xF - 2¢%? = bt - ¢

= 2x% +y* =27 = 2b* — ¢ + 207 - X

— y4 — 2)/2(x2 + )+ P+ =2b =202 -+ (0 + )
= - -D =2 -+ 20 -+ 2+

= (=1’ =) = xb* + 4K

=y - = = £ Vbt + 4252

=y’ = X+ &£ Vbt + 4202

=y=+ \/x2 +c2 £ Vbt + 4c2x2,

e, a partir dai, encontramos as funcoes:
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fix) = \/x2 +¢2 + Vb* + 4c2x2, f(x) = \/xz + 2+ Vb + 4,
fi0 =\ + ¢ - VB A, i) = x4 - VR T AR,
f5(x) = - \/x2 +c2+ Vbt + 4202, folx) = — \/xz + 2+ V=D + 4222,
f7(x):—\/x2+c2_\/m, fg(x):—\/x2+02—\/m,

3.3.4 Intersecoes das M-curvas de Cassini com os cones de luz cen-
trados na origem

Encontraremos nesta subsecdo os pontos de intersecdo das M-curvas de Cassini
com os cones de luz centrado na origem do sistema OXY. Como visto na Se¢do 2.3, as
retas que determinam os cones de luz centrados na origem sao y = x e y = —x. Conse-
quentemente, caso exista interse¢do, os pontos das M-curvas de Cassini de centro na
origem e reta focal coincidente com o eixo OX que também pertencem aos cones de

luz devem ter segunda coordenada y = +x.

Portanto:

P(x,+x) € Cp &= (x* — (2x0)2)? = 2% (% + (2x)?) = +b* - ¢*
= (- =20+ D) =+ -
&= -272Q2xY) = wb* - ¢4
e 4c*x* = +b +

, =bt+ct

= x =
4¢2
+ht + ¢t Vb + A
= x== = . 3.7
4¢2 2c

Verifiquemos as duas situacdes seguintes:

Situacao I: Quando b > ¢, podemos determinar quatro pontos:

Vb* + c* Vb* + 4 Vb + ¢+ Vbt +
Py = ( , ) Pio=(— .- )
2c 2c 2c 2c
Vb* + ¢4 Vbt + ¢ Vb* + ¢ Vbt + ¢
Pll:( s )7 P12:(_ 5 )
2c 2c 2c 2c

Situac¢do II: Quando b < ¢, temos —b* + ¢* > 0 e conseguimos determinar outros

quatro pontos, além dos quatro determinados anteriormente. Sao eles:
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V=b* +c* V-b*+c* V=b*+c*  N-b+
Pz = , ) Piy=(— ,— )
2¢ 2¢ 2c 2c
V=b*+ct N-br+ A V=b*+c* V-b*+ ¢
Pis = - ) Pis = (= , ).
2¢ 2c 2¢ 2¢

Exemplo 4: Determinar os pontos de interse¢do com o cone de luz C;, da M-curva

de Cassini com equacdo dada abaixo e esbocar o grafico com o software Geogebra :

(X = y)? = 8(x* +y*) = +81 — 16

Solucdo. A M-curva de Cassini se encaixa na primeira situacio, pois temos b =

3 > ¢ = 2. Assim, podemos determinar quatro pontos:

Vo7 97 YR CIN

py= (L0, Pio = (-~ =),

7
P11—(£—g, P12—(—\/9_——\/9_)

O esbogo da curva e dos pontos de intersecao € feito a seguir.

Figura 14: M-curva de Cassini centrada na origem e seus pontos de interse¢do com C;,
parab > c.

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Exemplo 5: Determinar os pontos de intersecao com o cone de luz C;, da M-curva
de Cassini de equacdo (x> — y?)? — 18(x* + y?) = +16 — 81 e esbogar seu grifico no

Geogebra.
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Solucdo. Como b = 2 < ¢ = 3 temos oito pontos de interse¢do com os cones de
luz, sendo quatro deles:

V97 V97 V97 V97
Py = (——, —), Py =(————")
6 6 6 6
V97 V97 V97 V97
Py=(G———]) Py =(——-—);
6 6 6 6
€ 0s outros quatro:
V65 V65 V65 V65
Pz =(—— —), Py=(E—]—-—")
6 6 6 6
V65 V65 V65 V65
Pys = (_T’ vl Pie = (T,—T)-

O esbogo da curva e dos pontos de intersecao € feito a seguir.

Figura 15: M-curva de Cassini centrada na origem e seus pontos de interse¢do com C;,
para c > b.

y=x N
2
(VT VOT VOT VT
6 6 Z /65 /65 (()"b)
G
1
V65 V65,
78
X
8 7 —6 5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
V65 —V65
( 6 7 6
-1
V65 65
(YOT VAT Y (\/ﬁ —\/ﬁ)
6 ' 6 5 6 6
-3
y=X /\

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra
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3.4 Translacao dos eixos coordenados

O estudo da translagdo no plano é fundamental, pois busca compreender compor-
tamentos ndo triviais dos entes geométricos. Tomando como referéncia Couto e Lym-
beropoulos (2018), percebemos que a translacdo na Geometria Lorentziana, ou seja,

no Plano de Minkowski, € feita da mesma maneira que na Geometria de euclidiana.

Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais, O = (xg,yo) um ponto do plano e
OXY o sistema cujos eixos OX e OY sio paralelos aos eixos OX e OY e tém 0 mesmo
sentido desses eixos, respectivamente. Designamos por (X, y) as coordenadas do ponto

P no sistema de eixos OXY e por (x,y) as coordenadas de P no sistema de eixos OXY.

Figura 16: Ponto P(x,y) nos planos OXY e OXY

v oy

P

(2,y)

w+y v

o0X

o 0 = (x0,0)

0 = (0,0) o 29+ T

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Se ¢; = (1,0) e é5 = (0, 1) sdo os vetores unitarios na mesma dire¢do e no mesmo

sentido, respectivamente, dos eixos OX e OY (portanto dos eixos OX e OY), entdo:

OP = xé] + yé3,
=2 - -
OP = Xe| + yes,

Como

obtemos que:

x€1 +yér = (xp€] + yo€2) + (Xé] + yé3)

= (xo + )1 + (yo + )éa.
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Portanto, as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY e OXY sfo relacionadas

pelas formulas (veja a Figura 16):

3.4.1 Forma canonica da M-curva de Cassini transladada

Por uma translag@o dos eixos coordenados, vamos obter a equacdo das M-curvas

de Cassini Cy(F, F,) cuja reta focal é paralela aos eixos coordenados.

Seja OXY o sistema de eixos ortogonais obtido transladando o sistema OXY para a
nova origem O = (xo, o). Como O é o centro, I : y = yy é areta focale F; = (xo—c, yo)
e F, = (xo+c,yp) sdo os focos da M-curva, um ponto P(x,y) = (X+ xo, y+ o) pertence

a M-curva de Cassini se, € somente se,
dM(Pa Fl)dM(Pa F2) = b2
ou seja,

— '()'c 4o - )')ZH()'C — P yz‘ = b

= (P +2k+ - 7). (P - 25+ - ) = £b*

(

(

(2 - y2)2 +20° (¥ - ) - 4’ = £b* - ¢*
(#- y2)2 —20 (@ +3) = xb* - ¢*

(

(r=x0)* = (v = 30)) =26 ((x = x0)* + (y = yo)?) = 2b* —

Portanto, a forma candnica da M-curva de Cassini Cy(F;, F>) com centro no

ponto (xo, yo) € reta focal paralela ao eixo OX é:
Cm(F1, F) :

(=) = =30P) =2 ((x—x0 + (y—yoP) = 2b' = . (3.8)



42

Encontramos a equagdo da M-curva de Cassini transladada com reta focal paralela

ao eixo OY de maneira andloga:
Cm(Fy, Fr) :
(=302 = =) =22 (= vl + (= x)?) = b = . (3.9)

Veja que, assim como as equacdes das M-curvas de Cassini centradas na origem
do sistema OXY com reta focal sobre os eixos coordenados, as Equagdes (3.8) e (3.9)
sdo iguais. Portanto, o traco das M-curvas de Cassini de centro O = (xo, yo) € focos
Fiy=(xo—c,y0) e F, =(xp+c,y0) quetem J : y = yy e das M-curvas de Cassini com
mesmo centro, com reta focal  : x = xy e focos F| = (xo,y0 — ¢) € F, = (xp,y0 + ©)

coincidem. Portanto seguiremos com exemplos utilizando a Equacgao (3.8).

Exemplo 6: Determinar os focos, as equagdes e esbogar o traco utilizando o software

Geogebra das M-curvas de Cassini transladadas:

(a) M-curva de Cassini com pardmetros b = 4 e ¢ = 5 e com reta focal paralela a

OX, com centro O = (-1, 1)

Solucio. Teremos como focos: F; = (-6,1) e F, = (4, 1) e equacio:

(4172 == 1) =50(Cx + 1) + (v = 1) = £256 — 625

Figura 17: M-curva de Cassini transladada com parametrob =4 <c =5

\:
s
.

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

(b) M-Lemniscata de Bernoulli com parametros b = ¢ = 4, reta focal paralela a OX

e com centro O = (0, =2).
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Solucio. Teremos como focos: F; = (-4,-2) e F, = (4,-2) e equagdo:

(2 = 0 +22) = 32(2 + (5 +22) = £256 - 256

Figura 18: M-Lemniscata de Bernoulli transladada
° ():(nizy 4 /

b \
10

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

(¢) M-curva de Cassini com pardmetros b = 3 e ¢ = 2, reta focal paralela a OX e

com centro O = (3, -5).

Solucio. Teremos como focos: F; = (1,-5) e F, = (5,-5) e equacio:

(x=37 -0+ 5)2)2 —8((x =3+ (y+5)) = +81 - 16

Figura 19: M-curva de Cassini transladada com parametro b = 3 > ¢ = 2

y

2 ] 1 2 3 4 5 5 7 8 9
-1
72 >
-3

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra



3.5 Equacao geral das M-curvas de Cassini

Nesta secdo, partindo da definicdo algébrica, (ver 3.2), determinaremos a equagao
geral das M-curvas de Cassini, onde os focos F; = (z1,22) € F> = (w1, w;) serdo pontos

arbitrdrios do Plano de Minkowski. Seja P = (x,y), temos que P € Cyp(Fy, F») se, e

somente se:

dpm(P, F)).dp(P, Fy) = b* & l(x =212 = (v = 222 VI(x = w1)2 = (y = w)?)| = b
= (x—2)* = G —2))Mx—w)* =y —wy)’| = b

= (x* = 2xz, + z% - y2 + 2y7p — zg)

Para as M-curvas de Cassini com focos arbitrarios no Plano de Minkowski, o
centro pode ser determinado pelo ponto médio do segmento de reta com extremidade

nos focos. Tomando o ponto C = (x.,y.) centro da M-curvae F| = (z1,22) € Fp =

(w1, w,) seus focos, temos:

(% = 2xwy + w? =y + 2ywy — w3) = +b*

2.2

e x* = 2w + Fwi — Xy + 2x%yw, — x*w)

—2x°7; + 4x%7ywy — 2xz1w% + 2xy2z1 —4dxyziw,
+ 22X WE + X2 = 2x2wy + 2wt — 23y + 2y wy
— sz% — X2y + 209wy — yzw% +y' = 2y°w,
+ y2w§ + 2x2yz2 —4dxyzow; + 2y12w% - 2y3z2

2.2

2 2 2.2 2
+ 4y oWy — 2yzows — X725 + 2XZ25W) — W

+ Y225 — 2yzawy + °wh = +b?

= (X =y =22z + wi) = 2y (20 + W)

+ X321 — 25 + Wi —w; + dziw))
— V(@3 = 22+ wi— w3 —dzwy)
= 2x(z1 (W} = W3) + wi (3} - 23))
+2)(22w7 = W) + wa(z} - B3))
+ 2x%9(z0 + wa) + 2xy%(z1 + wy)

— dxy(zywy + 2ow1) + (2] — )Wl — w3) = +b*

(3.10)

Z1+wi Z+wy
C = ,
( > > )
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Exemplo 7: Determinar o centro, a equacao geral e esbogar o traco das M-curvas de

Cassini:
(a) Com focos F; =(2,3) e F, = (3,2) e parAmetro b = 2;

Solucio. Se os focos sdo F; = (2,3) e F, = (3,2), temos como centro da M-curva de

55

Cassini o ponto C = (3, 3), € equagdo geral:

(x* = yH)* = 10x° = 10y° +24x% + 24y* + 10x + 10y + 10x*y + 10xy* — 52xy — 25 = +16

Figura 20: (a) M-curva de Cassini de parimetrob =2¢ F; = (2,3) e F, = (3,2)

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

(b) Com focos F; = (—1,-4)e F, = (1,4) e parametro b = 3;

Solucao. Se os focos sdo F; = (—1,-4) e F, = (1,4), temos a origem como centro

da M-curva de Cassini e equacdo geral:

(x> = y*)? = 34x% — 34y* + 32xy + 225 = +81

(c) Com focos Fy = (1,1)e F, = (3,3) e parametro b = 1;

Solucio. Se os focos sdo F; = (1, 1) e F, = (3, 3), temos como centro da M-curva

de Cassini o ponto C = (2, 2) e equagao geral:

(x* —y»)? = 8x> — 8y + 12x% + 12y* + 8x%y + 8xy” — 24xy = =1
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Figura 21: (b) M-curva de Cassini de parametrob =3 e F| = (1,4)e F, = (—1,-4)

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Figura 22: (¢) M-curva de Cassini de parAmetrob =1e F; = (1,1) e F, = (3,3)

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

(d) Com focos F| = (-1,1)e F, = (2,2) e parametro b = V2;

Solucdo. Se os focos sdo F| = (—1,1) e F, = (2,2), temos como centro da M-

curva de Cassini o ponto C = (4, 2

3»5) € equagdo geral:

(x* = y*)? = 2x° — 6y° — 8x% + 8y* + 6x°y + 2xy* = +4
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Figura 23: (d) M-curva de Cassini de parametro b = V2eF =(-1,)eF,=(2,2)

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

(e) Com focos F; = (0,0) e F, = (4,-5) e parametro b = V3.

Solucdo. Se os focos sdo F; = (0,0) e F, = (4,-5), temos como centro da M-

curva de Cassini o ponto C = (2, ) e equacio geral:

(x* = y»)? = 8x> + 10y° — 9x% + 9y* — 10x°y + 8xy* = +9

Figura 24: (e) M-curva de Cassini de pardmetro b = V2eF, = (-1,HeF,=(2,2)

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

Para uma melhor visualiza¢do do que ocorre com a mudanca dos focos de maneira

arbitréria, segue o link: <https://www.geogebra.org/m/btparsj4>.


https://www.geogebra.org/m/btparsj4
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3.6 Parametrizacao das M-curvas de Cassini via Co-
ordenadas Hiperbdlicas

Dedicamos esta se¢do para fazer uma abordagem das M-curvas de Cassini usando
fungdes hiperbdlicas. Para isso, € necessdrio conhecer um pouco trigonometria hiper-

bélica. Tomando como referéncia Santana e Arias (2008), temos que:

e —e
senha =
2
e’ +e@
cosha =
2

A partir das defini¢des de senha e cosha, obtemos as seguintes identidades:

cosh*a — senh*a = 1
senh (a + B) = senha coshB + cosha senhf3

cosh (a + ) = cosha coshB + senha senhf3

Como o M-Circulo é precisamente um par de hipérboles, € natural utilizarmos o
conceito de trigonometria hiperbdlica no Plano de Minkowski. Note que, para qualquer
@ € R, o ponto P = (cosha, senha) estd sobre a hipérbole de equagio x> — y* = 1.
E segundo Santana e Arias (2008), de maneira andloga ao que ocorre com um setor
circular na geometria euclidiana, onde o angulo 6 € o dobro da 4rea do setor circular,

a € o dobro da area do que € denominado setor hiperbdlico (ver Figura 25).

Figura 25: Setor hiperbdlico

0=(0,0)

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra
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Revisitando a Equagdo (3.10), e procedendo de maneira andloga a Shonoda (2015)
temos o seguinte: alterando os pardmetros Equacao (3.10), usando as fung¢des hiperbd-
licas (x,y) — (r, @), onde x = +rcosha, x = +rsenha e r* = x> — y?, temos que (3.10)

se torna:

= r* = 2cosh’a(z, + wy) = 2’ senh’>a(zy + wy)
+ rzcoshza(z% - zﬁ + wf - w% +4zywy)
- rzsenhzoz(zf - Z% + Wf - W% —4z,w,)
- 2rcosha/(Z1(w% —w3) + wi(z] - z%))
+ 2rsenha/(zz(w% —w3) + walz] — zﬁ))
+ 23 cosh®asenh*a(zo + w») + 2rcoshasenh?*a(z; + wy)

— 4r’coshasenha(zywa + 22w1) + (z% - z%)(w% - W%) = +b* 3.11)

Para o caso particular em que a M-curva de Cassini estd centrada na origem do
sistema de eixos ortogonais OXY, com reta focal coincidindo com o eixo OX e focos

Fi(=c,0)e F, = (c,0), a Equacdo (3.11) se torna em:
= 2% cosh?a — 2¢* senh’a + ¢* = +b*
Simplificando essa expressdo, obtemos:

=2 cosh2a = +b* — ¢ (3.12)

Para encontrarmos o valor de r em funcdo de «, precisamos resolver a Equagdo
biquadrada (3.12).

Tomando > = m, temos:
m?* = 2c?mcosh2a £ b* = ¢* =0

Que t€m como solucdes:

B 2c%cosh2a + \/4c4cosh22a —4(xb* + ¢*)
B 2

m

b
- c2(cosh2a + \/ senh?2a + (—)4)
C
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Dai, temos que:

b 4
r=+c J cosh2a + \/senh22a + (—) . (3.13)
c
Consequentemente,
b4
X = +c \/cosh2a + \/senh22a/ + (—) cosha (3.14)
c
e
b\4
y = +c \/cosh2a + \/senh2204 + (—) senha. (3.15)
c

Que sdo as parametrizacdes das M-curvas de Cassini centradas na origem via

coordenadas hiperbdlicas.

Para o caso em que b = ¢, onde temos uma M-Lemniscata de Bernoulli, vale as

seguintes parametrizagdes:

X ==*c \/coshZa/ + Vsenh®2a + 1cosha (3.16)

y==c \/coshZoz + Vsenh®2a + 1senha. (3.17)
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4 CONSIDERACOES FINAIS

No decorrer deste trabalho, buscamos uma compreensdao do comportamento das
curvas de Cassini no plano de Minkowski, denominadas M-curvas de Cassini. Com
base nos fundamentos do plano espago-tempo de Minkowski, apresentamos definicoes
essenciais que permitiram encontrar suas equacoes e visualiza-las por meio do software
Geogebra. Além de deduzirmos as equagdes algébricas destas M-curvas, também

deixamos uma singela contribuicio definindo a M-Lemniscata de Bernoulli.

Ao final deste estudo, abordamos brevemente a trigonometria hiperbdlica, ja que
0 M-circulo assume o papel da circunferéncia no Plano de Minkowski. Introduzimos
uma parametriza¢do da M-curva de Cassini em relacdo ao angulo hiperbdlico, forne-

cendo uma base para futuras investigagdes que possam requerer essa abordagem.

Deixamos a sugestdo para estudos futuros envolvendo outras M-curvas, na espe-
ranca de que este trabalho sirva como base e inspiracao. Também incentivamos a que-
les que se interessarem, que facam trabalhos que contribuam no sentido de procurar

estratégias de inser¢ao no ensino basico dos assuntos aqui abordados.
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