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Resumo

Neste trabalho estudamos o Teorema do Valor Intermediario e apresentamos varias
aplicagoes.

Embora seja um teorema visto em cursos universitarios, o teorema é de facil entendi-
mento e pode ser utilizado para resolver alguns problemas vistos no Ensino Médio como,

por exemplo, garantir a existéncia de solugao para certas equagoes.

Palavras-chave: Teorema do Valor Intermediario, Teorema de Bolzano.



Abstract

In this work we study the Intermediate Value Theorem and we present some applica-
tions.

This kind of theorem is typical from Calculus in graduation courses. But it is easy to
understand and it can be used to solve problems related to topics from high school, for

example, to guarantee the existence of solutions for certain equations.

Keywords: Intermediate Value Theorem, Bolzano’s Theorem.
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Introducao

O Caélculo Diferencial e seus teoremas...

Neste trabalho estudamos de forma detalhada um dos belos teoremas do Célculo: o
Teorema do Valor Intermediario. Normalmente, alunos de cursos da area de Exatas sao
apresentados a este teorema quando estao cursando a disciplina de Célculo Diferencial e
Integral. Por entendermos que o resultado admite uma série de aplicagoes interessantes
resolvemos estudé-lo de modo a tentar estender suas aplicagoes para uma linguagem que
possa ser entendida - mesmo que de forma mais superficial - por alunos do Ensino Médio.

O Teorema do Valor Intermedidrio garante que dada uma fungao continua definida em
um intervalo [a, b] e se d é um numero compreendido entre f(a) e f(b), entdo existird um
elemento ¢ € [a,b] tal que f(¢) = d. Em particular, temos o Teorema de Bolzano, que
garante que se f(a) e f(b) tém sinais contrarios, entao f tem uma raiz em [a, b].

Nossa proposta é detalhar a demonstracao destes teoremas, bem como algumas de suas
aplicagoes. Para isso, no Capitulo 1 é feito um estudo acerca dos requisitos necessarios
para o desenvolvimento dos teoremas. Tais requisitos tratam de nimeros reais, funcoes
de uma variavel real, sequéncias de niimeros reais e fungoes continuas.

No Capitulo 2 apresentamos as demonstragoes dos dois teoremas explorados aqui. O
Capitulo 3 é dedicado as aplicacoes. Para finalizar, o Capitulo 4 é o relato de nossa
experiéncia didatica em sala de aula a respeito do trabalho desenvolvido nos capitulos

anteriores.
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Capitulo 1

Preliminares

Como o foco de nosso trabalho é o Teorema do Valor Intermediario e suas aplicagoes,
apresentaremos neste capitulo todos os requisitos necessarios para a leitura deste texto.
Iniciaremos nosso estudo com uma apresentacao do conjunto dos ntimeros reais, uma vez
que o teorema a ser estudado diz respeito a func¢oes continuas definidas em R e tomando
valores em R. A partir dai, passaremos ao conceito de fungoes, seguido do conceito de

continuidade.

1.1 Conjuntos Numéricos

Nesta se¢ao faremos uma abordagem sobre a evolugao histérica e algébrica dos conjuntos
numéricos para justificar a necessidade de se introduzir o conceito de ntimero real. Muitas
vezes nos livros do Ensino Médio a passagem de um conjunto numérico a outro ocorre
de forma tao simples que os estudantes nao conseguem perceber diferencas significativas
entre tais conjuntos. Elucidaremos este fato durante esta exposicao.

Ao longo da histéria podemos observar o avango dos sistemas numéricos. Diversos
sistemas de numeros foram criados em todo o mundo no decorrer dos tempos, sendo os
mais antigos origindrios do Egito, Suméria e Babilonia. Podemos ainda citar outros sis-
temas numéricos bastante conhecidos como o chinés, o romano, o indiano e o arabico.
Tais sistemas provocaram uma revolucao no método de contagem da humanidade, asso-

ciando simbolos (os numerais) a determinadas quantidades (os ntiimeros). Ao estudarmos
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os conjuntos numéricos nao estamos pensando somente em seus elementos, mas como
esses elementos estao relacionados por uma ou mais operagoes.

Iniciaremos com um dos conceitos matematicos mais antigos aceitos pela humanidade,
que é o dos numeros naturais. A evolugao deste conjunto numérico foi lenta e gradual.
Historicamente o surgimento dos ntimeros naturais estd relacionado ao problema de con-
tagem. O primeiro estudo esquematico dos niimeros como entidades abstratas é, em geral,
atribuido aos filosofos gregos Pitdgoras e Arquimedes. Mas, é apenas nos trabalhos de
Euclides, de Alexandria (cerca de 300 a.C.) que temos relatos escritos sobre o que de fato
se pensava em Matematica naquela época. Euclides escreveu o livro Os Elementos que é
uma das obras mais influentes na historia da Matemadtica, servindo como o principal livro
para o ensino de Matematica desde a data da sua publicacao até o fim do século XIX.
Aliés, consta que nos livros VII, VIII e IX dos Os Elementos, Euclides desenvolve a teoria
dos numeros naturais. Porém, é apenas no final do século XIX que a nocao de nimero
passou a ser baseada em conceitos da teoria de conjuntos. Uma construgao consistente do
conjunto dos ntimeros naturais via teoria dos conjuntos foi desenvolvida pelo matematico
Giuseppe Peano. Essa construcao, comumente chamada de Axiomas de Peano, é uma
estrutura simples e elegante, servindo como um bom exemplo de construcao de conjuntos
numéricos [3] [6], [10].

Historicamente parece ficar claro que o zero nao trata-se de um nimero natural (no
sentido de ser usado para contar). Poderfamos dizer que a formulagao do conceito do
nimero zero estda intimamente ligada a necessidade da criacao de nimeros negativos.
Porém ha divergéncias histéricas sobre isso. No entanto, incluir ou nao o zero como
numero natural hoje é uma questao de conveniéncia. Para fins deste texto, denotaremos
o conjunto dos nimeros naturais por: IN = {1,2,3,...}.

A partir deste ponto, consideraremos bem definidas as operacgoes de adicao e multi-
plicacao em IN, bem como a familiariedade do leitor com as propriedades usuais destas
operacoes como também os conceitos de niimeros pares, impares e primos.

No entanto, do ponto de vista algébrico, ao considerar o conjunto dos niimeros naturais
com o zero, isto é, IN = {0,1,2,3,...}, vemos que a operacdo de adigdo de nimeros

naturais cumpre duas importantes propriedades: a associatividade entre nimeros naturais
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e a existéncia de elemento neutro da adigao (o zero). Em outras palavras, isso quer dizer
que o conjunto IN, quando colocamos o zero, munido da operacao adicao + satisfaz:

i) dados quaisquer a,b,c € IN, temos que a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ (associatividade);

ii) dado qualquer a € IN, existe 0 € IV (ndmero zero) tal que a4+ 0 = a (existéncia do
elemento neutro da adigao).

Devido a estas propriedades, ao considerar IN com o zero, dizemos que (IN,+) tem
uma estrutura algébrica de mondadide.

Os numeros inteiros negativos surgem da ideia de oposicao em relagao ao conjunto dos
inteiros positivos (ou naturais) e sdo denotados por —1,—2,—3,.... Estes nimeros nao
foram aceitos da forma natural como sao hoje, ja tendo sido chamados de “numeri absurd:”
(nimeros absurdos) e “numeri ficti” (ndmeros ficticios). Apenas no século XIX tais
numeros foram agrupados para compor o conjunto dos niimeros inteiros como conhecemos
hoje. Historicamente, podemos interpretar que a necessidade dos niimeros inteiros nega-
tivos deu-se a partir da expansao comercial, no inicio do Renascimento, o que provocou um
aumento na circulagao de dinheiro. Isso obrigou os comerciantes da época a expressarem
situagoes envolvendo lucros e prejuizos.

Baseados na ideia de oposigao, temos que —1 é oposto (ou simétrico) de 1, assim
como 1 é o oposto (ou simétrico) de —1, e esta relagao é estendida aos demais ntimeros
do conjunto. Além disso, deste conceito de oposicao segue que a adi¢cao de dois niimeros
inteiros opostos resulta em zero. Assim, o conjunto constituido pelos inteiros positivos,
inteiros negativos e o zero é chamado de conjunto dos niimeros inteiros e é denotado por
Z=A...,-3,-2,—1,0, 1, 2, 3,...}.

Em Z também estdao bem definidas as operacoes de adicao e multiplicacao, e acre-
ditamos que estas operacoes também sao familiares ao leitor. No entanto, diferente do
que ocorria no conjunto dos numeros naturais, (Z,+) tem uma estrutura algébrica mais
sofisticada, no sentido de que além de ser um mondide, temos ainda que todo elemento
de Z admite um simétrico, com relagao a operacao adigao. Isto é, vale que:

Dado qualquer a € Z, existe um elemento b € Z (chamado de simétrico de a) de forma
que a + b = 0. Note que b ¢é justamente o inteiro —a. (%)

Por (Z,+) satisfazer as propriedades i) e ii) de mondide e também a propriedade (*)
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acima, dizemos que (Z, +) tem uma estrutura algébrica de grupo.

Tendo como base o conjunto dos nimeros inteiros, é facil de verificar que alguns pro-
blemas cotidianos nao sao satisfeitos por tais nimeros. Por exemplo, se queremos dividir
uma barra unitaria ao meio, como dimensionar o comprimento de cada um dos pedagos
da barra utilizando apenas ntimeros naturais ou inteiros? Impossivell Pensando histori-
camente, podemos citar um problema bem antigo das civilizagoes que nos da indicios da
necessidade dos nimeros fracionarios: redimensionar as propriedades de terra as margens
dos rios apds inundagoes. Certamente este problema sugere que, na pratica, desde os
tempos mais remotos, o problema de dimensionar ou dividir lotes utilizando-se apenas
medidas inteiras para os lados ja era uma questao discutivel. Tais situacoes sugerem a
necessidade de ampliar o conceito do niimeros inteiros e indica o aparecimento de medidas
fraciondrias. Assim, a partir dos nimeros inteiros é possivel obter uma outra categoria

de nimeros, a saber os racionais, definidos da seguinte forma:

Q={7labezb#0}

Note que % = 2 se, e somente se, ad = bc. Além disso, vale a relacao IN C Z C Q.

Embora o conjunto Q seja normalmente apresentado no Ensino Médio apds a in-
troducao do conjunto Z, existem dados histéricos de que as fragoes ja eram empregadas
pelos babilonios e egipcios antes do surgimento dos niimeros negativos. Por exemplo, no
papiro de Rhind (1700 a.C.) j& constavam problemas envolvendo fragoes.

De um ponto de vista geométrico, podemos relacionar niimeros racionais com segmen-
tos de reta comensuraveis, e isto nos sera 1util para introduzir o conceito de ntimeros reais.
Faremos isso no que segue.

Considere uma reta r na qual estamos interessados no problema da medida de seg-

mentos.

Definicao 1.1.1. Dois segmentos de reta sao ditos comensurdveis se sao multiplos de um

segmento comum. Caso contrdrio, os segmentos sao ditos incomensurdveis.

Em outras palavras, sejam AB e C'D dois segmentos de reta de comprimentos AB

e OD, respectivamente. Se existir um segmento EF (de comprimento E'F') e existirem
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inteiros positivos m e n tais que AB = mEF ¢ CD = nEF, entdao AB e CD sio ditos

comensuraveis. Disso decorre que

AB mEF _m

D nwEF n <@

Uma pergunta natural que surge ¢ a seguinte:
Dois segmentos de reta quaisquer sao sempre comensuraveis?

Voltaremos a esta questao mais adiante.
J& vimos uma motivacao histérica e uma interpretacao geométrica relacionadas aos
nimeros racionais. Vamos agora comentar alguns aspectos da estrutura algébrica de Q.

Em @Q temos duas operacoes bem definidas, dadas por:

Adicao - Dados % , 2 € Q, definimos % + c_cl = adb—; bc;
e e~ a c ) a ¢ _ac
Multiplicagao - Dados 70 € Q, definimos PR

O conjunto Q munido das operagoes + e - satisfaz as seguintes condigoes:

(A1) Dados a,b,c € Q entdao a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢ (assossiatividade da adi¢ao).

(A2) Existe um numero racional, denotado por 0, tal que para todoa € Q, a+0 =a
(existéncia do elemento neutro da adigao).

(A3) Dado qualquer a € Q, existe seu simétrico com relagao a adigao, isto é, existe
—a € Q tal que, a + (—a) = 0 (existéncia do elemento simétrico).

(A4) Dados a,b € Q entdo a + b = b+ a (comutatividade da adi¢do).

(M1) Dados a,b,c € Q entdao a- (b-c) = (a-b) - ¢ (assossiatividade da multiplicagao).

(M2) Existe um niimero racional, denotado por 1, tal que para todoa € Q, 1-a=a
(existéncia do elemento neutro da multiplicagao).

(M3) Dado qualquer a € Q, a # 0, existe seu inverso com relagao a multiplicacdo, isto
é, existe % € Q tal que, a - é = 1 (existéncia do elemento inverso).

(M4) Dados a,b € Q entao a-b =b-a (comutatividade da multiplicacao).

(D1) Dados a,b,c € Q temos a- (b+c¢) = a- b+ a - c (distributividade).

Por cumprir todas as 9 condigdes acima dizemos que (Q, +, -) tem a estrutura algébrica

de corpo.
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Observacoes.

1. As condigoes (A1), (A2) e (A3) significam que (Q, +) é um grupo (andlogo ao que
ja sabfamos que ocorria com (Z, +), por satisfazer as mesmas propriedades). A condigao
(A4) de comutatividade diz que o grupo é abeliano ou comutativo.

2. Como Q—{0} cumpre as condigoes de (M1) a (M4), temos também que (Q — {0}, -)
é um grupo abeliano. No entanto, (Z, -) nao é grupo abeliano, visto que os tinicos nimeros
inteiros que admitem inversos multiplicativos em Z sao apenas o 1 e o -1. Consequente-
mente, (Z,+, -) nao tem estrutura de corpo. Como (Z, +) tem estrutura de grupo abeliano
e além disso como, Z — {0} tem estrutura de mondide (pois nao vale (M3)) e vale a pro-
priedade distributiva em Z dizemos que (Z, +, -) tem estrutura algébrica de anel comuta-

tivo com unidade.

Até aqui vimos algumas situacoes histéricas que puderam servir de motivacao para
ampliarmos nossos conjuntos numéricos, passando do conjunto IN ao Z e do Z ao Q.
Também analisamos algumas de suas diferengas, em termos de suas estruturas algébricas.
Nosso proximo passo € dar uma motivacao para introduzir o conceito de nimero real.
Nao trataremos da construgao dos nuimeros reais propriamente dita, mas apenas daremos
uma motivagao de sua necessidade. Existem rigorosas formas de construir o conjunto dos
numeros reais a partir dos niimeros racionais. As mais tradicionais sao através de cortes
de Dedekind e de sequéncias de Cauchy (ver por exemplo [5], [9]). Mas aqui cabe uma
pequena reflexao ao leitor: queremos enfatizar que sobretudo a passagem dos racionais
para o conjunto dos niimeros reais, sempre tao simplificada nos livros do Ensino Médio,
¢ muito mais sutil do que geralmente se ensina.

Nossa motivagao para introduzir nimeros reais vem de encontro a pergunta feita
anteriormente: dois segmentos quaisquer sao sempre comensuraveis? A resposta é NAO,
ou seja, dando continuidade ao problema da medigao de segmentos, nos deparamos com
o fato de que existem segmentos que nao sao comensuraveis. A existéncia de segmentos
incomensuraveis implica na insuficiéncia dos sistemas numéricos apresentados até aqui
(isto é, IN,Z ou Q) para efetuar medidas de simples objetos geométricos (segmentos de
reta).

De fato, considere o triangulo retangulo ABC inserido no quadrado de lado 1 como
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mostra a Figura 1.1. Considere AC a medida da hipotenusa do triangulo ABC.

C]
o
o

Figura 1.1: Triangulo ABC com catetos iguais a 1.

Afirmacgao. Os segmentos AB e AC nao sao comensuraveis.

Prova. Provaremos por absurdo. Se AB e AC fossem comensuraveis, entao exis-

AC m
A= Assuma, sem perda de generali-
n
dade, que a fracao ™ & irredutivel. Como por hipétese AB = 1, entao AC = m Apli-
n n

tirlam ntimeros nao nulos m,n € IN tais que

cando o Teorema de Pitdgoras no triangulo ABC da Figura 1.1 conclui-se que AC? = 2.

2
Ou seja, <@> = 2. Logo,
n

m
— =2=m?=2n%
n2

Isso implica que m? é par e, portanto, m ¢ par. Sendo m par, podemos escrever

m = 2p, com p inteiro. Dai,

m?=2n? = 4p° =2m? = 2p* =n’

m
Desta forma, n? é par e, portanto, n também o é. Sendo m e n pares, a fracio — ¢é
n
redutivel, o que é um absurdo!
Logo AB e AC sio incomensuraveis (ou equivalentemente, AC' tal que AC? = 2 nao

pode ser um segmento cuja medida é racional). [ |
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Historicamente, este foi um momento de ruptura e de crise, entre os estudiosos da
época. Aparecia pela primeira vez na histéria da Matematica, a possibilidade da existén-
cia de segmentos incomensuraveis e, conseqiientemente, segmentos cuja razao entre suas
medidas nao resulta em numeros racionais. Abre-se entdo a possibilidade da existéncia
de outro tipo de nimeros, tornando necessario ampliar o conjunto dos niimeros racionais.
Neste contexto, sao introduzidos os numeros irracionais. Ou seja, um numero irracional é
um numero que representa a medida de um segmento incomensuravel com a unidade (seg-
mento de medida 1). Consequentemente, um nuimero irracional ndo pode ser representado
como uma fragao da forma %, com a,beZ,b#0.

Podemos entao, utilizando-se deste problema de medir segmentos de reta, definir o
conjunto dos nimeros reais (positivos) como sendo o conjunto de todos os nuimeros que
correspondem a medidas de segmentos nao nulos, da reta. O conjunto dos niimeros reais
(positivos) resulta da uniao dos conjuntos dos niimeros racionais (positivos) e dos niimeros
irracionais (positivos). Assim, segmentos comensuraveis com a unidade estao associados
a numeros racionais (positivos) e os segmentos incomensuraveis com a unidade estao
associados aos nimeros irracionais (positivos).

De um modo mais amplo, incluindo de modo anédlogo os niimeros racionais e irracionais
negativos, denotamos o conjunto de todos os nimeros irracionais por R — QQ e portanto,
temos que R = QU (R — Q).

Fixemos uma reta e sobre ela marquemos um ponto o qual chamaremos de origem 0.
Entao, existe uma correspondéncia entre os ntiimeros reais e os pontos da reta. De fato,
para cada nimero real estd associado um tnico ponto da reta e para cada ponto da reta
esta associado um tunico nimero real. No que segue nao distinguiremos o conjunto dos
numeros reais e os pontos da reta.

Diremos que x € R ¢é positivo, e denotaremos x > 0, se = estiver no lado direito da
reta, a partir da origem 0. Diremos que z € R é negativo, e denotaremos x < 0, se x

estiver no lado esquerdo da reta. As notacoes x > 0 e x < 0 indicam o seguinte:

x > 0, representa quex é positivo ou igual a zero,

x <0, representa quex é negativo ou igual a zero.

Em R podemos definir duas operagoes da seguinte forma:
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Definigao 1.1.2. a) Sejam a € R e b > 0. Definimos a+b como o nimero real associado
a ponta final do segmento, orientado para a direita, com extremidade inicial em a e com
medida igual a medida do segmento associado ab.

b) Sejam a € R e b < 0. Marcamos na reta o sequinte ponto: com extremidade inicial
em a e orientado para o lado esquerdo, com medida iqual a do segmento associado ab. O
numero real associado a ponta final deste segmento serd chamado de a + b.

c) Sea>0eb>0, definimos o produto ab da sequinte forma: tragamos uma reta r
formando um angulo inferior a 90° com a reta real e passando pela origem. Na reta real
marcamos a unidade 1 e o numero b. Na reta r marcamos o numero a. Consideramos a
reta que passa por 1 e por a a qual chamaremos de s. Da geometria, sabemos que existe
uma unica reta t paralela a s e que passa b. Finalmente, marcamos em r o ponto P,
dado pela iterseccio de r et. Com a ponta seca do compasso em 0 e abertura iqual a OP
marcamos na reta real o ponto Q). O niumero real associado a este ponto serd chamado de

ab.

d) Nos demais casos € sé mudar o sinal ab convenientemente:

Tabela 1.1: Tabela de Sinais

Observacoes.
1. Se fixarmos nossa atengao para os numeros racionais, veremos que as defini¢oes
acima quando restritas ao conjunto Q, coincidem com as operacoes de soma e produto de

racionais que definimos anteriormente.

2. O conjunto R munido destas duas operagoes satisfaz as mesmas 9 propriedades
de corpo descritas para o conjunto Q. Basta substituir Q por R em cada uma das 9

propriedades. Logo, (R, +,-) também é um corpo.
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3. E claro que IN C Z € Q C R, sendo que as letras N, Q e R, podem ser interpretadas
como as iniciais das palavras natural (ou nimero), quociente e real, respectivamente. A

letra Z é a inicial da palavra zahlen, que significa niimero em alemao.

No conjunto dos numeros reais existe um subconjunto denominado nimeros reais
positivos (o qual representa as medidas dos segmentos de reta), tal que sendo a um
niumero real qualquer, exatamente uma destas trés afirmagoes é verificada: a = 0 ou a
¢ positivo (a > 0) ou —a ¢ positivo (—a > 0). Além disso, temos que a soma de dois
nimeros reais positivos é positiva e o produto de dois niimeros reais positivos é positivo.
Num corpo, estas duas propriedades caracterizam o que chamamos de corpo ordenado.
Neste caso temos que (R, +,-) é um corpo ordenado. O mesmo ocorre com o (Q, +, ).

Uma relacao de ordem “<” serve para comparar dois elementos de R. Assim, escreve-

1mos

e a < b se, e somente se, b — a é positivo (ou b —a > 0).

e a > b se, e somente se, a — b é positivo (ou a — b > 0).

Analogamente,
e a < b se, e somente se, b — a é positivo ou a = b.
e a > b se, e somente se, a — b é positivo ou a = b.

Observacao 1.1.1. FExpressoes dos tipos a < b, a > b, a < b e a > b, sao chamadas de

desigualdades.

Como em qualquer outro corpo ordenado, uma relacao de ordem “<” goza das seguintes

propriedades:

(O1) Dados z,y,z € R tais que x < y e y < z entdo x < z (transitividade)

(02) Dados x,y € R entdo x < y ou y < x ou x = y (tricotomia)

(0O3) Dados z,y,z € R tais que = < y entao r + z < y + z (compatibilidade com a
adigao)

(04) Dados z,y, z € R tais que z < y e 0 < z entdo zz < yz (compatibilidade com a

multiplicacao)
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E importante destacar que estas propriedades de corpo ordenado satisfeitas por R
também sao satisfeitas por Q. Nosso objetivo a partir daqui é verificar alguma propriedade

satisfeita por R e nao por Q.

1.1.1 O conjunto R é completo

Dado a € R, definimos o mddulo (ou valor absoluto) de a, o qual indicamos por |a|, da

seguinte maneira:

a se a>0,
la| =
—a se a<0.

Geometricamente, o modulo de a € R representa a distancia de a marcado na reta

real até a origem. Dali, resulta que |a| = Va?.

Propriedades:

(i) Seja a > 0. Entao, || < a <= —a <z < a.
Prova. Suponha —a < z < a.
Se x > 0, |z| = x. Como por hipétese, z < a, entdo |z| < a.

Por outro lado, se x < 0, |z| = —z. Como —a < z, temos —x < a. Consequente-

mente, |z| = —z < a, ou seja, |z] < a.
Reciprocamente, suponha que |z| < a.

Se x > 0, entao |z| = z. Como |z| < a, conclui-se que z < a. Como a > 0, segue

que —a < 0 eentao —a <0 <z < a, ouseja, —a <z <a.
Se x < 0, |x| = —z. Como por hipétese |z| < a, temos, —x < a. Como = < 0, segue
que —x > 0. Portanto, —a < 0 < —z < a, ou seja, —a < x < a.
(ii) Seja a > 0. Entao, |z| >a <=z >aouz < —a.
Prova. Suponha |z| > a. Se x > 0, |z| = 2. Como |z| > a, entdo = > a.
Se x <0, |z| = —z. Como |z| > a, entdo —x > a, logo z < —a.

Reciprocamente, suponhamos x > a ou = < —a. Assim, temos as seguintes possi-

bilidades:
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Sex > 0e x> a,entdo || = x e assim |z| > a.
Sex >0 e x < —a, terfamos uma contradicao pois a > 0.
Se x < 0 e x> a, também teriamos uma contradicao pois a > 0.

Sex <0ex< —a,entdo |z| = —x e assim |z| > a.
(iii) Se a,b € R, entao, |ab| = |al|b|.
Prova. |ab| = +/(ab)? = Va2V/b? = |al|b].

(iv) Se a,b € Re b # 0, entao ‘%‘ = —.

a [ a2 2 Va2 d
Prova. ‘Z)— (6) = E—ﬁ—m

(v) (Desigualdade Triangular) Se a,b € R entao |a + b| < |a| + |b].

Prova. Como a,b € R, temos por (02) que ab é positivo, negativo ou zero. Em
qualquer uma das ocorréncias vale: ab < |ab| = |a||b|. Multiplicando ab < |ab| por

2, temos: 2ab < 2|ab| = 2|al|b|.
Da igualdade (a + b)* = a® + 2ab + b? e da desigualdade 2ab < 2|al|b|, temos que:
(a+b)? < a®+2a|p| +0* =
= a|* + 2|al[b] + [b]* =

= (la + [o])*. (1.1)
Tomando a raiz quadrada de (1.1), obtemos o desejado.

(vi) Se a,b € R entao |a — b| < |a| + |b].

Prova. Como a — b = a+ (—b), aplicando a Desigualdade Triangular chegamos ao

desejado.

(vii) Se a,b € R entdo |a —b| > |a|] — [b].
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Prova. Fazendo a — b = ¢ e aplicando a Desigualdade Triangular temos:

la| = |e+b =

jal < fel + bl =

IN

jal = 0] el =

la| = [b] < a—bl.

Definigcao 1.1.3. Dado um subconjunto A C R dizemos que A € limitado se existe um

nimero real K > 0 tal que |z| < K, para todo x € A.

Definicao 1.1.4. Seja A C R. O maior elemento de A quando eziste, denomina-se
maximo de A e indica-se por max A. Por sua vez, o menor elemento de A quando existe,
denomina-se minimo de A, e indica-se por min A.

Um numero m é cota superior de A, se m for o mdximo de A ou se m for estritamente
maior que todo elemento de A.

Um numero m € cota inferior de A, se m for o minimo de A ou se m for estritamente
menor que todo elemento de A.

Se A admitir uma cota superior, entdao diremos que A € limitado superiormente.

Se A admitir uma cota inferior, entao diremos que A ¢ limitado inferiormente.

A menor das cotas superiores de A denomina-se supremo de A e denota-se por sup A.

A maior das cotas inferiores de A denomina-se infimo de A e denota-se por inf A.

Exemplo 1.1.1. O conjunto IN € limitado inferiormente, mas nao € limitado superior-

mente. Temos que min IN = inf IN =1. O conjunto IN nao admite mdximo.

Exemplo 1.1.2. O conjunto A = {x € R|1 < z < 2} nao tem mdzimo, pois 2 ndo
pertence a A. No entanto, supA = 2. O conjunto A € limitado superiormente. O

inf A=minA =1 e A também € limitado inferiormente.

Propriedade do Supremo (ver [5], [9]). Todo conjunto limitado e ndo vazio de

nimeros reais admite supremo.

Coroldrio 1.1.5. (Propriedade de Aproximagao). Seja A um subconjunto ndo vazio de

Res=supA. SeacR coma< s, entio existe v € A tal que a < x < s.
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Prova. Como s é um majorante de A, temos x < s, para todo elemento x € A. Assim,
supondo que nao exista x em A tal que a < z = s, temos, x < a, para todo x € A e,

portanto, a é um majorante de A e a < s. Absurdo pois s = sup A. [ |

Observe que a Propriedade do Supremo nao é satisfeita por Q. De fato, considere o
conjunto A = {x € Q|0 < 22 < 2}. O sup A = /2 que, como j4 vimos, ndo é racional.
A Propriedade do Supremo nos garante que o conjunto dos nimeros reais é um corpo
ordenado completo.

Observagao. Até aqui fizemos um apanhado histérico da evolucao dos conjun-
tos numéricos utilizados nos Ensinos Fundamental e Médio. Também destacamos as
diferencas das estruturas algébricas quando passamos de um conjunto a outro. Uma
outra abordagem da necessidade de ampliacao dos conjuntos numéricos estudados aqui
poderia ser justificada pelo problema de resolver equagoes algébricas. De fato, é facil ver
que uma equagao do primeiro grau do tipo 2z = 4 tem solucao no conjunto dos nimeros
naturais. No entanto, ja a equacao 2z + 6 = 4 nao tem solucao em N; apenas em Z.
J&4 a equagao 2r + 7 = 4 nao admite solugao em Z mas admite em Q. Ainda assim,
o conjunto Q nao é suficiente para resolvermos equacoes algébricas simples como, por
exemplo, 2 — 2 = 0. Dai a necessidade do conjunto R — Q. E claro que deste ponto de
vista, mesmo o conjunto dos niimeros reais nao € suficiente para resolvermos todo tipo de
equacao algébrica. De fato, uma simples equacao do segundo grau como z% 4+ 1 = 0 nao
admite raiz real. Desta andlise surgem os nimeros complexos C, mas este nao é nosso
objetivo aqui. Como vamos estudar o Teorema do Valor Intermediario, para nés é sufi-
ciente conhecer as propriedades do conjunto dos ntimeros reais, uma vez que as funcoes

que aparecerao neste texto sao fungoes reais de uma variavel real.

Definicao 1.1.6. Sejam a,b € R com a < b. Definimos:
la,b] = {z € R|a <z <b} (0 qual chamamos de intervalo fechado)
(a,b) ={x € R|a < x < b} (intervalo aberto)
la,b) ={z € R|a <z < b} (intervalo semi-aberto)
(a,b] = {z € R|a <z < b} (intervalo semi-aberto)
Os numeros a e b sao chamados extremos destes intervalos. Se a = —0o ou b = +00

temos ainda os seguintes intervalos:
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bl ={z € R|z < b} (semi-reta)

) ={x € R|z < b} (semi-reta)
la,+00) ={z € R|a <z} (semi-reta)
a,+o0) ={x € R|a <z} (semi-reta)

(
(—00, +00) = {z € R} =R (reta real)

1.2 Funcoes

O estudo de fungoes desempenha papel fundamental nos cursos de Calculo. E intuitivo
que uma quantidade y diz-se em funcao de outra quantidade x, se existir uma regra por
meio da qual fica determinado um tnico valor de y, para cada determinacao do valor de .
Para formalizar matematicamente este conceito, precisamos exprimir onde se encontram
y e x e como funciona esta regra de associagao. Assim, a grosso modo, uma fungao é uma
terna pois, para defini-la, precisamos de trés ingredientes. Como este texto é destinado ao
estudo de fungoes reais de uma variavel real, tomaremos nossos conjuntos sempre contidos

em R, salvo mengao contraria.

Definigao 1.2.1. Sejam A, B C R conjuntos nao vazios. Uma func¢ao f : A — B (lé-
se “uma fungdo f de A em B”) é uma regra (ou conjunto de instrugoes) que diz como

associar a cada elemento x € A um unico elemento y € B, y = f(x).

Notagao: Indicaremos uma funcao da seguinte forma:

f:A — B

r —  f(x).

O conjunto A é chamado de dominio e B é chamado de contra-dominio da funcao f.
Para cada x € A, o elemento f(z) € B é chamado de imagem de x pela funcao f, ou o
valor assumido por f em z € A. Indicamos por Im (f) = {y € B|y = f(x), x € A}
o conjunto imagem de f. E muito comum os alunos confundirem contra-dominio com
conjunto imagem. Note que Im(f) C B.

Note que duas fungoes sao iguais se, e somente se, elas possuem o mesmo dominio,

o mesmo contra-dominio e a mesma lei. Outro erro muito frequente de nossos alunos, e
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também de alguns livros didaticos, é olhar para uma funcao simplesmente pela sua lei
de associacao. Por exemplo, podemos encontrar expressoes do tipo: considere a funcao
f(z) = 2x, sem fazer qualquer mencao do dominio e contra-dominio de f. Isso pode gerar

problemas, pois as fungoes:

fN — R e g:R—R

r — 2z r — 2z

sao diferentes, embora tenham a mesma lei de formacao. Neste caso, os dominios sao
diferentes.

Quando em um texto ou em uma aula esta implicito que estamos tratando sempre de
um mesmo determinado tipo de funcao dai sim fica subentendido quem é o dominio e o
contra-dominio da funcao. Por exemplo, neste texto temos interesse em estudar fungoes
reais de uma varidvel real, entdo ao escrever a fungao real f(x) = v/z + 1, fica implicito
que o dominio de f é dado por {x € R|z+1 > 0} (que é o conjunto dos pontos onde faz
sentido definir f) e o contra-dominio é R,. Caso nao esteja explicito o ambiente ao qual
fazemos mencao a uma funcao nao podemos representa-la simplesmente por sua lei.

Um exemplo de fungao que ja vinhamos utilizando neste texto sao as operagoes de
adicao e multiplicagao, nos diversos conjuntos numeéricos tratados aqui. E muito comum
os livros nao trazerem a informacao que tais operacoes sao de fato funcoes. Talvez um
dos motivos seja que tais exemplos nao sao fungdes de uma varidvel (real), mas sim de
duas. Queremos dizer que, no caso do conjunto dos niimeros reais, a adicao é uma funcao

definida da seguinte maneira:

+:RxR — R

(z,y) — z+y

Aqui o dominio da fungao + é o conjunto R x R = {(z,y) |z € R e y € R}, o qual
contém R. Analogamente, define-se a funcao multiplicacao. O mesmo vale para a adicao
e multiplicagdo nos outros conjuntos numéricos numéricos tratados aqui. Ao entender a
adicao como uma funcao, fica claro que uma conta do tipo 2+ 3 +4 nao tem sentido, pelo

menos de imediato. Isso porque, como vimos, a soma se faz aos pares. Isso ¢ interessante
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pois serve para esclarecermos aos nossos alunos a necessidade de propriedades como a
associatividade, que estudamos na Secao 1.1. Ou seja, escrever 2 + 3 4 4 de fato significa
escrever (2 + 3) + 4, que por sua vez é o mesmo que 2 + (3 + 4). Dessa maneira podemos
efetuar a soma pedida.

Outro exemplo muito importante de fungoes que trataremos neste texto sao as poli-

nomiais. Fungoes polinomiais de grau n sao definidas por f: A C R — R dada por,
f(x)=ao+ar+ax®+ - +a", e; €R (i=1,...,n) e a, #0.

Temos mais familiaridade no Ensino Fundamental e Médio com as fungoes do primeiro
grau (que usualmente denotamos por f(x) = az+b) e com as fungoes do segundo grau ou
quadraticas (que usualmente denotamos por f(z) = ax? + bx + ¢). Mas nao ¢é necessério
que nos restrinjamos apenas a estes dois tipos de fungoes polinomiais.

Um problema fundamental no estudo de funcoes polinomiais é o de encontrar as raizes
de f. Isto significa encontrar o conjunto solugdo (ou resolver) a equacdo polinomial
f(z) =0, ou seja,

ap+ a1x +ar® + -+ a,z" =0.

Encontrar métodos eficazes de resolver equagoes polinomiais ou pelo menos saber se
tal equagao admite solucao real é um problema importante. Nos Ensinos Fundamental e
Médio, exploramos métodos de resolver equacoes do 1° e 2° graus. No Capitulo 3 dare-
mos algumas aplicagoes do Teorema do Valor Intermediario que nos permitira responder
questoes deste tipo para uma classe bem maior de equagoes polinomiais.

O proximo exemplo de funcao que abordaremos também é explorado desde o En-
sino Fundamental mas sem mencionar que trata-se de uma funcao: sao as sequéncias.

Definiremos aqui apenas sequéncias de niimeros reais.

Definicao 1.2.2. Uma sequéncia de numeros reais € uma funcio x : IN — R que a
cada numero natural n associa um nimero real x(n) = x,, chamado o n-ésimo termo da

SeqUENCILa.

Denotamos uma sequéncia por (1, s, Z3,...,Tn,...) o0 (Ty)pen, OU simplesmente
por (x,). As Progressdes Aritméticas e as Progressdes Geométricas sdo exemplos de

sequéncias.
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Exemplo 1.2.1. Considere a sequéncia x : IN — R dada por x(n) = % Esta sequéncia

representa a lista infinita

. 1 . .
Note que a medida que n cresce, — vai ficando cada vez mais proximo de zero.
n

Observe que ¢ facil criar outros exemplos de sequéncias de nimeros reais, do modo

como desejarmos. Por exemplo,
(xn) =(1,1,1,1,...) ou (x,) = (1,—-1,2,—1,3,—1,4,—1,...)

entre outros.

Ao estudar sequéncias, é muito importante entender o que acontece com os termos
da sequéncia a medida que n € IN cresce. Ou seja, é importante verificar se os valores
T, se aproximam de algo, quando n é suficientemente grande. Aqui estd subentendido
um conceito fundamental do Célculo: o conceito de limite. A nocao de limite em algum
momento do passado ja fez parte do conteiido do Ensino Médio. Hoje, com excecao de
alguns poucos colégios militares, este conceito nao aparece no Ensino Médio. Isso gera
uma grande novidade para os alunos que ingressam nos cursos de Exatas e se deparam
com esta nocao. Talvez o que torna este conceito tao dificil para os estudantes é a
pouca familiaridade com a nogao de infinito. O infinito representa muitas vezes algo
surpreendente e nao intuitivo e é pouco explorado em nossas salas de aula. Levar o
aluno desde cedo a questionar sobre as similaridades ou diferencas entre os infinitos dos
conjuntos IN, Q ou R pode ser um bom exercicio para despertar a curiosidade sobre o

tema.

1.3 Limite de funcoes

Para iniciarmos esta secao faremos algumas consideragoes sobre o caso particular de limites
de sequéncias, que julgamos ser mais facil de ser interpretado.

Por exemplo, considere as sequéncias de niimeros reais

1
WIREE

W

(1) = (1,2,3,4,5,...) ¢ (yn):<1,%,
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E facil intuir que os termos de (z,) tornam-se cada vez maiores sem atingir um limi-
te. Isto é, dado um numero real qualquer, por maior que seja, podemos sempre encontrar
um elemento da sequéncia (z,) maior que tal nimero. Dizemos entdo que os termos
desta sequéncia (x,) tendem ao infinito ou que o limite da sequéncia é infinito. J& na
sequéncia (y,), os termos decrescem e aproximam-se cada vez mais do valor de 0, sem
nunca atingirem este valor. Dizemos, neste caso, que os termos de (y, ) tendem a 0 ou que
o limite de (y,) é zero. Formalizamos o conceito de limite de uma sequéncia de nimeros

reais por:

Definicao 1.3.1. Seja (x,,) uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que (x,) converge
para um numero real L se, dado € > 0, é sempre possivel encontrar um indice ng € IN de

tal modo que, para todo indice n > ngy teremos |z, — L| < e.

Em outras palavras, a definicao nos diz que a partir de um indice ng, os termos da
sequéncia (x,) vao ficando e-préximos de L, qualquer que seja o valor de ¢ > 0 dado.
Como € > 0 é arbitrariamente pequeno, isso sugere que os termos de (z,) estao ficando
suficientemente préximos de L, a partir de um certo termo z,,. Ou seja, dizemos neste
caso que (z,) é convergente ou que a sequéncia (z,) converge para o nimero L.

Como aplicacao das propriedades de sequéncias, provaremos a seguir um teorema que

sera fundamental na demonstracao do Teorema de Bolzano.

Teorema 1.3.2. (Teorema dos Intervalos Encaixantes)
Sejam [ag, bo|, [a1, b1], [az, ba], ..., [an, by], ... uma sequéncia de intervalos satisfazendo as

sequintes condicoes:

[ao,bo] D) [al,bﬂ D) [ag,bg] D...D [an,bn] DL, (12)

para todo r > 0, existe um natural n tal que b, —a, <r (1.3)

Entao, existe um unico real o que pertence a todos os intervalos da sequéncia, isto €,

existe um unico real o tal que para todo n, a, < a < b,.

Prova. Considere o conjunto A = {ag,as,as,...,a,,...} C R. Note que A é nao

vazio e limitado superiormente, pela condigao (1.2). Entao, pela Propriedade do Supremo,
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existe @ = sup A. Além disso, ainda por (1.2), é claro que para todo natural n, temos
a, < a <b, Com isso a existéncia de o nas condi¢oes do teorema esta provada.
Provemos agora a unicidade. Suponha que exista outro g € R, 8 # « tal que, para

todo n, a, < [ < b,. Entao, neste caso teriamos
|la—pF|<b,—a,, YnelN.

Note que a medida que n cresce, a diferenca b, — a,, fica suficientemente proxima de
zero. Consequentemente, a diferenca |a — 3| também fica suficientemente préxima de
zero, o que nos permite concluir que, no limite, a = #. Absurdo, pois a # 3. Portanto,

o existe e é unico. ]

Observacao 1.3.1. Uma consequéncia do Teorema dos Intervalos Encaixantes € que o
conjunto R tem como propriedade que seus elementos nao podem ser colocados em uma
fila infinita, respeitando-se as posicoes da fila. Fsta é outra propriedade que distingue o

congunto R dos conjuntos IN, 7 e Q.

Até aqui estudamos a nocao de limite para sequéncias. E claro que esta nocao pode
ser ampliada para fungoes de um modo geral. Isso sera fundamental para o conceito de
continuidade. Para dar inicio a nossa discussao, vamos inicialmente considerar alguns

exemplos de fungoes e tentar intuir sobre algumas propriedades de limites.

1

Exemplo 1.3.1. Seja f(x) = 1——. Nao é dificil intuir que esta fung¢ao se aprozima de 1
x

a medida que x > 0 cresce indefinidamente ou x < 0 decresce indefinidamente. Podemos

confirmar esta andlise olhando para alguns valores de f(x) dados nas tabelas a sequir:

x| 1213 415|6|...]500|...] 1000
f@) 135|353 500 | -+ | o0
x| -1 -2]-8|-4|-5|...0-100]| ... -500
f@ 21313313 1o |- | 5w

E claro que analisar apenas uma quantidade de pontos, mesma que infinita, sugere o
que acontece a medida que x € muito grande (ou muito pequeno) mas ndao serve de prova

formal. Precisamos de um conceito que formalize esta nossa intui¢ao.
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Antes disso, para ajudar em nossa intuicdo, utilizamos um software disponivel na

internet para plotar o grdfico da func¢ao f.

1
Figura 1.2: Gréafico de f(z) =1— —
x

Exemplo 1.3.2. Considere agora a fungdio f(x) = x* + 3z — 2. Esta fungdo tende para
+00 quando x tende para £o0o. Note que este fato é observado nas tabelas a sequir ou no

grafico de f na Figura 1.5.

e |12l s 4|56 7|...| 100 |...| 1000
flx)| 2| 8| 16| 26| 38| 52| 68|...|10298| ... | 1002998
z | 12|83 4|5 -6|...|-100|...| -500
fx)| 4| 4|2 2] 8|16|...|9698]| ... 248498

De maneira bem intuitiva, dizemos que uma fun¢ao f(z) tem limite L € R quando
x tende a p € R, se é possivel tornar f(x) arbitrariamente préximo de L (tao préximos
quanto quisermos), a medida que tomamos valores de x, x # p, suficientemente préximos

de p (por ambos os lados de p). De modo mais formal temos a seguinte defini¢ao:
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Figura 1.3: Gréfico de f(z) = 2? + 3z — 2

Definicao 1.3.3. Seja I C R um intervalo aberto de R, p € R e considere f: I — R.
Dizemos que f(z) tende para L € R quando x tende para p, e escreve-se:

lim f(x) =L

T—p

se, para todo € > 0, existe § > 0 tal que |f(z) — L| < € sempre que 0 < |z —p| < 4.

Em outras palavras, de modo bem ingénuo, a definicao acima nos diz que a medida
que x estd suficientemente préximo de p (seja por valores maiores ou menores do que p),
entao a imagem de x por f estara suficientemente préxima do niimero L.

E importante observar que o limite de f pode ainda existir mesmo que p &€ I ou mesmo

que f(p) # L. Vejamos alguns exemplos.

2 _
Exemplo 1.3.3. Vamos analisar o lin% f(z), onde f(x) = ’ T Note que f nao esta
z— T —

definida em x = 1. Ao fazer o limite de f(x) quando x tende a 1, temos que v # 1 e,

portanto,

21 Dz —1
lim = = lim (z+Dz=1)
z—1 1 — 1 z—1 x—1

:31613%(1:+1):2.
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Y4

Figura 1.4: Gréfico da definicao 1.3.3

Exemplo 1.3.4. Considere agora a func¢ao dada por

|

se x#1

4 se =1

A fungao f estd definida em x = 1. Vamos calcular o lirq f(z):
x>

li &1 —lim (z+1)=2#4= f(1).

x—1 1 — 1 x—1

Exemplo 1.3.5. Por fim, considere a fungao

—1
v se r#1
r—1

1 se r=1

Neste caso,

li &1 = lim (v +1) =2 = f(1).

x—1 1 — x—1
Os trés exemplos acima mostram como pode ser sutil o calculo de limites. Quando
as funcoes envolvidas no calculo de um limite apresentam “algum tipo de restricao”, tal

calculo pode tornar-se uma tarefa dificil. Estas restrigoes podem ser por exemplo, fungoes
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dadas por varias leis de formacao diferentes ou funcoes que envolvam quocientes, raizes ou
outras particularidades. No entanto, existem também muitas fungoes que nao apresentam
nenhum tipo de restricao, o que pode tornar o calculo de limites uma tarefa mais facil.

Veja o exemplo a seguir:

Exemplo 1.3.6. Considere f(x) = ag+ a1z + - - - + a, ™ uma fung¢ao polinomial de grau

n. Entdo, para todo p € R, temos que lim f(x) = ag + a1a + - - - + a,a” = f(p).
T—p

Observacao 1.3.2. No Exemplo 1.3.1 verificamos uma situagao diferente aquela dada na
Definicao 1.3.3. De fato, nao analisamos uma situacdo do tipo: quando x se aproximava
de um ponto, mas sim quando x assumia valores arbitrariamente grandes ou pequenos.

Isso requer uma definicao de limite apropriada a este tipo de situacao.

Definicao 1.3.4. Seja f : A C R — R wma fung¢do e suponhamos que exista a tal que
(a,+00) C A. Definimos

lim f(z)=L<=Ve>0,36 >0 com 0 >a talque x > 6 = |f(x) — L| <e.

T—+00
Definicao 1.3.5. Seja f : A C R — R wma funcdo e suponhamos que exista a tal que
(—00,a) C A. Definimos

lim f(x)=L<=Ve>0,30 >0 com —0 <a talque x < —0 = |f(z) — L| <e.

T—r—00

1
Exemplo 1.3.7. De posse das definicoes acima, € facil ver que lilf — = 0. De fato,
T—+00 U

1
basta tomar 6 = % Analogamente, lim — = 0. Desta andlise resulta que a func¢do do
T——00 I

Ezxemplo 1.5.1 tende a 1 quando x tende a +oo.

Para entender as propriedades dos limites e analisar mais exemplos recomendamos as
referéncias [5], [9]. Ressaltamos que nosso interesse aqui néo é explorar os conceitos de
Calculo, mas sim produzir um material auto suficiente e didatico que seja efetivamente
util para alunos e professores do Ensino Médio. Sendo assim, descreveremos apenas as
nocoes fundamentais do Calculo de modo mais ingénuo possivel, mas sem deixar de lado
a formalidade apropriada, de modo que o leitor possa entender o contetido do Teorema

do Valor Intermedidrio e suas aplicacoes.
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1.4 Funcoes continuas

Na secao anterior, quando definimos o 3161_r)r21) f(x) analisamos o comportamento da fungao
f(x) para valores de x préximos de p, mas diferentes de p. Em muitos exemplos pode
ocorrer que glclin f(z) exista, mesmo que f nao esteja definida no ponto p (ver Exemplo
1.3.3). Se f estpé definida em p e }E}) f(z) existe, pode ocorrer ainda que este limite seja

diferente de f(p) (ver Exemplo 1.3.4). Quando lim f(z) = f(p) diremos que a fungao f
T—p

é continua em p (ver Exemplos 1.3.5 e 1.3.6).

Definicao 1.4.1. Uma fungdo real f : A C R — R € continua no ponto p se as sequintes
condi¢oes forem satisfeitas:

i) f(p) estd definido (isto é, p pertence ao dominio de f),

ii) glclirzl? f(z) existe,

i) lim f(z) = f(p).

Se f nao é continua em p dizemos que f é descontinua em p.

vi

fp)+ e
f)
fip) -«

]

Figura 1.5: Gréfico da definicao 1.4.1

Definigao 1.4.2. Uma func¢ao f ¢é dita continua se f € continua em todos os pontos de

seu dominio.
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Vejamos mais alguns exemplos:

202 —x — 1
r—1
f € o conjunto R — {1}. Podemos estudar o limite de f quando x tende a 1:

Exemplo 1.4.1. Seja f(x) = . Neste caso, fica implicito que o dominio de

202 —x —1 2 1 —1
e el S N i ) |Gl
z—1 r—1 z—1 r—1

— lim (22 + 1) = 3.
z—1

Neste exemplo, f nao € continua no ponto x = 1, uma vez que 1 ndao pertence ao
dominio da f (e, por consegquinte, ndo podemos calcular f(1)). No entanto, para todo

x # 1 seque que a funcdo € continua, pois cumpre as condi¢oes da Definicao 1.4.1.

202 —x —1
Exemplo 1.4.2. Seja f(x) = r—1
5 se x =1.

se reR—-{1}

Neste caso, f nao € continua no ponto x = 1, embora assuma valores em todo seu
dominio. Neste caso, lirr% f(z) =3 # f(1). No entanto, para todo x # 1 seque que a
z—

funcao € continua.

202 —x—1
Exemplo 1.4.3. Considere agora f(z) = r—1
3 se x =1.

se veR—{1}

Neste caso, f é continua no ponto x = 1, pois cumpre todas as condi¢oes da Defini¢ao

1.4.1. Isto é, lim f(x) = f(p) (inclusive para p =1).
T—p

Exemplo 1.4.4. Considere a funcgao polinomial f(x) = 223 — 32* + x — 1. Neste caso, o

dominio de f é R e seque que para todo p,

lim (2% = 32% +x — 1) =2p° = 3p> +p— 1= f(p).

T—p

Portanto, f € continua.

Uma maneira muito 1til de verificar se uma fungao real f : A C R — R é continua é

analisando o grafico de f. Sabemos que o gréafico de f ¢é definido por

Graf(f) ={(z, f(x)) |z € A} C AxR.
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Uma funcao continua se caracteriza pelo fato de seu grafico nao ser interrompido,
isto é, o grafico de f nao apresenta saltos ou quebras. O grafico pode ser desenhado
sem remover o lapis do papel. Veja os graficos dos Exemplos 1.4.1, 1.4.2, 1.4.3 e 1.4.4,

mostrados a seguir.

3{— (1,3)

Figura 1.6: Grafico do Exemplo 1.4.1

Outra coisa interessante é que muitos fenomenos fisicos sao continuos. Por exemplo,
considere a temperatura, ou o deslocamento ou mesmo a velocidade de um veiculo. Tais
coisas variam continuamente com o tempo. No entanto, é claro que existem fenémenos
fisicos descontinuos. Observe, por exemplo, o estado fisico da dgua contida em um re-
cipiente. A medida que este recipiente é submetido ao fogo, com o passar do tempo a
temperatura da dgua vai aumentando continuamente até um certo momento, no qual seu
estado fisico muda abruptamente e a dgua dentro do recipiente comeca a ferver. Assim,
houve uma quebra ou ruptura no estado fisico da dgua, mostrando uma descontinuidade.

Nao é muito dificil de perceber que as funcoes polinomiais, as funcoes raizes, as funcoes
trigonométricas, as fungoes trigonométricas inversas, as fungoes exponenciais e as fungoes
logaritmicas sao todas continuas em seus respectivos dominios. Uma maneira intuitiva
e facil de comprovar isso é analisar seus respectivos graficos. Isso é uma informacao

relevante pois estas sao os tipos de fungoes que aparecem com maior frequéncia no Ensino
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s{— —T (1,5)

(1,3)

Figura 1.7:

Figura 1.8:

Grafico do Exemplo 1.4.3

Médio. Ou seja, embora a nogao de continuidade envolva a definicao de limite - que nao

¢é ensinado no Ensino Médio - via esta nossa observagao podemos concluir que a grande

maioria das funcoes que aparecem em nossos livros textos do Ensino Médio sao continuas.

No que segue daremos os elementos do Calculo necessarios para comprovar esta afirmacao.
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Figura 1.9: Grafico do Exemplo 1.4.4

Proposicao 1.4.3. Sejam f,g : A C R — R duas funcoes continuas em p € A, e seja
c € R. Entao, as funcoes f+gq, f-g, f—g e cf também sdao continuas em p. Além disso,

se g(p) # 0, seque que a fun¢ao i também € continua em p.
g

Prova. Faremos a demonstracao apenas para f + g. Os outros casos seguem com

raciocinio analogo.

Seja € > 0. Da hipétese de continuidade de f e g temos que existem d; > 0 e do > 0,

tais que

0<|z—p|<d =|f(z)— f(p) <

0<|z—p|l <d=|g(x)—g(p)| <

DI po|

Tomando ¢ = min{dy, J}, temos

0<le—pl <= /@)~ [ < e

€
0<|z—pl<d=lg(z) - gp)| <3

Dal, se |x—p| < d segue da Desigualdade Triangular que |(f(x)+g(x))—(f(p)+g(p))| <

tt+i=e Portanto, f + g é continua em p. u
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Disso resulta que soma, produto, diferenca e quociente de fungoes continuas é ainda
uma funcao continua.

Outro resultado importante sobre fungoes continuas é o seguinte:

Proposicao 1.4.4. Sejam f: ACR =R eg: B C Im(f) — R tais que f € continua
emp € A eg € continua em f(p) € B. Entao, a fungao composta go f : A — R, definida

por (go f)(z) = g(f(x)) € continua em p.

Prova. Como ¢ é continua em f(p), dado € > 0, existe §; > 0, tal que

0<|y—flp)l<d=|g(y) —g(fp)l <e

Para esse §; > 0, como f é continua em p, existe d > 0, tal que

0<|z—pl<d=[f(z)=fp)| <dr

Ou seja, a partir do € > 0 inicial dado, mostramos que existe um 6 > 0 tal que

0<|z—pl<d=[f(z)=flp) <o =[g(f(z)) —g(f(p)) <e

Portanto, (g o f)(z) = g(f(x)) é continua em p. [

Segue da Proposicao 1.4.3, da Proposicao 1.4.4 e dos comentarios feitos anteriormente
que a soma, multiplicacao, divisao ou composicao de funcoes polinomiais, raizes, expo-
nenciais, logaritmicas, trigonométricas e trigonométricas inversas, sao continuas. Além
da caracterizacao geométrica de continuidade - analisando o grafico da funcao - ou da
caracterizagao algébrica de continuidade envolvendo as Proposicoes 1.4.3 e 1.4.4, temos
ainda outras formas de mostrar que uma funcao é continua. A seguir, mostraremos uma
caracterizagao de continuidade via sequéncias. Este resultado sera 1til na demonstracao

do Teorema de Bolzano.

Proposigao 1.4.5. Uma funcio f: A C R — R € continua em p € A se, e somente se,

para toda sequéncia de pontos x, € A com lim xz, = p, tem-se que lim f(x,) = f(p).
n—-+00 n—+00

Prova. Seja f : A C R — R é continua no ponto p € A. Dada a sequéncia de

pontos x, € A com lim z, = p, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que 0 < |z — p| < 0

n—-+o00
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acarreta que |f(x) — f(p)| < e. Correspondente a ¢, existe um indice ny € IV, tal que a
partir desse indice (ou para todo n > ng) segue que |z, — p| < J. Logo, para todo n > nyg
segue que |f(z,) — f(p)] < e. Isso mostra que lim f(x,) = f(p).
n—-+o0o
Reciprocamente, suponhamos, por absurdo, que lim xz, = pimplicaque lim f(x,) =
n—+00 n—+o00
f(p), mas que f seja descontinua no ponto p. Entao, existe € > 0 com a seguinte
propriedade: para todo n € IN, podemos encontrar z, € A com |z, — p| < % e
|f(z,) — f(p)] > €. Assim, temos lim z, = p mas nao temos lim f(z,) = f(p),
n—-+o00 n——+00

uma contradicao. [ |

Recomendamos ao leitor menos familiarizado com a definicao de limite, que utilize
esta caracterizacao de continuidade dada na Proposicao 1.4.5 para um estudo formal de
continuidade de funcoes. Isto porque é mais facil e intuitivo trabalhar com a nocao de

convergencia de sequéncias do que a nogao de limite de fungdes de uma maneira mais

geral.



Capitulo 2

Teorema do Valor Intermediario

Embora ja fosse conhecido e utilizado, foi s6 no inicio do século XIX, que o Teorema do
Valor Intermediario foi demonstrado. Deve-se ao matematico tcheco Bernhard Bolzano
(1781 - 1848) a demonstracao analitica deste teorema. Antes disso, todos os matematicos
da época apoiavam-se em alguma justificativa geométrica para o resultado.

Inicialmente, apresentaremos um caso particular do Teorema do Valor Intermediario,
chamado de Teorema de Bolzano. Na verdade, na maioria das aplicagoes, é esta versao
que utilizaremos com frequéncia. De posse do Teorema de Bolzano, mostraremos o caso

geral.

Teorema 2.0.6. (Teorema de Bolzano) Seja f : [a,b] — R wma fungdo continua e
suponha que f(a) e f(b) tenham sinais contrarios. Entao, existird pelo menos um o €
la,b] tal que f(a) = 0.

Prova. Sem perda de generalidade, vamos supor que f(a) < 0 e f(b) > 0. Fagcamos

a=ageb=by. Sejacy o ponto médio do segmento [ag,bo]. Desta forma, temos

f(eo) <0 ou f(co) = 0.

Suponhamos f(co) < 0 (f(co) > 0 apresenta raciocinio andlogo) e facamos ¢y =
a; e bg = by. Entdo f(a1) <0 e f(by) > 0. Seja ¢; 0 ponto médio do segmento [ay, by].
Desta forma

fler) <0 ou f(er) = 0.

42
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Suponhamos f(c1) > 0 (f(c1) < 0 apresenta raciocinio andlogo) e facamos a; =
as € ¢ = by. Assim,

f(ag) <0e f(bg) Z 0.

Prossequindo com este o raciocinio, construiremos uma Sequéncia de intervalos en-

catzados da forma:
[ao,bo] D [al,bl] 2 [ag,bg] D...0 [an,bn] ...
Note que para todo n € IN,

fla,) <0e f(b,) > 0. (2.1)

Pelo Teorema dos Intervalos Encaizantes, existe um unico a € R tal que a, < a < b,,
para todo n € IN.
As sequéncias (ay) e (b,) convergem para o devido a maneira como (ay,) e (b,) foram

construidas. Como por hipotese f € continua, pela Proposicao 1.4.5 seque que

lim f(a,) = f(a) e lim f(b,) = f(a). (2.2)

n—-+o0o n—-+00

De (2.1) e (2.2) conclui-se
fla)<0 e f(a) 2 0.
Portanto, f(a) = 0. u

Teorema 2.0.7. (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f : [a,b] — R uma funcao
continua. Se d for um nimero real compreendido entre f(a) e f(b), entdao existird pelo
menos um o € |a,b] tal que f(a) = d.
Prova. Vamos supor, sem perda de generalidade, que f(a) < d < f(b).

Considere a fungao g(z) = f(x) —d, onde x € [a,b]. Como f é continua em [a,b], pela
Proposicao 1.4.3 temos que g também o €.

Além disso,
gla) = f(a) —d <0 e g(b) = f(b) —d > 0.
Pelo Teorema de Bolzano, eziste o € [a, b] tal que se g(a) = 0. Portanto, f(a)—d =0,
donde f(a) = d. [



Capitulo 3
Aplicacoes

Em geral, as aplicagoes do Teorema do Valor Intermediario recaem no caso particular do
Teorema de Bolzano. Uma das aplicacoes mais tteis deste teorema esta relacionada ao
problema da existéncia de raizes reais para uma dada equacao. Porém, existem muitas
outras aplicagoes interessantes. Neste capitulo enunciaremos alguns problemas que podem
ser resolvidos com uma aplicagao do Teorema do Valor Intermedidrio (ou do Teorema de

Bolzano).

Aplicacao 1. Mostre que a equacao 23 — 4z 4+ 8 = 0 admite pelo menos uma raiz real.

Aplicagao 2. Existe um nimero real que é exatamente uma unidade a mais que seu

cubo?

Aplicagao 3. Seja f(x) = 2° + x + 1. Justifique a afirmagao: f tem pelo menos uma

raiz no intervalo [-1,0].

Aplicagao 4. Prove que todo polindmio de grau impar admite pelo menos uma raiz real.

Vejamos agora outras aplicacoes menos triviais.

Aplicagao 5. (Teorema do Ponto Fixo) Se f : [a,b] — [a,b] é uma func¢do continua

entdo existe a € [a, b] tal que f(a) = . O ponto « é chamado de ponto fizo de f.

Aplicagao 6. Considere uma pizza no formato de um disco. Sera que é possivel cortar

a pizza com um unico corte, de modo que ao dividi-la em 2 pedacos, ambos tenham a

44
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mesma quantidade de massa?

Aplicagao 7. Um monge tibetano deixa o monastério as 07 horas da manha e segue sua
caminhada usual para o topo de uma montanha, chegando 14 as 19 horas. Na manha
seguinte ele parte do topo as 07 horas da manha, pega o mesmo caminho de volta e chega
ao monastério as 19 horas. Mostre que existe um ponto do percurso em que o monge vai

estar exatamente na mesma hora do dia em ambas as caminhadas.

Aplicagao 8. Admitindo que a variacao de temperatura do globo terrestre seja uma
funcao continua, podemos garantir que existem pontos antipodas no globo tais que em

qualquer instante, as temperaturas nestes pontos sao as mesmas.

Aplicagao 9. Considere um trapézio como na Figura 3.1 a seguir. Entao, existe uma

altura = € [0, h] onde os segmentos e(x) e d(x) tém ambos a mesma medida.

Figura 3.1: Aplicagao 9 - Trapézio
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3.1 Solucoes

Solugao 1. Considere a funcao f(x) = 2* — 42 + 8. Como f é polinomial temos que f
é continua. Além disso, observe que f(0) =8 > 0e f(—3) = —7 < 0 (os numeros 0 e -3
foram escolhidos de forma arbitréaria, de modo que f tenha sinais contrérios). Poderiam
ser escolhidos outros niimeros uma vez que, na Aplicagao 1, pede-se apenas para mostrar
que f tem raiz real, nao se importando onde encontra-se tal raiz. Restringindo o dominio
de f ao intervalo [—3, 0] temos ainda que f é continua em [—3,0]. Segue do Teorema de
Bolzano que existe pelo menos um « em [—3, 0] tal que f(«) = 0. Desta forma, a equagao
2% — 4x + 8 = 0 admite pelo menos uma raiz real e o teorema garante que tal raiz esta

entre entre —3 e 0.

Solugao 2. Podemos reformular a pergunta da Aplicacao 2 da seguinte forma:

Existe x € R tal que x = 2% + 17

Ou ainda, dada f(z) = 2® —x + 1, existe a € R tal que f(a) = 07?

Considerando o intervalo [-2,0] temos que f é continua em [-2,0] e verificamos que f(—2) =
—5 < 0 eque f(0) =1 > 0. Logo pelo Teorema de Bolzano, existe a € [—2,0] nas
condigoes exigidas. Observe que se continuarmos indefinidamente o argumento acima
para outros dois valores dentro do intervalo [-2,0], estabeleceremos um processo indu-

tivo de modo a convergir para o valor de .

Solugao 3. Considere a fungao f(z) = 2° + x + 1. Observe que f(0) =1e f(—1) = —1.
Obviamente f é continua no intervalo [—1,0]. Do Teorema de Bolzano, temos que existe
pelo menos um a em [—1,0] tal que f(a) = 0. Desta forma a equagio x° +x +1 = 0
admite pelo menos uma raiz real entre —1 e 0. Note que neste exemplo, diferente do que
ocorreu nas solugoes anteriores, a escolha dos niimeros para analisar o sinal da f deveria
ser os numeros —1 e 0, pois era exatamente neste intervalo que queriamos verificar a

existéncia da raiz.
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Solucao 4. Considere o polinomio de coeficientes reais e grau impar:
_ 2n+1 2n N 0
p(r) = agpi1 +agr™ + ...+ aw+ag, n €N, a1 # 0.
Se ag, 11 > 0, observe que

lim p(x) =400 ¢ lim p(z) = —o0.

T—r+00 T—r—00

Por outro lado, se ag, 1 < 0, temos que

lim p(x)=—o00 e lim p(z) = +o0.

T—+00 T——00

Desta analise e do fato de p ser continua, segue que podemos encontrar niimeros reais a
e b tais que p(a) < 0 e p(b) > 0. Logo, pelo Teorema de Bolzano, existe a € [a, b] tal que

p(a) = 0, como querfamos.

Solugao 5. Definimos uma funcgao g da seguinte forma:

g:la,b] — R

r — f(z)—=z.

Como f é continua, g também o é (Proposicao 1.4.3). Se f(a) = a ou f(b) = b, nada
terfamos a demonstrar (pois estes pontos ja seriam pontos fixos da f). Sem perda de gene-
ralidade, podemos supor f(a) > a e f(b) <b. Assim, g(a) > 0 e g(b) < 0 e pelo Teorema
de Bolzano, existe «a € [a, b] tal que g(a) = 0. Consequentemente, existe « € [a, b] tal que

f(a) = a, como queriamos.

Solugao 6. Suponhamos a pizza dada, por um disco de raio R. Observe que qualquer
que seja o corte que fizermos, existe um diametro tal que o corte é perpendicular a este
diametro. Assim, sem perda de generalidade, vamos fixar um diametro D de modo que
ao fazer nosso Unico corte, este seja perpendicular a D.

Vamos assumir que M é a quantidade de massa da pizza. Fixemos o sentido anti-horario

para estabelecer que o diametro D varia de —R a R. Seja e : [-R, R] — R, a fungao
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continua definida por e(z) = a quantidade de pizza do lado esquerdo do corte. Analoga-
mente, definimos d : [-R, R] — R a fun¢ao continua que representa a quantidade de
pizza a direita do corte. Definimos f : [-R,R] — R por f(z) = e(x) — d(z). Pela

proposigao 1.4.3, f é continua. Além disso:
f(=R)=e(—R) —d(—R)=0—-M=-M <0, e

f(R)=e(R)—d(R) =M —0=M > 0.

Pelo Teorema de Bolzano, existe a € [—R, R] tal que f(a) = 0. Logo existe o € [—R, R]

tal que e(z) = d(z), como queriamos.

Solucgao 7. Considere as seguintes funcoes continuas:

s :[7,19] — R que chamaremos de fun¢ao subida e d : [7,19] — R que chamaremos
de fungao descida. Assim, s(t) denota a posigao do monge no instante ¢ durante a subida
enquanto d(t) denota a posigdo do monge no instante ¢, durante a descida.

Construa agora a funcao

Fi[7,19] — R

F) — s(t) —d().

Sem perda de generalidade, podemos considerar 0 a posicao no monastério e P a posicao

no topo da montanha. Assim,
s(7)=0, s(19) =P, d(7) =P e d(19) =0.
Desta forma,
f(7)=s(7)—d(7)=0—-P=—-P<0e
f(19) =s(19) = d(19) =P —-0=P > 0.

Pelo Teorema de Bolzano, existe ty € [7,19] tal que f(ty) = 0. Ou seja, s(ty) — d(ty) =

0 < s(ty) = d(to), como queriamos.
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Solucgao 8. Considere o espaco tridimensional R? = R x R x R. Seja S C R? a esfera de
centro 0 e raio R cujos pontos sao representados por S = {(x,y, z) € R?| \/m =
R}. Vamos assumir que a superficie da Terra seja representado por S. Seja~y : [a,b] — S
uma funcao continua que toma valores em S. Isto é, v descreve uma curva ou trajetéria
em S.

Dada «(t), definimos 7(¢) como sendo o ponto diametralmente oposto a (). Suponhamos,
sem perda de generalidade, que a e b sejam tais que y(a) = Py = 7(b) e v(b) = P, = 7(a).
Assumindo que a func¢ao temperatura no globo terrestre 7' : S — R é uma funcao
continua, defina @ : [a,b] — R dada por Q(t) = T(~(t)) — T(F(¢)). Como @ é uma
composicao de fungoes continuas, segue pela Proposicao 1.4.4 que () é continua.

Além disso,
Qa) =T(P) —T(P) e Qb) =T(P) —T(F)=-Q(a).

Suponhamos, sem perda de generalidade, que Q(a) > 0. Logo, Q(b) < 0.

Pelo Teorema de Bolzano, temos que existe tq € [a, b] tal que

Qo) =0 T(y(to)) —T(H(to)) = 0 T(v(te)) = T((to))

Disso concluimos que dado um ponto no globo terrestre, em qualquer trajetoria v ligando
este ponto ao seu antipoda, existe pelo menos um ponto da trajetéria cuja temperatura

coincide com a temperatura em seu antipoda.
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Figura 3.2: Representacao de pontos diametralmente opostos em S

Solucgao 9. Considere as seguintes funcoes continuas, como sugere a Figura 3.3:
e : [0,h] — R como sendo a medida do segmento a esquerda da diagonal do trapézio,
na altura x e d : [0, h] — R como sendo a medida do segmento a direita da diagonal do

trapézio, na altura z.

Defina

Temos entao que

Desta forma,

f(0)=¢€(0)—d(0)=0— B=—-B <0, enquanto
f(h)=e(h) —d(h)=b—0=1b>0.

Pelo Teorema de Bolzano, temos que existe « € [0, h] tal que

fla)=0<ec(la) —d(a) =0 < e(a) =d(a).
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Observe na Figura 3.3 que b denota a base menor do trapézio, B a base maior e h a sua

altura.

Figura 3.3: Aplicacao 9 - Trapézio



Capitulo 4

Experiencia didatica em sala de aula

Atendendo ao disposto no regimento do Mestrado Profissional, que tem como objetivo
proporcionar formagao Matemaética aprofundada, relevante e articulada com o exercicio
da docéncia no Ensino Fundamental e Médio, elaboramos com base na teoria desenvolvida
um plano para afericao da aplicabilidade dos estudos aqui desenvolvidos.

Para tanto, desenvolvemos uma ficha de trabalho para ser a aplicada para os alunos,
sobre o tema de nosso trabalho. A ficha encontra-se no Apéndice A. Basicamente, nossa
ideia foi experimentar a aplicabilidade do Teorema do Valor Intermediério (ou Teorema
de Bolzano) numa linguagem acessivel aos alunos. Na ficha, e nas aulas expositivas onde
a aplicamos, fizemos uma introdugao (ou revisao) sobre o conceito de fungao, exploramos
alguns exemplos e tentamos explicar a nocao geométrica e intuitiva de continuidade. Dai,
apresentamos o Teorema de Bolzano aos alunos e fizemos trés perguntas, relacionadas ao
problema de encontrar raizes para fungoes.

Aplicamos esta ficha para alunos do nivel fundamental - que ainda nao haviam apren-
dido o conceito de funcao; para alunos do Ensino Médio de escolas publicas e particulares
e ainda para um grupo de alunos integrantes da Olimpiada de Matematica de Rio Preto.
Para fins comparativos, aplicamos também para um grupo de alunos de um curso superior
de Engenharia, de uma faculdade particular da regiao. Os nomes das unidades escolares,
bem como o da instituicao de ensino superior envolvidas terao suas identificagoes preser-
vadas por questoes éticas.

Diante da analise dos resultados alcancados pelo exposto, inferimos que:

52



93

e Alunos do Ensino Fundamental - encontraram muita dificuldade de interpretacao
das questoes, e auséncia do dominio de operacoes basicas necessarias até para o
preenchimento da tabela do exercicio I da ficha de trabalho. Dentre as possiveis
causas destacamos que este material nao ¢ totalmente apropriado ao nivel de ensino
que estes alunos se encontram. Sobretudo, tiveram a dificuldade de entender o
conceito de fungao. Mesmo assim, acreditamos que foi uma experiéncia positiva no
sentido de que pudemos observar o comportamento dos alunos frente a um tema

novo, fora de sua realidade académica, e que necessitaria fazeé-los pensar.

e Alunos do Ensino Médio - na rede publica tivemos quase as mesmas dificuldades que
encontramos nos alunos do fundamental. A grande maioria tem a dificuldade inicial
de entender o conceito de funcao, mesmo ja tendo visto este conteido. Mesmo o
exercicio I, para completar uma tabela de valores, os alunos tiveram muitas dificul-
dades. Na rede particular, aplicamos em duas salas de uma conceituada escola. O
desempenho dos alunos foi muito satisfatério. Em uma das salas, nao fizemos a aula
expositiva. Apenas pedimos que os mesmos preenchessem as fichas. Mesmo assim
o resultado foi ainda satisfatorio, de acordo com o esperado. E claro que tiveram

alunos com muita dificuldade de responder as trés questoes de modo correto.

e Grupo de alunos da Olimpiada de Matemética de Rio Preto - aplicamos para um
grupo seleto de alunos. O desempenho foi muito satisfatorio, tanto para os alunos
do fundamental - que desconheciam o conceito de funcao, quanto para os alunos do

Ensino Médio. Ou seja, dentro do esperado.

e Alunos do curso de Engenharia de uma escola particular - os resultados obtidos
foram reveladores frente ao despreparo em que se encontram. Pode-se notar que a
defasagem advinda dos anos iniciais de sua formagao nao foi suprimida, mesmo com
a oferta de cursos de nivelamento pela instituicao. O resultado foi bem abaixo do

esperado.
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4.1 Conclusao

Acreditamos que os resultados foram os esperados, a menos do grupo de alunos do curso
de Engenharia. Ou seja, para alunos do Ensino Médio da rede particular e da Olimpiada
de Matematica de Rio Preto, os resultados foram bastante satisfatérios, demonstrando a
viabilidade do uso deste trabalho como material de apoio no estudo da determinacao de
raizes de funcoes continuas. Os resultados insatisfatorios - alcancados pela grande maioria
dos alunos do Ensino Médio da rede publica - traduzem estudos recentes sobre os baixos
indices do aprendizado de Matematica por parte dos estudantes da rede publica. Nossa
surpresa foi com os alunos do curso de Engenharia. Vale observar um dado curioso: os
alunos do curso superior de Engenharia que participaram de nossa atividade sao em sua
quase totalidade alunos oriundos da rede piblica.

Enfim, acreditamos que o material elaborado nesta dissertacao podera contribuir na
formagao do professor do Ensino Médio e servira também para alunos que tenham interesse
pelo tema, ou pelo menos pelas aplicagoes possiveis a partir do tema. Nosso esforco neste

trabalho concentrou-se em dois propositos:

1. Propiciar no texto uma visao histérica e algébrica dos conjuntos numéricos usados
no Ensino Médio, valorizando as diferencas entre eles e argumentando a passagem

de um a outro.

2. Utilizar um tema que nao é proprio da grade dos alunos do Ensino Médio para testar
sua aplicabilidade, por se tratar de um assunto interessante, de facil compreensao e
com grande nimero de aplicagoes. Neste sentido, tentamos confeccionar um texto
explorando os conceitos da forma mais ingénua possivel, no sentido de mostrar os
elementos necessarios para que o texto seja auto-suficiente e com uma linguagem

que torna possivel sua leitura.



Apeéendice A

Ficha de Trabalho
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Nome:

Ficha de Trabalho

Idade:

| Escolaridade:

Motas:

1. Entenda por funcdo continua em um intervalo, a funcdo cujo trago da sua
representagdo grafica neste intervalo possa ser obtido sem que o objeto utilizado
| caneta, lapis etc...), seja removido do papel, ou seja, ndo haja “saltos” neste trago.

2. A fungdo assume valores positivos acima do eixo x e assume valores negativos
abaixo do eixo x.

3. Utilizando-nos de um sistema de coordenadas ortogonais, os pontos de interseccdo

do eixo x com o trago da fun¢do sdo os pontos onde a fun¢do assume o valor zero.

Teorema: Seja f:[a,b] — B uma fungdo continua. Suponha que fla)e f{H) tenham

sinais contrarios, entdo existira pelo menos um ¢ em [a , b] tal que f{c) = 0.

I. Dadaa funcdo:

Complete a tabela:

Atividades
f:[-55 —R
rr—x+2

X

—5

+3

+4

+5

x+ 2

Responda: E correto afirmar gue existe um ponto pertencente ao intervalo [—5, 5]
aonde afungdo assume o valor zero ? Justifigue.

Figura A.1: Ficha de Trabalho - Frente



ll.  Observe o grafico :

Embora a fungdo seja desconhecida é possivel estimar intervalos do dominio onde a
fungdo assume o valor zero 7 Justifique.

Mostre que a equagdo x7 — 4x 4+ 8 = 0, admite pelo menos uma raiz real. Sem
resolver a equagdo. Justifique.

Figura A.2: Ficha de Trabalho - Verso
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