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Resumo

O trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta para o ensino de alguns conceitos
de Geometria Analitica no Ensino Médio com uma abordagem vetorial. O aporte tedrico
deste trabalho ¢é a Teoria dos Registros de Representacao Semidtica, desenvolvida pelo
pesquisador francés Raymond Duval. Foi feito um breve levantamento dos conceitos de
Geometria Analitica e vetores para o Ensino Médio segundo a Base Nacional Comum
Curricular. As atividades foram propostas a partir do plano cartesiano, por meio de figuras
e graficos, com o intuito de desenvolvé-las mostrando para o leitor cada passo em que foram
feitos tratamentos e conversoes. Também sao apresentadas consideragoes sobre resolucao

de questoes considerando uma abordagem vetorial e uma abordagem nao vetorial.

Palavras-chaves: Geometria Analitica. Vetores. Registros de Representagao Semidtica.

Ensino Médio.






Abstract

The objective of this dissertation is to present a proposal for teaching some concepts of
Analytical Geometry in High School using a vector approach. The theoretical contribution
of this work is the Theory of Registers of Semiotic Representation, developed by the
French researcher Raymond Duval. A brief survey was made of the concepts of Analytical
Geometry and vectors for High School according to the National Common Curricular
Base. The activities were proposed from the Cartesian plan, through figures and graphs,
with the aim of developing them by showing the reader each step in which treatments
and conversions were carried out. Considerations are also presented on solving issues

considering a vector approach and a non-vector approach.

Keywords: Analytical Geometry. Vectors. Registers of Semiotic Representation. High
School.
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Introducao

A motivacao para o presente trabalho é fruto de um longo periodo de observagoes
em sala de aula por parte do autor, o qual atua hé vinte anos como docente de Matematica
para diversas séries de Ensino Fundamental II e Ensino Médio. Durante esse periodo,
observou que ensinar Geometria Analitica sempre foi um desafio, devido as dificuldades

em passar para os alunos conceitos abstratos que sao intrinsecos da disciplina.

Diante disso, surgiu a questao: como apresentar conceitos de Geometria Analitica

de maneira diferente da tradicionalmente abordada nos materiais didéticos?

A fim de responder este questionamento, o trabalho foi desenvolvido. Desta forma,
o objetivo principal é apresentar atividades que permitam o desenvolvimento de alguns

conceitos de Geometria Analitica para o Ensino Médio com uma abordagem vetorial.

Para isso, utilizamos como metodologia uma revisao da literatura, tais como artigos

cientificos, livros etc.

Como aporte tedrico, consideramos a Teoria dos Registros de Representacao Se-
miodtica, desenvolvida pelo francés Raymond Duval. Esta teoria estd relacionada aos
tratamentos e conversoes entre representagoes de objetos matematicos, o que pode ser

uma importante ferramenta no processo de ensino e aprendizagem de Matematica.

Nao é nossa pretensao apontar vantagens ou desvantagens de uma abordagem
em detrimento da outra, pois, embora sejam abordagens diferentes, ambas tém o mesmo
objetivo. Portanto, nosso intuito é fazer um contraponto entre duas maneiras diferentes de
se trabalhar Geometria Analitica no Ensino Médio: por meio de coordenadas cartesianas,

e por meio de vetores.

O trabalho estd organizado em quatro capitulos: o referencial teérico; a Base
Nacional Comum Curricular com relagao ao ensino de Geometria e vetores; os conceitos de
vetores necessarios para o desenvolvimento das atividades; e algumas atividades envolvendo

coordeandas cartesianas e vetores.

No primeiro capitulo, é apresentado o referencial teérico da pesquisa: a Teoria dos
Registros de Representacao Semidtica, desenvolvida pelo pesquisador francés Raymond
Duval. Duval desenvolveu suas pesquisas em psicologia cognitiva a partir da década de 70,
oferecendo importantes contribuicoes para a area de Educacao Matematica, foi pesquisador
do Instituto de Pesquisas sobre o Ensino de Matematica de Estrasburgo, Franca, de 1970
até 1995 (ALMEIDA; SILVA, 2018, p.704).

No segundo capitulo, é apresentada uma breve descricao da Base Nacional Comum

Curricular (BNCC) com relagao ao ensino de Geometria e de vetores. Buscamos as
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habilidades na area de Geometria que, segundo a BNCC, devem ser desenvolvidas no
Ensino Béasico. Também apresentamos consideracoes acerca do estudo de vetores no Ensino

Bésico segundo a BNCC.

No terceiro capitulo, s@o apresentados alguns conceitos, defini¢goes e operagoes com
vetores necessarios para o desenvolvimento das atividades propostas, tais como produto
escalar, projecao ortogonal, angulo entre dois vetores, soma de vetores, entre outras

defini¢oes e operagoes.

No quarto capitulo, sdo propostas quatro atividades de Geometria Analitica uti-
lizando duas abordagens distintas: primeiro com coordenadas cartesianas, e em seguida
por meio de vetores. A primeira atividade envolve o calculo da area de um tridngulo; a
segunda, o cédlculo da distancia de um ponto a uma reta; a terceira, o calculo do angulo
entre duas retas concorrentes; e a quarta, para determinar a colinearidade de trés pontos

distintos no plano cartesiano.

Finalmente, apresentamos breves comentarios sobre a relagdo existente entre as

atividades propostas e o referencial tedrico considerado.



1 Referencial Tedrico

Neste capitulo serd apresentado o referencial tedrico sobre a teoria dos Registros

de Representacao Semidtica segundo o pesquisador Raymond Duval.

Duval, filésofo, psicélogo e pesquisador francés desenvolveu grande parte de seus
estudos em Psicologia Cognitiva no Instituto de Pesquisa em Educagao Matematica de
Estrasburgo, na Franga, no periodo de 1970 a 1999. Duval mostrou, por meio de pesquisas

em Educagao Matematica, que o uso da semidtica pode apresentar resultados positivos
(ALMEIDA; SILVA, 2018, p.704).

E fato que a pesquisa de Raymond Duval teve como finalidade principal expor a
relevancia da semidtica para o estudo da Matemaética. Especificamente, os estudos do autor
enfatizam a necessidade de termos um ensino pautado nos Registros de Representacao
Semiotica para a melhoria do processo de ensino e aprendizagem de Matematica. Para o
autor, descrever, raciocinar e visualizar sao atividades que estao intrinsecamente ligadas
a utilizagdo de Registros de Representacdo Semidtica. Tarefas que desenvolvem essas

habilidades precisam ser trabalhadas com os alunos em sala de aula.

O fato de a teoria de Duval, nos tltimos anos, ter sido cada vez mais aprofundada
e, a0 mesmo tempo, os estudos em Educacao Matematica encontrarem nesse caminho um
respaldo para o estudo da complexidade do aprendizado tanto em Matematica quanto em
outras disciplinas de Ciéncias Exatas, levou-nos a adotar sua teoria como o referencial

tedrico para o presente trabalho.

Semidtica é a teoria geral e universal dos signos e das representagoes, que leva em
conta todas as formas e manifestacoes que assumem, linguisticas ou nao. A semiética é
a ciéncia cujo objeto de pesquisa é o estudo dos signos nos processos de significacdo na
natureza e na cultura (FLORES, 2006, p.8).

Para Duval, a Representagao Semiodtica no processo de ensino e aprendizagem de
Matemética estd principalmente ligada ao funcionamento cognitivo do aluno (ALMEIDA;
SILVA, 2018, p.704).

O funcionamento cognitivo envolve todos os processos que sao necessarios para que
o aluno perceba, selecione, processe e armazene determinada informagao. Sao atividades
de inteira importancia num complexo processo, como a leitura, por exemplo. Em especial,
em relagao a Matematica, seria como o aluno visualiza e interpreta os diversos simbolos

matematicos e consolida seu entendimento.

A teoria dos Registros de Representacao Semiotica esta ligada as representagoes e

registros dos objetos matematicos. Consequentemente, a compreensao e o entendimento dos
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diferentes registros de um mesmo objeto matematico pode ser uma importante ferramenta

no processo de ensino e aprendizagem de Matemaética.

Nao obstante, as representacoes em Matematica sao consideraveis, ja que os objetos
matematicos nao sdo acessiveis pela percepcao humana, estes s6 podem ser acessados por
meio de seus registros, sejam algébrico, grafico, geométrico, etc. Como no caso das fungoes.
Lembrando que um mesmo objeto mateméatico podera ter diferentes registros, dependendo

da necessidade e da finalidade de seu uso.

Para o caso do objeto matematico “funcao”, por exemplo, podemos ter um registro
em ligua natural (funcdo linear, fungao quadratica, etc), um registro grafico que neste caso

¢é o grafico da fungao ou ainda por meio de tabelas.

A contribui¢ado de Duval para o processo de ensino e aprendizagem de Matemaética
estd em apontar a necessidade de se usar mais de um registro semiotico para representar
um mesmo objeto matematico. Desse modo, é importante que o aluno seja capaz de

transitar entre diferentes representacoes (FLORES, 2006, p.4).

Permanecer num tnico registro de representacao significa tomar a repre-
sentagdo como sendo de fato o objeto matemadtico, por exemplo, f(z) = x
seria a fun¢@o, e ndo uma representacao do objeto matematico. Logo, para
nao confundir o objeto e o contetido de sua representacao é necessario
dispor de, ao menos, duas representagoes, de modo que estas duas devam
ser percebidas como representando o mesmo objeto. (FLORES, 2006,

p.4)

Considerar a existéncia de diversos registros de representacao, e também ter dominio
sobre as atividades de conversao e tratamento entre os registros, sao importantes para o

processo de compreensao dos objetos matematicos no ensino dessa ciéncia.

E exatamente essa visio de que o aluno deve ter acesso aos diferentes registros que
vai permitir e possibilitar a diferenciagdo entre o objeto matematico e sua representacao.
Percebe-se que o estudo de Duval com relacao aos Registros de Representagao Semidtica
para o aprendizado de Matematica mostra-se como uma importante ferramenta de pesquisa,

uma vez que tem como principal objetivo o desenvolvimeto cognitivo do aluno.

Esse entendimento significa, portanto, que compreender a criagao ou a emergéncia
deste modo de conhecer é de fundamental importancia para o processo de ensino e apren-
dizagem de Matematica. A base do estudo de Duval sobre os Registros de Representacao
Semiotica para o processo de ensino e aprendizagem de Mateméatica tem como fundamento
o pensamento moderno: um sujeito cognoscente, ou seja, um ser pensante que possui a
capacidade cognitiva de aprender; um objeto cognoscivel, isto é, aquilo que é passivel de
ser compreendido pelo sujeito cognoscente; e uma teoria dual dos signos, a representacao

do que ele significa (o significado) e aquilo a que ele se refere (o objeto) (FLORES, 2006,
p.2).



Para tanto, refletir sobre a instauracao da representacao enquanto regime de
pensamento que da aos objetos matematicos diferentes significados estabelece entre eles
o fundamento de uma relagdo binédria do signo (simbolo). Desse modo, é necessario
compreender a ligagdo entre o significado e o objeto para que assim possamos compreender

de forma clara a relagao entre os simbolos e o objeto matematico que eles representam.

Portanto, a representacao semiotica que foi desenvolvida por meio de sistemas
semidticos se constitui de conceitos, normas e codigos essenciais para as atividades do

pensamento.

No desenvolvimento dos saberes matematicos o termo "representacao’ocupa um
lugar de destaque, uma vez que os objetos matematicos s6 podem ser acessados por meio
de suas representacoes. Sabemos que a escrita, uma notagao, um simbolo representam um
objeto matemaético que é um ntmero, uma fun¢do, um vetor ou outro simbolo-objeto. E,
da mesma maneira, através do mesmo entendimento, verificamos que os tragados e figuras

também representam objetos matematicos como um segmento, um ponto, um circulo etc.

Nao obstante, as diversas representacoes semidticas de um objeto mate-
matico sdo absolutamente necessarias. De fato, os objetos matematicos
nao estao diretamente acessiveis a percepcao ou a experiéncia intuitiva
imediata, como sdo os objetos comumente ditos “reais” ou “fisicos”. E
preciso, portanto, dar representantes. E por outro lado, a possibilidade de
efetuar tratamentos sobre os objetos matematicos depende diretamente
do sistema de representacao semidtico utilizado. Basta considerar o caso
do célculo numérico para se convencer disso: os procedimentos, o seu
custo, dependem do sistema de escrita escolhido. As representagoes se-
miodticas desempenham um papel fundamental na atividade matemaética.
(MORETTI, 2012, p.268)

As modificagdes que transformam uma representacdo em outra representagao se-
miodtica estdo na existéncia da atividade Matematica. As dificuldades dos alunos para
entenderem a Matematica podem ser devido as diferencas e complexidades dessas modifi-
cacoes. Para desmistificar essa complexidade, as representacoes semioticas precisam ser
estudadas, nao por meio dos objetos ou dos conceitos matematicos que eles demonstram,
mas por meio do funcionamento representacional que é préprio do registro no qual sao

produzidas.

Essa perspectiva nos leva a uma concepc¢ao de que o pensamento cognitivo ma-
tematico, a priori, mostra que a apreensao dos objetos mateméaticos nao pode ser mais
do que uma apreensao conceitual, portanto, as representacoes semidticas podem ser uma
possibilidade de tornar menos complexas as tarefas nas quais os alunos precisam manipular

diversas representacoes de diferentes objetos matematicos.

Portanto, quando nao ha uma compreensao clara das diversas representacoes dos
objetos matematicos é possivel que ocorra confusoes, por parte dos alunos, no momento em

que eles precisam transitar entre os diferentes registros de um mesmo objeto matematico.
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Por exemplo, no estudo de vetores é muito comum os alunos apresentarem dificuldades
para diferenciar o objeto matematico vetor de um ponto no espaco. Este fato pode, de
certa forma, trazer algumas dificuldades no momento em que houver a necessidade de

fazer conversoes entre os diferentes registros dos objetos matematicos.

Além disso, também torna possivel separar, na analise da resolugdo de um exercicio
de matematica, dois tipos de conceitos que andam juntos e se completam: o tratamento e
a conversao. Consequentemente, isso ainda torna possivel entender porque a compreensao
dos objetos e dos conceitos em Matemaética se inicia somente quando o individuo é capaz de

processar espontanecamente mais de um registro de representacao para um mesmo objeto.

O professor, por outro lado, sabendo que esses dois registros de representacao
precisam ser desenvolvidos para que ocorra o processo de ensino e aprendizagem deve ter

o dominio dos diversos registros de representacao semiética.

Duval define semiose como a apreensao ou a producido de uma representacao
semiotica. E define noesis como a apreensao conceitual de um objeto. E, devido aos estudos

de Duval, concluimos que os conceitos de noesis e semiose sao inseparaveis.

Segundo Duval para que ocorra o processo de ensino e aprendizagem de Matema-

tica é necessario, pelo menos, a utilizagao simultanea de duas representacoes diferentes
(MORETTI, 2012, p.270).

Particularmente, a semiose, que é o proprio conceito de representacao semidtica, ja

esta sendo a base crucial de outros estudos que nao somente a Matematica.

Os diversos estudos de Duval focaram em um mesmo objeto, e demonstraram
conclusoes interessantes sendo que a principal delas nao esta relacionada com as dificuldades
dos alunos na compreensao e uso das representacdes, mas em um fenémeno que ficou
evidente e cuja caracteristica crucial estd exatamente na conversao das representagoes
semidticas (MORETTI, 2012, p. 276).

Na préxima secao, abordaremos os conceitos de signo e representagoes. A estrutura
de Duval enfatiza a importancia de entender os diferentes tipos de signos usados nas
representacoes matematicas, bem como as maneiras pelas quais eles estao interconectados
e podem ser manipulados. Ao analisar os problemas matematicos sob a perspectiva de
Duval, podemos obter uma compreensao mais profunda da estrutura e do significado dos
conceitos matematicos e desenvolver estratégias de ensino mais eficazes para ajudar os

alunos a dominar esses conceitos.

1.1 Signos e representacoes

Segundo Duval, os simbolos matematicos nao sao apenas signos arbitrarios, mas

carregam uma complexa rede de significados determinada pelo contexto em que sao usados.
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Isso significa que o mesmo simbolo pode ter significados diferentes dependendo do contexto

em que ¢ usado. Duval argumenta que a compreensao desse contexto é crucial para a
comunicagao eficaz de conceitos e ideias mateméticas (ALMEIDA; SILVA, 2018, p.705).

1.1.1 Signos

Com alguns exemplos na matemadtica, Duval pondera que os signos
correspondem as coisas pelas quais é preciso comegar para dar um sentido
a algo. As representagdes, por sua vez, expressam esse sentido e revelam
a interpretagdo que os intérpretes dao para esse signo. A partir dessa
discussao, Duval passa a considerar uma outra linha diviséria: a que
distingue as representagdes semioticas e as representa¢des nao semioticas.
(ALMEIDA; SILVA, 2018, p.705)

Segundo Duval, signos sao unidades elementares de sentido, ou seja, sdo as pequenas

partes que compoe as representacoes dos objetos matematicos, como expressoes numéricas,
algébricas etc. (ALMEIDA; SILVA, 2018, p.698).

Sob este ponto de vista a complexidade inerente a discussdo da con-
tribuicdo da semidtica para a Educagdo Matematica nao ignora que a
comunicacao e a construcao de significados em ambientes educacionais
estao sempre entrelagadas e sdo mediadas por signos. (ALMEIDA; SILVA
2018, p.698)

Por exemplo, na sentenca matematica 2+ 5 = 7, os simbolos 2, +, 5, =, 7 sao signos,

enquanto a sentenca como um todo é uma representacao numérica.

1.1.2 Representacoes

Segundo Duval, os Registros de Representacao Semidtica devem ocorrer pautados

no seguinte tripé: Formagao, Tratamento e Conversao (MORETTI, 2012, p.272).

A conversdo é uma atividade cognitiva diferente e independente do tra-
tamento. Isto pode facilmente ser observado na seguinte situacdo muito
simples: o calculo numérico. Alunos podem, muito bem, efetuar a adi¢ao
de dois niimeros com sua expressao decimal e com sua expressao fraciond-
ria e podem nao pensar em converter, se isto for necessario, a expressao
decimal de um niimero em sua expressao fraciondria (e reciprocamente),
ou mesmo nao conseguir efetuar a conversio. (MORETTI, 2012, p.273)

Por Formagao, Tratamento e Conversecao entende-se que:

o Formacao: Define-se como formacao de registros de representacao semiotica as

regras e caracteristicas do conteido envolvido. Por exemplo:

20 +3=9

é uma representagao na forma algébrica.



8 Capitulo 1. Referencial Teorico

o Tratamento: O tratamento ocorre quando a formacgao de um registro é representada

de outra forma, porém no mesmo registro. Por exemplo:
2r4+3=9 = x=3
sao duas representacoes diferentes em um mesmo registro.

« Conversao: A conversao de uma representacao é uma transformacao que ocorre
entre registros diferentes. Por exemplo, uma funcao quadratica pode ser escrita
da forma f(z) = ax?® + bx + ¢ ou representada através de seu grafico, que é uma
parabola. Ou seja, sao dois registros diferentes, mas que representam o mesmo objeto
matematico. O processo de conversao, que envolve a tradugdo de mensagens de um
registro para outro e os desafios e complexidades que podem surgir durante esse
processo, ¢ o ponto de encontro com uma nova abordagem do ensino de matematica

em sala de aula.

Na Figura 1 é mostrada a representacao algébrica de uma funcdo quadratrica e sua

representacao geométrica apds um processo de conversao.

Figura 1 — Exemplo de tratamento e conversao de uma fun¢do quadratica.

Registro algébrico Registro grafico

(—Aﬁ
Tratamento Conversao
X4
fl) =22 +4x+1 flx)=(x+2)*-3 * +
Yy

Fonte: O proprio autor.

Segundo Duval, o significado de um simbolo ou expressao matematica é determinado
nao apenas por sua estrutura formal, mas também pelo contexto em que é usado. Isso
significa que o mesmo simbolo pode ter significados diferentes dependendo do contexto em
que é usado. Por exemplo, um simbolo (letra “x”) pode representar uma variavel em um
contexto (z), e também pode representar uma operagao de multiplicagido em outro contexto
(x). A teoria da semidtica tem implicagoes importantes para a Educagdo Matemaética,
pois, ao enfatizar a importancia do contexto e do significado na representagao Matematica,

a teoria de Duval pode contribuir para que os professores tenham uma forma alternativa
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na comunicagao dos conceitos matematicos com seus alunos. Também pode ajudar os
alunos a compreenderem melhor a linguagem Matematica, permitindo-lhes a compreensao
de conceitos abstratos e complexos que fazem parte do processo de ensino e aprendizagem
de Matematica.

No contexto de sua teoria, Duval propoe trés tipos de atividades:

o A apreensao e compreensao das representagoes semioticas;
e O tratamento préprio de uma certa categoria de registros;

o A producao e representagao de objetos complexos.

Ao examinar esses trés aspectos-chaves dos Registros de Representacao Semiotica,
podemos obter uma compreensao de como abordar os contetidos em sala de aula e dos

muitos fatores que influenciam as maneiras pelas quais os alunos interpretam.

Acreditamos que a compreensao dos fundamentos desse sistema pode colaborar na
formagao inicial e continuada do professor de Matematica, oferecendo-lhe os instrumentos
necessarios para chegar a um de seus objetivos que ¢é ensinar aos alunos um modo mais
efetivo de raciocinar, processar e desenvolver os conhecimentos. A teoria de Duval se opoe
a uma formacao docente centrada na racionalidade técnica, focando no desenvolvimento

da relagdo do professor com o saber matematico.
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2 Proposta da BNCC para o ensino de Geo-

metria no Ensino Basico

O Ministério da Educagdo (MEC) consolidou a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), documento amplo que surgiu da necessidade de estruturar o Ensino Bésico e
orientar os rumos da Educac¢ao Béasica em todo o pais, tornando-se um documento plural
e contemporaneo que todas as institui¢oes de ensino brasileiras devem seguir como uma
referéncia comum e obrigatoria. A obrigatoriedade promove a qualidade, a equidade, e a

nao discriminagdo do ensino no Brasil (BRASIL, 2018).

Isto significa que

Assumir uma visao plural, singular e integral da crianca, do adolescente,
do jovem e do adulto -— considerando-os como sujeitos de aprendizagem —
e promover uma educagao voltada ao seu acolhimento, reconhecimento e
desenvolvimento pleno, nas suas singularidades e diversidades. Além disso,
a escola, como espaco de aprendizagem e de democracia inclusiva, deve
se fortalecer na pratica coercitiva de ndo discriminacdo, ndo preconceito
e respeito as diferengas e diversidades. (BRASIL, 2018)

A BNCC incorpora varias mudangas em relagao ao curriculo do Ensino Bésico.
Além disso, propoe o desenvolvimento de competéncias e habilidades especificas pelos
alunos com o prop¢sito de contribuir para a formacao de cidadaos que possuam capacidade

analitica, critica e reflexiva, além de contribuir para a formacao geral dos estudantes.

Na BNCC de Matematica, as habilidades estao organizadas segundo unidades
de conhecimento da proépria area, sao elas: Ntimeros, Algebra, Geometria, Grandezas e
Medidas, Probabilidade e Estatistica.

O foco de estudo do presente trabalho é a area de Geometria.

2.1 Habilidades especificas da Geometria na BNCC

A BNCC em seu texto elenca uma série de habilidades que os estudantes devem
desenvolver durante o periodo de sua vida escolar. Em particular, na area de Geometria,

espera-se que os alunos desenvolvam as seguintes habilidades:

(EM13MAT103) Interpretar e compreender textos cientificos ou divul-
gados pelas midias, que empregam unidades de medida de diferentes
grandezas e as conversoes possiveis entre elas, adotadas ou nao pelo
Sistema Internacional (SI), como as de armazenamento e velocidade de
transferéncia de dados, ligadas aos avangos tecnoldgicos.
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(EM13MAT201) Propor ou participar de agoes adequadas as demandas
da regido, preferencialmente para sua comunidade, envolvendo medig¢oes
e calculos de perimetro, de area, de volume, de capacidade ou de massa.

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida
da area de uma superficie (reconfiguragoes, aproximagao por cortes etc.)
e deduzir expressoes de cdlculo para aplica-las em situagoes reais (como
o remanejamento e a distribui¢do de plantagdes, entre outros), com ou
sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT105) Utilizar as nogoes de transformacoes isométricas (transla-
¢ao, reflexdio, rotagdo e composicoes destas) e transformagdes homotéticas
para construir figuras e analisar elementos da natureza e diferentes pro-
dugdes humanas (fractais, construgdes civis, obras de arte, entre outras).

(EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e
do cosseno ou as nogoes de congruéncia e semelhanca, para resolver e
elaborar problemas que envolvem tridngulos, em variados contextos.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo
de areas totais e de volumes de prismas, pirdmides e corpos redondos em
situagoes reais (como o cdlculo do gasto de material para revestimento
ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composicoes dos solidos
estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT504) Investigar processos de obtencio da medida do volume
de prismas, pirdmides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri,
para a obtencao das férmulas de cdlculo da medida do volume dessas
figuras.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com
ou sem apoio de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a
respeito dos tipos ou composicao de poligonos que podem ser utilizados
em ladrilhamento, generalizando padrées observados.

(EM13MAT506) Representar graficamente a variacdo da drea e do pe-
rimetro de um poligono regular quando os comprimentos de seus lados
variam, analisando e classificando as fungoes envolvidas.

(EM13MAT509) Investigar a deformagio de dngulos e reas provocada
pelas diferentes projegoes usadas em cartografia (como a cilindrica e a
cdnica), com ou sem suporte de tecnologia digital. (BRASIL, 2018)

Segundo a BNCC, aperfeicoar as competéncias derivadas do pensamento geomé-
trico é fundamentel para o desenvolvimento dos estudantes, para que tenham nocao de

localizagao, area, espaco, volume, profundidade etc.

Em relagdo ao pensamento geométrico, eles [alunos] desenvolvem habili-
dades para interpretar e representar a localizacao e o deslocamento de
uma figura no plano cartesiano, identificar transformacoes isométricas e
produzir ampliacoes e reducoes de figuras. Além disso, sao solicitados
a formular e resolver problemas em contextos diversos, aplicando os
conceitos de congruéncia e semelhanca. (BRASIL, 2018, p.517)

2.2 Consideracoes acerca do ensino de vetores segundo a BNCC

A BNCC nao trata diretamente do ensino de vetores no curriculo de Matemética
do Ensino Basico, pelo menos nao de forma explicita. Portanto, ¢ um grande desafio para

os professores utilizarem o objeto matematico vetor no ensino de Geometria.
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Acreditamos que o uso de vetores no ensino de Geometria seria bastante util
e poderia trazer um ganho para o processo de ensino e aprendizagem desta area da

Matemaéatica.

Buscaremos, a partir daqui, abordar uma articulagao das habilidades de Geometria

propostas na BNCC e o referencial tedrico apresentado no Capitulo 1.

Acreditamos que o ensino de Matematica, em particular de Geometria, tendo
como respaldo a teoria dos Registros de Representacao Semidtica, permitiria obter bons
resultados no processo de ensino e aprendizagem de Matematica. Isso implica em elaborar
atividades matematicas que permitam estimular a curiosidade e o interesse do aluno. A
proposta é abordar o contetido proposto pela BNCC de tal modo que o aluno possa desen-
volver habilidades como planejar agoes, projetar solugoes, atribuir conceitos, interpretar e

raciocinar.

Mostrar a relacao entre teoria e pratica pode ser uma estratégia importante na
busca de alcancar o que esta proposto na BNCC. Afinal, a diversidade proposta pelas
atividades praticas pode gerar outras formas de representagao, e nao somente os objetos
do modo como ja sao conhecidos na Geometria, da forma como é comumente abordada no

Ensino Bésico.

A conversao dos registros da linguagem algébrica para linguagem geométrica pode
ser um grande obstaculo a ser enfrentado por alunos e professores, por exemplo, quando
os alunos precisam relacionar a representagao algébrica de uma fungdo com sua respectiva

representacao geométrica e vice-versa.

Por fim, com base na Teoria dos Registros de Representagao Semidtica, pode-
remos desenvolver algumas atividades matematicas em Geometria que possibilitem o
aluno articular diversos registros de representagao relacionado as atividades de leitura e

interpretacao.
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3 Conceitos preliminares

Neste capitulo serao apresentados alguns conceitos necesséarios para o desenvolvi-
mento das atividades propostas no Capitulo 4. Para isso, tomamos como referéncia os
livros de Camargo e Boulos (2005), Delgado, Fresnel e Crissaff (2013) e Winterle (2000).

3.1 Tratamento geométrico

3.1.1 Definicdo de vetor

Dados dois pontos A e B, definimos o vetor @ como o segmento de reta orientado

que tem como origem o ponto A e extremidade o ponto B.

Dizemos que o segmento orientado AB é um representante de uma familia de
segmentos orientados e paralelos entre si, como ilustrado na Figura 2. Portanto, qualquer
outro segmento com o mesmo comprimento, mesma direcdo e mesmo sentido de AB
também representa o mesmo vetor E , ou seja, qualquer ponto do espago pode ser origem
de um representante de ﬁ :

Figura 2 — Ilustragdo de uma familia de segmentos de retas orientados de mesma diregao,
mesmo comprimento e mesmo sentido.

s

Fonte: O proéprio autor.
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Costumamos representar um vetor por uma letra mintiscula, por exemplo, v = Ag.

Complementando a defini¢ao, temos ainda que:

« Dois vetores @ e U sdo paralelos, 7/ / 7, se possuem a mesma direcao, como

ilustrado na Figura 3.

Figura 3 — Ilustracao de dois vetores ded paralelos entre si.

=
i

Fonte: O proéprio autor.

« Dois vetores @ e ¥ sdo iguais, U = 7, se possuem mesmo comprimento, mesma

direcao e mesmo sentido, como ilustrado na Figura 4.

Figura 4 — Ilustragao de dois vetores 7 e U de mesmo comprimento, mesma diregao e
mesmo sentido.

e
i
=
o
e
.

Fonte: O proéprio autor.

« Dois vetores @ e U sdo ortogonais, 7J_7, se algum representante de U formar um

s
angulo igual a 5 rad com algum representante de 7, como ilustrado na Figura 5.
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Figura 5 — Ilustracao de dois vetores ded ortogonais.

Fonte: O proéprio autor.

3.1.2 Operacdes com vetores
3.1.2.1 Adicdo de vetores

Sejam os vetores U = 1@ eV = B? Definimos o vetor soma @ + ¥ como o

segmento orientado de origem A e extremidade C, como ilustrado na Figura 6, isto é:

U+ =AB+BC = AC.

Figura 6 — Ilustracao do vetor U+

Fonte: O proprio autor.

3.1.2.2 Multiplicacdo de nimero real por vetor

Sejam U e k um vetor e um ndmero real, respectivamente. Definimos o produto

de k por U o vetor kﬁ, como ilustrado na Figura 7.
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— — , . ,
Note que, se £k =0 ou U =0 , entao ki = 0. Além disso, o vetor ki é paralelo
a 7, de modo que se k£ > 0, entao k7 terd o mesmo sentido de 7, e se k < 0, sentido

oposto.

-
Observe que o vetor nulo 0 é paralelo a qualquer vetor.

Figura 7 — Ilustracao dos vetores U e k.

Fonte: O proéprio autor.

3.1.2.3 Produto escalar

Sejam W e U vetores ndo nulos e = (W, V') o angulo entre eles. Definimos o

produto escalar de U por o como o nimero real dado por:

U - = || |||V cos 6. (3.1)

Para uma ilustragao geométrica do produto escalar, observe a Figura 8, na qual

estdo representados os vetores W, ¥ e o angulo 6 = Z(, 7).

Figura 8 — Ilustracio dos vetores @, ¥ e o angulo # = Z(W, ¥) entre eles.

Fonte: O proéprio autor.
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3.1.3 Qutras definicGes
3.1.3.1 Norma de um vetor

Sejam A e B dois pontos e U = E . Definimos a norma de @ como o comprimento

do segmento de reta AB. Indicamos a norma de @ por |||

3.1.3.2  Angulo entre dois vetores

O angulo entre dois vetores 2 e ¥ ndo nulos ¢ definido como o angulo « formado
—
pelas semirretas OA e OB, em que @ = OAde ¥ = O?, com 0 < a < 7, como ilustrado

na Figura 9.

Figura 9 — Ilustracao dos vetores o e 7, das semirretas OA, OB e do angulo a.

B

Fonte: O proéprio autor.

3.1.3.3 Vetor diretor de uma reta

Sejam r uma reta, 7 um vetor no plano cartesiano, e A e B dois pontos distintos

de r, entao U é um vetor diretor de r se, e somente se, existir um numero real k, tal que:

AL = k.

Ou seja, qualquer vetor paralelo a E é também um vetor diretor de r, como

ilustrado na Figura 10.
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Figura 10 — Ilustracao dos pontos A e B, e do vetor diretor U daretar no plano cartesiano.

Fonte: O proéprio autor.

3.1.3.4 Projecao ortogonal

. . - . .
Sejam W e U vetores no plano cartesiano com ¥ # 0. Definimos a projecio

ortogonal de U sobre ¥ como o vetor Projz , tal que:

w-
Projs U = ( GiE ) 7. (3.2)

Para verificarmos a equacao (3.2), considere a Figura 11, na qual estao ilustrados
os vetores W, v e & = Projy .
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Figura 11 — Ilustracao dos vetores 7, Ve para verificagdo da equagao (3.2), sendo w
a projecao ortogonal de U sobre .

Fonte: O proéprio autor.

Os vetores W e U sao paralelos, logo existe um numero real k tal que W=k,

Além disso, @ é ortogonal a o, ou seja, qd-V = 0, e como ad=1- ﬁ, temos:
(U -u)- V=0 = (d—-kv) V=0,

donde obtemos:

- 327-7

k= .
wr ik

3.2 Tratamento algébrico

3.2.1 Definicao de vetor

Considere o ponto P = (zp,yp) € 0 vetor 7 1o plano cartesiano como ilustrado

na Figura 12.

O ponto P ¢ a extremidade do vetor 7 e 0s nimeros reais Tp e yp sao as coordenadas
de « no plano cartesiano, chamadas componentes de , logo o vetor 0 pOssui expressao

analitica dada por um par ordenado de ntimeros reais:

7 = (l‘p,yp).
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Figura 12 — Ilustragao do vetor 7 e do ponto P no plano cartesiano.

YP[m = =

I ——

Fonte: O proéprio autor.

Dizemos que dois vetores @ = (24, y,) ¢ U = (24, 4,) N0 plano cartesiano sao

iguais, U = 7, se, e somente se, T, = Ty, € Yy = Yy-

Podemos, ainda, definir vetor por dois pontos. Sejam O = (2o, y0), A = (xa,ya) €
B = (xp,yg) pontos no plano cartesiano, como ilustrado na Figura 13. Vamos determinar

o vetor ﬁ , cuja origem é o ponto A e extremidade é o ponto B.

Da defini¢do de adigao de vetores, temos:
OA+AB=0B = AB=0B+(-0A).
Segue que:

AB = (x5 — 20,yB — Yo) + (xo — Ta,Yo — ya) = (¥ — Ta, Y — Ya). (3.3)
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——
Figura 13 — Ilustracao dos vetores OA, O? e 1@ no plano cartesiano.

Fonte: O proéprio autor.

3.2.2 QOperacdes com vetores
3.2.2.1 Adicao de vetores

Sejam U = (Zy,yu) € U = (&, 1) dois vetores no plano cartesiano. Definimos o

vetor soma @ + U da seguinte maneira:

como ilustrado na Figura 14.
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Figura 14 — Tlustracao dos vetores 7, 7 e do vetor soma ¥ + U no plano cartesiano.

Yu + Yv]

Yu

y T

Fonte: O proéprio autor.

3.2.2.2 Multiplicacdo de nimero real por vetor

Sejam U = (Tw,yu) € k um vetor no plano cartesinao e um nimero real, res-
pectivamente. A multiplicacdo do niimero real k pelo vetor U é definida da seguinte

maneira;:

kU = (k 2,k y),
como ilustrado na Figura 15.

Logo, para multiplicarmos um nimero real £ por um vetor u, multiplicamos cada

componente de 0 por este niimero.
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Figura 15 — Ilustracao dos vetores U e kU no plano cartesiano.

kyu - - - - - - - - -

Yut - - — —

=HE - = = — -
{ =
=
o3
=
by

Fonte: O proéprio autor.

3.2.2.3 Produto escalar

Sejam U = (Tu, yu) € v = (x4, yy) vetores no plano cartesiano. Chamamos produto

escalar de o por o o nimero real U - 7, tal que:

UV = 20Ty + Yulo. (3.5)

Para verificarmos a equagao (3.5), considere a Figura 16, na qual estao ilustrados

os vetores 7, 7, o angulo 0 entre eles.
Temos:
@27—7:(1’@—1’&%—%)-
Aplicando o teorema da lei dos cossenos, obtemos:
1T = =171+ [ )° = 21| cos 6

= 2T cos 6 =|V|*+ ||~V - 7|
= (23 +y5) + (@b +yb) — ((z@ — 2p)* + (Yo — yr)?)
= 2($Q1’p+yQyp).

Donde obtemos:
I TN cos O = zozp + yoyp. (3.6)

Por fim, comparando as equagoes (3.1) com (3.6), obtemos a equagao (3.5).
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Figura 16 — Ilustracao dos vetores 7, 7, do angulo 6 entre eles e de suas respectivas
coordenadas para a verificagdo da equacao (3.5).

YQr - - - - - ¢

I
I
I
R A

L1

Fonte: O proéprio autor.

3.2.3 Qutras definicoes
3.2.3.1 Norma de um vetor

Seja 0 = (4, yu) um vetor no plano cartesiano tal que U = 1@ , como ilustrado

na Figura 17. Definimos a norma de W como a distancia entre os pontos A e B, ou seja

17| = d(A, B) = /(x5 — £4) + (5 — ya)? = /(22)? + ()2 (3.7)
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Figura 17 — Ilustracao do vetor U e dos pontos A e B no plano catesiano.

Fonte: O proprio autor.

3.2.3.2 Angulo de dois vetores

Sejam U e U vetores nao nulos, aplicando a equagao (3.1), obtemos o angulo 0

entre 7 e 7

0038:<7.7> = H:arccos<7'7> com 0<6<m.
Iedllcdl ) -

Note que, se W - =0, entdo 6 = g

3.2.3.3 Vetor diretor de uma reta

Sejam r e U = (%4, ¥,) uma reta e um vetor no plano cartesiano, respectivamente.
Sejam A = (z4,y4) ¢ B = (zp,yp) pontos distintos de r, como ilustrado na Figura 18.
Dizemos que W é um vetor diretor da reta r se, e somente se, existir um nimero real k,

tal que:
fﬁ = (rp —Ta,YB —Ya) = K = (k Tuy k Yu)-
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Figura 18 — Tlustragao do vetor diretor U daretar e dos pontos A e B no plano cartesiano.

Fonte: O proéprio autor.

3.2.3.4 Projecdo ortogonal

: . —
Sejam U = (&u,yu) ¢ U = (24,4,) vetores no plano cartesiano com o # 0.

Definimos a projecio ortogonal de & sobre ¥ como o vetor Projz @ = k0 = (kxy, k),

em que k£ ¢ um numero real dado por:

k= W“—% (3.8)

()2 + (y0)°

Para verificarmos a equagao (3.8), considere a Figura 19, na qual estao ilustrados

os vetores 7, 7, suas respectivas componentes, e o vetor W = Projz .

De modo analogo ao que foi feito na Subsecao 3.1.3.4, obtemos:

(0 -0)-T=0 = (d—-kv¥) T=0 = U-T—k7|*?=0 (3.9

Substituindo as componentes de 7 eV na equagao (3.9), obtemos:

(TuTy + Yuls) — k;(x% + yg) =0. (3.10)

Isolando k na equagao (3.10), obtemos a equacao (3.8).
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Figura 19 — Ilustracao dos vetores 7, 7 e W no plano cartesiano, sendo w projecao
ortogonal de W sobre .

Yut — - - —

|
|
I
YWwi---f-+-FY-———-—-—-—----
E |
|
|
|

o3
{ >
R
=
=

Fonte: O proprio autor.






31

4 Proposta de atividades

Neste capitulo apresentaremos algumas atividades de Geometria Analitica utili-
zando duas abordagens com base no Referencial Tedrico, sao elas: utilizando coordenadas
cartesianas no plano, e utilizando vetores. Para isso, tomamos como base os livros de lezzi
(2011), Bucchi (2000), Winterle (2000) e Delgado, Fresnel e Crissaff (2013).

4.1 Area de um triangulo

Nesta atividade mostraremos como calcular a area de um tridangulo no plano

cartesiano.

4.1.1 Utilizando coordenadas

Primeiramente, vamos abordar como calcular a drea de um triangulo a partir das
coordenadas de seus vértices. Para isso, considere a Figura 20, na qual é apresentado
um tridngulo de vértices ABC, cujas coordenadas dos vértices sdo, respectivamente,

A= (za,y4), B=(v5,y5) e C = (z¢,yc).

Faremos, primeiramente, uma conversao do registro grafico do retangulo CDEF
e do triangulo ABC para o registro algébrico a partir das coordenadas de seus vértices
e, em seguida, por meio de tratamentos algébricos, determinarmos uma férmula para o

calculo da area do triangulo ABC.

Observando a Figura 20, temos que a area do tridngulo ABC' é igual a area
do retangulo CDEF menos as areas dos triangulos ABE, ACF e BCD. Por meio de

tratamentos algébricos calculemos essas areas.

(i) Célculo da area Ag do retdngulo CDEF, cujos vértices sdo os pontos C(z¢, yc),

D(xDayD)7 E(anyE>a F(xF’yF>:
Ar = (10 — JfA)~(yB - ?Jc) =ZcYB — ToYc — TAYB + TalYc-

(ii) Célculo da area A; do tridngulo ACF, cujos vértices sdo os pontos A(xa,ya),

C(zc,yc), F(xa,yo):

1 1
A= 5(% —a)(ya — yc) = 5(3703/A — Teyo — Taya + Tayo)-

(iii) Calculo da area A, do triAngulo ABE, cujos vértices sao os pontos A(za,ya),

B(xp,yp), E(Ta,yp):

1 1

Ay = §($B —2a)(yp — ya) = §($B?JB —TBYA — LaYp + Taya)-
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Figura 20 — Ilustragdo de um triangulo ABC' inscrito em um retangulo CDFEF para o
calculo de sua area por meio de suas coordenadas cartesianas.

E B D
Yys =¥ =Yoo —
I
I
A |
l
:'{ o — I
Yo =Ur o 1 C
| I I
1 . . 1 . 1 . ,
Ta=%Tp=2Ig rg Lo —=xpn &

Fonte: O proprio autor.

(iv) Céleulo da drea Az do triangulo BCD, cujos vértices sao os pontos B(xp,yp),
C(-’IJC, yC)a D(:CC’ yB):

1

1
Az = 5(930 — )y — yc) = §($cy3 — TcyYo — TBYB + TBYC).

(v) Célculo da drea A do tridngulo ABC, cujos vértices sdo os pontos A(za,ya),

B<$B,y3) C(Q:CayC):

A :AR—<A1+A2+A3)
=TcYp — TcYc — TAYB T TaYc+
1

—5(-230?/,4 — ToYo — Taya + Taye)+
1
—§($B?JB — TYA — TaYp + TaYa)+
1
—5(90093 — ToYo — TpYB + TpYC)
1
= 5(3301/3 + ZaYc + TpYA — TAYB — TeYa — TBYC)-

Apébs uma conversao do registro algébrico para o registro matricial, podemos
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verificar que a ultima expressao entre parénteses equivale ao médulo do determinante:

Ta ya 1
D=det| zp yp 1

Y

e yo 1

ou seja, a area A do tridngulo ABC' é dada por:

A= ;|D|. (4.1)

4.1.2 Utilizando vetores

Faremos o cédlculo da area de um tridngulo ABC utilizando vetores. Para isso,
considere a Figura 21, na qual é apresentado um triangulo ABC', cujo vetor E éa
projecao ortogonal do vetor zﬁ sobre o vetor z@, logo o vetor ﬁ é perpendicular ao
vetor AC , de modo que a norma Hﬁgﬂ ¢ a altura do tridngulo ABC relativa ao lado AC.

Primeiramente faremos uma conversao do registro grafico para o registro algébrico

dos vetores 5§, /@, 1@ e @

Figura 21 — Ilustracao dos vetores 1@ , 1@ , ﬁ e lﬁ no plano cartesiano para o calculo
da area do tridngulo ABC.

Fonte: O proéprio autor.

Note que:

DB = AB — AD.
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Segue que a area A do tridngulo ABC pode ser determinada por:

A = |DB |AC|
= - |4B — 4D |AC),

sendo o vetor E a projecao ortogonal de f@ sobre f@, ou seja:

AB - AC
E:W,@.

Apods alguns tratamentos algébricos chegamos a férmula que nos permite calcular a

area A do triangulo ABC' por meio de vetores:

AB - AC
AB — W@H 1AC. (4.2)

A=l
2

4.1.3 Exemplo

Faremos uma questao adaptada do vestibular da Pontificia Universidade Catoélica
do Rio de Janeiro (PUC-RJ) do ano de 2016".

Questao (PUC-RJ - 2016 - Adaptada): Sejam os pontos A(0,0) e B(3,4). Sabemos
que a drea do triangulo ABC € igual a 4 unidades de drea e que o vértice C' pertence a

reta r de equagdo v : x +y = 2. Determine as coordenadas do ponto C.

Resolugao com coordenadas:

Na Figura 22 esta representada uma conversao do registro algébrico para o registro
gréfico do triangulo ABC' cujos vértices sao os pontos A = (0,0), B = (3,4) e C' = (z,2—x),
pois C' pertence a reta x +y = 2.

Fazendo uma conversao dos registros algébricos para o registro matricial dos pontos

A, B e C e aplicando a equagao (4.1), ap6s efetuarmos alguns tratamentos algébricos,

obtemos a area A do triangulo ABC"

] 0 0 1 .
A:§ det| 3 4 1 :§|6—7x|.
r 2—z 1

Do enunciado, temos que o triangulo ABC possui 4 unidades de area, ou seja:

1
5’6—7:B|:4 = 6—-Tz/]=8 = 6—-Tr=8 ou 6—7r=-8

1 Fonte: Hexag Vestibulares: Estudo Orientado, Apostila 6.



4.1. Area de um triangulo 35

Figura 22 — Tlustracdo de um possivel tridngulo ABC' e reta r no plano cartesiano para
resolucao do Exemplo 4.1.3.

[4(0,0) \ — &

Fonte: O proéprio autor.

Resolvendo as duas tltimas equacoes, obtemos:

ou x=2.

E, portanto, o ponto C' tem as seguintes coordenadas:

2 16
C=(2.0 o= (-=2).
(2,0) ou (7’7)

Resolucao com vetores:

Na Figura 23 temos a representacao grafica dos vetores ﬁ, 1@, ﬁ e ﬁ
Apo6s uma conversao do registro grafico para o registro algébrico, obtemos: B = (3,4),

1@ = (x,2 — x), uma vez que o ponto C pertence a reta r: = +y = 2.
Sendo o vetor E a projecao ortogonal de /@ sobre E , apos alguns tratamentos

algébricos, obtemos:

ﬁ:ﬁ'fﬁ:%(%—%,?ﬁ—@).

Aplicando a equagao (4.2) e efetuando tratamentos algébricos obtemos a area A
do triangulo ABC:

1

A= —
10

(4(7x — 6))2 + (3(7z — 6))2.
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Figura 23 — Ilustragdo de um possivel triangulo ABC' e dos vetores zﬁ , 1@ , @ e 1346>y

no plano cartesiano para resolu¢ao do Exemplo 4.1.3.

Clx,2—1x)

B(3,4)

A(0,0) | z

Fonte: O proéprio autor.

Do enunciado, o triangulo ABC' possui 4 unidades de area, de modo que:

110 A(Tr—6)2+(3(Te—6)2 =4 = 150 (Tr—62=4 = [To—6=8

Resolvendo esta ultima equagdo de modo andlogo ao que foi feito na resolugdo com

coordenadas, obtemos:

Portanto, o ponto C tem as seguintes coordenadas:

2 16
= (2 =|l—-=,= -
C=(2,00 ou C ( 7,7>

4.2 Distancia de ponto a reta

Nesta atividade serao apresentadas duas maneiras de calcular a distancia de um

ponto a uma reta no plano cartesiano.

4.2.1 Utilizando coordenadas

Vamos calcular a distdncia d(P,r) de um ponto arbitrario P a uma reta qualquer
r no plano cartesiano utilizando coordenadas. Para isso, sejam os pontos Q, intersecao
da reta r com sua perpendicular que passa por P, e M, intersecao da reta r com a reta

vertical que passa por P, representados na Figura 24.
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Figura 24 — Ilustracao do ponto P e da reta r no plano cartesiano para o calculo da
distancia d(P,r).

rrat+by+c=0

J‘l»‘?r{:?:p, y:]

P(zp,yp)

Fonte: O proéprio autor.

Observando a Figura 24 e fazendo uma conversao do registro grafico para o registro
algébrico podemos constatar que a distancia d(P,r) do ponto P a reta r que é igual a
d(P, Q) distdncia do ponto P ao ponto @) é dada por:

d(P,r) =d(P,Q) = PM |cos «. (4.3)

Por meio de uma convesao do registro grafico para o registro algébrico do segmento

de reta PM podemos observar que:

PM =y —yp|. (4.4)

Efetuando o tratamento algébico de substituir a equac¢ao (4.4) na equagao (4.3),

obtemos:
d(P,r) = |y — yp| |cos af. (4.5)

Da equacao da reta r, alguns tratamentos algébricos nos permite escrever:

tg @ = —%. (4.6)

Da relagao fundamental da trigonometria:

cos’a + sen’a = 1.
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e do fato que:

Alguns tratamentos algébicos nos leva a seguinte relacao:

1
\/1+tg2a'

Substituindo a equagao (4.6) na equagao (4.7) e efetuando alguns tratamentos

|cos o = (4.7)

algébricos, obtemos:

b

1
= . 4.8
\/14-‘;—5 Va2 + b? (4:8)

|cos a| =

Substituindo a equagao (4.8) na equagao (4.5), por meio de um tratamento algébrico,
obtemos:

d(P,r) (4.9)

b
— ol T
Como o ponto M = (xp,y) pertence a reta r, apos alguns tratamentos algébricos,
temos:

axp+by+c=0 = by=—axp—c (4.10)

Substituindo a equagao (4.10) na equagao (4.9) e executando tratamentos algébricos

adequados, obtemos:
_axp +byp + ¢

que é a equacao da distancia do ponto P a reta r.

d(P,r) (4.11)

4.2.2 Utilizando vetores

Vamos apresentar uma outra forma para o calculo da distancia d(P,r) entre um
ponto P e uma reta r no plano cartesiano, agora utilizando vetores. Para isso, considere a

Figura 25, na qual temos os registros gréaficos do ponto P(zp,yp), daretar : ax+by+c=0

e dos vetores ﬁ, E e lﬁ
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Figura 25 — Ilustracao do ponto P, da reta r e dos vetores ﬁ, E e lﬁ no plano
cartesiano para o calculo da distancia d(P, ).

P(zp,yp)

rrar+by+c=0

Fonte: O proéprio autor.

Por meio de tratamentos algébricos obtemos o vetor @ = (—b,a) que é um vetor

diretor da reta r, temos ainda que o vetor zﬁ ¢ a projecao ortogonal do vetor ﬁ sobre o

vetor 7

Por meio de uma operacao de conversao do registro grafico para o registro algébrico,

DP — AP — AD. (4.12)

obtemos:

Donde concluimos que, a distancia entre P e r ¢ igual a norma do vetor Dﬁ.

Uma vez que o vetor E ¢ a projecao ortogonal sobre 7, temos que:

AD — ’?'“? 7. (4.13)

Portanto, substituindo a equagao (4.13) na equagao (4.12) e efetuando tratamentos

algébricos adequados concluimos que a distancia entre o ponto P e a reta r é dada por:

AP — ‘T .H? 7H . (4.14)

A(P.r) = |DP|| = | AP - S=r
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4.2.3 Exemplo

Faremos uma questao adaptada do exame de admissao para a Escola de Especialis-
tas de Aerondutica (EEAR) do ano de 2016

Questao (EEAR - 2016 - Adaptada): Dada a reta r : 2x — 3y +5 = 0 e o ponto

P(5,6), determinar a distancia de P a reta r.

Resolugao com coordenadas:

Considere a Figura 26 na qual temos a representacao grafica do ponto P e da reta

r.

Figura 26 — Ilustracao do ponto P e da reta r no plano cartesiano para resolugao do
Exemplo 4.2.3.

Fonte: O proéprio autor.

Para determinarmos a distancia d(P,r) do ponto P a reta r, vamos aplicar a

equagao (4.11) e efetuarmos alguns tratamentos algébricos:

25+ (=3)6+5]  3V1I3

d(pyr) 22 4 (—3)2 13

2 Fonte: https://ingresso.eear.aer.mil.br/SOO /escolaridade/ CFS-B%202-

Acesso em: 29/06,/2023.
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Resolugao com vetores:

Tomemos um ponto qualquer da reta r, por exemplo, A = (2,3). Observando a
Figura 27, na qual temos a representacao grafica dos pontos A e P, da reta r e dos vetores

ﬁ, E e ﬁ, ap6s uma conversao do registro grafico para o registro algébrico do vetor

ﬁ, obtemos, AP — (3,3).

Figura 27 — Tlustracao dos pontos A e P, da reta r e dos vetores ﬁ, E e ﬁ no plano
cartesiano para resolucao do Exemplo 4.2.3.

Fonte: O proéprio autor.

Da equacao da reta r e efetuando um tratamento algébrico, temos que 0 = (3,2)

é um vetor diretor de r. Aplicando a equacao (4.13) e efetuando os tratamentos algébricos

/B: <45 30>‘

13713

necessarios, obtemos:

Aplicando a equacao (4.12) e efetuando os tratamentos algébricos necessarios,

PP = (75 15)

13713

obtemos:

Aplicando a equagao (4.14) e efetuando os célculos necesséios, obtemos a distancia

entre o ponto P e a reta r:

o -0 (5 () - 4

13 13 13
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4.3  Angulo entre retas

Nesta atividade, apresentaremos duas formas para o calculo do angulo formado

entre duas retas concorrentes no plano cartesiano.

Sejam r e t duas retas concorrentes e P o ponto de intersegao entre elas. Definimos

o angulo entre r e t, « = Z(r,t), como o menor dngulo formado pelas retas r e t.

4.3.1 Utilizando coordenadas

A atividade serd dividade em trés casos:

(i) Retas nao verticais e nao perpendiculares;
(ii) Retas nao verticais e perpendiculares;

(iii) Uma das retas é vertical.

Queremos calcular o dngulo o = Z(r, t) formado pelas retas r e t.
(i) Retas nao verticais e nao perpendiculares:

Sejam 7 e t duas retas concorrentes no plano cartesiano e sejam os pontos
A = (za,ya) e B = (zp,yp), e A = (2/4,vy) e B = (25,y}) pertencentes as re-

tas r e t, respectivamente.

Na Figura 28 estao representadas por meio do registro grafico as retas r e t e 0s

respectivos angulos que elas formam com o eixo das abscissas, 6 e (3.
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Figura 28 — Ilustragao das retas nao verticais 7 e t no plano cartesiano para o calculo do
angulo oo = Z(r, t).

Fonte: O proéprio autor.

Fazendo uma conversao do registro grafico para o registo algébrico e aplicando o

teorema do angulo externo, obtemos:

a+0=0 = a=p-0. (4.15)

Das equacoes das retas r, t e efetuando tratamentos algébricos com as coordenadas
dos pontos A, B, A’ e B’ , obtemos os coeficientes angulares m, e m; das retas r e t,

respectivamente:

_ )
_YB yA:tg9 o mt:yB yA:th‘

my / /
IR — XA Tp — Ty

Partindo da equa (4.15), apds efetuarmos alguns tratamentos algébricos, obtemos:

tg B —tg 0 ’
1+ (tg B)(tg 0)|

tg B —tg 0
tg ==+ 8p—te = tga:‘

T (te 9)(g 0) (4.16)

Substituindo os coeficientes angulares m, e m; na equagao (4.16) e isolando « por

meio de tratamentos algébricos, obtemos:

_mr

a:arctg‘lﬂ:f ,com 0<a< —. (4.17)

my My

(ii) Retas nao verticais e perpendiculares:

Quando as retas r e t forem perpendiculares entre si, a equagao (4.17) nao se aplica.

Na Figura 29 temos ilustrado o registro grafico das retas, r e t, perpendiculares entre si e
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os angulos que elas formam com o eixo das abscissas, # e 3, respectivamente, no plano

cartesiano.

De modo andlogo ao que foi feito em (4.15), temos:

fra=F = /3—0:%. (4.18)
Partindo da equacao (4.18) e efetuando tratamentos algébricos, obtemos:
tg O tgd = tgb = : = z (4.19)
co = — = —— m, = —— a=—. .
g g g tg my 5

Figura 29 — Ilustracao das retas r e t perpendiculares entre si no plano cartesiano.

Fonte: O proéprio autor.
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(iii) Uma das retas é vertical:

Na Figura 30, temos o registro grafico da reta r, da reta ¢ e dos respectivos angulos

. . 7
que estas formam com o eixo das abscissas, 0 e 5

Fazendo uma conversao do registro grafico para o registro algébrico, obtemos:

0+a=90° = a=090°—6. (4.20)

Partindo da equagao (4.20) e efetuando alguns tratamentos algébricos, obtemos:

1
t =+tcotg = t =+—. 4.21
g a = *cotg ga=+r (4.21)
E, portanto, isolando «, por meio de tratamentos algébricos, na equagao (4.21),

obtemos:

¢ Lo t‘l (4.22)
o= |——— . = arc — . .
g o g

r

Figura 30 — Ilustracao das retas r e t no plano cartesiano para o calculo do angulo
a = Z(r,t), considerando t vertical.

Fonte: O proéprio autor.
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4.3.2 Utilizando vetores

Queremos calcular o angulo o = Z(r,t) formado pelas retas r e t.

Na Figura 31 temos a representacao grafica das retas r, t e de seus respectivos
vetores diretores 7 e U .

Aplicando a equacao (3.1) e isolando « por meio de tratamentos algébricos, obtemos:

7 - |7-7|>

cos a = =  « = arccos (4.23)
edkd (||5||||5H

T
c0m0§a§§.

Figura 31 — Ilustragdo das retas concorrentes r e t e de seus respectivos vetores diretores
W e U no plano cartesiano para o calculo do angulo oo = Z(r, ).

Fonte: O proprio autor.
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4.3.3 Exemplo

Faremos uma questao adaptada do vestibular da Universidade de Pernambuco
(UPE) do ano de 2022°.

Questao (UPE - 2022 - Adaptada): Determine a medida do angulo agudo formado
pelas retasr:y =3x +4d et y=x—2.

Resolucao com coordenadas:

Sejam m, e m; os coeficientes angulares das retas r e ¢, respectivamente. Do

enunciado, temos:

=3 e m; = 1.

Da equagao (4.19), concluimos que as retas r e t ndo sdo perpendiculares entre
si, de tal modo que podemos aplicar a equagao (4.17). Executando alguns tratamentos

algébricos, obtemos:

a:arctg‘\/_ ‘—arctg 2—\/§).

Portanto, a = 15°.

Resolucao com vetores:

Das equacgoes das retas r e ¢, por meio de tratamentos algébricos, obtemos: U =
(1,/3) e v = (1,1) que sao, respectivamente, seus vetores diretores. Aplicando a equacao

(4.23) e realizando alguns tratamentos algébricos, obtemos:

) e (255,

Q. = arccos (

Logo, a = 15°.

4.4 Condicao de alinhamento de trés pontos

Nesta atividade apresentaremos duas maneiras de determinar se trés pontos distintos

no plano cartesiano sao colineares.

4.4.1 Utilizando coordenadas

Na Figura 32, temos o registro grafico dos pontos A, B e C. Vamos determinar se

A, B e (' sao colinieares, ou seja, se pertencem a uma mesma reta. Primeiramente faremos

3 Fonte: http://upe.br/images/ CADERNO_DE_PROVAS_SSA_3 - 1_DIA_ 29 10_compressed.pdf
Acesso em: 29/06,/2023.
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uma conversao do registro grafico para o registro algébrico: A = (z4,y4), B = (vp,yB) €

C= ($C>yc)~

Figura 32 — Ilustragdo dos pontos A, B e C no plano cartesiano para a verificacdo da

condicao de alinhamento.

yppr — — — — — — - — — -9

yop - ———------- t-—-9
YA —— — — B

Fonte: O proprio autor.

Para determinarmos se A, B e C' sao colineares, basta analisar se a reta r que passa

pelos pontos A e B tem o mesmo coeficiente angular da reta ¢ que passa pelos pontos A e

C.

Por meio de tratamentos algébricos obtemos m, e m; que sdao os coeficientes

angulares das retas r e t, respectivamente:

_ Y — Ya

r=_———_— € My

_ Yo —Ya

Tp— %A To—xa

A fim de que A, B e C sejam colineares, devemos ter:

Y —Ya _ Yo —Ya

my = My =

4.4.2 Utilizando vetores

Tp—Ta To—Ta

(4.24)

Na Figura 33 temos o registro grafico dos pontos A, B, C' e dos vetores zﬁ e @ .

Para verificarmos se os pontos A, B e C' sao colineares, primeiramente, faremos uma

convesao do registro grafico para o registro algébrico dos vetores 1@ =(xp— A, Y — Ya)

€ ,@ = (xc — A, Yo — Ya).
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Figura 33 — Tlustracao dos vetores xﬁ e 1@ no plano cartesiano para determinar uma
condicao de alinhamento dos pontos A, B e C.

Fonte: O proéprio autor.

Agora basta verificar, por meio de tratamentos algébricos, se existe um ntmero

real k tal que:

AB=kAC = (xp —7a,yB —ya) = k(xc — Ta, Y0 — Ya)- (4.25)
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4.4.3 Exemplo

Faremos uma questao adaptada do vestibular da Pontificia Universidade Catoélica
do Rio de Janeiro (PUC-RJ) do ano de 1999%.

Questao (PUC-RJ - 1999 - Adaptada): Determinar o valor de x para que os pontos
A=(1,3), B=(-2,4) e C = (x,0) sejam colineares.

Resolugao com coordenadas:

A fim de que os pontos A, B e C sejam colineares, utilizando a equagao (4.24) e

efetuando alguns tratamentos algébricos, obtemos:

4-3  0-3
—2—-1 z-1

= z=10.

Portanto, para que os pontos A, B e C' sejam colineares, devemos ter z = 10.

Resolucao com vetores:

Por meio de tratamentos algébricos obtemos os vetores AB = (=3,1) e AC =
(x — 1, —3). Para que os pontos A, B e C sejam colineares, utilizando a equagao (4.25), e
executando alguns tratamentos algébricos verificamos a existéncia de um nimeo real k,

tal que:

ou seja,

4.5 Consideracoes sobre as atividades com relacao ao Referencial
Tedrico

O objetivo das atividades foi apresentar duas maneiras diferentes para se trabalhar
alguns tépicos de Geometria Analitica no Ensino Médio, uma a partir de coordenadas no

plano cartesiano e outra utilizando vetores.

O Referencial Teoérico desempenha um papel importante no processo de ensino e
aprendizagem, na busca de encontrarmos novas maneiras de abordagem dos conteidos

que possam, de certa forma, contibuir para a compreensao dos conceitos matematicos por

4 Fonte: https://www.puc-rio.br/vestibular/repositorio/provas/1999/

Acesso em: 29/06,/2023.
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parte dos estudantes, além de apresentar um novo caminho que permita possibilitar novas
formas de interpretar os enunciados das atividades e viabilizar o entendimento dos objetos

matematicos.

Por exemplo, nas resolugoes com coordenadas, ¢ fundamental que os estudantes
tenham conhecimento do plano cartesiano para identificar as coordenadas dos vértices das
figuras e dos pontos em cada caso, e, a partir de tratamentos algébricos, determinar uma

forma de resolver cada atividade proposta.

Nas resolugoes com vetores, dois objetos matematicos, distintos, podem ser con-
fundidos — o ponto e o vetor — portanto, é necessario que os alunos sejam capazes de
diferencia-los, uma vez que sao, ambos, representados algebricamente por um par de
nimeros reais, por exemplo: o vetor ¥ = (T, Yu) € 0 ponto P = (xp,yp) em que T, Y, €

Tp, Yyp Sa0 as componentes do vetor U e as coordenadas do ponto P, respectivamente.

Por exemplo, no caso do vetor, os estudantes devem ter conhecimento claro desse
objeto matematico, para que, através de tratamentos e conversoes, consigam fazer operagoes
como proje¢ao ortogonal de um vetor sobre outro, somar dois vetores, calcular o produto

escalar de dois vetores, calcular a norma de um vetor etc.

De modo geral, as principais habilidades a serem desenvolvidas pelos alunos nas

atividades propostas sao:

o Tratamentos algébricos;
o Conversoes de registros algébricos e geométricos;
o Reconhecimento de figuras geométricas no plano cartesiano;

» Operagoes com vetores.

Através da compreensao e utilizagdo da teoria apresentada no Referencial Teorico,
espera-se que os obstaculos que possam surgir durante o processo de ensino e aprendizagem

de Matematica sejam minimizados.

E importante observar que, no desenvolvimento dos calculos para se chegar a uma
férmula, uma maneira pode se mostrar mais trabalhosa do que outra, por exemplo, na
primeira e na segunda atividades, nas quais o objetivo foi encontrar uma férmula para
calcular a area de um tridngulo e determinar a distancia de um ponto a uma reta no
plano cartesiano, respectivamente. Podemos observar que as operacoes algébricas com
coordenadas parecem mais trabalhosas do que com vetores, no entanto, para resolver os
exemplos propostos, podemos dizer que acontece o contrario, pois nos parece que o calculo

com vetores é um pouco mais trabalhoso.

Entretanto, vale ressaltar que ser mais ou menos trabalhoso é algo subjetivo, uma

vez que depende do ponto de vista do leitor. Vale destacar que nao estamos escolhendo
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uma maneira de calcular em detrimento de outra, apenas apresentando opcoes distintas

para se chegar a um mesmo objetivo, utilizando elementos apresentados no Referencial

Tedrico deste trabalho.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos atividades de Geometria Analitica para o Ensino
Médio utilizando duas abordagens distintas: por meio de coordenadas cartesianas (tradici-
onalmente realizada nas aulas de Matematica), e utilizando vetores. Para isso, tivemos

como embasamento tedrico a Teoria dos Registros de Representacao Semidtica.

Uma vez que propusemos duas maneiras distintas para abordar os conceitos mate-
maticos presentes nas atividades desenvolvidas, acreditamos que esta teoria pode contribuir
no processo de ensino e aprendizagem, pois permite estabelecer uma relacao entre es-
sas abordagens, utilizando tratamentos e conversoes de registros distintos (algébrico e

geométrico).

Foi possivel observar, ao analisar a Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
que o documento traz uma série de habilidades com relacao ao ensino de Geometria, mas
que nao trata, pelo menos diretamente, do objeto matematico vetor no componente de

Matemética.

Destacamos que nao estamos propondo uma mudanca na forma de ensinar Geo-
metria Analitica, apenas apresentamos uma abordagem alternativa para o ensino desta
disciplina no Ensino Médio. Cabera a cada docente e instituicao estabelecer qual proposta

seria mais adequada para cada contexto.

Como proposta de trabalhos futuros, pretendemos aplicar as atividades desenvol-
vidas, e fazer uma avaliagdo acerca de sua aplicabilidade e eficacia conforme objetivos

esperados. Também, se necessario, fazer adaptacoes e melhorias nas atividades.

Finalmente, o desenvolvimento deste trabalho permitiu uma rica contribuicao no
desenvolvimento pessoal e profissional do autor enquanto professor de Matematica na
busca por melhorar suas acoes em sala de aula, bem como disponibilizar um material a

outros docentes que possam se interessar pelo assunto.
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