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“Deus ndo desenha em planos euclidianos. Pois, Ele ndo criaria um universo, onde,

geometricamente, ndo pudesse se expressar.”

(Inuijf)



RESUMO

BATALHA, Jairo A. UM ESTUDO DAS CONICAS NO PLANO DE MIN-
KOWSKI. 2023. 72f. Trabalho de Conclusio de Curso (PROFMAT) - Universidade
Federal do Acre, Rio Branco-AC, 2023.

Neste trabalho estudamos sobre as conicas no Plano de Minkowski. Inicialmente,
tomando como principal referéncia Couto e Lymberopoulos (2018), é abordado um
pouco sobre a geometria do Plano de Minkowski e, em seguida, sdo usadas as defini-
coes dadas por Shonoda (2015) para as conicas no referido plano. Estuda-se sobre a
M-elipse, a M-hipérbole e a M-pardbola. Apds suas respectivas defini¢cdes, sdo dedu-
zidas suas equacoes "reduzidas"e gerais, e sdo abordados alguns exemplos. Com o uso

do software Geogebra conseguimos esbogar as curvas apresentadas nos exemplos.

Palavras-chave: Plano de Minkowski, Cdnicas no plano de Minkowski, M-elipse,
M-hiperbole, M-parabola.



ABSTRACT

BATALHA, Jairo A. A STUDY OF CONICS IN THE MINKOWSKI PLANE.
2023. 72f. Undergraduate thesis (PROFMAT) - Federal University of Acre, Rio
Branco-AC, 2023.

In this work we study about the conics in the Minkowski Plane. Initially, taking Couto
e Lymberopoulos (2018) as the main reference, we discuss a little about the geometry
of the Minkowski Plane and then use the definitions given by Shonoda (2015) for the
conics in that plane. We will study about the M-ellipse, the M-hyperbola and the M-
parabola. After their respective definitions, we will deduce their "reduced"and general
equations and make some examples. With the use of the Geogebra software we were

able to sketch the curves given in the examples.

Keywords: Minkowski plane, Conics in the Minkowski plane, M-ellipse, M-
hyperbola, M-parabola.
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1 INTRODUCAO

Até o inicio do século XIX, mais precisamente até o ano de 1829, a tinica geome-
tria conhecida era aquela que chamamos de geometria euclidiana, desenvolvida desde
os primérdios da humanidade e compilada por Euclides em sua famosa obra "Ele-
mentos". Foi natural, portanto, que todas as teorias, tanto matematicas quanto fisicas,
desenvolvidas até o ano de 1829 tivessem os ambientes ditos euclidianos como tnicos

"panos de fundo". Andrade (2013) comenta que:

"Durante séculos, a Matematica ficou presa nessa concepgio (que ela era uma Ciéncia da
Natureza) fazendo com que a maior parte das suas teorias tivesse como moldura o espago
euclidiano e fosse direcionada para o estudo de um universo euclidiano."

Com o advento das geometrias ndo euclidianas, de maneira bastante natural, foram
sendo transportadas para estas novas geometrias tudo o que se estudou no ambiente
euclidiano, e este processo continua até os dias atuais. Shonoda (2015), por exemplo,
apresenta em seu trabalho uma versao no plano de Minkowski das conicas definidas e

estudadas por Apolonio de Perga. A estes objetos, Shonoda dd o nome de M-Conicas.

O espaco-tempo de Minkowski é uma geometria nao-euclidiana e teve sua origem
a partir do desenvolvimento da teoria da relatividade restrita de Albert Einstein, apds o
matematico alemao Hermann Minkowski, que fora professor de Einstein, proferir sua

famosa palestra "Espaco e Tempo". Sobre isto, Biezuner (2017) comenta:

"Vale a pena ressaltar que foi Minkowski quem traduziu a Teoria da Relatividade Especial
para a linguagem do espaco-tempo (em 1907), isto é, foi ele quem reconheceu que a con-
sequéncia principal da teoria foi a unificagdo do espaco e do tempo em uma s6 unidade.
Em suas palavras: "De agora em diante, espaco por si s6 e tempo por si estdo condenados
a desaparecer em meras sombras, € somente uma unido dos dois preservaria uma reali-

dade independente."

O espago-tempo de Minkowski é, portanto, o espago vetorial R* munido de um produto
escalar especial, conhecido como métrica de Lorentz, segundo Couto e Lymberopoulos
(2018).
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No presente trabalho estudaremos sobre as Conicas no plano de Minkowski e a
principal referéncia, como j4 indicamos acima, € o artigo de Shonoda (2015). O plano
de Minkowski € um protétipo do espagco quadridimensional de Lorentz-Minkowski, e
o estudo sobre ele possibilitard com que os alunos do ensino bdsico, ou mesmo das
universidades, fiquem mais receptiveis com o modelo apresentado por Minkowski e

que € usado quando se estuda a relatividade restrita (ou especial).
Para uma melhor compreensao, dividimos o trabalho da seguinte forma:

O Capitulo 2 € um capitulo de preliminares. Nele consta uma breve revisao do que

julgamos ser importante para o desenvolvimento do trabalho.

Nos Capitulos 3, 4 e 5, respectivamente, tratamos da M-Elipse, da M-Hipérbole e
da M-Pardbola. Todos estes capitulos seguem normalmente o mesmo padrdo estrutu-
ral, a saber: inicia-se definindo estes conjuntos no plano de Minkowski e, em seguida,
estuda-se os casos especiais em que seus focos estdo sobre os eixos coordenados de um
sistema de eixos ortogonais, ocasido em que suas equacdes reduzidas sdo deduzidas.
Ap0s isso, sdo feitos alguns exemplos com valores previamente definidos, para assim
serem esbocados os seus tragos, utilizando como ferramenta o software livre Geogebra
versao 5.0. Por fim, considerando os focos em qualquer parte do plano de Minkowski,

sdo deduzidas as equacdes gerais e feito exemplos.

Concluimos esta introdu¢do destacando que em seu artigo, Shonoda (2015) ndo de-
duz nenhuma das equacdes das M-coOnicas, restringindos-se apenas a apresentar suas
respectivas defini¢des, apresentar alguns pontos especiais, denomimados pontos deli-
mitantes e apresentar tracos dessas curvas com valores pré fixados. Neste trabalho,
portanto, a partir das definicdes dadas, conseguimos deduzir todas as equagdes neces-
sarias para cobrir os resultados apresentados por Shonoda. Também destacamos que
este ndo € o primeiro trabalho nesta dire¢do, pois Silva (2021), em seu trabalho de
conclusdo de curso do PROFMAT se propos a estudar a M-elipse e sugeriu que se
fosse feito um trabalho mais geral, envolvendo todas as cOnicas, o que nos motivou a

executar esta tarefa.
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2 PRELIMINARES

Para se entender uma teoria € necessdrio que se tenha um modelo adequado onde
a mesma possa ser desenvolvida e bem representada. Por isso, antes de abordarmos
o assunto proposto no titulo deste trabalho, € mister que apresentemos o minimo de
conceitos que julgamos importantes para o melhor entendimento do mesmo, e isto ve-
remos nas preliminares. Como as conicas aqui estudadas sdo aquelas que se encontram
no plano de Minkowski, iniciaremos tratando um pouco sobre este plano e, na medida
do possivel, mostrando sua diferenca para o conhecido e bastante estudado plano eu-

clidiano.

2.1 Plano de Minkowski M?

Conforme definido em Couto e Lymberopoulos (2018) e Shonoda (2015), o plano
de Minkowski é o par M? = (R?, (-, -)s1), onde R? = {(x,y); x,y € R} estd munido com
a estrutura de espaco vetorial real candnico. Isto €, suas operacdes de adi¢do de vetores
e multiplicac@o por escalar sdo aquelas oriundas da adi¢do e multiplicagdo candnicas
do conjunto dos nimeros reais. A operagao (-,-)» € um produto escalar definido da
seguinte maneira:

Codm: RPxR? — R
(u,v) > U, VIum,
onde (u,v)p = x1x2 — y1y2, com u = (x1,y1) € v = (x2,y2). Este produto escalar é
conhecido na literatura como o produto escalar de Lorentz ou métrica de Minkowski

(ver, por exemplo, Couto e Lymberopoulos (2018))

Percebamos com esta definicao que a principal diferenca do plano de Minkowski
para o conhecido plano Euclidiano ndo estd no ambiente R?, e sim na maneira como

ali se define o produto escalar.

A segunda observagdo, que gostariamos de fazer, estd no uso da terminologia
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"produto escalar", ao invés de "produto interno"”. Isto se da, conforme declara Couto
e Lymberopoulos (2018), pelo fato de que "produto interno" é comumente usado
para designar uma forma bilinear simétrica, positivo-definida e ndo-degenerada. Um
exemplo de produto interno € o produto escalar Euclidiano. O produto escalar de
Minkowski (-, -),, muito embora seja ndo-degenerado, bilinear e simétrico, ndo
satisfaz a propriedade de ser positivo-definido. Isto significa que pode ocorrer de
(u, uyp4 ser um nimero real ndo positivo, isto é, menor ou igual a zero. De fato, basta
tomar u como sendo um vetor da forma u = (x, x), e teremos {(u, u)»; = 0. Por outro
lado, se u = (x,y) € M? é tal que a segunda coordenada é maior que a primeira

(y > x), teremos (u, uyp < 0. Dai, tem-se as seguintes propriedades:

Propriedades

Para todo u, v,w € M? e k € R, tem-se

() Bilinearidade: (ku + v, w) a1 = k{u, W)y + (v, Wy pm.
(it) Comutatividade: (u, v)p = (v, U) pm.

(iif) Nao-degenerescéncia: Para cada vetor ndo nulo u € M? existe v € M? tal que

(u,vip # 0.

Observacao: (u, vy ndo € positivo definido.

Desta forma torna-se natural estabelecer a seguinte classificacdo para os vetores

em M?:

Classificacao

Seja u € M?. Dizemos que

(i) u € um vetor tipo-espaco se {u,uyr; > 0;
(i) u € um vetor tipo-luz se {u,uyp = 0;

(iii) u é um vetor tipo-tempo se {u, uy; < 0.

Uma curiosidade envolvendo a classificacdo acima, cuja demonstracdo também

pode ser vista em Couto e Lymberopoulos (2018), é a seguinte:
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Proposicao 1: Se u,v € M? sio vetores tipo-luz linearmente independentes (isto &,

eles ndo sdo paralelos), entdo u + v e u — v ndo sdo de tipo-luz e sdo de tipos distintos.

Os autores destacam que a partir da tricotomia na relagdo de ordem em R, cada
vetor em M? possui um e somente um dos trés tipos apresentados acima (chamados
por eles de tipos causais). Mais ainda, a fim de adquirir uma intui¢do geométrica
inicial em M?, os autores determinam o lugar geométrico dos vetores de cada tipo, da

2

seguinte maneira: Se u = (x,y) € M2, entdo (u, uhp = ¢ © x> —y> = c¢. Da geometria
g y y g

analitica, temos que a expressdo x> — y* = ¢ representa:
(a) as bissetrizes dos eixos coordenados, se ¢ = 0;

(b) dois ramos de uma hipérbole, localizados nos semiplanos determinados pela reta

x=0,sec>0;

(c) dois ramos de uma hipérbole, localizados nos semiplanos determinados pela reta

y=0,sec<O0.

Figura 1: A localizacio dos tipos causais em M?

() (b) (©

y=-x

Fonte: Couto & Lymberopoulos (2018).

Uma vez estabelecida a defini¢do do plano de Minkowski podemos trabalhar um
conceito que estd diretamente ligado ao de produto interno (ou produto escalar) que é

ortogonalidade.

Defini¢io 1. Dois vetores u e v em M? sdo chamados Minkowski—ortogonais (ou

simplesmente M—ortogonais) se {(u,v)x; = O.

Observe que a defini¢do de M—ortogonalidade no plano de Minkowski é basica-
mente a mesma de ortogonalidade encontrada na geometria Euclidiana. Mas, diferen-

temente daquela, casos bastante interessantes aparecem envolvendo esse conceito no
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plano de Minkowski. Por exemplo, como visto na classificacdo acima, item (ii), todo
vetor tipo-luz é M-—ortogonal a si mesmo. Mais ainda, em Couto e Lymberopoulos

(2018) também encontramos as seguintes proposicoes.
Proposicao 2: Dois vetores tipo-luz sdo M-ortogonais se, e somente se, sao paralelos.

Proposicao 3: Nao existem dois vetores tipo-tempo M-ortogonais, tampouco vetores

de tipo-tempo M-ortogonais a vetores de tipo-luz.

2.2 0O Cone de Luz

Definicao 2. O conjunto de todos os vetores tipo-luz do plano de Minkowski, denotado

por C, é chamado cone de luz (centrado em (0,0)).

Observe que o cone de luz em M? ¢ exatamente a unidio dasretas y = xe y = —x.
Observe ainda, como mostra a Figura 1, que o cone de luz separa o plano de Minkowski
em exatamente duas partes: a parte interna do cone de luz € formada apenas por vetores

tipo-tempo e a parte externa do cone de luz é formada apenas por vetores tipo-espaco.

A partir da Defini¢do 2, os autores Couto e Lymberopoulos Couto e Lymbero-
poulos (2018) também sugerem a seguinte definicdo - que dada sua importancia, serd

usada em varios momentos no proximo capitulo deste trabalho.

Definicdo 3. O cone de luz centrado em p € M? é o conjunto

CL(p) = (g € M*; q— p é do tipo-luz).

Observe, a partir das Defini¢des 2 e 3, que o cone de luz centrado em p € M? é

basicamente a translacido do cone de luz centrado na origem para o ponto p.

Existem vdrios fatos curiosos que distinguem a geometria do plano de Minkowski
para a do plano Euclidiano. Uma dessas curiosidades, por exemplo, é que, como es-
crevem Couto e Lymberopoulos (2018), aos olhos Euclidianos, vetores de tipo-tempo
s30 vistos com comprimento maior do que quando vistos com olhos Minkowskianos'.
Ainda, de acordo com os autores, na passagem do plano Euclidiano para o plano de

Minkowski, alguns resultados que dependem do produto escalar perdem sua validade

'Em verdade, os autores citados chamam "olhos Lorentzianos", e usam essa palavra por trabalharem
em espagos de dimensao maior que dois, os quais sdo chamados "espagos de Lorentz-Minkowski".
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e outros sofrem alteracdes drasticas. Comentaremos um pouco mais sobre 1sso poste-

riormente.

2.3 A M-norma e a M-distancia

A M-norma no plano de Minkowski é denotada por | - |5 e definida a partir do

produto escalar (-, -) 54 da seguinte forma:
lulpe = VK, uppl, ¥ u e M2,

Ao se referirem a M-—norma, Couto e Lymberopoulos (2018), esclarecem que
o termo “norma" € um abuso de linguagem, haja vista que | - |54 ndo é de fato uma
norma,pois a M—norma de qualquer vetor tipo-luz € zero. Vejamos abaixo algumas

propriedades relacionadas a M—norma:

Sejam u e vem M? e k € R. Entdo

(a) |ulp = 0;  |ulpr = 0 & u for um vetor tipo-luz;

(b) lkulp = kllulp

(c) Ku, VIml = lulylviv, para u e v vetores tipo-tempo (desigualdade reversa de

Cauchy-schwarz);

(d) |u+vip = |ulp + [Vipm, para u e v vetores tipo-tempo ( desigualdade triangular

reversa).

Um vetor M-unitdrio em M? é um vetor u tal que |u|y = 1.

A seguir apresentamos algumas defini¢des que servirdo de base para o estudo das

Conicas no plano espago-tempo de Minkowski.

Definicao 4. Definicdo A M-distancia entre dois pontos P = (xg,yo) e Q = (x1,y1) em
M é denotada e definida por

dp(P. ) = [POllm = Vi1 — %02 — (1 — oI,

—
em que PQ = Q — P = (x1 — X0, Y1 — Y0)-
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Definicao 5. O circulo no plano de Minkowski (ou simplesmente M—circulo) de centro
em A € M? e raio k > 0, denotado por S p(A, k), é o subconjunto dos pontos de M>?

situados a M-distdancia k do ponto A. Algebricamente, escrevemos

S m(A, k) :={P € M?;, dpy(A, P) = k).

Para encontrar a equagio geral de um M-circulo centrado no ponto A(xo, yo) € M>,

tomemos um ponto genérico P = (x,y). Entdo,

P=(x,y) e SmA k) = du(P,A) =k
& dy(P,A)? = kP
= |(x = x0)* = (y —yo)*| = K

= (x—x0)> = (y—yo)* = £k*. 2.1)

A Equacio (2.1) é denominada de equagdo geral do M-circulo centrado no ponto
A(xg,yo) de M?. Observe também, a partir desta equacdo, que o M-circulo é preci-
samente um par de hipérboles conjugadas com eixos paralelos aos eixos coordenados
no sentido euclidiano. Na Figura 2 temos o esboco do M-circulo unitdrio centrado
na origem. Suas assintotas, como mostra a figura, sdo as retas y = x ey = —x, que

compdem o cone de luz centrado na origem do sistema OXY.

Figura 2: M-circulo centrado na origem

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versdo 5.0.
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3 M-ELIPSE

Neste capitulo estudaremos a elipse no plano de Minkowski, a M—elipse, onde o
objetivo serd deduzir as suas equacdes reduzidas e geral. Afim de um entendimento
mais conciso, iniciamos na Se¢do (3.1) com os casos particulares em que as retas focais
da M-—elipse coincidem com os eixos coordenados. Apds esta andlise e a partir das

experiéncias com os exemplos abordados, estudaremos o caso geral.

Em Shonoda (2015) e em Aceff-Sanchez F; Senior (2007) encontramos a seguinte

definicdo.

Definicao 6. Uma M-—elipse de focos Fi = (z1,22) e F> = (w1, w,), que denotamos
por Ep(F1, F,), é o conjunto dos pontos P(x,y) do plano de Minkowski cuja soma das

M-—distiancias a F e F; é igual a uma constante 2a > 0.

Algebricamente,
EM(F1, Fy) = {P € M*;dpm(P, Fy) + dp(P, F») = 2a, a > 0}.

Em coordenadas, um ponto P(x,y) pertence a M—elipse Ep(F1, F>) se, e somente se,

suas coordenadas satisfazem

VI = 20)% = (v = 2221 + VIx = w1)? = (y — wa)?| = 2a. 3.1)

Denotando por 2¢ a M—distancia do foco F; ao foco F,, obtemos

1
¢ = sdm(F1, Fy).
2
A reta que contém os focos da M-Elipse € denominada reta focal; o ponto mé-
dio do seguimento cujas estremidades sdo os focos F; e F, é chamado o centro da
M-—Elipse. Por fim, diferentemente do caso euclidiano, em que o nimero real a é

obrigado a ser maior que ¢, na definicdo de M—Elipse esta exigéncia ndo é necessdria,
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podendo a assumir valores menores, igual ou maiores que c¢. Estudaremos cada um

destes casos nas proximas secdes e subsecoes.

3.1 Equacoes Reduzidas da M—Elipse

Nesta secdo estudaremos a Equacdo (3.1) para os casos especificos em que a

M-—Elipse tem centro na origem e seus focos estdo sobre os eixos coordenados.

3.1.1 M-Elipse com centro na origem e reta focal no eixo OX.

Denotemos por Ep(F1, F>) a M—elipse de centro na origem e com focos F(—c, 0)
e F»(c,0), ¢ > 0. De acordo com a Equagio (3.1), um ponto P(x,y) € M? pertence a

Em(Fy, F») se, e somente se, satisfaz

VIGe+0)2 =32 + I(x = 02 =y = 2a. (3.2)

Usando o software Geogebra € possivel esbocar a curva cuja equagdo € (3.2). Na
Figura 3, por exemplo construimos os tragos de trés curvas para os casos a < ¢, d = ¢
e a > c, respectivamente.

Figura 3: M-Elipses com reta focal no eixo OX.

(a) (b) (©

a<c a=c¢ a>c¢
Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versao 5.0.

No link (https://www.geogebra.org/m/h7euee7t) encontra-se uma animacao feita
no Geogebra online que nos permite vizualizar a evolu¢do da curva de maneira conti-

nuada desde o caso em que a < ¢, passando por a = ¢ e chegando até a > c.

Observemos na Figura 3 acima que em todos os casos as curvas sdo delimitadas
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por alguns pontos, denominados pontos delimitantes, e que sao obtidos fazendo a in-
tersecdo destas referidas curvas com os cones de luz centrados nos respectivos focos.
Nas duas subsecdes a seguir encontraremos as expressdes que nos dao as coordenadas

destes pontos delimitantes.

3.1.1.1 Pontos delimitantes de Ep(F1, F3)

Suponha que P(x,y) € Epm(F, F») também pertenca ao cone de luz Cy(F;). En-
tdo, a partir da Defini¢cdo 4 e da Equacdo (3.2), temos que \/m = 0Oe,
consequentemente, +/|[(x — c¢)? —y?| = 2a. De +/|(x + ¢)* — y?| = 0 segue que P deve
pertencerouaretay =x+couaretay =—x—c. Ede \/m = 2a obtemos
que P deve pertencer a um dos M-—circulos definidos respectivamente pelas expressoes
(x —c)* —y* = 4a*e (x — ¢)* —y* = —4a®. Analisemos, portanto, os quatro casos a

seguir.

Primeiro Caso: Admita que o ponto P;(xy,y;) € Em(F, F») pertenca a reta y =
x + ¢ e a hipérbole euclidiana (x — ¢)*> — y> = 4a4°. Entdo, substituindo y; = x; + c em

(x; — ¢)* =y} = 4a?, obtemos que

(x — c)2 —(x + c)2 =44°

e 1} - 2xic+ - ¥ - 2x1c - ¢ = 4d?

— —4xc = 4d°
2

a
= x=——
c

Clz—C2

e, consequentemente, y; = —

Segundo Caso: Suponha que o ponto P,(x,,y,) € Em(Fy, F,) pertenga a reta
y = x + ¢ e a hipérbole (x — ¢)> —y* = —4a*. Entdo, substituindo y, = x, + ¢ em

(x2 — ¢)* = y3 = —4a?, obtemos que

(X2 — ¢)* — (02 + ¢)* = —4d?

= x5 — 200+ — x5 — 250 — ¢ = —4a’
& —4x,c = —4d*

a2

— X = —
C

a +c?

e, consequentemente, y, =
c
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Terceiro Caso: Supondo que o ponto P3(x3,y3) € Ep pertenga aretay = —x — ¢

2

e 2 hipérbole (x — ¢)* — y* = 4a?, substituindo y3 = —x3 — cem (x3 — ¢)* — y3 = 4a?,

obtemos:

(x3 =) = (-x3 — ¢)* = 4d’
& x5 - 2x3¢ + * — x5 — 2x3¢ — ¢ = 4d?
& —dxzc = 4a®

aZ

& x3 = ——
c

a
€, consequentemente, y; =

Quarto Caso: Para finalizar as intersec¢des com C(F;), suponha que o ponto

P4(x4,y4) € Ep pertenca a reta y = —x — ¢ e a hipérbole (x — ¢)*> — y* = —4a?.
substituindo y; = —x4 — c em (x4 — ¢)* — y7 = —4a?, obtemos:
(x4 — ¢)* = (=x4 — ©)* = —4ad?

= X} - 2x0+ ¢ = X2 = 2x40 — ¢ = —4d?
& —4dxyc = —4d*

&2
— X4 = —

c

a + c?

e, consequentemente, ys = —

Encontramos, portanto, os pontos

a a-c a’ a* +c?
Pl T, T ) P2 ) s
C C C C
Cl2 612 - C2 Cl2 Cl2 + C2
P3 __, b P4 _’_
C C C

Analogamente, se P(x,y) € um ponto de Ep(Fy, F,) também pertencente ao

Cone de Luz Ci(F,), entdo P satisfaz simultancamente +/|(x+c¢)>—y?| = 2a ¢
(x—c)?>=y* = 0. De 4|(x+c¢)>—=y* = 2a, segue que P deve pertencer a
um dos M-—circulos cujas equagdes sdo, respectivamente (x + ¢)> — y* = 4a’ e

(x + ¢)*> —y* = —4a*. E, a partir da expressdo +/|(x — ¢)? — y2| = 0, P deve pertencer a

umadasretasy =x—couy=—x+c.

Procedendo de maneira inteiramente andloga ao que foi feito anteriormente, en-

contramos os pontos
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a a*-c? a a+c
Ps|—, , Pe|——, — ,
c c c c
@ a-c a? a*+ ¢

P7|—,— , Pg|——,
c ¢ c c

Encontrados os pontos delimitantes, deduziremos agora as equacdes que determi-
nam a M-Elipse. Fazemos isso a partir dos pontos da M—Elipse que nao sio pontos

delimitantes.

3.1.1.2 Equacoes reduzidas de Ep(Fy, F)

Seja P(x,y) um ponto de Ep(Fy, F>) que ndo pertence aos cones Cy(Fy) e CL(F,)

entdo P satisfaz a Equacgdo (3.2) e suas coordenadas obedecem as seguintes restri¢des:

0< VI(x+0¢)? -y} <2a

0 < VI(x=c¢)? =y? <2a— I(x+c)* =y

Diante disso, estudaremos a Equagao (3.2) investigando os casos a seguir:

Casol-|x+c|>lelx—c|>

CasoIl-|x+c| <|ylelx—c| <l

Caso Il - [x+c| > e lx—c| <];

CasoIV-|x+cl<yelx—c|l>]yl

Vejamos cada um destes casos:

Caso I- Quando |x + c| > |y| e |x — c| > |yl, a Equag@o (3.2) se torna

Vx +0)? = y2 + (x = ¢)? —y? = 2a.

Segue daf que +/(x + ¢)*> —y? = 2a — /(x — ¢)* — y*. Elevando ambos os membros da

igualdade ao quadrado, obtemos

(x40 =y =4a® —4a(x —c)> = y* + (x — ¢)* =,

o que nos da

da+/(x — ¢)? —y? = 4a* — 4cx.
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Dividindo ambos os membros da igualdade por 4 e, em seguida, elevando tudo nova-

mente ao quadrado, teremos

a*(X* = 2cx+ 2 =y =a* = 2ca’x + X%
Segue, entdo, que

(@ = ) — iy = (- ).

Por fim, dividindo ambos os lados desta dltima igualdade por a?(a® — c?), obtemos

a equacio
2 y?

a? a2 — 2

= 1. (3.3)

Observe que a Equacao (3.3) ndo estd definida para o caso a = c.

Caso II- Quando |x + | < [y| e |x — ¢| < [y|, a Equacdo (3.2) se torna

VP —(x+0)? + Vy> = (x— ¢ = 2a.

Segue dai que y? — (x +¢)? = 2a — +/y* — (x — ¢)?>. Elevando ambos os membros

desta igualdade ao quadrado, obtemos

V= (x+c) =4a* —4ay? — (x—c)* +y* — (x— ),

de onde concluimos que
a\y* - (x—c)? = a* + xc.
Elevando novamente ambos os lados desta tltima igualdade ao quadrado, encotramos

az[y2 — x>+ 2xc = ] = a* + 2% xc + ¥*c.

Reorganizando estes termos nds obtemos que

2 2.2 4

x2c2+a2x —a2y2:—ac —-a,

e, finalmente, obtemos a expressao

2

P+ adb) - azy = —a*(? + d>).

Como a # 0, podemos dividir ambos os lados desta dltima igualdade por —a*(a® + c?)

e encontramos a equacio
2 2
— =1 (3.4)

al+c?2 @
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Caso III- Quando |x + c| > [y| e |x — ¢| < |y], a Equacdo (3.2) se torna

VEx+0)? =2+ Y2 = (x - ¢)? = 2a.

Segue dai que +/(x + ¢)? — y? = 2a— +/y?> — (x — ¢)?. Elevando ambos 0os membros

da igualdade ao quadrado, obtemos

(x+0)? =y =4a®> —day! — (x—c)? +y* - (x - ¢)~.

Isto é,
2a+y? — (x —¢)? =2a* = ¥* +y* - ¢“.

Elevando novamente ambos os lados da igualdade ao quadrado e reorganizando os

termos, obtemos a expressao

(x> =) + 22 (% = y?) - 8xd’c = —c* - 4d* (3.5)

Caso I'V- Quando |x + ¢| < [y| e |x — ¢| > [y|, (3.2) é transformada em

V2= (x+ 0+ V(x—c)* -y = 2a.

Segue dai que +/y> — (x + ¢)? = 2a — \/(x — ¢)> — y>. Elevando ambos 0os membros da

igualdade ao quadrado, obtemos

V= (x+c¢) =4a* —da(x—c)? -y + (x —c)* -y~

Isto é,
2a(x— ) =2 =2a° + x> —y* + .

Elevando novamente ambos os lados da igualdade ao quadrado, desenvolvendo os ter-

mos que estdo elevados ao quadrado e reorganizando-os, obtemos a expressao

G2 = X2 = 22(y* = 22 + 8xa’c = —c* — 4a*. (3.6)

Portanto, a M—elipse E,((F, F5), com centro na origem e cuja reta focal coincide

com o eixo OX, é formada pelas curvas cujas equacdes sao dadas a seguir:



27

S
a2 a2-c2
yz x2—1

Em(F, F») : P+ 2 (3.7

(x* = y2)? + 262 (22 = y2) — 8xa’c = —c* — 4a*,

(G2 = x2)? = 2¢*(y* — x2) + 8xa’c = —c* — 4a*,

delimitadas pelos pontos P; a Pg obtidos anteriormente.

Exemplo 1: Encontre as equagdes e esboce o trago da M—elipse de centro na origem
e focos F1(=3,0) e F»(3,0), para os seguintes valores: (a) a =2, (b) a =3¢ (c)
a=4.

Solucao.

(a) As coordenadas dos pontos delimitantes foram encontradas na Subsecdo 3.1.1.1,

de onde obtemos:

45 4 13 4 5 4 13
Pi|-=.= P=, = -2, -2| Pf=.-=

4 5 4 13 45 4 13
PS _9 -5 b P6 __, -5 P7 _’_ PS __’ - I
373 373 3°3 373

Usando a = 2 e ¢ = 3 na Equagdo (3.7), encontramos a equagdo reduzida da

M-—elipse procurada:

2 2
X_ +y_ =1
45
Y Xy
EMm(F1, Fy) 13 4

(2 = ¥y*)? + 18(x* — y*) — 96x = —145
(7 = 22 = 18(3% — &%) + 96x = —145.

> 2
Na Figura 4, item (a) temos os tracos das curvas de equagdes xz + yg =1le

> 2
% - xz = 1; e no item (b) temos os tracos das curvas de equacdes (x> — y*)* + 18(x* —
y?) — 96x = —145 (a esquerda do eixo OY) e (y? — x?)* — 18(y* — x*) + 96x = —145 (a

direita do eixo QY).
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Figura 4: Tracos das curvas com pardmetros a = 2 e ¢ = 3.

(b) Tragos das curvas (x> — y*) + 18(x* —y?) — 96x =
=1 -145e(* - x?)> - 18(%> — x*) + 96x = 145

P2
4

"<

XZ y2 _
(a) Tragos das curvas Ttz = le I

w

F,

P

/TN

Fonte: Elaborado pelo autor utilizando o Geogebra

A
A

A Figura 5 mostra a unido dos tragos das curvas constantes na Figura 4.

Figura 5: Unido das curvas

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versdo 5.0. .

O trago da M-—elipse é obtido apds usar os pontos delimitantes encontrados ante-

riormente, como mostrado na Figura 6.

Observe na Figura 6 que os focos F| e F, sao exteriores a M—Elipse, isso ocorre
sempre que tivermos a < c¢. Ademais, os oito pontos delimitantes estdo separados

simetricamente pelo eixo focal.
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Figura 6: M—Elipse com centro na origem e focos sobre o eixo OX

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versdo 5.0.

(b) Para a = ¢ = 3 temos apenas seis pontos delimitantes na M—Elipse. Em geral,

1ss0 ocorre sempre que tivermos a = ¢. Os pontos delimitantes sdo os seguintes:

P] = P3 = (_37 0)7 P2(37 6)7 P4(37 _6)’
P5 = P7 = (3a O)a P6(_3’ _6), PS(_3’6)

As equacdes reduzidas sdo dadas por

y2 X2

2 2 -1

189
EMIN (2= D)2 + 18(:2 — %) — 216x = 405

02 — x2)2 = 18(y* — x%) + 216x = —405.

Utilizando o mesmo procedimento adotado no item (a), temos o trago da

M-—Elipse para a = 3, conforme figura abaixo.
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Figura 7: M-Elipse centrada na origem com parametros a = ¢ = 3.

P P

< k4

N7

TN

op 6 0P4

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versao 5.0.

(c) Paraa =4 e c = 3, encontramos os pontos

16 7 16 25 16 7 16 25
Pl-—.-=|, P[==) P-=.Z] P :
"3 3) 373 '\ 373 4( )

16 7 16 25 16 7 16 25
PS A 0A ) P6 B B P7 S Al PS 5 A5 |
3°3 3 3 33 3°3

As equacdes reduzidas sdo dadas por

2 2

£ _r_y

16 7

y xz_l
Em 25 9 7

(x2 —y*)2 + 18(x2 — y?) — 384x = —1105,
(02 — x2)2 = 18(y* — x?) + 384x = —1105.

Na Figura 8 temos o traco da M—Elipse procurada.

Para o caso (c), os dois focos sdo pontos internos a M—elipse. Isso acontece
sempre que tivermos a > ¢. Além disso, os oito pontos delimitantes da M—Elipse s@o

diferentes e nao coincidem com os focos, que neste caso ficam internos a M—Elipse.

3.1.2 M-Elipse com centro na origem e reta focal no eixo OY.

Seja Epm(F1, F>) a M—Elipse de centro na origem e com focos F1(0, —c) e F,(0, ¢).

Usando a Equacdo (3.1), temos que P(x,y) € M? pertence a Ep(F ), F») se, e somente
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Figura 8: Traco da M—Elipse paraa = 4

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versao 5.0.

se, satisfaz

V2 =+ + VI = (v = P = 2a. (3.8)

Usando o software Geogebra é possivel esbocar a curva cuja equagado € (3.8). Na
Figura 9, por exemplo construimos os tragos de trés curvas usando parametros a < c,

a=cea>c.
Figura 9: M-Elipse com reta focal no eixo OY.

(a) (b) ©)

T

Py P I~
a<c a=c a>c

No link (https://www.geogebra.org/calculator/fzhjhb95) encontra-se uma anima-
cdo feita no Geogebra online que nos permite vizualizar a evolu¢do da curva de ma-
neira continuada desde o caso em que a < ¢, passando por a = ¢ e chegando até

a>c.
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Assim como na subsec@o anterior, para encontrarmos as expressoes das coorde-
nadas dos pontos delimitantes, faremos as intersec¢des destas referidas curvas com os

cones de luz centrados nos respectivos focos.

3.1.2.1 Pontos delimitantes e equacoes reduzidas de E,(Fy, F»).

Suponha que P € Ep(Fy, F,) também pertenca ao cone de luz C;(F;). Entdo, a
partir da Defini¢ao 4 e da Equacdo (3.1) temos que \/m = (0 e, consequen-
temente, \/m = 2a. De +/|x*> = (y + ¢)?| = 0 segue que P deve pertencer
ouaretax =y+couaretax = —-y—c. Ede m = 2a obtemos que
P deve pertencer a um dos M-—circulos definidos respectivamente pelas expressoes
¥ —(y—c)P = 4a’e x> — (y — ¢)* = —4a®. Analisemos, portanto, 0s quatro casos a

seguir.

Primeiro Caso: Admita que o ponto P (xy,y;) € Epm(Fy, F,) pertenca a reta x =

y + ¢ e a hipérbole euclidiana x> — (y — ¢)?> = 4a*. Entdo, substituindo x; = y; + c em
2 2, 2
a*+c

a
x2 = (y; — ¢)* = 4d?, obtemos y; = = consequentemente, x; =

Segundo Caso: Admita que o ponto P,(x,,y,) € Epm(Fy, F,) pertenga a reta x =

2 —(y—c)*> = —4a4*. Entdo, substituindo x, = y, + c em

Clz—C2

y + ¢ e a hipérbole euclidiana x

a
x> —(y—c)? = —4a?, obtemos y, = - e,consequentemente, X, = —

C

Terceiro Caso: Admita que o ponto P3(xs,y3) € Em(Fy, F») pertenca a reta x =

—y — c e a hipérbole euclidiana x> — (y — ¢)*> = 4a®. Entdo, substituindo x3 = —y3 — ¢
a’ a’+c?
em x% — (y3 — ¢)* = 4a?, obtemos y; = - e, consequentemente, x3 = — "

Quarto Caso: Admita que o ponto P4(x4,ys) € Epm(Fy, F,) pertenga a reta x

—y — c e a hipérbole euclidiana x> — (y — ¢)*> = —4a?. Ento, substituindo x; = —y; — ¢
2 2_ 2
2 2 2 a a ¢
em x; — (y4 — ¢)° = —4a”, obtemos y; = - e, consequentemente, x; = A

Obtemos, portantos, os pontos

a’+c a? -7 &

P] s | P2 - s |
c c c c
a+c oa -t a

P3 - s | P4 [
c c c c

Analogamente, se P(x,y) € um ponto de &y que também pertencente ao
Cone de Luz C;(F,), entdo P satisfaz simultaneamente +/|x>— (y+c¢)?| = 2a e

[X2—=(—c)l = 0. De [x*=(+c¢)*| = 2a, segue que P deve pertencer a



33

um dos M-—circulos cujas equagdes sdo, respectivamente x> — (y + ¢)> = 4a’ e
x* - (y +¢)? = —4a>. E, a partir da expressdo +/|(x — ¢)? — y2| = 0, P deve pertencer a

umadasretasx = y—coux= —y+c.

Procedendo como anteriormente, encontramos 0s pontos

612+C2 az Cl2+C2 az
P5 - s T ] P6 [ [}
C C C C
a*-c* a a*-c* a
P7 s | P8 - s |-
C C C C

Também obtemos as equagdes reduzidas da referida M—Elipse de forma anédloga

a encontrada quando os focos estavam sobre o eixo OX, a saber:

2y |
az + 2 ) a?
Yy X
Em(F, F2) 2 B_c2
(? = x2)? + 2¢*(y* = x?) — 8a’cy = —c* — 4a*
(x? —y*)? = 2¢3(x* — ) + 8a’cy = —c* - 4a*

Agora trataremos de um exemplo para o caso abordado. Isto é, para uma

M-—Elipse, centrada na origem, e focos sobre o eixo Y.

Exemplo 2: Encontre a M—elipse com focos F(0,—-2) e F,(0,2) para cada um dos

valores de a seguir.
(a) a=1. b)a=2. (¢)a = 3.
Solucao.

(a) Utilizando o mesmo procedimento do Exemplo 1, encontramos os pontos deli-
mitantes

P51 P3 p 51 p 3 1
12529 22’ s 3 292’ 4 25 29

1
2
5 1 31 5 1 31
Ps(-2.-=|, Ps[-2.2) Pi(=. -2 N |
5( 2’ 2)’ 6( 2’2’ 7(2’ 2)’ 8(2’2)

Também, para os valores a = 1 e ¢ = 2 obtemos as seguintes equagdes reduzidas:
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=

=1

o

<
+
) =%

< ml

O0? = x> +8(*—x})—-16y+20 =0
(X2 =92 —8(x* -y +16y+20 =0

™
b
=

O traco desta M—Elipse ¢ dado na Figura 10.

Figura 10: M-Elipse com focos em OY e parametros a = 1, ¢ = 2.
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L

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versdo 5.0.

Perceba que os focos sao externos a M—Elipse. Isto ocorre sempre que a < c.

(b) Para a = ¢ = 2 encontramos os pontos delimitantes, que neste caso sdo apenas

seis, sdo eles:

Pi(4,2), P, =P, =(0,-2), P;3(-4,2)
Ps(—4,-2), Ps = Pg =(0,2), Ps(4,-2).

Também obtemos as equacdes reduzidas:

2 Y
~-L=1

8

(O = x)? +8(7 — x*) — 64y + 80 = 0
(x> =y?)? = 8(x* —y*) + 64y + 80 =0

O traco desta M—Elipse é dado na Figura 11.
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Figura 11: M-Elipse com focos em OY e pardmetros a = ¢ = 2.

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versao 5.0.

Perceba que os focos coincidem com dois dos pontos delimitantes da M—Elipse.

Isto ocorre sempre que a = c.

(c) Para este caso os pontos delimitantes sdo

13 9 5 9 13 9 5 9
P A oAbl P R Al P T~ Al P ~ Al
1(2 2) 2( 2 2) 202 4(2 2)

9

13 9 59 13 9 5
=2 Ps(=, 2 P=,-2), Ps[-Z, 2|
PS( 2 b 2)’ 6(2, 2)9 7( 2 o 2)9 8( 2’ 2)

Também encontramos as equacgdes reduzidas:

* ) -

1 9

2o L
Em: 9 5

(07 =) +8(y% - x%) — 144y = =340
(% = y?)? = 8(x* —y*) + 14dy = -340

A Figura 12 mostra o tragco desta M—Elipse :



36

Figura 12: M-Elipse com focos no eixo OY e pardmetros a = 3 e ¢ = 2.

P, Py Py P
° ° °

\

1

1

T~

>

5 Py
° ° ® !

a

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versdo 5.0.

3.2 Equacoes Gerais da M—Elipse

Nesta secdo deduziremos as equagdes gerais de uma M—Elipse Eyy, cujos focos
F1(z1,22) e F2(wy, w,) sdo dois pontos arbitrarios do plano de Minkowski. Voltaremos,
portanto, a Expressdo (3.1) para, a partir dela, alcangcarmos nosso objetivo. Iniciamos
encontrando os pontos delimitantes de Ey €, apds 1sso, deduziremos suas equacgdes

gerais.

3.2.1 Pontos delimitantes de &

Seja P(x,y) um ponto de interse¢do de &y com C.(F;). Entdo, a partir da De-

finicdo 4 e de (3.1), temos que \/I(x—zl > —(y—12)*l = 0 e, consequentemente,
VIG= w2 =G =2l = 2a. De [(x=217 = (= )7 = 0 segue que P deve per-

tenceraretax = y+z,—z,ouaretax = —y+z;+2,. Ede \/I(x —wi)? = (y —wy)?| = 2a,

segue que P deve pertencer a um dos ramos do M-circulo de equagdo (x — w;)? — (y —

w1)? = +4a’. Procedendo como nas se¢des anteriores, analisaremos os casos possiveis.

Primeiro Caso: Assuma que o ponto P;(x;,y;) € Ep pertencaareta x = y+z,—2,

e a hipérbole (x — w;)? — (y — w,)? = 4a>. Entio as coordenadas de P, satisfazem

Xp=w1t+21—-2 3.9
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(x1 —wi)?> = (1 — w)* = 4d’. (3.10)
Substituindo (3.9) em (3.10) obtemos

2 2 2
da =1+ —22—wi) =1 —wa)

2 2_ .2 2
=y +20(z—z—-w)+ (@ —22—wrp) -+t 2y1wy — Wy,
0 que implica em
291wy —wi + 21 —22) = 4a” +wy” = (21 — 22— wi).

Assim encontramos

4a* + wat = (z1 — 22 — w1)?
20wy — Wi + 21 — 22)

Y1 =

€, consequentemente,

N 4612 + W22 - (Z] — 22— W1)2
] =
20wy — Wi + 21 — 22)

+ 21 — 2p.

Segundo Caso: Assuma que P,(x,,y;) € Eppertengaaretax = —y+z, +22€a
hipérbole euclidiana (x — w;)? — (y — w»)? = 4a®. Procedendo como no caso anterior,
encontramos

40> + wr? — (21 + 70 — wy)?
2(W1 +wy —21 — ZZ)

Y2 =

€

4612 + sz - (Z] + 2o — W1)2
Xy = + 21 + 2».
2z + 22— w1 —wy)

Terceiro Caso: Suponha que P;3(x3,y3) € Ep também pertenca areta x = y+z;—2,

e a hipérbole (y — w»)? — (x — w;)? = 4a*. Entdo encontramos

40> = wr? + (21 — 20 — wy)?
20wy —wa+22—21)

y3 =

40> = w> + (z1 — 22 — w1)?
X3 = + 21 — 2.
2w —wa+ 20— 21)
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Quarto Caso: Suponha que P4 (x4, y4) € Eptambém pertenga areta x = —y+z,+2;

e a hipérbole (y — w,)? — (x — w;)? = 4a>. Neste caso, obtemos

Vo= 4a® —wy? + (21 + 20 — wy)?
4 =

2z + 22— wp —w)
e
40> — w2 + (21 + 20 — wy)?

X4 = + 21 + 2p.
2w +Wa — 21 — 20)

De maneira totalmente andloga ao que foi feito anteriormente, suponhamos que
P(x,y) € um ponto de intersecdo da M—elipse Epq com o cone de luz Cp(F,). Entdo as

coordenadas de P satisfazem simultaneamente

Vix—2)? = (y-2)? = 2a

e
VIGe = wi)? = (v = w)? = 0.

De \/I(x —wi)? = (y = wy)?| = 0 segue que P deve pertencer areta x =y + w; — w,

ouaretax = —y+w; +w, Ede \/I(x - 21> = (y — 22)*| = 2a, segue que P deve

pertencer a um dos ramos do M-circulo de equagdo (x—z;)* — (y —z2)* = +4a*. Temos

entdo mais quatro casos a considerar, e sdo dados a seguir.

Quinto Caso: Assuma que Ps(xs,ys) € Ep também pertenga areta x = y+w;—w;

e a hipérbole (x — z;)*> — (y — 22)* = 4a®. Entdo as coordenadas de Ps satisfazem

X5 =ys + W) — Wy

(x5 —21)* = (ys — 22)* = da’.

Substituindo x5 = ys + w; — w, na equagio (x5 — z;)*> — (ys — 22)> = 4a*. Obtemos

y 4a* + 207 = (w1 —wp — 71)*
5 =

2[zp — 21 + Wi — wy]
e, consequentemente

4a® + 725> — (W) —wy — 21)°
X5 = + w; — wsp.
20z —z1 + wy —wy]
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Sexto Caso: Para Ps(xq, ys) € Epq pertencente areta x = —y+w; +w; e a hipérbole

(x —z1)* = (y — 22)* = 4a?, encontramos

B 4a® + 7° — (W + wy — 21)?
2[z1 + 20 — wy —wy]

Ye

€

40 + 2> — (w1 + wa — 71)?
Xe = + wp + ws.
2[wi + wo — 21 — 22]

Sétimo Caso: Suponha que P7(x7,y7) € Ep também pertenga areta x = y+w;—w,

e a hipérbole euclidiana (y — z5)* — (x — z;)* = 4a*. Entdo

X7 =Y+ W1 — Wy

7 —22)* = (x7 — 21)* = 4d’.

Substituindo x; = y; + w; — w, na equagio (y7 — 22)> — (x7 — z1)> = 4a* obtemos que

4a® — 27 + (W —wy — 71)*
y7 =

2[z1 — 22 —wi + wa]
c
4a* — 2> + (W —wa — 71)?

X7 = + Wi — ws.
2[21 — 2 —wp + Wz]

Oitavo Caso: Para Pg(xg,ys) € Ep pertencente a reta x = —y + wy + wp € 2

hipérbole euclidiana (y — z,)* — (x — z;)* = 4a?, obtemos

40> — 2% + (wy + wy — 71)?
2[lwy + wa — 21 — 2]

yg =

€

4612 - Z22 + (W] + wy — Z1)2
Xg = + w; + wsp.
2[z1 + 20 — wi — wa]

Uma vez encontrados os pontos delimitantes da M—Elipse, passaremos agora a

deduzir suas equagdes gerais.
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3.2.2 Equacoes gerais da M—Elipse

Seja P(x,y) € Ep um ponto nao delimitante. Entdo as coordenadas de P satisfa-

zem simultaneamente as seguintes desigualdades 0 < +/[(x—z1)2 — (y —22)?| < 2a e

0< \/l(x —w1)? = (y — w2)?| < 2a, obedecendo (3.1). Assim, temos os seguintes casos

a considerar:

1°Caso-[x—zi| > [y —zlelx—wi| > |y —wsl;

2°Caso-lx—zil <ly—zlelx —wi| <[y —wal;

3°Caso-|x—z| > ly—zlelx—wi| <[y —wal;

4°Caso- [x—zil <ly—zlelx=wi| >y —wal

Usaremos 2a = k para que os célculos ndo fiquem tdo extensos.

1° Caso - Se [x — 71| > [y — 22| € |[x — wy| > [y — w»|, a Equacdo (3.1) é transformada

cm

V=22 = (-2 + Vx—w))2 = (y = wy)? = k.

Segue dai que

V=202 = =22 =k = y(x—w)? =y — w)*

Ao elevar ao quadrado ambos os lados da igualdade, obtemos

(x=21)" = (=2 =K = 2k(x—wi)2 = (= w2)? + (x = w1)’ = (y = wp)".

Fazendo algumas manipulacdes algébricas e reorganizando as parcelas, chegamos na

equagdo

Qx—zi —wDwi — 21) + 2y = ws — 22)(22 — w2) — k% = 2k /(x = w1)2 = (y — wo)2.
Elevando novamente ambos os lados da igualdade ao quadrado, teremos

(2x = wi = 2)(W1 = 21) + 2y — 22 — w2)(Z2 — wa) = K2)° = 4k3((x = wy)? = (v = w2)?).
(3.11)
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Desenvolvendo o 1° membro da Equacdo (3.11), obtemos

(2x = wi —z2D)W1 = 21) + 2y = 22 = w2)(z2 — w2) = k2)” =
4x%(wy —z1)* = dx(wy —z)(W — 27 + 25 — wh + KD)+
+4y2 (25 — wo)* — 4y(z — wo)(Wi — 22 + 25 — Wi + K)+
+8xy(w1 — 21)(z2 — W) + (W2 = 2D) + (23 — wh))+

+2k* (Wi — 27 + 25 — wy) + kP
Agora desenvolvendo o segundo membro da Equacdo (3.11), temos

HP((x = w1)* = (v = wp)?) = 4> (X% = 2xw, + w% — 2 + 2yw, — w%)
= 47 x% — 8w x + 4Pw? — 4K*Y + 8k way — 4wl
Assim, igualando as expressodes e reorganizando os termos, teremos
4% (w1 = 21)* = &) + 8xy(wy — 21)(22 — wa) + 4y*((z2 — w2)* + &)
+Hx((w) — 20)(ZF — Wi + w3 — 23 — k%) + 2k*w))
+4y((z2 - Wz)(Zf - W% + W% - Zg — k%) = 2K*w»)

2
+(z1 —wi+w; — 23 — k)" — 4kPwT + 4kPw; = 0.

com k = 2a.

2°Caso - Se [x —z1] < |y — 2] e |x —wy| < |y —wy|. Dai, a Equacdo (3.1) é

transformada em

VO =222 = (x = 21)* + V= w22 = (x — w2 =k,

Assim obtemos

VO -2 = (x—21)* =k — V= w2)? = (x — w))2.

Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado e reorganizando os termos, encon-

tramos

=) = =w)? + (x—w)? = (x—21)* = k> = =2k /(y = w2)> — (x — )2,
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€ assim,

2y — 22 — W)Wy — 22) + Rx — wi — 21)(z1 — w1) — k2 = =2k /(v — w2)? — (x — w)2.

Elevando novamente ambos os lados da tltima igualdade ao quadrado,
((2y =22 = W)Wz — 22) + 2x = wy — 2121 — wy) — K*)* = 4K3((y — w2)* — (x — wp)?).
(3.12)
Ao desenvolver ambos os lados da igualdade (3.12), encontramos que
42 (w2 = 22)° = k%) + 8xy(wz = 22)(@ = w1) + 4x°((z1 = wi) + &%)
+y((wy — 22)(WE = w3 + 25 — 22 — k%) + 2k*wy)
+4x((z1 — W)W} = w3 + 23 — 23 — k%) — 2K*w))

2
+(Wi = w3 + 25 — 71 — k)" — 4kPw3 + 4kPwt = 0.

3° Caso - Se |x — z1| > |y — 22| € |x — wy| < |y — wy|, a Equagao (3.1) € transformada

cm

V=22 = -2+ Vo -w)2 = (x—w)2 =k

Assim temos que

V=22 = =2 =k = A —w)? = (x —w)

Elevando ao quadrado ambos os lados da igualdade, e manipulando, segue que

207 =2y = 2x(z1 + W) + 202+ W2) + 21— G = Wi+ Wi =k = 2k (Y — w)? — (x — wy)?

Elevando novamente ao quadrado ambos os lados desta igualdade e

desenvolvendo-os, chegamos a
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4x* — 8x2y2 + 4y4 —8x3(z1 +wy) + 8x2y(zZ +wy) + SyZX(Z1 +wy)
—8y3 (20 + wy) + 4x (2 + w1)P + 22 — 25 — Wi + W)

—8xy(z1 + Wi)(z2 + w2) + 4y*((z2 + wa)* — (2 — 25 — w3 + wi — k2) — k%)
~4x((z) + wi)(@] — 25 — w3 + W — k) + 2K%w))

+4y((zp + Wo)(2] — 25 — w5 + wi — k%) + 2k*w»)

+(@ — 25— wy +wi — k) — 4P + 4wt = 0.

4° Caso - Se |x — z1| < |y —z2| € |x — wy| > |y — ws|, a Equagdo (3.1) € transformada

cm

VO -2 = (=22 + Vi —wi)? = (v - w)? =k

0 que implica em

VO =222 = (x—21)* = k= V(x = w))?* = (v — wa)2.

Usando o mesmo procedimento dos casos anteriores, encontramos que

4y* = 8x%y? + 4x* — 8y (2 + w) + 8y x(z1 + wi) + 8x°(22 + wa) — 8x (21 + wi)
+4y (22 + w2)* + 23 — 21 + w5 = wi) = 8xy(z2 + w)(21 + wy)

+4x((z1 + w1)* — (@5 — 21 + w5 —wi — k) — kP)

~4y((z2 + Wa)(Z — 21 + W3 — wi — k%) + 2k°w»)

+4x((z) + w)(@3 — 22+ wi — wi — k) + 2Kw))

+H(z3 — 71+ wh —wi — k)’ — 4w + 4w = 0.

A partir destes casos encontramos todas as expressdes que compdes as equagdes

gerais de uma M—Elipse no plano de Minkowski.

No exemplo a seguir, determinamos as equacdes e esbocamos a M—elipse para o

caso particular em que um de seus focos estd contido no cone de luz do outro.

Exemplo 3: Determine a M—elipse de focos F; = (1,1) e F, = (0,2), com a = 2.

Soluc¢ao. Substituindo as coordenadas dos focos Fy, F, e o valor de @ = 2 nas
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equagdes encontradas nos quatros casos gerais, obtemos as equagoes:

—60x? + 8xy + 68y + 48x — 208y + 400 = 0
—60y? + 8xy + 68x% + 176y — 80x + 144 = 0
Ax* — 8x*y? + 4y* — 8x3 + 24x%y + 8y’ x+
—24y3 — 12x> — 24xy + 52y* + 80x + 16y + 144 = 0
4yt — 8x2y? + 4x* — 24y + 8y x + 24x%y+
—8x% +52y% — 24xy — 12x* — 112y — 48x + 400 = 0

Usando o software Geogebra podemos esbocar a referida M—Elipse, como mostra

a Figura 13.
M-—Elipse.

Figura 13: M—Elipse de focos: Fi(1,1), F,(0,2)ea =2

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versao 5.0.

Em geral, se os focos da M—Elipse estiverem na mesma reta tipo-luz, teremos seis

pontos delimitantes, sendo dois deles pontos no infinito.

Para concluir este capitulo, destacamos que o trago da M—Elipse pode tomar for-
mas variadas ao se fixar seus focos de maneira arbitraria. Na figura abaixo, por exem-

plo, temos alguns casos especificos.



Figura 14: M-Elipses de focos arbitrarios e pardmetros a < c,a =cea > c.

(a)
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1

SEENY

a<c

(b)
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4 M-HIPERBOLE

Neste capitulo estudaremos sobre a hipérbole no plano de Minkowski, também
chamada de M-hipérbole. Sua defini¢do, como veremos, é bem semelhante aquela
que conhecemos no plano euclidiano. Assim como no capitulo anterior, nosso objetivo
aqui serd primeiramente deduzir as equagdes reduzidas da M—hipérbole e, apds isso,
conseguir deduzir suas equagdes gerais. Veremos, por fim que hd uma ligagdo muito

forte entre o traco de uma M-—hipérbole com o da M-—elipse.

Em Shonoda (2015) encontramos a seguinte defini¢ao.

Definicao 7. Uma M-—Hipérbole de focos F\ = (21,22) e F» = (wy,w,) € o con-
junto dos pontos P(x,y) do plano de Minkowski cuja diferenca em valor absoluto das

M-—distiancias a F e F; é igual uma constante 2a > .

Algebricamente,
HM(F1, F2) = (P € M |dm(P, Fy) — dp(P, Fa)| = 2a, a > 0.

Em coordenadas, um ponto P(x, y) pertence a M—hipérbole H((F, F»,) se, e somente

se, suas coordenadas satisfazem

| VIGe =202 = (0 = 2221 = VI(x = w)? = (v = w)?| = 2a. 4.1)

A reta que contém os focos da M-hipérbole é denominada reta focal; o ponto
médio do seguimento cujas estremidades sdo os focos F; e F, é chamado o centro
da M-hipérbole. Por fim, diferentemente do caso euclidiano, em que o nimero real
a é obrigado a ser menor que ¢, na definicdo de M-—hipérbole esta exigéncia ndo é
necessdria, podendo a assumir valores menores, igual ou maiores que c¢. Estudaremos

cada um destes casos nas proximas segcoes e subsecoes.
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4.1 Equacoes Reduzidas da M—Hipérbole

Nesta secdo estudaremos a Equacdo (4.1) do ponto de vista analitico, tomando

inicialmente a M—hipérbole, de centro na origem e focos sobre os eixos coordenados.

4.1.1 M-—Hipérbole com reta focal no eixo OX.

Seja Hp(F, F») a M—hipérbole com focos F(—c,0) e F,(c,0). A partir da Equa-

¢do (4.1), um ponto P(x,y) pertence a Hy(F1, F;) se, e somente se, satisfaz

| VI + 02 =32 = Vi(r = 0 = 2| = 2a. (4.2)

A fim de esbocar seu traco, iniciamos encontrando os seus pontos de interse¢ao
com os cones de luz C;(F) e C.(F;), também denominados de pontos delimitantes da
M-—hipérbole.

4.1.1.1 Pontos delimitantes de H((F, F,)

Seja P(x,y) um ponto de intersecdo de Hy(Fi, F,) com o cone de luz C.(F)).

Entdo, temos na Equacdo (4.2), que +/[(x+c¢)>—y*l = 0 e, consequentemente,
VI(x = ¢)? = y?| = 2a. De +/|(x + ¢)?> — y?| = 0 obtemos que P pertence aretay = x + ¢
ouaretay = —x — c. E, apartir de +/|(x — ¢)? — y?| = 2a, obtemos que P também

pertence a uma das hipérboles euclidianas (x — ¢)> — y* = 4a® ou (x — ¢)* —y* = —4a’.
Temos entdo os seguintes casos a considerar.

1° Caso: Assuma que Pi(x;,y;) € Hy também pertenca aretay = x +c e a

2 —y? = 4a. Substituindo y; = x| + ¢ na equagdo (x; —
az az _ 02
¢)* — yi = 4a*, obtemos x| = L e =

hipérbole euclidiana (x — ¢)

c

2° Caso: Se Py(x3,y,) € Hy, também pertence a reta y = x + ¢ e a hipérbole

euclidiana (x—c)*—y* = —4d?, substituindo y, = x,+c na equagdo (x,—c)*—y; = —4a?,

a’ a’ +c?
obtemos x, = — ey, = .
c

c
3° Caso: Suponha que P5(x3,y3) € Hyy, pertenga aretay = —x — ¢ e a hipérbole

euclidiana (x; —c)*—y} = 4a®. Substituindo y; = —x3—c na equagdo (x3—c)*—y3 = 4a?,
a’ a’> - c?

encontramos, x3 = —— e y3 =

c
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4° Caso: Por fim, se P4(x4,y4) € Hy pertence a reta y = —x — ¢ e a hipérbole

euclidiana (x; — ¢)* — y* = —4a?, substituindo ys = —x4 — ¢ na equago (x4 — ¢)* — y3 =

) a’ a* + c?
—4a”, encontramos x; = — € y4 = — .
c

C
Obtemos, portanto, os pontos
2 2 2 2 2 2
a a —c a a +c
P] — T s ’ P2 ) ’
C C C C
a2 a2 - CZ az az +c
P3 ] ’ P4 DR .
c C Cc C

Seja agora P(x,y) um ponto de interse¢do de Hp(F,,F,) com o cone de

luz C;(F,). Entdo as coordenadas de P satisfazem /|[(x—c)*—y* = 0 ¢
VI(x + ¢)* — y?| = 2a em (4.2). Procedendo como nos casos anteriores encontramos:
a> a* - c? a?  a®+c?
P5 ) ) P6 T, T ’
c c c c
2 2 2 2., .2
a- a —c a- a +c
P7 (_7_ )’ P8 (__’ )'
c c c c

Observe que os pontos delimitantes da M—hipérbole sdo os mesmos da M—elipse
vistos no capitulo anterior. A fim de deduzir as equagdes que compdem a
M-—hipérbole, verificaremos a expressio (4.2) para o casos em que 0os pontos nao sao

pontos delimitantes.

4.1.1.2 Equacoes reduzidas de H(Fy, F)

Seja P(x,y) € Hy um ponto nio delimitante. Entdo suas coordenadas satisfazem

a Equacdo (4.2) obedecendo as seguintes restri¢des:

0< VIx+c¢)P2—y*<2a e 0< +|(x—c)P? -y} <2a.

Estas desigualdades nos levam a estudar os casos listados abaixo.
o 1°Caso: [x+c|>], |[x—c|>1yl e |x+c|>]x—c| ou
lx+c| >yl ,lx—cl>y e |x+c|<|x—c|

e 2°Caso: |x+c| <, |x—c| <yl e |[x+c|>|x—c|lou

lx+cl <yl , |x=—cl<lyl e |x+c|<|x—c|
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e 3°Caso: |[x+c| >y, |[x—cl<l|yl e [x+c|>|x—c|lou

x+c| >y, lx—cl<lyl e lx+cl <|x—c|

e 4°Caso: |x+c| <], |x—c|>1yl e |[x+c|>|x—c|lou

x+cl<lyl, |x—cl>y e |x+c|l <|x—c|

Passaremos agora a analisar cada um deles.

1° Caso- Se |x + c| > |y| e |x — c| > |yl, a Equagdo (4.2) se torna

V@ +e)? =32 = J(x = ¢)? —y? = £2a,

Elevando ambos os lados desta igualdade ao quadrado, obtemos

\/((x +0)? =) (x—c)? —y2) = x>+ 2 —y* = 2d%.
Elevando novamente ambos os lados desta igualdade ao quadrado, obtemos que
((x +¢) - yz) ((x —¢) - yz) = x4 2%% + ¢t - 2)c2y2 —4x*d?
—2c%y? —4cd® + Y + 4y P + 4d.
Desenvolvendo o lado esquerdo desta dltima igualdade chegamos a expressdao

A —-ad*x -t +ay +at =0.
Ou seja,
(a® = A)x* — a®y? = d*(@* - ).
Dividindo toda a equagdo por a*(a* — ¢*) obtemos
2 2

X Y

at a’-c

=1 4.3)

2
Observe que a Equacgao (4.3) acima, ndo estd definida para a = +c.

2° Caso- Para |x + c| < |y| e |x — ¢| < |y|, a Equag@o (4.2) se torna

VD2 = (x+ 02— )2 = (x = 0)?] = 2a.

Elevando ao quadrado ambos os lados desta igualdade, obtemos a expressao

VO =G+ )P = (=) = 27+ = & = %,

Elevando novamente ao quadrado ambos os lados desta igualdade, obtemos
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X+ a?) - a?y = —d (P + dP).

Dividindo ambos os lados da igualdade por —a*(a® + ¢*) encontramos

2 2
y X0
2+ ad I 4.4)

3° Caso- Quando |x + ¢| > [y| e |[x — c| < |y|, a Equacdo (4.2) se torna

VO +0? =y = Y2 = (x—¢)* = 2a

Elevando ambos os lados desta igualdade ao quadrado, obtemos a expressao

\/((x +0)2=12) (32 = (x = ©)?) = =2a” + 4xc.
Elevando novamente ambos os lados da igualdade ao quadrado, encontramos

(x> =) + 22 ( = y?) - 8xa’c = —c* — 4a*. 4.5)

4° Caso- Para |x + c| < |y| e |x — ¢| > |y|, a Equag@o (4.2) se torna.

2 2 2 _ 2 —
VY2 = (x+cP = J(x—c) - y> =2a
Utilizando os mesmos artificios dos casos anteriores, encontramos a equagao

(02 = XY =237 — x%) + 8xd’c = —c* — 4d”. (4.6)

Obtemos, portanto, as equacdes da M-hipérbole:

2 P _,
@ -2
2 2
L
Hp(F1, Fy) - il il @4.7)

(@ =3)" +22(x = ) = 8xa’c = —c* — da,

(2 = x2)? = 2¢2(y* — x2) + 8xa’c = —c* — 4a*,

e delimitada pelos pontos P; a Pg encontrados na secdo anterior. Veja que as equacoes
encontradas para a M-hiperbole sdo também as mesmas que encontramos para a M-
elipse. A grande diferenca em seus esbogos é dada pelos pontos delimitantes, como

veremos nos exemplos a seguir.
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Exemplo 4: Encontre as equacgdes e esboce o traco da M—Hipérbole de centro na

origem e focos F(—3,0) e F,(3,0), tais que:
(@) a=2 b)ya=3 (c)a=4.

Resposta:

(a) Para a = 2 e ¢ = 3, os pontos delimitantes sao

R L (413 b4 S\ (413
13’9 2393’ 33939 435 3’

3
4 5 4 13 45 4 13
Ps(=,-Z), Ps|-=,-= P=.= Py-=, =)
5 3, 3’ 6( 3, 3)’ 7(3’3)’ 8 3’ 3)

Susbstituindo os valores de a e de ¢ em (4.7), obtemos as equagdes da M—Hipérbole:

2 2
x—+y§:1,
Hm 13 4

(% —y)% + 18(x2 — y?) — 96x = —145,
(2 = x2)? — 18(y* — x2) + 96x = —145.

A unido dos tragos e dos pontos delimitantes das curvas encontradas sdo exata-
mente como na Figura 5. Mas, a partir dos quatro casos especiais vistos anteriormente,

obtemos que o traco da referida M—Hipérbole é dado pela Figura 15 abaixo.

Figura 15: Trago da M—Hipérbole com parametros a=2 e c=3.

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versao 5.0.



(b) Quando a = ¢ = 3 os pontos delimitantes sdo:
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Pl = P3 = (_3’ 0)9 P2(37 6)’ P4(3a _6)9
P5 = P7 = (3,0)7 P6(_3, _6), PS(_3’ 6)

E suas equagdes reduzidas sao dadas por
2 2
X
ry_x_,

189
Hp: ] (62 = y2)2 + 18(x% — y?) — 216x = —405,

(% — x*)? = 18(y* — x?) + 216x = —405.

O traco da M—Hipérbole é dado na Figura 16 abaixo.

Figura 16: M—Hipérbole de parametros a = ¢ = 3

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versdo 5.0.

Perceba para este caso que apenas seis pontos delimitam a M—Hipérbole, e dois

deles coincidem com os seus focos. Em geral, isso ocorre sempre que tivermos a = c.

(c) Para a = 4 e ¢ = 3 teremos os pontos delimitantes

16 7 16 25 16 7
Pl - s A 2 s s 3\ ™ [ 1}
373 3°3

16 7 16 25 16 7
Ps|—, = Pl-—.-=), P|=, -2
5( 3 ’3)’ 6( 3 2 3 )’ 7( 3 2 3)’

As equacdes da M-hipérbole sdao dadas a seguir

16 25
P4 A A5 )
16 25
Py[-—2).
(-3
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.X2 y2_1
1 7
oo
Hm 25 9

(22 = y?)2 + 18(x2 — y?) — 384x = —1105,
02 = x2)? = 18(y* — x2) + 384x = —1105.

A Figura 17 nos mostra o traco da referida M-Hhipérbole.

Figura 17: Trago da M—Hipérbole de pardmetrosa =4ec =3

N\ |~

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versdo 5.0.

Veja em todos os itens do exemplo acima que o traco da M-hipérbole de centro
na origem e focos sobre o eixo OX é exatamente a parte complementar do traco da
M-elipse de centro na origem e cujos focos e os valores de a coincidem com os da

M-hipérbole .

No link (https://www.geogebra.org/m/vxakufbr) encontra-se uma animacgao, feita
no Geogebra online, que nos permite vizualizar a evolucao da M-hipérbole de maneira

continuada desde o caso em que a < ¢, passando por a = ¢ e chegando até a > c.

4.1.2 M-Hipérbole com reta focal no eixo OY.

Para o caso da M—Hipérbole de centro na origem com reta focal sobre o eixo Y o

processo € totalmente andlogo ao da Subsecdo 4.1.1.

Encontramos os pontos delimitantes.
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at-c* a a’*+c? a® a*-c* o a*+c? a®

Pl - s P2 s P3 s | P4 - s
C C C C C C C C
612+C2 a2 a2—62 a2 a2+62 Cl2 a2—62 a2

PS - s | P6 s | P7 s | P8 - s |-
C c C C C C C C

2 2
X Y
a+ct _a?
y_oox
Hp 2 -2
(? = x2)? +2¢3(y* — x%) — 8a’cy = —(c* + 4a*)
(2 = 9*)? = 2¢3(x* —y*) + 8a’cy = —(c* + 4a*).

Exemplo 5: Encontre a M—Hipérbole com focos F1(0,-2) e F,(0,2) para cada um

dos valores de a dados a seguir.
(a) a=1. b)a=2. (¢)a = 3.
Resposta:

(a) Para os valores a = 1 e ¢ = 2, encontramos os pontos delimitantes

3 1 51 3 1 51
Pl A Al PZ A~ Al P3 AT Al P4 “A'A )

22 22 22 2°2

5 1 31 5 1 31
PS (_57 _E)’ P6 E’ E s P7 (57 _E)a PS _57 5)'

Também obtemos as equacdes reduzidas a seguir:

© 1

) ]

y_+x_ =1
Hm 13

0P =22 +80% —xH)—16y+20 =0
(2= )2 =8(x*—y) +16y+20 =0.

O trago da M—hipérbole é mostrado na Figura 18 abaixo.



Figura 18: Trago da M—Hipérbole paraa = 1

\ .
.
.
\\
'S p N
.3 o

1
3o

52 P
e o

s

/

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versao 5.0.
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(b) Para os valores a = ¢ = 2, encontramos os pontos delimitantes da M—hipérbole.

P, =P;=(0,-2), P(4,2),
Ps(—4,-2), Pe=Ps =(0,2),

As equagdes reduzidas sdo:

.X'2 y2

N

8 4

Hmty (52— x2)% + 8% — x2) — 64y +80 = 0

(x> - )12)2 —8(x* — yz) + 64y +

80 =0.

O traco da M—Hipérbole é apresentado na Figura (19).

Figura 19: Tragco da M-Hipérbole de parametros a = ¢ = 2.

N\

\

1 Ji

P4(_47 2),
P;(4,-2).

T 2 0

N
Je de a2 0 B b
/
7

R N T o ra
Py P

o4 57

:

) \

) \
B

0

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versio 5.0.
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Observe que, assim como nos casos anteriores, quando os parametros a € ¢ forem

iguais, teremos apenas seis pontos delimitantes. Ademais, dois destes pontos delimi-

tantes coincidem com os focos F; e F,.

(c) Paraa = 3 e ¢ = 2, encontramos os pontos delimitantes da M—hipérbole, sdo

eles:

13 9
P A Al
*\2 2)

n23)

22

Xy
1 9
7‘[/\41 9 5

(y2 — x2)2 + 8(y2 - xz) — 144y
(x? = yH)? - 8(x* —y?) + 144y

5 9 13 9
P3 (59_5)’ 4(_7’ 5)’

13 9 59
P7 A Al PS “A°Al

22 2°2

=1
= —340
= —340.

Portanto, temos o tragco da M—hipérbole como segue:

Figura 20: Trago da M—Hipérbole parametros a = 3 e ¢ = 2.

i

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versdo 5.0.

Encerramos, portanto, o estudo dos casos particulares das M—hipérboles centradas

na origem do sistema de eixos ortogonais OXY, e cujas retas focais coincidem com os

eixos OX e OY.
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4.2 Equacoes Gerais da AM—Hipérbole

Nesta se¢do estudaremos o caso mais geral da M—hipérbole. Tomando seus focos
F1(z1,22) e F>(wy, wy) em posi¢Oes arbitrarias do plano de Minkowski, encontraremos
seus pontos delimitantes e deduziremos suas equagdes gerais. Faremos isso desenvol-

vendo e estudando a Equacido (4.1).

4.2.1 Pontos delimitantes de 7,

Se P(x,y) € um ponto de H( que também pertence a C;(F), entdo as coordenadas

de P satisfazem:

VIx =212 =y -2 =0

\/I(x —wp)? = (y —w)? = 2a.

O lugar geométrico dos pontos P(x,y) tais que \/ |(x —z1)> = (y — 22)*| = 0sdo as

retas

X=y+2721—2» e xXx=-y+z71+2.

E o lugar geométrico dos pontos P(x,y) € M? tais que \/ (x —wi)? = (y —wr)?| =

2a é o M-circulo de equagdo

(x —w1)? = (y — wo)* = +4d?. (4.8)

Assim, sabendo que P(x,y) € Hy e P € Cp(Fw), 0 referido ponto pertence a
retax =y +z; —zpouareta x = —y + z; + 2 € também pertence a uma das hipérboles

euclidianas dadas na Equacio (4.8).

(1) Assuma que o ponto P(x;,y;) € H pertenca a reta x = y+2z; — 2, € a hipérbole

(x —w)? — (y — w»)? = 4a®. Entdo suas coordenadas satisfazem:

Xxp=n1+tz1—-2 4.9)

(x1 =w1)? = (1 = wa)* = 4d’, (4.10)
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Substituindo a Equacio (4.9) na Equacao (4.10) obtemos

2 2 2
da” =1 +z1—22—-w) — (1 —w)

=y + 2@ -z —wi) + (@ — 22— wi)’ =y + 2y Wy — w3,
0 que implica em
2yi(wy —wi + 21 —22]) = 4a® + wr — (21 — 22 — W)
E assim encontramos

3 = 4a’> +w)® — (21— —wi)?
L=

2[wy —wy + 21 — 22]
e, consequentemente,

o 4a® + wal — (z1 — 22 — wy)?
L=

+21 — 2.
2lw, —wi + 21 — 22]

(2) Assuma P;(x,,y,) € Hy pertenga areta x = —y+z; + 2, e a hipérbole euclidiana
(x1 —w1)? = (y; —w»)? = 4a*. Usando o mesmo procedimento do item (1) acima,

encontramos as coordenadas de P, a saber:

y 4a’ +wy)? — (2 + 22— wy)?
2 =

2[wi + wy — 21 — 22]
e
40 + Wy — (21 + 22 — wy)?

Xy = + 21 + 2.
2[z1 + 22 —wy — wa]

(3) Suponha que P5(x3,y3) € Hp, pertenga a reta x = y + z; — 2o € a hipérbole

(y = w»)? — (x = w)? = 4a®>. Como nos casos anteriores, encontramos

= 40> —w* + (z1 — 22 — w1)?
s =

2[wy —wy + 20 — 2]

€

40> —wr + (21 — 0 — wy)?

X3 = +21 — 2.

2[wy = wo + 20 — 21
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(4) Suponha que P4(x4,y4) € Hpq pertenca a reta x = —y + z; + 2, € a hipérbole

(y = w»)? — (x = w)? = 4a®. Neste caso, obtemos

Vo= 4a’ —wr? + (21 + 20 — wy)?
4 =

2[z1 + 20 — wy —wy]
e
40> — w2 + (21 + 72 — wy)?

X4 = + 71 + 2o.
2[wi + wy — 21 — 22]

Analogamente, seja P(x,y) um ponto de interse¢ao de Hy com C;(F,). Entao as

coordenadas de P satisfazem

VIx = z1)? = (y = 222 = 2a

VI = w2 = (y = wy)? = 0.

O lugar geométrico dos pontos P(x,y) tais que \/ l(x —w1)? = (y — w»)?| = 0 sdo as
retas

X=y+w; —wy e XxX=-y+w;+ws.

E o lugar geométrico dos pontos P(x,y) € M? tais que \/ (x—z1)> = (—2)?* =2aé

0 M-—circulo de equacdo

(x—21)* = (v — 20)* = +4d”. 4.11)

Portanto, se um ponto esta na intersecdo de Hy( com C.(F,), o referido ponto
pertence a uma das retas x = y+ w; —wp € x = —y + wy + w, e também a uma das

hipérboles euclidianas da Equacdo (4.11).

(5) Assuma que Ps(xs,ys) € Hpq pertenga a reta x = y + w; — wp e a hipérbole

euclidiana (x — z;)? = (y — z2)* = 4a. Entio suas coordenadas satisfazem

X5 = Y5+ W1 — Wy

(x5 — 21)* — (ys — 22)* = 4a’.
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Substituindo x5 = ys + w; — w, na equagio (xs — z;)* — (ys — 22)* = 4a®, obtemos

b= 4a® + 25° — (W) — wa — 21)?
s =

2[z0 — z1 + Wy —wy]
€, consequentemente

B 4q> +Z22 - (W —wy —Zl)2

X5 + Wi — ws.

2[22 -1+ w; — wa
(6) Para Pg(xs,ys) € Hyq pertencente a reta x = —y + w; + w, e 2 hipérbole (x —
21)? = (y — 22)* = 4a?, encontramos

y 4a® + 207 = (W + wp — 79)?
6 =

2[z1 + 22 —wy —wy]

€

40 + 27 — (w1 + wy — 21)°
Xe =

+ w; + wsp.
2[W1 +wy —21 — Zz]

(7) Suponha que P7(x7,y7) € Hyq pertenga a reta x = y + w; — w, e a hipérbole

euclidiana (y — z,)*> — (x — z;)* = 4a®. Entdo

X7 =Yt W1 — Wy

V7 — 22)* = (x7 — 21)* = 4d>.

Substituindo x7 = y;+w; —w» na equacdo (y7—2z)*—(x7—z1)* = 4a?, encontramos

40 — 27 + (W —wa — 71)?
y7 =

2[21 —Z—wp + Wz]
e
40> = 2> + (W —wa — 71)°

X7 = + Wi — ws.
2[21 —Z—wp + W2]

(8) Para Pg(xs, yg) € Hy pertencente a reta x = —y+w; +w, e a hipérbole (y —z,)* —

(x — z1)?* = 4a?, obtemos

Je = 4a® — 25> + (W) + wy — z1)?
g =

2[W1 +wy, — 271 — 22]
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4a* — 2> + (Wi + wyr — 21)?
Xg = + Wi + ws.
2[z1 + 20 —wy —wy]

Observe que, assim como nos casos particulares, os pontos delimitantes da

M-—Hipérbole sdo os mesmos encontrados para a M—Elipse.

4.2.2 Equacoes gerais da M—Hipérbole

Supondo um ponto P(x,y) € Hy nao pertence aos cones de luz Cp(F))
e C.(F,), entdo as P satisfaz simultaneamente as seguintes desigualdades
0 < VIx-22-0-22 < 2ae0 < lx-—w)?-@-w) < 2a -
VI(x = 21)? = (v — 22)%, obedecendo (??).

Assim, temos 0s seguintes casos:

e 1°Caso: |x—zi| > ly—zlelx—w| >ly—wlell(x—z2)*-©-2)?>
I(x —wi)? = (y = w)?lou |[(x — z21)* = (v — 22)*| < |(x = w1)* = (v — w2)?l]

e 2°Caso: [x—zil < ly-zlelx—w| <ly—wiell(x-z2)*-0Q-2)?>
[(x = wi)* = (y = wa)?| ou [(x = 21)* = (v — 22)*] < |(x = w1)* = (v — w2)?l]

e 3°Caso: [x—zi| >ly—zlelx—wi| <ly—wlelllx—z2)-(©-2)? >
[(x —wi)* = (v = wa)?| ou [(x — 21)* = (v — 22)*| < |(x = w1)> = (v — w2)?l]

e 4°Caso: [x—zl <ly-zlelx—w| >ly—wlelllx—z2)-0G-2)?>

e =wi)? = = w2l ou |(x = 21)* = (v = 22)| <I(x = w1)> = (v = w2)’l]

Afim de simplificar os cdlculos, usaremos 2a = k.

1° Caso - Suponha |x — 71| > [y — 22l e |x — wy| > [y — ws|. A Equagdo(4.1) é

transformada em

IV =212 = (7= 22)* = Vx—w)? = (- w2 =k
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E assim, ao elevar ao quadrado ambos os lados da igualdade e apds algumas manipu-

lagdes algébricas, temos

(2x = wi = 2)(W) = 21) + 2y — 22 = wo)(Z2 — W) = K2)° = 43 ((x = w)? = (v = wo)?).
(4.12)

Desenvolvendo o 1° membro da equacao (4.12), segue que

(2x—wi = 2)(w1 — 21) + 2y — 22 — wo)(z2 — W) — kK2) =
4x°(wy — z1)* — dx(wy —z2)(W] — 2 + 25 — w3 + K°)+
+4y% (2 — wo)* — 4y(zo — wa)(Wi — 21 + 25 — w3 + kP)+
F8xy(w1 — 20(z2 — w2) + (W] =) + (2 — w))+

+2lP (W = 73 + 75 — w3) + K.
Agora desenvolvendo o segundo membro da equagdo (4.12), temos

MP((x = w1)* = (v = w)?) = 4> (X% = 2xw + w% -y + 2yw, — w%)

= 47 x* — 8P wx + 4kPwT — 4k*Y + 8k wny — 4wy,
Assim, igualando as expressodes e reorganizando os termos, teremos

4x*((wy — 21)* = k%) + 8xy(wy — 21)(22 — w2) + 4y*((z2 — w2)* + K°)
+x((w — Z])(Z% - W% + W% - Z% — k%) + 2k*w))
+4y((z2 — W)zt — Wi + w3 — 25 — k) — 2K%w,)

2
+(zZd —wi+wi — 23 — k)" — 4wl + 4k°w3 = 0.

com k = 2a.

2° Caso - Agora suponha que |x — 71| < [y — 22| € [x — wy| < |y — wp|. Assim, a

Equagao (4.1) é transformada em

VO =22 = (x = 21)2 = VO = w22 = (x —w))? | =k,

Dai, obtemos fazendo algumas manipulacdes algebricas chegamos em

(2y = 22 = W)Wy — 22) + 2x = wy — 21)(z1 — wi) = K2)° = 4k3((y = w2)? = (x — w)?).
4.13)
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Desenvolvendo membro a membro da igualdade (4.13), encontramos que

4y*((wa = 22)* = K2) + 8xy(wy — 22)(z1 = wy) + 4x*((z1 — wi)* + &7)
+y((wy — 2)(W = w3 + 25 — 7, — k) + 2K°w)
+4x((z) = w)W? = w3 + 22 — 22 — k) = 2KPw))

2
+(Wi = w3 + 25 — 71 — k)" — 4kPw3 + 4kPwt = 0.

3° Caso - Suponha que |x—z;| > [y—22| € [x—w/| < [y—w»|. Desta forma a Equagao

(4.1) é transformada em

VG =202 = (=22 = VI = w22 = (x—w 2| =k

Utilizando o processo andlogo ao usado nos casos anteriores e apds desenvolver

membro a membro da igualdade, encontramos a forma geral deste caso

4x* — 8)62)/2 + 4y4 —8x3(z1 +wy) + 8x2y(zZ +wy) + SyZX(Z1 +w)
8y} (2o + wy) + 4x (2 + w1)P + 22 — 25 — Wi + W)

—8xy(z1 + Wi)(z2 + w2) + 4y*((z2 + wa)* — (2 — 25 — w3 + wi — k2) — k%)
—4x((z1 + wi)(Z2 — 22 = W2+ w? — k) + 2K%w))

+4y((zp + Wo)(2] — 25 — w5 + wi — k%) + 2k*w»)

+(@ — 25— wy +wi — k) — 4P + 4wt = 0.

4° Caso - Suponha que |x — z1| < |y — z2| € |x — wy| > [y — wy|. Dai a Equagao (4.1)
¢ transformada em

NG =22 = (x =2 = V= w)? = = w2 =k
Utilizando o mesmo procedimento dos casos anteriores, encontramos o seguinte

4y* — 8x%y* + 4x* — 8y (2o + wa) + 8y x(z1 + wy) + 8x7¥(z2 + wa) — 8x7(z1 + wy)
+4y (20 + Wa)> + 25 — 20 + wi — wi) — 8xy(z5 + w)(z1 + Wy)

+H4x (@ +w1)’ — (G -2 +ws —wi — k) — k)

—4y((z2 + Wa)(Z — 21 + w3 — wi — k%) + 2k°w»)

+4x((z) + wi)(@3 — 22 + w3 — wi — k) + 2Kw))

(3 — 7 + Wy —wi — k)’ = 4lPw] + 4w = 0.
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Encontramos, portanto, as equagdes gerais da M—Hipérbole.

Exemplo 6: Determine a M—Hipérbole de focos F| = (-2,2) e F, = (3,-3), com

a=3.

Soluc¢ao Substituindo as coordenadas dos focos F'y e F, e o valor de a nas equacdes

encontradas nos quatros casos gerais, obtemos

—60x% + 8xy + 68y* + 48x — 208y + 400 = 0
—60y? + 8xy + 68x% + 176y — 80x + 144 = 0
4x* — 8x%y? + 4y* — 8x7 + 24Xy + 8y*x+
—24y% — 12x% — 24xy + 52y* + 80x + 16y + 144 = 0
4yt — 8x%y? + 4x* — 24y% + 8y’ x + 24x%y+
—8x% +52y% — 24xy — 12x* — 112y — 48x + 400 = 0

7'{/\/(1

O trago da M—Hipérbole é mostrado na Figura 21.

Figura 21: M—Hipérbole de focos: F(-2,2), F>(3,-3)ea =3

i =
.
s

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versao 5.0.

Assim como ocorre na M—Elipse, se os focos de uma M—Hipérbole estiverem
na mesma reta tipo-luz, temos seis pontos delimitantes, sendo dois deles pontos no

infinito.

No link (https://www.geogebra.org/m/vxakufbr) encontra-se uma animacao, feita
no Geogebra online, que nos permite vizualizar e comparar a M-elipse (parte interior)
e a M-hipérbole (parte exterior) com a variagdo dos focos F; e F,, do valor de a e do

valor de c.
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5 M-PARABOLA

De acordo com a defini¢do dada por Apolonio, a pardbola é o lugar geométrico
dos pontos P(x,y), tais que a distancia destes pontos para um ponto fixo F(xo,yo),
chamado de foco, e para uma reta L, denominada reta diretriz da pardbola, sdo iguais.
Neste capitulo estudaremos sobre a versdo no plano de Minkowski da defini¢do de

parabola, proposta por Shonoda (2015).

5.1 Classificacao de retas e segmentos de retas no plano
de Minkowski

Shonoda (2015) classifica as retas (e segmentos de reta) no plano de Minkowski

da seguinte maneira:

Uma reta (ou um segmento de reta) serd de tipo-espacgo se for paralela a uma reta
que passa pela origem localizada nas regides que contém a hipérbole equilatera tipo-

espaco. Isto €, a inclinacdo m desta reta satisfaz [m| < 1 (ouseja —1 <m < 1).

Andlogamente, uma reta (ou um segmento de reta) serd de tipo-tempo se for para-
lela a uma reta que passa pela origem localizada nas regides que contém a hipérbole
equildtera tipo-tempo. A inclinacdo m, portanto de uma reta (ou segmento de reta)

tipo-tempo satisfaz |m| > 1 (isto é, m < —1 oum > 1).

ApOs esta classificagdo, Shonoda conclui que as retas (ou segmento de reta) que

passam por um ponto (xp, o) tem equagdo

sendo |m| > 1 ou |m < 1, para o caso em que a reta (ou segmento de reta) for de

tipo-espago ou tipo-tempo, respectivamente.

De acordo com Catoni (2008) e com Naber (2012), a reta M-ortogonal de uma
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reta tipo-espaco € uma reta tipo-tempo e a reta M-ortogonal de uma reta tipo-tempo é
uma reta tipo-espagco. Além disso, o produto de seus coeficientes angulares € igual a
um. Também encontramos em Catoni (2008) e em Naber (2012) que a M-distancia de
um ponto P(x;,y;) auma reta L de equagdo y = mx + g, com m # +1 € dada por

lyi —mx; — ¢

Vi — 1

que € independente do tipo da reta L.

5.1.1 A M-Parabola

Em Shonoda (2015) encontramos a seguinte definicao.

Definicao 8. Uma M-Pardbola de foco F = (xy,yo) e diretriz L : 'y = mx+q é o

conjunto dos pontos P(x,y) do plano de Minkowski que satisfazem a seguinte equagcdo

y —mx -4

|(x = x0)* = (v = y0)*| = ] (5.1)

Esta Equacdo (5.1) nasce quando consideramos a M-distdncia de um ponto arbi-
trario P(x,y) ao foco F e a igualamos a M-distincia de P a reta L, como ocorre na
definicdo de Apolonio no plano euclidiano. Mas ao fazer isso, como bem destaca Sho-
noda (2015), a Equac@o (5.1) ndo fica bem definida para o caso em que a reta L € de
tipo-luz, tendo em vista que todas as suas retas M-ortogonais também seriam tipo-luz
e paralelas a L. Portanto, uma M-pardbola estd bem definida em M? apenas se sua
reta diretriz for tipo-espacgo ou tipo-tempo. Ademais, Callahan (2000), comenta que a
Equacao (5.1) também falha para o caso em que a reta L coincide com o eixo OY, pois

a inclinagdo € indefinida para m — oo.

Assim como fizemos nos capitulos anteriores, deduziremos nas préxias subse¢des

as equacdes reduzidas e geral da M-pardbola.

5.1.2 M-Parabola com foco no eixo X

Considerando F = (p,0) o foco da M-pardbola, onde p é o pardmetro, a sua reta
diretriz €

X =-p. (5.2)
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Dai, a equacao reduzida da reta € dada por r : x + p = 0. Se P(x,y) é um ponto da
M-pardbola, entdo satisfaz:
dy(P,r) = dy(P, F).

Sendo
dy(P,r)=x+p

du(P,F) = \I(x - p)* — (y = 02,

obtemos

x+p=Al(x-p?-0-072

Agora, ao elevarmos ambos os membros da igualdade ao quadrado, encontramos
(x+p)* = I(x=p)* =Y,
e teremos que
(x+p)?=(x=p)’ =y ou(x+p) =—(x=p)’+y",
Desenvolvendo os quadrados nas duas equacdes, obtemos, respectivamente, que:
y* = —4px (5.3)

ou

y2 = 2(x2 + pz) 5.4

Estas s@o as equagdes reduzidas da M-pardbola cujo foco encontra-se sobre o eixo OX.
Na Figura 22 temos a representacdo da Equacio (5.3) em vermelho, da Equacao (5.4)

em azul, bem como da sua reta diretriz que foi apresentada em (5.2).

5.1.3 M-Parabola com foco no eixo Y

Seja F = (0, p) o foco da M-Pardbola cuja reta diretriz é

y=-p. (5.5)

Istoé, r:y+p=0.
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Figura 22: M-Parédbola com reta focal no eixo X

lIT‘

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versdo 5.0.
Considerando P(x,y) um ponto da M—Pardbola, teremos que:
du(P,r) = du(P, F),

onde

dy(P,r)=y+p

dy(P,F) = |(x = 0)2 = (y - p)?|

Assim, temos que

y+p=lx=02 -~ pp
Elevando ambos os membros da igualdade ao quadrado, obtemos
y+p)P= 1= G-p’l

E entdo,

O+p’=x=@=-plouy+p’=-x+@y-p’
Desenvolvendo os quadrados das duas equacdes acima obtemos, respectivamente:

¥ =207+ p?) (5.6)
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ou
x* = —4py (5.7)

Exemplo 7: Seja F = (0,3) o foco da M—Parédbola P, cuja reta diretriz é dada por
L:y+ p = 0. Esboce o tragco de Py,.

Solucao
Como p = 3, temos que a reta diretriz é dada por y = —3.

E ainda sabemos que as equagdes x> = 2y> + 18 e x> = —12y sdlo obtidas a partir

da substitui¢do do parametro p nas equagdes (5.6) e (5.7).
Dai, fazendo a unido de todas essas equagdes obtemos a Figura (23) a seguir

Figura 23: M-Pardbola com reta focal no eixo OY

18 14 12 -10 - % N 8 0 12 14

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versao 5.0.

5.1.4 M-Parabola com focos fora dos eixos

Seja P(x,y) um ponto arbitrdrio da ¥ (-pardbola de foco F(z;,2,) e reta diretriz
L :y = mx + q. Entdo as coordenadas de P satisfazem a Equagdo 5.1. Vejamos o

exemplo a seguir.

Exemplo 8: Seja o foco F = (2,—-1) da M-Pardbola e sua reta diretriz L : y = —2x.

Esboce o seu trago.

Solucao Temos as seguinte informagdes: xp = 2, yo = -1, m = -2 e g = 0.
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+ 2x?
22— = 22
O que nos da
+ 2x)?
(=22 —(y+ 1) = % (5.8)
ou )
+2
O+ 1P - (-2 = L2 (59)
Desenvolvendo os quadrados na Equacao (5.8), obtemos
X +4y* +4xy+ 12x+6y-9=0 (5.10)
Fazendo o mesmo procedimento na Equacgao (5.9), chegamos em
2y —7x* —4xy+ 12x+6y -9 =0 (5.11)
A figura (24) representa a unido da reta diretriz y = —2x, bem como os tragos

encontrados através das Equacdes (5.10) e (5.11).

Figura 24: M-Pardbola com reta focal ndo paralela aos eixos coordenados

Fonte: Elaborada pelo autor usando geogebra versdo 5.0.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Como indicado na introducdo deste trabalho, nossa proposta foi a de contribuir na
divulgacdo das geometrias ndo euclidianas para o ensino bésico. Para tanto, escolhe-
mos estudar uma versao das conicas neste referido plano, as quais foram denominadas

de M-conicas.

Ap6s este contato com as M-cdnicas, o estudante percebe claramente as diferen-
cas de seus tragos com aqueles conhecidos e imutdveis da geometria euclidiana. E ndo
apenas isso. Os tragos sdo provenientes das respectivas equagdes que, mesmo as re-
duzidas, ndo sdo tao pequenas quanto gostariamos. Por este motivo deixamos os links
do Geogebra virtual durante o desenvolvimento do trabalho, onde encontram-se boa
parte dessas equagdes ja compiladas, precisando apenas que os alunos, com o auxilio
do professor (ou de um(a) tutor(a)) insiram os pontos € os parametros necessarios para

que os tragos possam ser esbogados.

Por fim, indicamos a inser¢do destes assuntos através de minicursos, oficinas, pa-
lestras, semanas de ci€ncias, dentre outros eventos e/ou atividades que possam ocorrer
nas escolas e universidades. Sugerimos também que se facam trabalhos indicando

métodos de inser¢ao destes assuntos nas turmas do ensino basico.
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