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VIANA, S. B..Geometria do taxi versus geometria euclidiana: explorando as dife-
rencas e aplicacées na Educacao Basica. 2023. 114p. Dissertacao de Mestrado,

Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

A geometria euclidiana é fundamentada e estruturada por Euclides de Alexan-
dria na obra "Os elementos”, que é predominante até hoje. Todavia, algumas
falhas estruturais possibilitaram o surgimento de outras geometrias, sendo uma
delas a geometria do taxi. Dessa forma, esta dissertacao tem o objetivo de apre-
sentar uma sequéncia didatica que mostre aos estudantes da Educacao Basica,
de forma contextualizada, as geometrias existentes, bem como fazer compara-
cOes entre as geometrias euclidiana e do taxi. A sequéncia didatica em questao
€ constituida em trés atividades que possibilitam despertar o interesse dos alu-
nos pelo estudo da distancia do taxi até a consolidacao do conceito de conicas,
passando pela construcao e comparacao das férmulas relativas das distancias
euclidiana e do taxi. Toda a fundamentacao teérica, desde o conceito de mé-
trica, contexto histérico do surgimento da geometria do taxi e um material de
apoio didatico pedagdgico esta disponivel para os professores, que transcreve
cada uma das atividades com sugestdes, objetivos e habilidades a serem traba-
Ihadas com os estudantes.

Palavras-chave: Geometria do taxi, Geometria euclidiana, Conicas, Sequéncia
didatica.



VIANA, S. B..Taxicab geometry versus Euclidean geometry: exploring the differen-
ces and applications in Basic Education. 2023. 114p. M. Sc. Dissertation, Federal

University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

Euclidean geometry is based and structured by Euclid of Alexandria in the work
"The Elements”, which is a predominant mathematical and geometric treatise
until today. However, some structural flaws allowed the emergence of other
geometries, one of them being the taxicab geometry. As a result, this disserta-
tion aims to present a didactic sequence that shows Basic Education students,
in a contextualized way, the existing geometries, as well as making comparisons
between the euclidean and taxicab geometries. The didactic sequence in ques-
tion consists of three activities that make it possible to awaken students’ inte-
rest in the study of the taxicab distance until the consolidation of the concept of
conics, passing through the construction and comparison of the relative formulas
of the euclidean and taxicab distances. The entire theoretical foundation, from
the concept of metrics, the historical context of the appearance of the taxicab
geometry and a didactic pedagogical support material is available for teachers,
which transcribes each of the activities with suggestions, objectives and skills to
be worked on with the students.

Keywords: Taxicab geometry, Euclidean geometry, Conics, Didactic sequence.



Sumario

Introducao

1 Topicos de espacos métricos

1.1 Valor absoluto e desigualdade de Cauchy-Schwarz. . .. ... ... ... ......
1.2 Definicdes e exemplos de espagos métricos . . . .. .. ... e
1.3 Bolaseesferas . . ... . . . . e e

2 Introducao a geometria do taxi

2.1 Geometria euclidiana . . . . . . . . . e e e

2.2 Geometrias ndo euclidianas . . . .. .. . . . e e

2.3 Geometria do taxi

2.3.1 Geometria do taxi e a geometriaurbana . ....................

2.3.2 Relacao entre a distancia do taxi e a distancia euclidiana ... ... .. ..

2.3.3 Numero de possibilidades de trajetosdotaxi . .................

2.3.4 Geometria do taxi: uma geometria ndo euclidiana . . . .. ... ... .. ..

3 As conicas na geometria do taxi

3.1 Introdugao as cONICas . . . . . v i i e e
3.2 Circunferéncia . . . . . . i

3.2.1 Relacao entre as areas das circunferéncias euclidiana e do taxi . ... ..
3.3 Elipse . . .
3.4 Parabola . .. ...
3.5 Hipérbole . . .. . . . e e

4 Aplicacao da geometria do taxi na Educacao Basica

4.1 Aimportanciadasequénciadidatica. ... ... ... ... .. . .. . . ..

4.2 Sequéncia didatica proposta . . . . ...

4.3 Primeira atividade

4.4 Segunda atividade

13

24
24
26
29
29
32
36
37

41
41
42
45
47
50
55

59
59
62
64
69

® UFU-FAMAT-PROFMAT



4.5 Terceira atividade . . . . . . . e e e e

4.6 Sugestdes para a avaliacaodas atividades . . . . . ... . ... ... ... . .....

5 Resultados obtidos
5.1 Aplicagao e analise das atividades: resultados na turma do terceiro ano do
Ensino M&dio . . . . . . . . e e e e

5.2 Consideracdes finais . . . .. . . . . . e e e
A Atividades para impressao
B Chave de correcao das atividades

Referéncias Bibliograficas

101

® UFU-FAMAT-PROFMAT



Introducao

Ao analisarmos os curriculos oficiais, a exemplo da Base Nacional Comum Curricular [2,
BNCC] e do Curriculo de Referéncia de Minas Gerais [14, CRMG], deparamo-nos com a abor-
dagem da geometria. Embora essa nao represente a Unica forma geométrica existente, tam-
pouco seja sempre a mais aplicavel as situacOes cotidianas, é a geometria euclidiana que

predomina no ensino em sala de aula. Os livros didaticos também reforcam essa perspectiva.

Além disso, ao estudarmos a histéria da Matematica, percebemos a existéncia de outras
geometrias, como a eliptica, a hiperbdlica e a do taxi, esta Ultima sendo nosso principal
objeto de estudo. A geometria do taxi surge com o objetivo de analisar deslocamentos em
uma cidade ideal, similar ao plano cartesiano, ou seja, através de combinacdes de segmentos
horizontais e verticais que simulam as curvas percorridas. Em 1975, [9, Krause] apresentou de
forma didatica e pratica as aplicagdes dessa geometria no cotidiano dos estudantes iniciantes,

em sua obra intitulada "Taxicab Geometry: An Adventure in Non-Euclidean Geometry".

Da mesma forma, buscamos a apresentacao de uma sequéncia didatica contendo ativida-
des que estimulem os estudantes da Educacao Basica a explorarem a geometria, despertando
a curiosidade por possibilidades nao euclidianas de facil compreensao e aplicaveis no dia a
dia. Com o propdsito de concretizar essa abordagem, dividimos nosso trabalho em cinco

capitulos, os quais detalharemos a seguir.

No Capitulo 1, realizamos um estudo detalhado acerca da definicao de métrica, abor-
dando as quatro condicbes que devem ser cumpridas. Posteriormente, procedemos a defi-
nicao e exemplificacdo de diversos espacos métricos, incluindo o espaco discreto, a reta e
R". No caso especifico do espaco R"”, dedicamos uma andlise minuciosa considerando trés
métricas distintas: a distancia euclidiana (d), a distancia do maximo (d’) e a distancia do
téxi (d”, quando aplicada em R?). Adicionalmente, aprofundamos nosso estudo ao explorar e
demonstrar as relacdes de desigualdade entre essas métricas no contexto do espaco métrico
R,

Para a fundamentacao das demonstracdes, recorremos a definicbes essenciais como o
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valor absoluto e a utilizacao de teoremas fundamentais, tais como a Desigualdade Triangular e
a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Em seguida, utilizando os espacos métricos previamente
discutidos, introduzimos as nocdes de bolas e esferas, enfatizando que a forma das bolas
nao necessariamente se restringe a redonda, o que demonstra a riqueza e diversidade das

possibilidades geométricas em espagos métricos.

No Capitulo 2, damos inicio as nossas investigacdes a partir da Historia da Matematica,
centrando nossa atencao no surgimento da geometria, tendo como ponto de partida a obra
"Os elementos" de Euclides. Nessa jornada histérica, avancamos até o advento de outras

geometrias, notaveis por sua designacdao de geometrias nao-euclidianas.

Na sequéncia, apresentamos em detalhes a geometria do taxi, estabelecendo conexdes
intrincadas com os conceitos de espacos métricos previamente estudados no capitulo ante-
rior. Nossa abordagem meticulosa também nos conduz a tracar um paralelo meticuloso entre
a geometria do taxi e a geometria euclidiana, evidenciando tanto suas convergéncias quanto
suas distingcdes. Um exemplo eloquente disso é nosso encerramento do capitulo, onde reve-
lamos que, enquanto na distancia euclidiana entre dois pontos existe uma Unica trajetdria, na
distancia do taxi, multiplas possibilidades de trajetos emergem, todas sujeitas a calculo minu-
cioso. Esse contraste é revelador das ricas e variadas perspectivas oferecidas por diferentes

geometrias, enriquecendo nossa compreensao dos fundamentos matemadticos subjacentes.

No Capitulo 3, direcionamos nosso foco para a exploracao das cOnicas como lugar
geométrico, sendo cada uma delas representada e exemplificada tanto em termos algébricos
(através de equacdes) quanto graficamente. Ao olharmos de forma mais detalhada, consegui-
mos perceber as pequenas diferencas em cada uma dessas curvas, mostrando o que as torna

Unicas e especial. Isso nos ajuda a entender melhor as particularidades de cada formato.

Nossa andlise também se estende a abordagem comparativa, enriquecendo nossa com-
preensao através das lentes das geometrias euclidiana e do taxi. Ao realizar essa compara-
cao, revelamos tanto as correspondéncias quanto as discrepancias entre as duas perspectivas
geométricas. Esse contraste nos permite visualizar como as conicas se manifestam e se com-
portam de maneira Unica em cada uma dessas geometrias, ampliando nossa apreciacao pela

riqueza e profundidade dos conceitos matematicos em questao.

No Capitulo 4, estabelecemos a base da relevancia da sequéncia didatica como um
recurso pedagdgico vital para o processo de ensino e aprendizado. Sob essa 6tica, apresenta-
mos uma sequéncia didatica composta por trés atividades distintas, todas com o objetivo de
comparar as geometrias euclidiana e do taxi. Essa sequéncia foi desenvolvida especialmente

para os alunos da Educacao Basica, focando, mais especificamente, nas turmas do terceiro
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ano do Ensino Médio.

No Capitulo 5, finalizamos nossa abordagem ao apresentar os resultados finais alcanca-
dos apos a implementacao das trés atividades sugeridas no capitulo anterior. Essas atividades
foram aplicadas aos alunos do terceiro ano do Ensino Médio. Além disso, também elaboramos

a conclusao do nosso trabalho.

UFU-FAMAT-PROFMAT 3



CAPITULO 1

Topicos de espacos métricos

O objetivo deste capitulo é introduzir conceitos preliminares de valor absoluto e espacos
métricos, 0s quais serao necessarios para um bom entendimento dos capitulos seguintes.

Para maiores detalhes sobre tais resultados, consultar [6, Domingues] e [11, Limal.

1.1 Valor absoluto e desigualdade de Cauchy-Schwarz

Para compreender um pouco melhor a definicao de um espaco métrico, serao apresenta-
dos alguns exemplos posteriores. E para um bom entendimento de tais exemplos, algumas

definicdes e resultados serao explicitados a seguir.

Definicao 1.1 O valor absoluto (ou mddulo) de um numero real x, denotado por |x|, é defi-
nido por

X sex=0;
x| =
—XxX sex<0.

Geometricamente, |x| é a distancia do numero real x até a origem e |x—y| é a distancia

entre os numeros x e y.

Exemplo 1.2 Para todo x real, |x|? = x2.
De fato, se x>0 entdo |x| = x e assim |x|? = x?.
Agora, se x < 0 entdo |x| =—x e assim |x|? = (—x)? = x2.

Portanto, para todo x real, |x|? = x2.

® UFU-FAMAT-PROFMAT 4



Topicos de espacos métricos Valor absoluto e desigualdade de Cauchy-Schwarz

Observacao 1.3 Do Exemplo 1.2, segue que
IX|? =x% = /|x]2 =Vx2 = |x] = VX2

Proposicao 1.4 Sejam x e y numeros reais. Entao, |x.y| = |x|.|y|, ou seja, o médulo de um

produto é igual ao produto dos mddulos dos fatores.

Demonstracao. Pela Observacao 1.3, tem-se 4/(x.y)? = |x.y|. Dessa forma,

Xyl =v/(.y)2 =4/x2 - y2 =Vx2.[y?2 = xL.lyl.

Observacao 1.5 Para todo x real, x < |x| e —x < |X]|.

Teorema 1.6 (Desigualdade Triangular) Quaisquer que sejam 0s numeros reais x e y,
tem-se |x + y| < |x| + |yl, ou seja, o mdédulo de uma soma é menor ou igual a soma dos

mddulos das parcelas.

Demonstracao. Pela Observacao 1.5,sex+y>0entao [x+y|=x+y < |x|+ |yl
Sex+y<0entao |x+y|=—X+y)=—x—y < |x|+ |yl

Logo, |x+ y| < |x]| + |yl ]

Teorema 1.7 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam Xxi,X2,....Xn € VY1,¥2,....¥n

(£ =(2p)-(37)

Demonstracao. Considere o trindmio (ax;—y;)?, comaeRei=1,2,...,n.

numeros reais. Entéo,

n
Como (ax;—y;)> >0 paratodoi=1,2,...,n, segue que Z:(axi—y,-)2 > 0.
i=1

Porém,

n n n n
(axi—y)? = le(azxi2 —2axyi+y?) = (fo)az + (—2. lex,-y()a + leylz

>

i=1 i=
n
€ uma equacao quadratica em a, para qualquer a € R, e para que Z:(axi—yi)2 > 0, o discri-
i=1
minante dessa equacao nao pode ser positivo, ou seja,

UFU-FAMAT-PROFMAT 5



Topicos de espacos métricos Definicoes e exemplos de espacos métricos

o0 que implica em

como gueriamos. |

1.2 Definicoes e exemplos de espacos métricos

Definicdao 1.8 Uma métrica em um conjunto M # @ é uma funcao d : Mx M — R,, que associa
a cada par ordenado de elementos (x,y) € M x M um numero real d(x, y), chamado distancia

de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condi¢cbes para quaisquer X, y € Zz € M:

(i) d(x,x)=0;
(i) se x #y, entdo d(x,y) > 0;
(iii) d(x, y) = d(y, x);
(iv) d(x,z) <d(x,y)+d(y, z2) (desigualdade triangular).

Definicao 1.9 Um espaco métrico é um par (M, d), sendo M um conjunto e d uma métrica

em M. Diremos apenas "espaco métrico M", pressupondo qual a métrica d a ser considerada.

Para compreender um pouco melhor a definicao de um espaco métrico, serao apresenta-

dos alguns exemplos a seguir.
Exemplo 1.10 Dado M + @ a funcdo d : M x M — R, definida por

0, sex=y
dx,y) =
l, sexzy

é uma métrica sobre M chamada métrica discreta ou métrica zero-um. Esse é o mais simples

exemplo de métrica.

De fato, dados x,y,z€ M temos

UFU-FAMAT-PROFMAT 6



Topicos de espacos métricos Definicoes e exemplos de espacos métricos

(i) se x=y, entdo d(x,x) =0;
(i) se x+y, entdod(x,y)=1>0;
(iii) d(x,y)=1=d(y, x),
(iv) para o caso em que X, y e z sao dois a dois distintos, analisaremos duas situacées:

e xtrzey=z temosd(x,z)=1,d(x,y)=1ed(y,z) =0, entdo

l=d(x,2)<dXx, y)+d(ly,z)=1+0=1.

e xtzex=y, temosd(x,z)=1, d(x,y)=0e d(y,z) =1, entdo

l1=d(x,2)<d(x,y)+d(y,z2)=0+1=1.

Logo, M é um espaco métrico com a métrica discreta.

Exemplo 1.11 A reta, ou seja, o conjunto R dos numeros reais, é um exemplo importante de
espaco métrico. A funcao d : Rx R — Ry, dada pela lei d(x,y) = |x — y|, é uma métrica no

conjunto R, chamada métrica usual da reta.

De fato, dados x, y,z € R temos

(i) d(x,x)=|x—x|=0;
(i) d(x,y)=|x—y|>0,sex=+y;

(iii) consideremos os dois casos a sequir:
sexzy, entdod(x,y)=x—yl=x—y=—(y—x)=|—(y—x)| =ly—x]=d(y, x).
sex <y, entdod(x,y)=I|x—yl=—(x—y)=y—x=|y—x|=d(y, x).
Portanto, d(x, y) = d(y, x), para todo X,y € R.
(iv) dix,z)=|x—z|=|x—y+y—2z| < [x—yl+ |y—2z| =d(x, y) + d(y, 2).
A desigualdade considerada vem do Teorema 1.6.

Portanto, d(x, z) < d(x, y) + d(y, z).

Logo, a reta é um espaco métrico com métrica d.

Exemplo 1.12 O conjunto R" é formado por todas as n-uplas (x1,X2,...,Xn), onde x; € R.
Existem trés métricas importantes sobre R", ou seja, trés maneiras diferentes de definir dis-
tancia entre dois pontos em R", as quais serdo definidas a sequir. Sejam x = (X1,...,Xn) €

y =(y1, ..., ¥n) pontos arbitrarios de R", definimos d,d’,d” : R" x R" — R, por:
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1
2

e d(x,y) = V(x1—y1)? + ... + (Xn—¥n)? = |:Zn:1(xi—)/i)2:| ;

n
o d'(x,y)=Ix1=yil+ ... + [ Xn—ynl = 2 Ixi—yil;
i=1
o d’(x,y)=max{|x1—yil,.... I Xn—=Yynl} = max |x;—yil.
1<i<n
Verifiquemos que d, d’ e d” sdo métricas em R",
De fato, para n = 1 podemos perceber que, dados X, y € R,
e d(x,y)= vV/(x—y) =|x—yl;
o d'(X,y)=Ix—yl;
e d’(x,y)=max{|x—yl} =I|x—yl

Portanto, d(x,y) = d’(x,y) = d"(x, y) = |[x—y|, ou seja, voltamos ao Exemplo 1.11. Logo,

a reta, R, é um espaco métrico com as métricas d, d’ e d".
Resta mostrar o caso em que n > 1.

Dados x = (X1, ..., Xn) € y = (Y1, ..., ¥Yn) pontos arbitrarios de R" temos

(i) dx,x) = v/(x1—x1)2+ ... + Xn—xp)2 = YO+ ...+ 0=0;

dx,x)=|x1—x1|+...+ |[Xn—Xxn|=10]+... +]0]|=0;

I
©

d"(x,x) =max {|x1—x1l|, ..., | Xn—Xn|} = max {|0], ..., |0]} = max {0, ..., 0}

(i) Se x #y, entdo existe i€ {1, ...,n}, tal que x; # y;. Assim,

do,y) = V(x1—y1)2+ ... + (Xn—yn)2 = /(xi—y)? = |xi—yil > 0;
d'xy)=Ix1—yil+... + [ Xn—=Yynl = [xi—yi| > 0;

d"(x,y)=max{|x1—yil,....IXn—ynl} 2 IxXi—yi| > 0.

(iii) d0x, y) = VOa—y1)2 + ...+ Xn=yn)? = V(Y1 =x1)2 + ... + (Yo — Xn)? = d(y, X);
dx y)=Ixi—yil+...+ Xn=ynl =ly1—x1l+ ... + lyn — Xl = d'(y, X);
d’(x,y)=max{|x1—yil,.... [xn—ynl} = max{ly1 —x1l, ..., lyn —xnl} = d"(y, x).

(iv) Seja z=(z1,...,zn) € R". Entao,

n n

[doe 212 = Vo =22+ ..+ (xn—zn)Zj2 =D xi—z)* =) (Xi—yi+Yyi—2)* =

=D Txi—y) + (i— 2012 =D (xi—y)? + 2- D (xi—y) - (vi— 2) + ) (vi— 2)?.
i=1

i=1 i=1 i=1

UFU-FAMAT-PROFMAT 8



Topicos de espacos métricos Definicoes e exemplos de espacos métricos

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 1.7), temos

[d(x,z)]st(xi—yf)2+2-[ (xi—yl-)z] -[Z(y[—zi)z] + > (yi—z)? =
= i=1 i=1 i=1

i=1 i

2

= | | Dixi—y)2+ || D vi—2)? | =[d(x,y)+d(y, 2)]?,
i=1 =1

ou seja, [d(x, 2)]? < [d(x, y)+d(y, 2)]? e como d(x, z), d(x, y) e d(y, z) sdo nimeros reais
nao negativos, extraindo a raiz quadrada de ambos lados da desigualdade, obtemos
d(x,z) <d(x,y)+d(y, 2).

Agora,

dx,2)=Ix1—z1]+... + [xn—2znl = IXx1—y1+y1— 21|+ ... + [ Xn—Yn + ¥Yn— Znl.

Utilizando a desigualdade triangular (Teorema 1.6), temos

d'(x,2) < |x1—=yil+ly1—zil... + [Xn=Yynl+ lyn—2zal = d’'(x, y) + d'(y, 2),

ou seja, d’'(x,z) <d'(x,y)+ d'(y, 2).

Por fim, sejam

IXi—yil = max {|x1 = yil, ..., IXn — ynl} = d"(x, y), para algum i€ {1, 2,...,n},
lyi—zjl = max {ly1—zil,....lyn—2znl} = d"(y, 2), para algum j€ {1, 2,...,n}, e
Xk — zg| = max {|x1—z1l, ..., |Xn—zn|} = d"(x, ), para algum k € {1, 2,...,n}.

Desta forma,

d"(x,z) =max {|x1—2z1l, ..., |Xn— zn|} = Xk — Zk| = Xk — Yk + Yk + Zk|.

Utilizando a desigualdade triangular (Teorema 1.6), temos

d”"(x,2) < | Xk =Ykl + lyk + zel £ Ixi—=yil + lyj + zjl =d"(x, y) + d"(y, 2).

Logo, d"(x,z) <d"(x,y)+ d"(y, 2).

Portanto, R" é um espaco métrico com as métricas d, d’ e d".

Observacao 1.13 A métrica d é conhecida como distancia euclidiana e a métrica d”’ como
distadncia do maximo. /4 a métrica d’, quando aplicada em R2, é conhecida como disténcia

do taxi, ou seja, tal distancia é dada por d’ ((x1, x2), (Y1, ¥2)) = Ix1 — y1l + |x2 — y2I.
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Observacao 1.14 No capitulos seguintes iremos trabalhar predominantemente com as mé-
tricas d e d’, as quais serdo sempre referidas como distancia euclidiana e distancia do taxi e

serao denotadas, respectivamente, por dg e dr.

O préximo objetivo desta secao é fornecer uma comparacado entre as métricas d, d’ e d”.

Para isso, precisaremos da proposicao a seguir.

Nos préximos resultados, utilizaremos a seguinte notacao de somatério,

n—1,n
a;-aj.

i=1,j=2
i<j

Essa notagao indica uma soma de todos os produtos a;-aj, para i € {1,2,...,n—1},
je{2,3,...,n}, comi<j, ouseja,

n—1,n

ai-gj=ai-a+...+0ay-ap+az-az3+...+0az-ap+ ... +Ap—1-Aapn.
i=1,j=2
i<j

Proposicao 1.15 Sejam a;, i€ {1, ..., n— 1}, ndmeros reais. Temos

n n—1,n n 2
Zai2+2- Z a; - qj =[ a[-] , (1.1)
i=1 i=1

i=1,j=2
i<j

paratodoneN, n> 2.

Demonstracao. Faremos a prova pelo Principio de Inducao.

Para n =2, temos

2 1,2 n 2
Zaiz+2- Z a;- q =(a1)2+(a2)2+2-a1-a2=(a1+a2)2=[2a[} .
i=1

i=1,j=2 =1
i<j

Suponhamos agora que a equacao (1.1) seja valida para algum k € N, com k > 2, ou se€ja,

k k=1,k
Zai2+2- Zai-aj =[
i=1

i=1,j=2
i<j

k
ai:| , (1.2)
=1

L

Mostraremos que a equacao (1.1) é valida para kK + 1.
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Partindo do primeiro membro da igualdade, temos

k+1 k k+1 k k—1,k
Dia2+2-| > airai| = a?+ (are1)? + 2 Zal a,+Za, Qrs1 | =
=1 i=1,j=2 =1 =1,j=2
i<j i<j
k k—1,k
daz+2-| > arq K P T
= =1 o +2'|:Zai'ak+1:|+(ak+1)2=|:Zai:| +2-|:Zai'ak+1:|+(ak+1)2=
(1.2)
k 2 k+1 72
- [(z)+] - [z] .
Portanto, a igualdade (1.1) é valida paratodoneN, n > 2. |

Proposicao 1.16 Sejam d, d’ e d” as métricas definidas no Exemplo 1.12. Quaisquer que

sejam x,y € R", com x = (x1,..., Xp) e y =(y1, ..., ¥n), tem-se

d"(x,y)<d(x, y)<d(x,y)<n-d"(x, ).

Demonstracao. Mostraremos cada desigualdade separadamente

d"(x,y) <d(x,y) (1.3)
d(x,y) <d'(x,y) (1.4)
dx,y)<n-d"(x,y) (1.5)

(i) Por definicao,

2 n
[d(x, y)]? = [ VOa—y1)2+..+ (Xn_Yn)zJ = > (xi—yi)?
i=1
Por outro lado, existe j € {1, 2, ..., n} tal que

d”(x,y)=max {|x1—=yil,.... [ Xn—=ynl} = IX; = yjl.

n
Entdo, [d"(x, Y)]1% = [xj—yjI? < > (xi—y1)? = [d(x, y)1*.
i=1
Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, sabendo que uma métrica é sempre um

nUmero nao negativo, chegamos a desigualdade (1.3) desejada.
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(ii) Para provar a desigualdade (1.4) vamos considerar a; = |x;— yi|, com Xx;,y; € R e

i={1,2,...,n} naProposicao 1.15, ou seja,

n n=1,n n 2
Z|Xi_}/i|2+2‘ Z IXi—yil - [x;—yjl =[Z|Xi—yz'|] :

=1 i=1j=2 i=1
i<j

Além disso, observemos que a desigualdade

n n n—1,n
Dilxi—yilP <Dl xi—yil?+2- | D Ixi—yil - Ixi—yl
i=1 i=1 i=1,j=2
i<j
é sempre verdadeira, pois
n—1,n
>0 Ixi—yil - Ixj—yjl | = 0.
i=1,j=2
i<j

Assim,

2 n n
(0612 = VOa—y1)2 + o+ G —yn)? | = D= y? = D Ixi—yil? <
- i=1 i=1

n n—=1,n n 2
2
< xi—yilP+2- | D Ixi—yil - Ix -yl =[Z|Xi—y¢'|] =[d'(x, )]
i=1 i=1,j=2 i=1
i<j i

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados, sabendo que uma métrica é sempre um

numero nao negativo, chegamos a desigualdade (1.4).

(iii) Resta mostrar a desigualdade (1.5).

Como d”(x,y) = max {|x1—yil,.... IXn—ynl} = IX;—yjl, paraalgumj € {1, 2, ..., n}, segue

que |xj—yj| = |xi—yil, paratodo i€ {1, 2, ..., n}. Logo,

|xj—y,~| +...+ |xj—yj|

d’(x,y)=Ix1—yil+...+|xp—ynl < ~ =n-|xj—yjl =
nvezes
=n-max{|x1—yil,....[Xxn—=ynl} =n-d"(x,y).
Portanto, é valida a desigualdade (1.5). [

Considerando n = 2 na Proposicdo 1.16, concluimos que a distancia euclidiana é menor

ou igual a distancia do taxi, apresentadas na Observacao 1.13.

UFU-FAMAT-PROFMAT 12



Topicos de espacos métricos Bolas e esferas

1.3 Bolas e esferas

Nesta secao vamos mostrar que nem toda bola é redonda. Para isso consideraremos a

definicdo de bola nas métricas d, d’ e d” definidas e exemplificadas na secdo anterior.

Definicdao 1.17 Seja a um ponto no espaco métrico (M,d). Dado r > 0 um numero real,

definimos bola aberta, bola fechada e esfera da seguinte forma:

(i) A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto, denotado por B(a;r), dos pontos de M

cuja distancia ao ponto a é menor do que r, ou seja,

B(a;r)={xeM|d(x,a)<r}.

(i) A bola fechada de centro a e raio r € o conjunto, denotado por B[a;r], formado pelos

pontos de M que estdo a uma distancia menor ou igual a r do ponto a, ou seja,

Bla;r]={xeM|d(x,a)<r}.

(iii) A esfera de centro a e raio r é o conjunto, denotado por S(a; r), formado pelos pontos de

M que estdo a uma distancia igual a r do ponto a, ou seja,

S(a;r)={xeM|d(x,a)=r}.

A partir da definicao anterior podemos notar claramente que a bola aberta e a esfera sao

disjuntas e que a uniao entre elas forma a bola fechada, isto &,

Bla;r] =B(a;r)usS(a;r).

Para compreender um pouco melhor a definicao de bola aberta, bola fechada e esfera,

serao apresentados alguns exemplos a sequir, utilizando as métricas vistas na secao anterior.

Exemplo 1.18 Considerando M com a métrica discreta (zero-um) do Exemplo 1.10, ou seja,

0, sex=y
dx,y) =
1, sex=zy

Observemos que dados x, a € M, temos
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ed(x,a)<l<<x=aq;
ed(x,a)21<=>x+aqa.

Assim, para todo a € M, temos trés casos a considerar

(i) Ser=1, entdo
eB(a;1)={xeM|d(x,a) <1} = {a};
eBla;1]={xeM|d(x,a) <1} =M;
eS(a;1)={xeM|d(x,a)=1}=M-— {a}.

(i) Ser>1, entdo
e B(a;r)={xeM|d(x,a)<r} =M,
eB[a;r]={xeM|d(x,a)<r} =M,
eS(a;nN)={xeM|d(x,a)=r}=0.

(iii) Se 0 <r <1, entao
e B(a;r)={xeM|d(x,a) <r}={a};
e Bla;r]={xeM|d(x,a)<r}={a};

eS(a;nN)={xeM|d(x,a)=r}=0.

Exemplo 1.19 Seja M com a métrica usual da reta, vista no Exemplo 1.11, isto

o

d(x,y) =|x—y|. Para todo a €R e todo r > 0, temos

e B(a;r) = {xeM|d(x,a)<r} = {xeM||x—a|<r} = {xeM|—-r<x—a<r} =

={xeM|la—r<x<a+r}y=(a—r,a+r);

e Bla;r] = {xeM|d(x,a)<r} = {xeM||x—a|<r} = {xeM|—-r<x—a<r} =

={xeMla—r<x<a+r}=[a—r,a+r];
eS(a;r)={xeM|d(x,a)=r}={xeM||x—a|=r}={xeM|x—a=r ou x—a=—r} =

={a—r,a+r} apenas dois pontosa—rea-+r.

Vejamos nos préximos exemplos a aplicacao dos conceitos de bola aberta, bola fechada e

esfera para as métricas d, d’ e d”, definidas no Exemplo 1.12, considerando o R2.

Lembrando que as métricas d, d’ e d” no R? sdo definidas, respectivamente, como:

d(x, y) Vx1—y1)?2 + (x2—y2)?;
dxy) = X1 =yl + [x2—=y2l;
d”(x,y) = max{|x1—yil, Ix2—y2l}.
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Exemplo 1.20 Pela métrica d, considerando o centro a = (a1, a;) € R? e raio r temos

e B(a; r) = {(x1,x2) € R? | d((x1, x2), (a1, a2)) < r}, ou seja,

d((x1, X2), (a1, A2)) < r <= /(x1—a1)? + (X2 — a2)% < r &= (x1— a1)? + (X2 — a2)? < r2.

Graficamente, a bola aberta na métrica euclidiana d representa o interior da circunferéncia

de centro a = (a1, az) e raio r no R? , conforme a Figura 1.1.

Figura 1.1: Bola aberta B(a; r) na métrica d.

.....
- -

- -

‘‘‘‘‘‘‘

Fonte: Elaborado pelo autor.

e B[a; r] = {(x1, x2) € R? | d((x1, x2), (a1, az)) < r}, ou seja,

d((x1,x2), (a1, a2)) < r <= \/(xl —a1)2+(X2—a)2 <re=(x1—a1)’ + (x2—az)? <ra.

Graficamente, a bola fechada na métrica euclidiana d representa o circulo (a unido da circun-

feréncia e do seu interior) de centro a = (ai, a») e raio r no R?, conforme a Figura 1.2.

Figura 1.2: Bola fechada B[ a; r] na métrica d.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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e S(a;r) ={(x1, x2) € R? | d((x1, x2), (a1, a2)) = r}, ou seja,

d((x1,x2), (a1, a2))=r <= \/(Xl —a1)2+ (2—a)2=re= (x1—a1)*+ (x2—az)?> =r2.

A esfera representa, graficamente, a circunferéncia de centro a = (a1, a») e raio r no R?,

conforme a Figura 1.3.

Figura 1.3: Esfera S(a;r) na métrica d.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 1.21 Pela métrica d’, considerando o centro a = (a1, a>) € R? e raio r temos

e B(a;r) = {(x1, x2) € R? | d’'((x1, X2), (a1, a2)) < r}, ou seja,

d'((x1,x2), (@1, a2)) <r &< |x1—ail+ Ix2—az| <r;

e B[a;r] = {(x1, x2) € R? | d’((x1, X2), (a1, a2)) < r}, ou seja,

d'((x1,x2), (@1,a2)) Sr<= | x1—a1l+ [x2—az| <;

e S(a;r) ={(x1, x2) € R?|d’((x1, x2), (a1, a2)) = r}, ou seja,

d'((x1,x2), (a1, @2)) =r <= |[x1— a1l + [x2—az| =r.

A fim de visualizarmos graficamente as bolas e esfera na métrica do taxi d’, faremos o

estudo da equacéo |x1 —ai|+ |x2—az| =r.

Considerando a Definicao 1.1, temos
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X1—Aai, Se Xi=dai;
Ix1—ai1l =
—X1+4ai, Sse Xi;<ai.

X2 —dp, Se X =dap;
|x2 —az| =
—X2+ A4z, Se Xz <Aaj.

Assim, devemos analisar quatro situacées diferentes

(i) se x1 = a1 e x> > az entdo

IX1—ai|l+ | X2—ag|=ree=sx1—a1+Xxo—ar=re=x=—Xx1+a1+ax +r;

(ii) se x1 = a; e xo> < ay entao

IX1—ail+Po—a|=resx1—a1— X2+ =r<xy=x1—a1+a—r;

(iii) se x1 < aj e X2 = a; entdo

IX1—ail+ | X2—ag|=ree=s—x1+a1+X0—Qr=r<=>x=X1—a1+ax +r;

(iv) se x1 < ai e x2 < ap entdo

X1 —ail+x2—a2|=res=—x1+a1—xo+ @ =r<<=xy=—x1+a1+ax—r.

(1.9)

Podemos notar que as equacées (1.6), (1.7), (1.8) e (1.9) séo retas, e as chamaremos de

t1, ty, t3 e ty, respectivamente. Observemos ainda que t; e t3 possuem coeficiente angular

igual a 1 e t; e t4 possuem coeficiente angular igual a —1. Assim, t, é paralela a ta, t; é

paralela a ts e t1 e ty sao perpendiculares a t; e ts.

Igualando as equacdes das retas perpendiculares, encontramos o ponto de intersecao

entre elas, os quais denotaremos por i1, iz, (3 € iy, COMO a seqguir

ihh=tint;=(a1+r,az);

=tints3=(ay,ax+r),;

3=t3ntg=(a1—r,az);

UFU-FAMAT-PROFMAT

17



Topicos de espacos métricos Bolas e esferas

a=tnts=(ay,a—r).

Na Figura 1.4 estao representadas t;, t, t3 e ty considerando a possibilidade do ponto
a = (ay, ax) em cada um dos quatro quadrantes do plano cartesiano. Caso, a esteja situado

em algum dos eixos x ou y, a representacao é analoga.

Portanto, para todo x1 e x, € R, temos que a esfera na métrica do taxi d’, dada pela equa-
¢do |x1—a1|+|x2—az| =r, é representada, geometricamente, pelos lados de um quadrado de
diagonais medindo 2r, paralelas aos eixos coordenados, com centro em a = (a1, a,) e vértices
nos pontos iy = (a1 +r,Qz), i =(ai,a,+r), is=(ai1—r,az) eig=(ay,a,—r).

Figura 1.4: Esfera S(a;r) na métrica d’ nos quatro quadrantes.

(b) quando a,<0 e-3,>0".. A (a).duando a,>0 3,0

Fonte: Elaborado pelo autor.

De modo anadlogo, a bola aberta na métrica do taxi d’, dada pela desigualdade

X1 — ai| + |x2 — az| < r, é representada, geometricamente, pelo interior de um quadrado
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de centro a = (a1, az), diagonais de comprimento 2r, paralelas aos eixos coordenados, e vér-
tices nos pontos iy = (a1 +r,az), i = (ai1,a+7r), is=(a1—r,az) e iy =(ay,a —r), como
mostra a Figura 1.5.

Figura 1.5: Bola aberta B(a; r) na métrica d’.

Fonte: Elaborado pelo autor.

E por fim, a bola fechada na métrica do taxi d’, dada pela desigualdade
X1 — a1 + |x2 — az| £ r, é representada, geometricamente, por um quadrado (interior e bor-
das) de centro a = (a1, ay), diagonais de comprimento 2r, paralelas aos eixos coordenados, e
vértices nos pontos i1 = (a1 +r,az), i =(ai,az+7r), is=(a1—r,az) e is =(ai, az —r), como
mostra a Figura 1.6.

Figura 1.6: Bola fechada B[ a; r] na métrica d’.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Exemplo 1.22 Pela métrica d”, considerando o centro a = (a1, a>) € R? e raio r temos

e B(a;r) = {(x1,x2) € R? | d"((x1, x2), (a1, a2)) < r}, ou seja,

d"((x1,x2), (a1, @) <r<=|x1—ail<relxx—azx|<r;

e B[a;r] = {(x1,x2) € R? | d"((x1, x2), (a1, a2)) < r}, ou seja,

d’((x1,x2), (a1, aR))Sre=|x1—a1|<relxx—az| <r;

e S(a;r) ={(x1, x2) € R? | d"((x1, x2), (a1, a2)) =r}, ou seja,

IX1—ai|=rel|x;—az|<r
d"((x1,x2), (a1, a2)) =r <= max {|x1—ail, |[x2—az|} =r <= ou

Ix1—ai|<relx;—az|=r.

A fim de visualizarmos graficamente as bolas e esfera na métrica do maximo d’’, faremos
o estudo da equacdo max{|x1— ail|, |x2 —az|} = r. Para que a igualdade anterior aconteca

podemos ter
x1—ail=r e |[xa—azx|<r (1.10)

ou
Ix1—ail<r e |xx—az|=r (1.11)

Analisemos cada uma das situacées (1.10) e (1.11).

(i) Para que ocorra (1.10), devemos ter, simultaneamente, |x1 —ai|l =r e |x;—az| <r.

Porém,

X2 —az| <Kre=—r<x;—a;<re=a—r<x;<a+r.
Portanto, (1.10) sera representado por |x1 — ai| =r no intervalo [a, —r, a + r], ou se€ja,
e se X1 2 Qi,

[X1—ail=ressxi—a1=r<=x1=qai+r; (1.12)

® Se X1 <A,

[X1—ai|l=re=s—x1+ta1=resx1=a1—r. (1.13)
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(i) Para que ocorra (1.11), devemos ter, simultaneamente, |x; —az|=r e |x1—ai| <r. Mas,

IX1—ai1|Sre—r<xi—a1<rea;—r<xi;<ap+r.

Logo, (1.11) sera representado por |x2 —az| =r no intervalo [a1 —r, a1 + r], ou seja,

e Se Xy = ay,

[Xo—az|=ressxo—a=resx;=qa+r; (1.14)

® Se Xp < dp,

[Xo—az|=re=s-—-x2+ar=rsx>=a—r. (1.15)

Podemos notar que as equacées (1.12), (1.13), (1.14) e (1.15) sao retas e as chamaremos
de s1, S2, S3 € Ss4, respectivamente. Observemos ainda que as retas s1 e s; sao paralelas ao
eixo y, logo, paralelas entre si. Ja as retas s3 e s4 sdo paralelas ao eixo x, logo, paralelas

entre si.

Como as retas s1 e s, sdo paralelas ao eixo y e as retas s3 e s, sdo paralelas ao eixo X,

entao, as retas s e s; sao perpendiculares as retas s3 e sg.

As intersecées entre as retas perpendiculares, as quais denotaremos por ji, j2, j3 € ja,

acontecem nos extremos dos intervalos [a1 —r,ay1+r] e [a;—r, az + r], ou seja,

ji=sinss3=(ai1+r,a;+r);

j2=s1nsa=(ar1+r,a—r);
j3a=s2nss3=(ai1—r,ax+r);

jJa=S2Nsg=(ar—r,ax—r).

A Figura 1.7 representa, graficamente, as retas sy e s; no intervalo [a; —r,a; +r] e as
retas s3 e s4 no intervalo [a1 — r,ay + r], considerando o ponto a = (ai, az) em cada um
dos quadrantes do plano cartesiano. Caso a esteja situado em algum dos eixos x ou y, a

representacdo é analoga.

Portanto, para todo x1 € R e para todo x> € R, temos que a esfera na métrica do maximo
d”’, dada pela equacao max {|x1— ail|, |x2 —az|} = r, é representa, geometricamente, pelos
lados, com comprimento 2r, de um quadrado com centro em a = (ai, a;) e vértices nos pontos
ji=(@i+rax+r), jo=(@i+ray—r), jzs=(@1—ra;+r)ejs=(ai—r,a;—r), como mostra a

Figura 1.7.
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Figura 1.7: Esfera S(a;r) na métrica d”” nos quatro quadrantes.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Da mesma forma, a bola aberta na métrica do maximo d”, dada pelas desigualdades
Ix1—ai| < rel|x;—az| <r, érepresentada, geometricamente, pelo interior de um quadrado de
centro em a = (a1, az), lados de comprimento 2r paralelos aos eixos coordenados e vértices
nos pontos j1 =(@i1+rax+r), jp=(@i+rax—r), jzs=(@—ra+r)ejas=(@—ra;—r),
como mostra a Figura 1.8.

Figura 1.8: Bola aberta B(a; r) na métrica d”.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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E por fim, a bola fechada na métrica do maximo d’”’, dada pelas desigualdades |x1—a1| <r
e |x2 —az| £ r, é representada, geometricamente, por um quadrado (interior e bordas) de
centro em a = (a1, az), lados de comprimento 2r paralelos aos eixos coordenados e vértices
nos pontos j1 = (a1 +r,ax+r), =@ +ra—r), jzs=(ar—rax+r)ejs=(@1—ra;—r),
como mostra a Figura 1.9.

Figura 1.9: Bola fechada B[ a; r] na métrica d”.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Proposicao 1.23 Dados os pontos a #+ b em um espaco métrico (M, d), sefamr >0es>0

tais que r+ s < d(a, b). Entao as bolas abertas B(a; r) e B(b; s) sao disjuntas.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que exista x € B(a;r) n B(b;s), ou seja, que as

bolas abertas B(a; r) e B(b; s) nao sejam disjuntas. Dessa forma, d(a, x) <r e d(x, b) < s.

Entao,
d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) <r+s<d(a,b),

a ultima desigualdade decorre da hipétese.
Assim, concluimos que d(a, b) < d(a, b), o que é uma contradicao.

Portanto, as bolas abertas B(a; r) e B(b; s) sao disjuntas. [ ]

Proposicao 1.24 Dados os pontos a # b em um espaco métrico (M,d), seamr>0es>0

tais que r+ s < d(a, b). Entao as bolas abertas B[ a;r] e B[ b; s] sao disjuntas.

A demonstracao da Proposicao 1.24 é analoga a demonstracao da Proposicao 1.23.
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CAPITULO 2

Introducao a geometria do taxi

Neste capitulo temos como objetivo principal apresentar a geometria do taxi que é uma
geometria ndo euclidiana que se baseia na distancia percorrida em movimentos horizontais
e verticais, em contraste com a geometria euclidiana que considera a distancia em linha
reta. Para isso, iniciaremos o capitulo apresentando uma breve introducao das geometrias
euclidiana e nao euclidiana abordando suas principais diferencas. E por fim, introduziremos a
geometria do taxi, relacionando os conceitos de espagos métricos estudados no Capitulo 1 e

fazendo um paralelo com a geometria euclidiana.

2.1 Geometria euclidiana

Ao estudarmos a Histéria da Matematica, especificamente o surgimento da geometria,
nos deparamos com Euclides (aprox. 325 a.C. - 265 a.C.), um notavel matematico grego
conhecido por sua obra “Os Elementos” - que é composta por 13 livros e que reune grande
parte do conhecimento matematico de sua época. Como afirma [10, Leivas, 2013, p.647-648],
"consta um tratado de Matematica, de forma organizada, especialmente da geometria, que
permeou o conhecimento por mais de dois mil anos”. Nessa obra abordam os temas: geome-
tria plana, construcdes geométricas, teoremas de congruéncia, areas de poligonos, Teorema
de Pitagoras, estudo do circulo, problemas relativos a construcao de alguns poligonos regula-
res, proporcoes, semelhanca de figuras, teoria dos niumeros, incomensurabilidade, geometria

espacial e poliedros regulares.

Além da obra ter como carateristica a objetividade, clareza nas demonstracdes dos teo-
remas e o caracter légico-dedutivo, destaca-se a utilizacdo de definicdes baseado em cinco

postulados e cinco axiomas e que, a partir deles, sao demonstrados os teoremas. Para Eu-
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clides, os postulados eram afirmacdes referentes a geometria plana, enquanto os axiomas,
ou nogOes comuns, eram afirmagdes gerais aceitas em outros campos, como por exemplo: o
todo é maior do que as partes. Nos dias atuais, ndo existe distincao entre os significados das

palavras axioma e postulado.

Abaixo estao listados e enumerados os axiomas e postulados de Euclides como apresenta
[4, Coutinho, 2018, p.2-3].

Axiomas:

1. Coisas iguais a uma terceira sao iguais entre si.

2. Se quantidades iguais sao adicionadas a iguais, os totais sao iguais.
3. Se quantidades iguais sao subtraidas de iguais, os restos sao iguais.
4. Coisas que coincidem uma com outra sao iguais.

5. O todo é maior do que qualquer de suas partes.

Postulados:

1. Uma linha reta pode ser tracada de um ponto a outro, escolhidos a vontade.
2. Uma linha reta pode ser prolongada indefinidamente.

3. Um circulo pode ser tracado com centro e raio arbitrarios.

4. Todos os angulos retos sao iguais.

5. Se uma reta secante a duas outras forma angulos, de um mesmo lado dessa secante,
cuja soma € menor que dois angulos retos, entao essas retas se prolongadas suficiente-

mente encontrar-se-ao em um ponto de mesmo lado.

Tais afirmacdes possibilitaram Euclides criar o primeiro e mais duradouro modelo para
0 espaco fisico, denominado geometria euclidiana. Esse modelo pareceu ser, por muito
tempo, um encadeamento légico perfeito, porém estudos aprofundados referentes aos sis-
temas axiomaticos passaram a ser questionados exibindo problemas na obra. [19, Presmic,
2014, p.3] afirma que nesses estudos ficaram determinados que um sistema axiomatico deve
ter trés propriedades: consisténcia, completude e independéncia. [12, Loiola, 2014, p.28-29]

explica melhor estas trés propriedades citando Asger Aaboe:
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Nao é tao simples quanto parece ter-se certeza de que um sis-
tema de axiomas é completo, mas se procedermos, passo a passo,
examinando cada raciocinio nos minimos detalhes, poderemos ter
certeza que nao foram feitas hipéteses técitas.

A consisténcia de um conjunto de axiomas é extremamente di-
ficil de decidir. Demonstra-se geralmente que um certo conjunto de
axiomas, por exemplo os da geometria plana, é consistente, se outro
conjunto de axiomas, por exemplo o dos nimeros reais, for consis-
tente. No exemplo dado, a ponte entre os dois conjuntos de axiomas
é a geometria analitica.

A independéncia diz que ndo deveriamos escrever mais axiomas
do que os absolutamente necessarios. Se um sistema de axiomas
é consistente e completo, mas nao independente isso ndo causara
nenhum problema sério; significa simplesmente que um ou mais
dos axiomas estdao erroneamente designados, e deveriam em vez
disso serem chamados de teoremas, pois podem ser demonstrados
usando outros axiomas. [1, Aaboe, 2013, p.56]

Dessa forma, compreendemos gque um sistema axiomatico estabelece que o que serd uti-
lizado no desenvolvimento da teoria estd devidamente constituido no conjunto de axiomas,
gue nenhum teorema sera conflitante a outro teorema, e ainda que nenhum axioma € prove-
niente de outro. Assim, fica claro que o método axiomatico é suficiente para percebermos a
grandiosidade da obra de Euclides, contudo por ser pioneiro cometeu enganos, mas que de
modo algum reduz sua importancia histérica na edificacao de alicerces sélidos para o desen-
volvimento da matemadtica. Logo, as falhas propdem uma necessidade de reformulacdo das
obras, ja que elas nao satisfazem tais propriedades axiomaticas. Foi entdo que,

David Hilbert (1862-1943) fez uma reconstrucao rigorosa de Os
Elementos em sua obra Fundamentos da Geometria, esclarecendo
os problemas légicos com uma nova proposta de nocdes primitivas
e axiomas. Hilbert tomou como conceitos primitivos o ponto, a reta
e o plano e os considera interligados a duas relacdes nao definidas:
“estar entre” e “congruéncia”. Também elaborou o primeiro con-
junto completo de axiomas da geometria euclidiana, subdividindo-
0s como axiomas de incidéncia, ordem, congruéncia, paralelismo e
continuidade. Em 1904, Hilbert provou que a Geometria Euclidiana
proposta por ele era tdo consistente quanto a aritmética. [19, Pres-
mic, 2014, p.3]

Uma vez provada a geometria euclidiana como consistente quanto a aritmética, estuda-
remos na secao seguinte as geometrias nao euclidianas partindo das falhas ou equivocos de

Euclides.

2.2 Geometrias nao euclidianas

Como vimos anteriormente, a obra de Euclides, embora tenha sua importancia histérica
no desenvolvimento da geometria, possuia falhas e a partir delas surgiram varios questio-
namentos que possibilitaram o surgimento de outras geometrias, uma dessas lacunas foi o

quinto postulado, um dos mais famosos conhecido como o Postulado das Paralelas. Por volta
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do século XIX, muitos matematicos tentaram provar o mesmo partindo dos outros quatro
postulados, culminando com o surgimento de novas geometrias e acarretando novas inter-
pretacdoes das implicacdes decorrentes do método axiomatico. Isso porque levaram esses
matematicos a acreditarem que nao se tratava de um postulado e sim de um teorema que

precisava ser demonstrado. Nesse contexto, [10, Leivas] afirma que

[...] matematicos do século XIX perceberam que esse postulado
era independente dos quatro primeiros e que havia sistemas geo-
métricos em que ele, da forma como enunciado por Euclides, ndo se
coadunava, sendo substituido por outro, o qual possibilitava criar um
sistema geométrico consistente e perfeitamente compativel. Isso fa-
zia parte denominada crise dos Fundamentos da Matematica, pois a
concepcao de mundo nao era mais a euclidiana. [10, Leivas, 2013,
p.648]

Na tentativa de provar o quinto postulado, trés matematicos se destacaram ao chegarem
a novos conceitos sobre uma nova geometria de forma independente e tdo sélida quanto a
geometria euclidiana, sao eles: o matematico alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777 -
1855); o matematico hungaro Janos Bolyai (1802 - 1860); o matematico russo Nikolai Ivano-
vich Lobachevcky (1792 - 1860). O primeiro a publicar um trabalho sobre o tema foi Loba-
chevcky, em 1829, no seu artigo intitulado “Sobre os Principios da Geometria”, o qual marca
0 nhascimento oficial da geometria nao euclidiana, desenvolvendo assim a geometria hi-
perbdlica. Segundo [10, Leivas, 2013, p.649] esse trabalho pontua que os principios das
geometrias euclidiana e hiperbdlica se diferenciam em pontos como: "a soma dos angulos
internos de um triangulo é sempre menor do que 180°; dada uma reta e um ponto fora dela,

existe mais do que uma paralela passando pelo ponto e que nao a intersecciona”.

Ainda durante o século XIX, Georg Friedrich Bernnhard Riemann (1826 — 1866), matema-
tico alemao, deu o préximo passo no desenvolvimento da geometria ndo euclidiana, desen-
volvendo uma nova estrutura geométrica diferente das geometrias euclidiana e hiperbdlica.
Essa estrutura foi denominada como geometria eliptica, em que [10, Leivas, 2013, p.649]
destaca essas diferencas em pontos como: "a soma dos angulos internos de um triangulo é
sempre maior do que 180°, [...] dada uma reta e um ponto fora dela, nao existe paralela a

ela passando pelo ponto”.

Para melhor visualizar e distinguir as geometrias euclidiana, hiperbdlica e eliptica, obser-
varemos a soma dos angulos internos de um triangulo em cada um desses espacos, como

mostram as Figuras 2.1, 2.2 e 2.3, respectivamente.
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Figura 2.1: Triangulo euclidiano: soma dos angulos internos é igual a 180°.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 2.2: Triangulo hiperbdlico: soma dos angulos internos é menor do que 180°.

Fonte:Triangulo hiperbdlico. Acesso em: 25 fev. 2023.

Figura 2.3: Triangulo eliptico: soma dos angulos internos é maior do que 180°.

Fonte: Triangulo eliptico. Acesso em: 25 fev. 2023.

Como vimos, o0 espaco geométrico nao se limita a geometria euclidiana, exemplos disso
sao as geometrias hiperbdlica e eliptica, que foram denominadas por Gauss de geometrias
nao euclidianas. A partir de entao, surgiram outras geometrias nao euclidianas e uma delas

veremos na préxima secao: a geometria do taxi.
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2.3 Geometria do taxi

A geometria do taxi, também conhecida como geometria de Minkowski, é uma extensao
da geometria euclidiana tradicional que foi introduzida no século XIX a partir dos estudos re-
lacionados a Topologia, desenvolvidos pelo renomado matematico e fisico alemao Hermann
Minkowski (1864 — 1909), que é conhecido principalmente por suas contribuicdes para a geo-
metria e a teoria da relatividade. Minkowski contribuiu para o desenvolvimento da distancia
de Minkowski, também conhecida como distancia do taxi, que é a base para a geometria do
taxi. Ele introduziu essa medida de distancia como uma generalizacao da distancia euclidiana

em espacos n-dimensionais.

Entretanto, foi apenas em 1975 que os conceitos da geometria do taxi foram formalizados
e tratados como uma geometria nao euclidiana. Essa formalizacao foi realizada por Eugene
F. Krause em seu livro "Taxicab Geometriy: An Adventure in Non-Euclidean Geometry”. Além
disso, segundo [8, Gusmao, Sakaguti e Pires, 2017, p.7], nesse livro, Krause explora a geo-
metria do taxi de duas maneiras distintas: uma abordagem didatica voltada para estudantes
iniciantes e outra que explora a aplicabilidade pratica desse conteldo no cotidiano. Em tal
livro a geometria do taxi é apresentada com o propdsito de estudar o deslocamento em uma
cidade ideal, onde as ruas formam uma grade semelhante a um plano cartesiano. Os movi-
mentos nessa geometria sao limitados a combinacdes de segmentos horizontais e verticais,

simulando curvas no percurso, como um taxi navegando pelas ruas de uma cidade.

A geometria do taxi tem varias aplicagbes praticas em diversas areas, como ciéncia da
computacao, robética e geometria computacional. Ela é especialmente relevante em algorit-
mos de busca em grafos, permitindo calcular caminhos mais curtos em sistemas urbanos com
ruas dispostas em grades. Além disso, essa geometria é fundamental para resolver proble-
mas de otimizacao e planejamento de rotas em contextos onde os movimentos sao restritos

aos eixos horizontais e verticais, como em sistemas urbanos de transporte e logistica.

Nas proximas subsecdes serao detalhadas a geometria do taxi vista como uma geometria
urbana, a relagcdo entre a distancia do taxi e a distancia euclidiana, o nimero de possibilidades
de trajetos com a geometria do taxi e uma justificativa mais formal do fato da geometria do

taxi ser uma geometria nao euclidiana.

2.3.1 Geometria do taxi e a geometria urbana

Imagine uma cidade ideal onde as ruas sao representadas por retas horizontais e verticais

em uma malha quadriculada, formando um plano cartesiano ortogonal. Nessa representacao
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peculiar, definimos "quarteirao"como a distancia entre uma esquina e a outra mais préxima,

percorrendo-se apenas ao longo das ruas paralelas aos eixos cartesianos.

Para um motorista de taxi trafegar do ponto A = (2, 1) ao ponto B = (3, 2) utilizando um
caminho mais curto existem duas possibilidades, as quais estao representadas em azul e

vermelho na Figura 2.4. Os dois trajetos mais curtos sao formados por dois quarteirdes.

Figura 2.4: Distancia do téxi entre os pontos A e B.

(7]

N

—
=

Fonte: Elaborado pelo autor.

A distancia do taxi, a qual denotaremos por dr, entre os pontos A e B é dada por

dr(A,B)=|xa—xg|l+ lya—ysl=12—3|+|1—-2[=2.
Nesta situacao, o comprimento de qualquer trajeto mais curto do taxi entre os pontos A e
B sao distancias iguais, como mostra a Figura 2.4.
9
Outra situagao seria a de um motorista de taxi trafegar do ponto M = (—, 2) ao ponto

5
N = (E 3) utilizando um caminho mais curto. Os trajetos estao ilustrados na Figura 2.5 nas

cores azul e vermelho, um deles é o menor e sera o trajeto que o taxista sequird.

1 1 7
O comprimento do caminho azul é igual a 2 +1+ - = 2 e 0 comprimento do caminho
- 3 9 _ ) . ) 7 9
vermelho é igual 2 + 1+ > = R Assim, o trajeto mais curto é o azul, pois — < —.
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Figura 2.5: Trajetos possiveis entre os pontos M e N.

N
R o — ;
A — N IRV S
z K i
e e S S s
= 0 1 2 3 =

Fonte: Elaborado pelo autor.

A distancia do taxi (dr) entre os pontos M e N é dada por

5
+|2—3|=—.
4

9 5
dr(M, N) = |xm —Xnl + lym — ynl = ‘Z— >

Notemos que hd uma divergéncia entre o comprimento do trajeto azul com a suposta
distancia do taxi do ponto M ao N, as quais sao, respectivamente, % e Z isto é, valores
diferentes. Isso ocorre porque houve mais de uma mudanca de direcao desde quando o
trajeto partiu do ponto M até chegar no ponto N, ou seja, a distancia calculada ndo representa
a distancia do taxi. Notemos que, ela corresponde a soma das medidas dos dois segmentos
destacados em verde na Figura 2.6, mas o taxista nao pode ir de M até N por um trajeto como

esse, pois precisa seguir pelo tracado das ruas.

Analisando as situacdes anteriores, percebemos que para dois pontos de coordenadas
inteiras a medida de um menor trajeto entre eles é igual a distancia do taxi entre tais pontos.
Dessa forma, embora na geometria do taxi os pontos possam estar em qualquer posicao do
plano cartesiano, quando restrita aos pontos de coordenadas inteiras ela descreve bem a

geometria urbana de uma cidade ideal.
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Figura 2.6: Trajeto invidvel para o taxista.

........... g
-

Fonte: Elaborado pelo autor.

A aplicacao destas ideias em problemas relacionados a trafegar por ruas justifica o nome
geometria do taxi, o qual surgiu da analogia com a forma como um tdxi se move pelas ruas
de uma cidade, tendo que seguir uma rede de ruas ortogonais em vez de percorrer caminhos
diretos. Nesse contexto, a distancia percorrida por um taxi entre dois pontos é a soma das

distancias horizontais e verticais percorridas, sem considerar atalhos diagonais.

2.3.2 Relacao entre a distancia do taxi e a distancia euclidiana

Na geometria do taxi, os pontos e as retas sao os mesmos da geometria euclidiana, tam-
bém os angulos sao medidos do mesmo modo. O que as difere é apenas a funcao distancia,
ou seja, a distancia entre dois pontos na geometria do taxi é determinada por uma métrica
diferente da distancia euclidiana. [19, Presmic] afirma que

A métrica euclidiana dominou a visdo de mundo natural e a
nocao de distancia “por linha reta” garantiu o estdvel desenvolvi-
mento da geometria euclidiana. As geometrias ditas nao euclidi-
anas podem utilizar-se de outras métricas, muitas vezes até mais

adequadas, como a interessante geometria do taxi. [19, Presmic,
2014, p.14]

Para distinguirmos melhor a geometria do taxi da geometria euclidiana vejamos o préximo

exemplo.

UFU-FAMAT-PROFMAT 32



Introducdo a geometria do taxi Geometria do taxi

Exemplo 2.1 Sejam A = (Xxa, ya) € B = (xg, yg) dois pontos no plano cartesiano, como mostra
a Figura 2.7. Suponhamos que as linhas sejam as ruas e que precisamos deslocar de A para

B. Considerando as geometrias do taxi e a euclidiana, como calcular este percurso?

Figura 2.7: Deslocamento horizontal e vertical entre os pontos A e B.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

e Considerando a geometria do taxi.

Para calcular a distancia entre os pontos A e B na malha quadriculada apresentada na
Figura 2.7, consideramos que apenas as linhas da malha representam os "caminhos"
possiveis. Dessa forma, somaremos os deslocamentos horizontais e verticais para deter-

minar a distancia total percorrida.

Matematicamente, temos:

d(A, B) = (xg—xa) + (Y5 —ya).
Agora, é importante ressaltar que nem sempre os deslocamentos sdo positivos, pois
levamos em conta as coordenadas dos pontos de partida e chegada. Contudo, um des-
locamento negativo apenas indica que foi realizado no sentido contrario ao crescimento
do eixo. Para eliminar qualquer duvida em relacdo ao sinal, consideramos o mddulo do
deslocamento horizontal somado ao mdédulo do deslocamento vertical como a distancia

entre os pontos A e B, ou seja,

d(A, B) = |xg —xal + lys — yal.
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Notemos que a expressao encontrada anteriormente representa a distancia do taxi, ou
seja, a métrica d’ em R?, conforme a Observacdo 1.13, o que exemplifica precisamente
0 que buscamos demonstrar. Agora, denotemos a distancia do taxi por dr, definida para

0s pontos A = (Xa, ya) € B=(xg, yg) como:
dr(A, B) = |xg — Xal + lys — yal.

e Considerando a geometria euclidiana.

Para calcular a distancia entre os pontos A e B na malha quadriculada destacada em
verde na Figura 2.8, consideramos a menor distancia direta entre esses pontos. Em
seguida, podemos perceber que a distancia percorrida pelo taxi (que envolve o desloca-

mento horizontal e vertical) forma um tridangulo retdngulo com a distancia direta.

Figura 2.8: Distancia euclidiana (verde) e distancia do téxi (vermelho).
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Algebricamente, aplicamos o Teorema de Pitagoras, em que a distancia entre os pontos A
e B correspondem a hipotenusa, e os deslocamentos horizontais e verticais atuam como
os catetos, medindo, respectivamente, xg—Xxa € yg— yYa. Com base nessas informacées,

temos

(d(A, B))? = (xg—Xxa)2+ (Ys—Yya)> ==  d(A B)= y(xa—Xxa)?+ (Y8 —ya)?.

Observe que a distincia encontrada é exatamente a métrica d em R2, como mencionado
na Observacdo 1.13, o que exemplifica precisamente o que procurdvamos demonstrar.

Agora, vamos denotar a distancia euclidiana por dg, a qual é definida para os pontos
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A =(Xa, ya) € B=(xs, yg) como

de(A,B) = \/(XB —Xa)? + (ys—ya)?.

Vimos no Exemplo 2.1 a diferenca entre as distancias do taxi e euclidiana. Agora, veremos
gue existe uma relacdo entre elas, que é o fato de a distancia do taxi ser sempre maior ou

igual a euclidiana.
Para verificar esta relacao, sejam A = (xa, y¥a) € B = (x5, yg) pontos do plano cartesiano.

Temos 2|xg — Xal.lys — yal = 0, pois todos os fatores deste produto sao positivos ou iguais

a zero. Somando (xg —xa)? + (Y8 — ya)? aos dois membros da desigualdade obtemos

2|xg — Xal.lys — yal + (xg — xa)? + (Y8 — ya)? = (xg — Xa)? + (V5 — ya)*.

Reorganizando a desigualdade no primeiro membro e usando a propriedade comutativa

da adicao, obtemos

(X —xa)% + 2|xg — Xal-lys — yal + (Vs — Ya)* = (x5 — Xa)? + (Y5 — ya)?.

Observando o primeiro membro da desigualdade, notemos que se trata de um produto

notavel. Reescrevendo obtemos

(Ixg — Xal + lys — yal)? = (xg — Xa)? + (Y5 — ya)*.

Uma vez que os dois membros da desigualdade anterior sao maiores do que ou iguais a
zero, ao extrairmos a raiz quadrada de ambos os lados, a desigualdade continua valida, ou

seja,

V(Ixa—xal + lys — yal)? = v/ (xs —Xa)? + (58— ya)2.

Dessa forma, temos

IXg — Xal + lys —yal = v/ (xa —Xxa)? + (Y8 — ya)?.

Por outro lado, dr(A, B) = [xg — Xal + lys — yal € de(A, B) = v/(xg — xa)? + (y5 — ya)?.
Portanto, dr(A, B) = de(A, B).

Vale lembrar que a relacdo dr(A, B) = de(A, B) corresponde a Proposicao 1.16 que estu-
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damos nas métricas do Capitulo 1. Nessa proposicao, chegamos a essa mesma desigualdade
utilizando d’(A, B) > d(A, B).

2.3.3 Numero de possibilidades de trajetos do taxi

Na geometria do taxi, existem varias possibilidades de trajetos para se deslocar de um
ponto a outro, enquanto na geometria euclidiana ha apenas um Unico trajeto que percorre a

distancia entre dois pontos, conforme afirmado por [12, Loiola]

No modelo euclidiano a distancia entre dois pontos é fornecida
como a medida de um segmento de reta que une esses dois pontos,
desse modo existe um Unico caminho para percorrer essa distancia.
J& no modelo do taxi podemos ter vérios caminhos que fornecem a
mesma medida de distancia entre dois pontos. [12, Loiola, 2014, p.
46]

Portanto, na geometria do taxi, podemos quantificar as possibilidades de trajetérias entre
dois pontos por meio da Andlise Combinatdria. Mais especificamente, empregaremos a per-

mutacao com repeticao, demonstrada por [16, Oliveira, 2020, p.36-38] e representada pela

seguinte expressao
V.H ar!

VYT

em que,
N representa o niumero total de trajetos possiveis do taxi entre dois pontos;
P é a notacdao utilizada para o calculo da permutacao;
dr = |[xg — Xa| + |ys — yal corresponde a distancia do taxi entre dois pontos;
H = |xg — xa| representa a distancia percorrida na direcdo horizontal;

V = |yg — yal indica distancia percorrida na direcao vertical.

Observacao 2.2 Lembrando que a geometria do taxi utiliza somente coordenadas inteiras

como vimos anteriormente nas paginas 31 e 32.

Exemplo 2.3 Considerando os pontos A= (1,1) e B=(6, 4), e sabendo que um taxi desloca-

se de A até B, quantos trajetos sao possiveis para realizar esse deslocamento?

Solucao. Dados os pontos A=(1,1) e B=(6, 4), temos
dr=|6—1|+|4— 1| =8 é a distancia do taxi entre dois pontos;

H =16—1| =5 indica a distancia percorrida na direcdo horizontal;
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V =|4— 1| = 3 representa a distancia percorrida na direcao vertical.

Figura 2.9: Um possivel trajeto do taxi de A até B.
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Portanto, ha 56 caminhos distintos para o taxi deslocar-se de A até B.

2.3.4 Geometria do taxi: uma geometria nao euclidiana

Nas literaturas estudadas, alguns autores, como [8, Gusmao, Sakaguti e Pires], bem como
[17, Oliveiral, explicam o motivo pelo qual a geometria do taxi é classificada como uma
geometria nao euclidiana. Eles abordam essa questao de maneira intuitiva, utilizando-se do

fato de que as métricas que definem a distancia entre dois pontos sao distintas.

Por outro lado, outros autores adotam argumentos diferentes para demonstrar que a geo-
metria do taxi ndao se enquadra como geometria euclidiana. Entre eles, esta [12, Loiola], que
destaca que um dos axiomas euclidianos, mais precisamente o de congruéncia de triangulos
referente ao postulado lado-angulo-lado (LAL), nao é valido para a geometria do taxi. Para
ilustrar essa situacao, consideremos dois triangulos retangulos e isosceles, cujos lados sao

medidos pela distancia percorrida pelo taxi, conforme mostrado na Figura 2.10.
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Figura 2.10: Contradicdo do axioma de congruéncia de triangulos — caso LAL.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Notemos que, ao comparar os triangulos ABC e DEF, segundo a distancia do taxi, temos
que o lado AB possui a mesma medida que o lado DE, os angulos ABC e DEF sdo ambos retos
e os lados BC e EF também possuem a mesma medida (com a distancia do taxi). Assim, pelo
caso de congruéncia LAL, os triangulos ABC e DEF deveriam ser congruentes. Contudo, na
distancia do taxi, o lado AC mede oito unidades e o lado DF mede quatro unidades. Essa
discrepancia nos leva a concluir que os dois triangulos nao sao congruentes e, portanto, o

axioma de congruéncia baseado no postulado LAL nao é aplicavel a geometria do taxi.

Uma outra forma de comprovar que a geometria do taxi ndo é uma geometria euclidiana
é discutida pelos autores [7, Fernandes] e [5, Cruz]. Ambos negam a geometria do taxi a par-
tir da contradicao do quinto postulado de Euclides, assim como nas geometrias hiperbdlica
e eliptica. Para compreender melhor a contradicdao do quinto postulado, lembremos que o
conceito de reta na geometria euclidiana é primitivo, ou seja, sem definicao formal. Na geo-
metria do téxi, seqgundo [16, Abreu; Barroso; Miranda; Fernandes, apud Oliveira, 2020, p.35]
"[...] areta é a uniao de viagens diretas, ou seja, € uma viagem estendida, no sentido de que
se considera sempre o caminho mais curto entre dois pontos quaisquer dessa viagem”, como

mostra a Figura 2.11.
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Figura 2.11: Reta r passando pelos pontos A e B na geometria do taxi.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observando a Figura 2.11, percebemos que existem diversos caminhos que passam por A
e B, alguns mais longos e outros com a mesma distancia, porém nenhum deles é mais curto

do que o destacado.

Agora, desenharemos mais duas retas paralelas a reta r destacada, denominadas de s e
t, considerando a definicao de retas paralelas nas geometrias euclidiana e do taxi, ou seja, as

retas paralelas nao se interceptam.

Figura 2.12: Retas s e t paralelas a retar.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, a geometria do taxi contesta o quinto postulado de Euclides e, de acordo

com [5, Cruz, 2015, p.17], possibilita reescrevé-lo da seguinte maneira: ” [...] por um ponto
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dado P, exterior a reta r, ambos em um mesmo plano, existe mais de uma reta paralela a esta

reta”, como pode ser observado na Figura 2.12.

Também pela analise da Figura 2.12, temos as retas s e t paralelas a reta r, porém elas
nao sao paralelas entre si, pois existe um ponto P em que s e t se interceptam, o que nao

ocorre na geometria euclidiana.
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CAPITULO 3

As conicas na geometria do taxi

Neste capitulo, estudaremos cada uma das cbnicas sob a perspectiva da geometria eucli-
diana e da geometria do taxi, respectivamente. Apresentaremos as equacdes que as repre-

sentam, exemplificando-as e comparando-as tanto numericamente quanto graficamente.

3.1 Introducao as cOnicas

Antes de comecarmos os estudos, é importante relembrar que as cbnicas sdao obtidas
através da interseccao de um plano com um cone duplo, o que pode resultar em varios tipos
de curvas, tais como a circunferéncia, a elipse, a parabola e a hipérbole, como mostra a
Figura 3.1. Existem alguns casos especiais nos quais essa intersecao resulta em um ponto ou
em uma linha reta, mas nao sao de interesse para o estudo das cOnicas que faremos neste

capitulo.

As cOnicas sdo definidas como lugares geométricos, ou seja, como conjuntos de pontos
fixados em um plano com uma propriedade (envolvendo o conceito de distancia de pontos)

gue assegura a ocorréncia de duas condicoes:

1. todos os pontos do conjunto satisfazem a propriedade;

2. nenhum outro ponto do plano que esteja fora do conjunto satisfaz a propriedade.

As definicdes das cOnicas na geometria do taxi sao as mesmas da geometria euclidiana,
apenas substituindo a distancia euclidiana pela distancia do taxi. Com isso, as representacdes
geométricas de tais curvas familiares da geometria euclidiana sao modificadas na geometria

do taxi. Vamos mostrar algumas dessas figuras através de exemplos nas secdes a seqguir.
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Circunferéncia

Figura 3.1: Intersecces de um plano e um cone duplo.

Circunferéncia Elipse Parabola Hipérbole

L A \ /\

Fonte: Cbnicas. Acesso em: 22 jul. 2023.

3.2 Circunferéncia

A circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos do plano que distam uma medida r (raio)

de um ponto fixo O (centro). Desse modo, dados os pontos P = (x,y) e O = (q, b), tal que P

pertence a circunferéncia e O é seu centro, a distancia de Pa O é d(O, P) =r. Logo,

Ce={PeR?|de(O,P)=r};

Cr={PeR?|dr(O,P)=r}.

Assim,

Ce=+v(x—a)2+(y—b)2=r;

Cr=|x—al+|y—bl=r,

onde Cr e Cr representam algebricamente a circunferéncia euclidiana e a circunferéncia do

taxi, respectivamente.

Observemos a diferenca grafica entre as circunferéncias euclidiana (Cg) e a do taxi (Cr)

através do exemplo a seguir.
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Exemplo 3.1 Dados o centro O = (3, 3) e o raio r = 2, represente a circunferéncia de forma

algébrica e grafica tanto na geometria euclidiana quanto na geometria do taxi.
Solucao.

e Na geometria euclidiana.

Uma vez que dg(O, P) = 2, obtemos

Vx—3)2+(y—3)2=2.

Na Figura 3.2, observaremos graficamente a circunferéncia na geometria Euclidiana com
centro em O = (3, 3) e raio igual a 2.

Figura 3.2: Circunferéncia euclidiana com centro O.

-

Fonte: Elaborado pelo autor.

e Na geometria do taxi.

Uma vez que dr(O, P) = 2, obtemos

X =3+ |y—3]=2.

Analisando essa equacao modular em cada intervalo:
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(@) Parax<3ey<3: (x+3)+(—y+3)=2=y=—x+4.
(b) Parax<3ey>23: (x+3)+(y—3)=2=y=x+2.
(c) Parax>3ey<3: x—3)+(—y+3)=2=y=x—2.
(d) Parax>3ey>3: (x—3)+(y—3)=2=y=—x+38.

Tracando as retas (a), (b), (¢) e (d), podemos visualizar a circunferéncia na geometria

do taxi com raio igual a 2, conforme a Figura 3.3.

Figura 3.3: Circunferéncia do taxi com centro O.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para efeito de comparacao, observaremos as circunferéncias na geometria euclidiana e

na geometria do tdxi em um mesmo plano, conforme mostrado na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Circunferéncias euclidiana (Cg) e do taxi (Ct) com centro O.

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.2.1 Relacao entre as areas das circunferéncias euclidiana e do taxi

O objetivo agora é calcularmos a area da circunferéncia na geometria do taxi e a com-
pararmos com a area da circunferéncia na geometria euclidiana. Para isso, vamos encontrar

inicialmente o valor de ™ na geometria do taxi.

Sabemos que, na geometria euclidiana, o valor de m é uma constante que encontramos
ao dividir o comprimento da circunferéncia pelo seu diametro. Na geometria do taxi, vamos

calcular o valor de m da mesma maneira mas o chamaremos de .
Seja O o centro da circunferéncia do taxi e os ponto F, G, H e I conforme a Figura 3.5.

Também pela Figura 3.5, podemos perceber que dr(O,F) = dr(0,G) = dr(O,H) =
= d7(0,I) = r, com r o raio da circunferéncia do taxi, e usando a definicao de distancia
do taxi, podemos afirmar que dr(F, G) = d7 (G, H) =dr(H,I) =dr(I,F) = 2r.

Assim, temos que o comprimento da circunferéncia do taxi sera dado por

dr(F, G)+dr(G,H)+dr(H,I)+dr(, F) =8r.
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Figura 3.5: Circunferéncia do taxi (Ct) e o valor de mt.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como, mir é o quociente entre o comprimento da circunferéncia do taxi e o seu diametro,

podemos escrever
2nr.r 8r
r = =— =4,
2r 2r

Portanto, o valor de mr é igual a 4.

A seqguir, faremos uma analogia entre a area da circunferéncia na geometria do taxi e a
area da circunferéncia na geometria euclidiana as quais denotaremos por Ac; e Ac;, respecti-

vamente.

Sabemos que a area da circunferéncia na geometria euclidiana é dada por

ACE = n.rz.

Sendo na geometria do taxi a circunferéncia representada graficamente por um quadrado,
cujas diagonais sao paralelas aos eixos coordenados, ela pode ser dividida em quatro trian-
gulos retangulos isésceles cujos lados iguais medem r, conforme a Figura 3.5. E importante
observar que para calcularmos a area de um triangulo na geometria do taxi usamos a mesma
formula da geometria euclidiana, no caso em gque tanto a base quanto a altura sdo medidas
horizontais ou verticais, de modo que esses segmentos sao os mesmos, tanto para a distancia

do taxi quanto para a distancia euclidiana.
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Desse modo podemos calcular a area da circunferéncia do taxi do seguinte modo

r.r T
Ac,=—.4=—.r%
2 2
Considerando o mesmo raio (r), ao compararmos as areas das circunferéncias euclidiana

e do taxi é possivel percebermos que Ac;, €, aproximadamente, 57% maior do que Ac;.

5 ’ITT-F2
A —A T[-r_
£ 100 = 2 .100
Ac; mr-r
2
Como mr =4 e m= 3, 14, temos
, 4.r2
3,141 = 3,14-r2—2.r2 1,14-r2
100 = -100 2= —-100 = 57%.
4.r2 2-r2 2-r2

2

A regiao destacada de azul na Figura 3.6 mostra a diferenca entre as areas das circunfe-
réncias nas geometrias euclidiana e do taxi.

Figura 3.6: Diferenca entre as areas das circunferéncias euclidiana e do taxi.

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3 Elipse

A elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distancias a dois pontos

fixos F1 e F», chamados focos, é igual a uma constante 2k, maior do que a distancia entre os

focos.
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Logo, dados os pontos F1 =(a,b), F2 =(c,d) e P=(X, y), e a constante k € R, temos

Ee = {P € R? | de(F1, P) + de(F2, P) = 2k};
Er = {P€R? | dr(F1, P)+ dr(F3, P) = 2k}.

Assim,

Ee= \/(X—G)2+(y—b)2+ \/(X—c)2+(y—d)2 =2k:
Er=|x—al+|y—bl+|x—c|+|y—d| =2k,

onde Er e Et representam algebricamente a elipse euclidiana e a elipse do taxi, respectiva-
mente.
Analisemos a diferenca grafica entre as elipses euclidiana (Eg) e do taxi (Et) através do

exemplo a seguir.

Exemplo 3.2 Dados os focos F1 = (2,3) e F, = (6,3) e a constante k = 3, deter-
mine os pontos P = (x,y) do plano que atendem as equacées dg(F1,P) + de(F,P) = 6 e
dr(F1, P)+ dr(F2, P) = 6.
Solucao.

e Na geometria euclidiana.

Uma vez que de(F1, P) + de(F2, P) = 6, obtemos

Vx=2)2+ (y=3)2+ y/(x—6)2 + (y — 3)2 = 6.
A Figura 3.7 mostra graficamente a elipse na geometria euclidiana com os focos F; e F».

Figura 3.7: Elipse euclidiana.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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e Na geometria do taxi.

Uma vez que dt(F1, P) + dr(F2, P) = 6, obtemos

IXx—=2|+|y—3|+|x—6|+|y—3|=6.

Analisando essa equacao modular em cada intervalo:

(a) Parax<2ey<3: (—x+2)+(—y+3)+(—x+6)+(—y+3)=6= y=—Xx+4,;
(b) Parax<2ey>23: (x+2)+(y—3)+(—x+6)+(y—3)=6= y=x+2;

(c) Para2<x<b6ey<3: x—2)+(—y+3)+(—x+6)+(—y+3)=6=y=2;

(d) Para2<x<6ey>23: XxX—2)+(y—3)+(—x+6)+(y—3)=6=y =4;

(e) Parax>6ey<3: x—2)+(—y+3)+(x—6)+(—y+3)=6=y=x—4;

(f) PAarax>6ey>3: xX—2)+(y—3)+(x—6)+(y—3)=6=y=—x+10.
Tracando as retas (a), (b), (¢), (d), (e) e (f), podemos visualizar a elipse na geometria
do taxi, conforme a Figura 3.8.

Figura 3.8: Elipse do taxi.
[

as,

d

(9 )
@

-2

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para efeito de comparacao, observaremos as elipses na geometria euclidiana e na geo-

metria do tdxi em um mesmo plano, conforme mostrado na Figura 3.9.

Figura 3.9: Elipses euclidiana (Eg) e do taxi (E1).

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.4 Parabola

Dada uma reta L e um ponto F, que nao pertence a L, os quais chamamos de diretriz e
foco, respectivamente, definimos a pardbola como o lugar geométrico dos pontos do plano

cuja distancia a F e a L é igual.

Dessa forma, dado L=mx+ny+c=0 e F =(a, b) um ponto que nao pertence a reta L,
temos
Pe={Q e R? | de(Q, F) = de(Q, L)};

Pr={QeR? | dr(Q,F)=dr(Q,L)}.

Uma vez que dado um ponto Q = (Xp,Y0o) € uma reta L = mx + ny + ¢ = 0, podemos

escrever:
I[mxo + nyo + c|

de(Q, L) = N
m2+n

Para mostrar a formula de dr(Q, L), temos o seguinte resultado.
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Proposicao 3.3 Dado o ponto Q = (Xgp,y0) € a reta L = mx + ny + ¢ = 0, na geometria do

taxi, temos que a distancia de Q a reta L é dada por

I[mxo + nyo + c|
dr(Q,L) =

max{|m|, n|}

Demonstracao. Na geometria do taxi, a distancia de um ponto a uma reta é definida como

dr(Q, L) = minxe, {d7r(Q, X)}.

Consideremos X; e X, pontos de interseccao da reta L com as retas x = xpo e y = yo,

respectivamente. Logo,
dr(Q, L) =min {dr(0Q, X1), dr(Q, X2)}.

Pela forma como foram definidos os pontos X; e X,, obtemos

mXg c nyo C
) R =)

Assim,
mXo C mXo+ nyo+=cC
dr(Q, X1) =I|xo—Xol + |yo+ — + —| = ;
n n n
nyo ¢ mxqo+nyo+c¢
dr(Q, X2) = XQ+—+—’+|yQ—yQ|: .
m m m
Logo,
_ (Imxo+nyo+c| |mxo+ nyo+c|
dT(O,L)=mm{ SRRLLY , ot Yo } sem#0en=#0;
|n| |m|
nyo+c
dT(O,L)=‘Q—, sem=0;
mXo+C
dr(Q,L)=|————|, sen=0.
Portanto,

I[mxo + nyo + c|

e D) = I}

Desse modo, utilizando as definicdes de distancia euclidiana e de distancia do taxi, vistas

anteriormente, temos
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Imxo + nyo + c|
vm? + n?

I[mxo + nyo + c|
Pr=|xo—al+|yo—>bl=

Pe= +/(xo—a)? + (yo—b)? =

max{|m|, |n|}
onde Pr e Pt representam algebricamente a parabola euclidiana e a parabola do taxi, respec-

tivamente.

Observemos a diferenca grafica entre as parabolas euclidiana (Pg) e do taxi (Pr) através

do exemplo a seguir.

Exemplo 3.4 Dados o foco F = (3,2) e a reta diretriz L = y = 6, determine os pontos
Q = (x, y) do plano que atendem as equacdes de(Q, F) = de(Q, L) e d7(Q, F) = dr(Q, L).

Solucao.

e Na geometria euclidiana.

Uma vez que de(Q, F) = de(Q, L), substituimos os valores dados e obtemos

ly — 6]

\/(X—3)2+(y—2)2 = \/ﬁ

Elevando os dois lados da igualdade anterior ao quadrado, temos

(x—3)*+(y—2)*=(y—6)*.

Desenvolvendo os produtos notaveis e simplificando a equacao, ficamos com

1 3 23
X2 —6x+9+y’—4y+4=y’—12y+36 = y:—§x2+Zx+?.

A Figura 3.10 mostra graficamente a pardbola na geometria euclidiana e sua reta diretriz.

e Na geometria do taxi.

Uma vez que dr(Q, F) = dr(Q, L), substituimos os valores dados e obtemos

ly — 6|
max{|0], 11|}

x—=3|+|y—2|=

Assim, ficamos com |[x—3|+ |y—2| = |y — 6|.
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Figura 3.10: Parabola euclidiana e sua reta diretriz L.

8

-8 -2 0

-4

-8

Fonte: Elaborado pelo autor.

Analisando a equacao modular, vista anteriormente, em cada intervalo, obtemos:

(@) Parax<3ey<2: (—x+3)+(—y+2)=(—y+6)= x=-1;
1 5
(b) Parax<3e2<y<6: (x+3)+(y—2)=(—y+6)= y=§x+§;

(c) Parax<3ey>6: (—x+3)+(y—2)=(y—6)= x =7 (nao é uma solucao);

(d) Parax>3ey<2: x—=3)+(-y+2)=(—y+6)=>x=17,

1 11
(e) Parax>3e2<y<6: (x—3)+(y—2)=(—y+6)==>y=—§x+7;

(f) Parax>3ey>6: (x—3)+(y—2)=(y—6)== x=—1 (nao é uma solucao).
Tracando as retas (a), (b), (d) e (e), podemos visualizar a parabola na geometria do taxi,
conforme a Figura 3.11.

Para efeito de comparacdo, observaremos as parabolas na geometria euclidiana e na

geometria do taxi em um mesmo plano, conforme mostrado na Figura 3.12.
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Figura 3.11: Pardbola do taxi.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 3.12: Parabolas euclidiana (Pg) e do taxi (Pr).
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.5 Hipérbole

A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos P = (X, y) do plano para os quais o médulo

da diferenca das distancias de P aos focos F; e F» é igual a um valor constante 2k.

Logo, dados os pontos F1 = (a, b) e F; = (¢, d), e a constante k e R, temos
He = {P € R? | |de(P, F1)— de(P, F2)| = 2k};
Hr = {PeR? | |dr(P, F1)— dr(P, F2)| = 2k}.

Assim,

He = [V(x—a)?+ (y=b)? = Yx= ) + (y—d)? | = 2k;
Hr =1 (x—al+ly—bD— (x—cl+ly—dJ) | = 2K,

onde He e Hr representam algebricamente a hipérbole euclidiana e a hipérbole do taxi, res-

pectivamente.

A diferenca grafica entre as hipérboles euclidiana (Hg) e do taxi (Hr) sera analisada atra-

vés do exemplo a sequir.

Exemplo 3.5 Dados os focos F1 = (—1,2) e F; = (2,—1) e a constante k = 1, deter-
mine os pontos P = (x,y) do plano que atendem as equacées |de(P,F1) — de(P, F2)| = 2k e
|dr(P, F1)—d7(P, F2)| = 2k.

Solucao.

e Na geometria euclidiana.

Uma vez que |de(P, F1) — de(P, F2) | = 2k, obtemos

‘ Jox+ 12+ (=22 — J(x—2)2+ (v + 1) | = 2.

Graficamente, a Figura 3.13 mostra a hipérbole euclidiana com os focos F; e F».

e Na geometria do taxi.

Uma vez que | d7(P, F1) —dr(P, F2) | = 2k, obtemos

| Ix+1+1ly—2l—Ix—2|—ly+1| |=2.
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Figura 3.13: Hipérbole euclidiana com focos F1 e F>.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Analisando a equacao modular, vista anteriormente, em cada intervalo, ficamos com:
(@) Parax<—-ley<-1: |(—x—1)+(—y+2)—(—x+2)—(—y—1)|=2==|0| =2 (nao
existe solucao);
(b) Parax<—-1e—-1<y<2: |(x—=1)+(—y+2)—(—x+2)—(y+D|=2=|—-2y—-2| =
=2 == y =—2 (nao existe solucao) ou y = 0;
(c) Parax<-1ley=>22: (—x—1)+(y—2)—(—x+2)—(y+1)|]=2=|—6| =2 (nao
existe solucao);
(d) Para—1<x<2ey<-1:. |[X+1)+(-y+2)—(—x+2)—(—y—-1)|=2=|2x+2| =
=2==x=0 ou x =-—2 (nao existe solucao);
(e) Para—1<x<2e-1<y<2: |[x+1D)+(-y+2)—(x+2)—(y+1)|=2=
= [2x—-2y|=2=y=x—1louy=x+1;
(f) Para—1<x<2ey22:|(x+1)+(y—2)—(—x+2)—(y+ 1| =2=|2x—4|=2=
== X = 3 (nao existe solucao) ou x = 1;

(9) Parax>2ey<—-1:|(x+1)+(—y+2)—(x—2)—(—y—1)| =2 == 16| = 2 (nao existe

solucao);

UFU-FAMAT-PROFMAT 56



As conicas na geometria do taxi Hipérbole

(hy Parax>2e—-1<y<2:|(x+ 1)+ (-y+2)—-(x—=2)—(y+1)|=2=|—-2y+ 4| =
2=y =1o0uy=3 (nao existe solucao);
(i) Parax=>2ey>2: |(x+1)+(y—2)—(x—2)—(y+ 1)| =2 = |0| = 2 (nao existe
solucao).
Tracando as retas (b), (d), (e), (f) e (h), podemos visualizar a hipérbole na geometria do
taxi, conforme a Figura 3.14.
Figura 3.14: Hipérbole do taxi.

6

(1]

N

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para efeito de comparacao, observaremos as hipérboles na geometria euclidiana e na

geometria do taxi em um mesmo plano, conforme mostrado na Figura 3.15.
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Figura 3.15: Hipérboles euclidiana (Hg) e do taxi (HT).

Fonte: Elaborado pelo autor.
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CAPITULO 4

Aplicacao da geometria do taxi na

Educacao Basica

Neste capitulo, fundamentaremos a importancia da sequéncia didatica como instrumento
pedagdégico para o ensino e a aprendizagem. Nessa perspectiva, disponibilizaremos uma
sequéncia didatica elaborada para apresentar a geometria do taxi aos alunos da Educacao
Basica, especificamente para as turmas do 32 ano do Ensino Médio. Essa sequéncia didatica
estd dividida em trés atividades distintas, porém todas tém em comum a comparacdo das
geometrias euclidiana e do taxi. Para melhor compreensao das atividades, utilizaremos, além
de lapis, caderno e malha quadriculada impressa, recursos manipulaveis como o Geoplano e

tecnolégicos como o software GeoGebra.

4.1 A importancia da sequéncia didatica

Neste trabalho, optamos por elaborar uma sequéncia didatica para melhor organizar as
atividades, uma vez que varios tedricos a defendem como um excelente instrumento didatico-
pedagdégico. [21, Zabala] afirma que a sequéncia didatica é "um conjunto de atividades or-
denadas, estruturadas e articuladas para a realizacao de certos objetivos educacionais, que
tém um principio e um fim conhecidos tanto pelo professor como pelos alunos". Portanto, ela

se mostra como um dos caminhos mais acertados para aprimorar a pratica educativa.

Outras autoras que corroboram com o mesmo conceito sao [18, Peretti e Costa], que

afirmam
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A sequéncia didatica é um conjunto de atividades ligadas entre
si, planejadas para ensinar um conteldo, etapa por etapa, organiza-
das de acordo com os objetivos que o professor quer alcancar para
aprendizagem de seus alunos e envolvendo atividades de avaliacao
que podem levar dias, semanas ou durante o ano. E uma maneira
de encaixar os conteldos a um tema e por sua vez a outro tornando
o conhecimento légico ao trabalho pedagdgico desenvolvido. [18,
Peretti e Costa, 2013, p.6]

Além disso, elas sugerem que, ao iniciar uma sequéncia didatica, seja feito um diagnds-
tico dos conhecimentos prévios dos alunos. A partir desses conhecimentos, o planejamento
das aulas deve ser estruturado de forma desafiadora, seja por meio de situacdes-problema
instigantes ou jogos pedagdgicos, com o objetivo de leva-los a refletir e analisar os conteudos
propostos. Em resumo, as atividades da sequéncia didatica devem ser préticas, lUdicas e com

materiais diferenciados, proporcionando assim a construcao do conhecimento.

Desta forma, a sequéncia didatica proposta neste trabalho serd composta por trés ati-
vidades contextualizadas e lUdicas. Para isso, foram criados personagens ficticios em um
ambiente de uma cidade ideal, apresentando situacdes cotidianas para a abordagem de con-

teldos matematicos de forma que as atividades sejam ordenadas, estruturadas e articuladas.

Segundo [3, Coelho e Scheid]

Os materiais didaticos manipulaveis (MD) constituem um impor-
tante recurso didatico a servico do professor em sala de aula. Estes
materiais podem tornar as aulas de mateméatica mais dinamicas e
compreensiveis, uma vez que permitem a aproximacdo da teoria
matematica da constatacdo na pratica, por meio da acdao manipula-
tiva. [3, Coelho e Scheid, 2012, p.2]

Para o desenvolvimento da primeira atividade da sequéncia didatica, utilizaremos o
Geoplano, que segundo [13, Machado], é "um recurso didatico-pedagdgico dinamico e ma-
nipulativo", ou seja, possibilita a construcdao, movimentacao e desfazer formas geométri-
cas. Ele é formado por uma placa de madeira ou material similar (como o MDF, que é
mais leve) em que pregos sao alinhados formando uma malha quadriculada. Nessa ma-
Iha, colocaremos eldsticos ou barbantes coloridos para destacar as distancias citadas na ati-
vidade. Além disso, existe a possibilidade de utilizar a versdao do Geoplano online no site

https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/.

Além disso, pensando nos estudantes com deficiéncia visual, o Geoplano deve ser adap-
tado, colocando a malha quadriculada com alto relevo, possibilitando o toque, a participacao
e o desenvolvimento da atividade pelo estudante. Essa adaptacdo é sugerida pelas autoras
[20, S&, Campos e Silval, que apontam em seu trabalho alguns critérios para a elaboracao de

materiais didaticos destinados a estudantes com deficiéncia visual.
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O relevo deve ser facilmente percebido pelo tato e, sempre que
possivel, constituir-se de diferentes texturas para melhor destacar as
partes componentes do todo. Contrastes do tipo liso/aspero, fino/es-
pesso, permitem distincdes adequadas. O material nao deve provo-
car rejeicao ao manuseio e ser resistente para que nao se estrague
com facilidade e resista a exploracao tatil e ao manuseio constante.
Deve ser simples e de manuseio facil, proporcionando uma pratica
utilizacao e nao deve oferecer perigo para os alunos. [20, Sa, Cam-
pos e Silva, 2007, p.27]

Considerando a realidade atual e as vivéncias cotidianas dos estudantes do Ensino Médio,

percebemos impactos de maneiras distintas decorrentes dos avancos tecnoldgicos, seja pelas

exigéncias do mercado de trabalho, seja pela potencialidade das redes sociais, entre outros

aspectos. Nessa perspectiva, utilizaremos o recurso didatico tecnolégico no desenvolvimento

da segunda e terceira atividades da sequéncia didatica. Ressalta-se que a BNCC (Base Naci-

onal Comum Curricular) estimula o uso de recursos tecnolégicos nas praticas docentes, como

aplicativos, calculadoras e softwares.

Nesse contexto, destaca-se ainda a importancia do recurso as
tecnologias digitais e aplicativos tanto para a instigagao matematica
como para dar continuidade ao desenvolvimento do pensamento
computacional, iniciado na etapa anterior (Ensino Fundamental). [2,
Brasil, 2018, p.528]

Desta forma, na segunda e terceira atividades, utilizaremos o software GeoGebra, um re-

curso didatico tecnoldgico que cada vez mais professores aderem em suas praticas docentes.

Segundo [15, Nascimento],

O GeoGebra esta rapidamente ganhando popularidade no en-
sino e aprendizagem da matemdtica em todo o mundo. Atualmente,
0 GeoGebra é traduzido para 58 idiomas, utilizado em 190 paises
e baixado por aproximadamente 300.000 usuarios em cada més.
Esta utilizacao crescente obrigou o estabelecimento do Internatio-
nal GeoGebra Institute (IGl), que serve como uma organizacao Vir-
tual para apoiar GeoGebra locais iniciativas e institutos. [15, Nasci-
mento, 2012, p.113]

Embora muitas escolas e estudantes nao tenham recursos tecnoldgicos disponiveis, como

computadores, o software GeoGebra vem ganhando mais popularidade entre estudantes e

professores. Isso se deve ao fato de que estamos vivenciando uma nova realidade de intera-

cao entre pessoas e tecnologia, conforme afirmado por [16, Oliveiral.

Nos dias atuais a interacao entre matematica e tecnologia é
ainda mais importante na Educacao Basica, pois estamos lidando
com alunos totalmente inseridos no ambiente virtual, e por isso, po-
demos utilizar deste meio que ja é familiarizado por eles. [16, Oli-
veira, 2020, p.42]

Dessa forma, desenvolveremos a segunda e terceira atividade utilizando o software

GeoGebra, com a perspectiva de proporcionar a interacao entre os estudantes e o ambiente
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virtual para visualizar e comparar as diferencas entre a geometria euclidiana e a geometria do
taxi. Nessa etapa, os estudantes terdo a oportunidade de observar os graficos e as equacoes

de cada uma das cbnicas apresentadas nas atividades.

4.2 Sequéncia didatica proposta

A sequéncia didatica proposta neste trabalho tem como objetivo geral proporcionar aos
estudantes do Ensino Médio uma experiéncia pratica e interativa no estudo da geometria,
utilizando como contexto o sistema de coordenadas cartesianas e o conceito de distancia em
forma de "taxi". Dessa forma, oportunizaremos a exploracao dos conceitos de geometria do
taxi e das cOnicas de forma integrada. Além disso, o projeto visa envolver os estudantes em
atividades que estimulem o raciocinio Iégico e a compreensao dos conceitos geométricos por

meio da resolucao de problemas aplicados em situacdes reais ou contextualizadas.

Esta sequéncia didatica esta dividida em trés atividades que serdao apresentadas e de-
talhadas com sugestdes e comentdrios, visando a apreciacdo dos professores que desejam
aplica-las. O roteiro das atividades para impressao estara disponivel em anexo. Vale lembrar
gue o publico-alvo sao os estudantes da Educacao Basica, mais especificamente do terceiro

ano do Ensino Médio.

Para o desenvolvimento dessas atividades, ressalta-se a importancia do professor avaliar

previamente se os estudantes possuem os pré-requisitos necessarios, tais como:

e localizar um ponto no plano cartesiano;

e calcular a distancia euclidiana entre dois pontos;

e identificar um ponto médio de um segmento;

e calcular o valor absoluto;

e calcular o fatorial;

e calcular a permutacao com repeticao;

e resolver uma equacao modular;

e calcular areas de triangulo e circulo;

e identificar uma funcao linear de primeiro grau;

e resolver uma equacao do primeiro grau;
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e reconhecer cada uma das cénicas como um lugar geométrico;

¢ identificar e distinguir as equacdes e os graficos das cOnicas (circunferéncia, elipse, hi-

pérbole e pardbola).

Além de estudarmos os conteldos listados como pré-requisitos, também exploraremos
alguns deles, como a distancia entre dois pontos, ponto médio, equacdes e graficos da cir-

cunferéncia, elipse, hipérbole e parabola, mas na distancia do taxi.

Além dos estudantes terem os pré-requisitos, o professor deverd ter recursos didaticos

disponiveis, como:

e quadro branco ou lousa para exposicao dos conceitos tedricos;

e papel e lapis para os alunos realizarem calculos, desenhos e representacdes graficas;

e materiais manipulaveis, como régua, compasso e papel milimetrado ou Geoplano, para

auxiliar os alunos nas atividades praticas;

e computadores ou dispositivos méveis com acesso a internet para pesquisas complemen-

tares;

e material de apoio impresso ou digital contendo informacdes sobre a geometria do taxi e

das coOnicas;

e recursos visuais, como projecao de slides ou videos explicativos, para auxiliar na apre-

sentacao dos conceitos;

¢ softwares de geometria dinamica, como o GeoGebra, para facilitar a visualizacao e ex-

ploracao dos conceitos.

Quanto as metodologias a serem utilizadas, caberd ao professor, de acordo com sua pra-
tica e realidade, escolher uma ou mais para aplicacao da sequéncia didatica. Abaixo, listamos

algumas sugestdes.

e Iniciar as atividades apresentando uma introducao tedrica com uma breve explicacao

sobre o conceito de geometria do taxi.

e Apresentar exemplos praticos por meio de situagdes-problema reais e/ou contextualiza-
das em que a geometria do taxi é aplicada, como a determinacdo da distancia percorrida

por um taxi.
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¢ Dividir os estudantes em grupos e propor desafios praticos a serem resolvidos utilizando

a geometria do taxi.

e Promover discussbes em grupo sobre as solucbes encontradas pelos alunos,
estimulando-os a realizar analises criticas com justificativas para suas respostas e tam-

bém comparar as diferentes abordagens para a resolucao de problemas.

e Propor uma atividade pratica em que os estudantes possam aplicar a geometria do taxi

em um contexto real.

Nas secdes a sequir, serao apresentadas as atividades, cujos enunciados estao desta-
cados em quadros e, em seguida, com os devidos comentarios, sugestdes e/ou orientacdes

didaticas para auxiliar o professor na aplicagao.

4.3 Primeira atividade

Esta atividade apresentard aos estudantes o conceito de distancia do taxi e sua finalidade
por meio de uma situacao-problema contextualizada. Nessa situacao, os personagens se
deslocardao em uma cidade ideal, na qual todos os quarteirdes sao quadrados de mesma area,

conforme ilustrado na Figura 4.1.

Figura 4.1: Cidade ideal.
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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No primeiro momento, o professor apresentara o roteiro da atividade impressa aos es-
tudantes, orientando-os de que a Figura 4.1 representa o mapa de uma cidade ideal. Serd
explicado gque os quarteirbes sdo quadrados com mesma area, e que as ruas e avenidas sao
perpendiculares entre si. Além disso, duas ruas destacadas em vermelho que se cruzam per-
pendicularmente serdo consideradas como os eixos de um plano cartesiano. Isso possibilitara
a localizacao de moradias e estabelecimentos a partir do ponto de intersecao dessas ruas,

que servira como ponto de referéncia ou origem.

RN

Em seguida, com a leitura da introducao do enunciado da atividade, espera-se que os
estudantes entendam o contexto dos pontos demarcados no mapa. Ou seja, 0s pontos re-

presentam as localizacdes das residéncias dos quatro amigos citados (Ana, Bruno, Carlos e
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Daniela) e também alguns estabelecimentos da cidade, como supermercado, farmacia, clube,

banco, escola, hospital e shopping.

A partir desse contexto apresentado na atividade, serao propostas questdes que explora-
rao contelddos matematicos e desenvolverao habilidades nos estudantes, os quais detalhare-

mos em cada item.

(a) Quais as coordenadas cartesianas das residéncias de Ana, Bruno, Carlos e Dani-
ela?

Nesta questao, os estudantes devem determinar as coordenadas cartesianas das resi-
déncias de Ana, Bruno, Carlos e Daniela no mapa da cidade ideal. Essa tarefa permitira que
eles pratiquem e apliguem os conceitos de localizacao no plano cartesiano, associando cada
pessoa (representada por um ponto no mapa) a um par ordenado que indica sua posicao em
relacao aos eixos x e y. O objetivo é que os estudantes compreendam como as coordenadas
cartesianas podem ser usadas para identificar e representar as posicoes de diferentes pontos

Nno espaco.

(b) Marque na Figura 4.2 os pontos E = (—3,2), F=(2,—-4), G=(1,2), H=(1,1),
=1(—2,1),/=(—1,-2), =L(—2, 0) que representam, respectivamente, a localizacao
do supermercado, farmacia, clube, banco, escola, hospital e shopping.

Neste item, serao localizados os pontos no plano cartesiano a partir das coordenadas

indicadas no enunciado.

(c) Qual a distancia do menor caminho entre as residéncias de:
c.1) Ana e Bruno?

c.2) Ana e Carlos?

c.3) Ana e Daniela?

c.4) Bruno e Carlos?

c.5) Bruno e Daniela?

€.6) Carlos e Daniela?

Neste item, sera calculada a menor distancia entre duas residéncias indicadas no enun-
ciado. Ao final deste item, o professor devera questionar os estudantes sobre como foram
realizados os calculos dessas distancias, visando formalizar o conceito de distancia do taxi e
chegar no modelo:

dr(A, B) = [xa—Xxg| + |ya—ysl.
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(d) Qual a distancia em linha reta entre as casas de:
d.1l) Ana e Bruno?

d.2) Ana e Carlos?

d.3) Ana e Daniela?

d.4) Bruno e Carlos?

d.5) Bruno e Daniela?

d.6) Carlos e Daniela?

(Sugestao: utilizar o Teorema de Pitagoras.)

Neste item, sera calculada a distancia em linha reta entre duas residéncias indicadas no
enunciado. Provavelmente, os estudantes calcularao a distancia usando o Teorema de Pitdgo-
ras. Ao término desse item, o professor questionara qual o método utilizado pelos alunos e,
em seguida, formalizara o conceito de distancia euclidiana entre dois pontos, apresentando o

modelo:

de(A,B) = \/(XA —xB)? + (ya—yB)>.

(e) Qual é a relacao entre as distancias dos menores caminhos e as distancias em
linha reta?

Neste item, o professor ira estimular os alunos a comparar e estabelecer relagdes entre a
distancia do taxi e a distancia euclidiana, a partir de observacdes dos resultados obtidos nos
itens (c) e (d) (sugestao: montar uma tabela). Em sequida, os estudantes, com a mediacao do
professor, formalizarao o conceito de que a distancia euclidiana é menor ou igual a distancia

do taxi, isto é, de(A, B) < dr(A, B).

Como sugestao, é interessante que o professor demonstre algebricamente essa desigual-

dade (a demonstracao esta na chave de correcao).

(f) Certo dia, os quatro amigos sairam de suas respectivas casas e foram para a

escola, onde passaram toda a manha. Decidiram almocar juntos, assistir a um filme

no cinema do shopping e, por volta das 16:00 horas, dirigiram-se ao clube para

aproveitar a tarde ensolarada. Mais tarde, cada um deles voltou para sua propria

casa.

f.1) Qual é a distancia total percorrida por cada um deles ao longo do trajeto?

f.2) Se fosse em linha reta, qual seria a distancia total percorrida por cada um deles

ao longo do trajeto?

Neste item, é apresentada uma nova situacao-problema na qual os estudantes devem

calcular o perimetro percorrido pelos personagens, utilizando tanto a distancia do taxi quanto
a distancia euclidiana. Espera-se que os alunos percebam que para cada personagem existem

dois percursos distintos dos demais: da casa a escola e do clube de volta para casa. Os
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demais percursos sao compartilhados, uma vez que os estudantes viajam juntos. Caso nao
haja esta percepcao, o professor orientara os estudantes a representar no plano cartesiano
a situacao propostas no enunciado. Naturalmente, depois de realizados os calculos, sera
necessario conduzir uma discussao sobre os resultados, com o intuito de formalizar o conceito

de perimetro e estabelecer comparacdes entre as distancias percorridas.

(g) Um dos percursos mais curtos entre Bruno e Daniela possui dois estabelecimen-

tos destacados no mapa. Qual estabelecimento desses estd precisamente localizado

na metade do caminho?

(h) Sabemos que existem outros caminhos mais curtos entre Bruno e Daniela, im-

plicando na existéncia de outros pontos médios. Quantos pontos médios existem e

quais sao as coordenadas correspondentes a esses pontos?

(i) Em um dos percursos mais curtos entre Bruno e Ana, existem alguns estabe-

lecimentos. Qual deles esta precisamente localizado na metade do caminho mais

curto?

(j) Sabemos que hé& outros caminhos mais curtos entre Bruno e Ana. Portanto, tam-

bém existem outros pontos médios. Quantos sao e quais sao as coordenadas desses

pontos médios?

Nestes itens, os estudantes deverdao encontrar os pontos médios que existem entre dois

pontos. Para isso, eles devem reconhecer que ha varios caminhos que representam o percurso

mais curto entre esses pontos, o que chamamos de distancia do taxi.

(k) Considerando o caminho mais curto, quantos percursos distintos sao possiveis
para:

k.1) Ana ir a escola?

k.2) Bruno ir ao supermercado?

k.3) Carlos ir a farmacia?

k.4) Daniela ir ao shopping?

Neste item, os alunos calculardo o nimero de diferentes possibilidades de percursos,
levando em consideracao a distancia do taxi, que ja foi conceituada nos itens anteriores. Ini-
cialmente, os alunos realizardao calculos por contagem, e o professor mediara, apresentando
outra abordagem de célculo, como a permutacdo com repeticao. No terceiro cenario, "Carlos
ir a farmacia", é observado um percurso em linha reta. Nesse momento, o professor tem a
oportunidade de questionar os alunos sobre o motivo pelo qual existe apenas um Unico cami-
nho mais curto possivel. Espera-se que os estudantes reflitam e concluam que, nesse caso,

isso ocorre devido a igualdade entre as distancias euclidiana e do taxi.
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4.4 Segunda atividade

Nesta atividade, o professor apresentara uma situacao-problema que envolve o conceito
de lugar geométrico, especificamente a circunferéncia. Serd utilizado um cenario de uma
pizzaria que atende os clientes tanto presencialmente quanto por meio do servico de entrega
em toda a cidade (delivery). Nesse contexto, é estabelecida uma distancia de até quatro qua-
dras a partir da pizzaria em que nao sera aplicada taxa de entrega. No entanto, ao ultrapas-
sar essa distancia, sera cobrada uma taxa composta por cinco reais acrescidos de cinquenta
centavos por cada quadra excedente. E importante destacar que o nimero de quadras con-
siderado para o calculo da taxa de entrega sera o menor valor possivel, correspondendo a
distancia do taxi.

A pizzaria La Bella, para além do atendimento presencial, também oferece servico
de entrega em toda a cidade (delivery). A taxa de entrega é calculada conforme
a seguinte condicao: até quatro quadras, nao ha cobranca de taxa; contudo, ao
ultrapassar essa distancia, uma taxa de cinco reais, somada a cinquenta centavos
por quadra excedente, serd aplicada. E importante ressaltar que o nimero de qua-
dras considerado para o calculo da taxa de entrega corresponde a menor distancia
possivel (ou seja, a distancia do taxi).

(a) Represente na malha quadriculada (Figura 4.3)

a.l) a pizzaria com um ponto P de sua escolha;

a.2) o limite maximo da regiao em que nao sera cobrada a taxa de entrega, corres-
pondendo a distancia do taxi;

a.3) o limite maximo da regido se fosse considerada a distancia euclidiana (usar um

compasso).

No item (a), o estudante comecara por representar um ponto P, sob orientacao do profes-
sor para garantir que esse ponto esteja préximo ao centro da malha quadriculada, indicando
a localizacao da pizzaria. A seguir, o estudante marcara outros pontos nessa mesma malha
gue representem o limite maximo da regiao onde a taxa de entrega nao sera cobrada, consi-
derando sempre uma distancia de quatro unidades (quadras) de P até esse limite. Em outras
palavras, o estudante ira marcar pontos que representem os extremos de um circulo com raio

guatro unidades, com centro em P, refletindo a distancia do taxi.

Finalmente, utilizando um compasso com ponta seca em P e ajustando a abertura para
medir exatamente quatro quadras, o estudante desenhara uma circunferéncia na mesma

malha, levando em conta a distancia euclidiana entre P e os pontos nessa circunferéncia.
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Figura 4.3: Malha quadriculada.

Fonte: Elaborado pelo autor.

(b) Comparando as figuras do item (a), descreva as semelhancas, se houver, e as

diferencas.

Neste item, o professor promovera a analise das figuras elaboradas pelos alunos no item
(a), com o intuito de estimular a percepcédo de semelhancas e diferencas. E esperado que
os estudantes identifiquem aspectos em comum e divergentes entre as representacdes. No
desfecho, o professor formalizara a concepgao da circunferéncia como um lugar geométrico.
Ele demonstrard que ambas as figuras consistem em circunferéncias com o mesmo centro e
raio, embora fundamentadas em conceitos distintos — a distancia euclidiana e a distancia do
taxi.
(c) Quais equacdes representam o limite maximo da area isenta de taxa de entrega,
considerando a distancia do taxi, e o limite maximo da area se fosse utilizada a
distancia euclidiana (com o uso de um compasso)?
Neste item, procederemos com a continuacao do item (b), porém, agora adotando uma

abordagem algébrica. O professor instruird os alunos sobre as equacdes que descrevem as

circunferéncias nas perspectivas da distancia euclidiana e da distancia do taxi.
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Nos itens (d) e (e), os estudantes irao calcular as areas das circunferéncias correspon-
dentes. J& no item (f), eles realizardo uma comparacao, expressa em porcentagem, para
determinar o aumento da area da circunferéncia na distancia euclidiana em relacdo a area da

circunferéncia na distancia do taxi.

Il!

Neste item, a abordagem sera voltada ao contexto da primeira atividade. O estudante
devera assinalar na figura a posicao da pizzaria e, posteriormente, fornecer respostas para

duas perguntas relevantes a situacao-problema.
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4.5 Terceira atividade

Nesta atividade, serao abordadas as cOnicas como lugares geométricos. Serao equaci-
onadas a partir de suas definicdes e, em seguida, representadas graficamente levando em

consideracdo as geometrias euclidiana e do taxi.

Nesta etapa, os alunos, sob a orientacao do professor, irao deduzir as equacdes que
descrevem o lugar geométrico conhecido como circunferéncia. Essas equacdes serdao desen-

volvidas levando em consideracao tanto a geometria euclidiana quanto a geometria do taxi.

Neste item, os alunos, sob a orientacao do professor, irao deduzir as equacdes que descre-
vem o lugar geométrico conhecido como elipse. Essas equacodes serao desenvolvidas levando

em consideracao tanto a geometria euclidiana quanto a do taxi.
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Neste item, os alunos, com a orientacao do professor, irao deduzir as equacdes que des-

crevem o lugar geométrico conhecido como pardbola. Essas equacdes serao desenvolvidas

considerando tanto a geometria euclidiana quanto a do taxi.

Neste item, os alunos, sob a orientacao do professor, irao deduzir as equacdes que des-
crevem o lugar geométrico conhecido como hipérbole. Essas equacdes serao desenvolvidas

considerando tanto a geometria euclidiana quanto a do taxi.
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(e) Usando o software GeoGebra, represente graficamente cada uma das equacoes
determinadas nos itens (a), (b), (c) e (d).
Neste ponto, os alunos terao a oportunidade de criar graficos com base nas equacdes
abordadas nos itens anteriores, utilizando o software GeoGebra. O professor, além de fornecer
orientacao, incentivard os alunos a fazer comparagoes por meio da observacao dos graficos

das cbnicas nas geometrias euclidiana e do taxi.

E importante ressaltar que essa atividade proporcionard uma compreensao visual das di-
ferencas e semelhancas entre as geometrias euclidiana e do taxi, permitindo que os estudan-

tes explorem como as cbnicas sao representadas em cada uma dessas geometrias distintas.

4.6 Sugestoes para a avaliacao das atividades

A avaliacao dos alunos pode ser conduzida de maneira continua ao longo das oficinas,
abrangendo aspectos como participacao nas atividades em grupo, habilidade para resolver
problemas com base nos conceitos abordados, qualidade das discussdes e justificativas apre-
sentadas. Além disso, é viadvel solicitar a entrega de relatérios individuais ou em grupo, nos
guais os alunos evidenciem a aplicacao da geometria do Taxi e das conicas em contextos do

mundo real.

Adicionalmente, a avaliacao pode incorporar uma autoavaliacao na qual os alunos refli-
tam sobre seu préprio aprendizado e os desafios que enfrentaram durante as oficinas. Isso
proporcionara uma oportunidade valiosa para que os alunos avaliem seu préprio progresso e
desenvolvimento ao longo do curso, contribuindo para uma compreensao mais profunda dos

conceitos e principios abordados.
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Resultados obtidos

As trés atividades que foram propostas no capitulo anterior foram colocadas em pratica
em uma escola estadual na cidade de Ituiutaba, Minas Gerais, com uma turma do terceiro
ano do Ensino Médio. Os resultados e as analises realizadas pelo professor, com base nas

solucdes dos alunos, serao detalhados na secao a seguir.

5.1 Aplicacao e analise das atividades: resultados na turma

do terceiro ano do Ensino Médio

Ao aplicarmos a sequéncia didatica, constatamos que, na Primeira atividade, os estudan-
tes compreenderam o contexto da situagao-problema e demonstraram dominio de conhe-
cimento acerca dos pré-requisitos, como a localizagao de um ponto no plano cartesiano, o
célculo da distancia entre dois pontos (distancia euclidiana) e a identificacdo do ponto médio.
Também observamos que os estudantes compreenderam o conceito de distancia do taxi. Ini-
cialmente, perceberam que a distancia do taxi trata-se da soma das distancias horizontal e
vertical em um plano cartesiano, representando uma cidade ideal em que os quarteirdes tém
formato quadrado e mesma darea. Em seguida, com orientacao do professor, formalizaram a
distancia do taxi, chegando a equacao dr = |xa — xg| + |[ya — ysl, que era um dos objetivos da

atividade.
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Figura 5.1: Resolucao de um estudante referente ao item (a) da Primeira atividade.

Figura 5.2: Resolugao de um estudante referente ao item (b) da Primeira atividade.

Figura 5.3: Resolucao de um estudante referente ao item (c) da Primeira atividade.
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Figura 5.4: Resolugcdao de um estudante referente ao item (d) da Primeira atividade.

Outro objetivo superado envolve a comparacao entre a distancia euclidiana (dg) e a dis-
tancia do taxi (dr). Os estudantes organizaram os resultados dos itens (c) e (d), da Primeira
atividade, em uma tabela e, apdés uma analise direta, concluiram que dr < dr. No entanto,

vale destacar que a demonstracao algébrica foi conduzida pelo professor.

Figura 5.5: Resolugao de um estudante referente ao item (e) da Primeira atividade.
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Na Segunda atividade da sequéncia didatica, no item (a), os estudantes realizaram a
representacdo grafica do ponto P na malha quadriculada, que indica a localizacdo da pizzaria
mencionada na situacao problema. A partir deste ponto, eles delimitaram a regiao de alcance
maximo onde a taxa de entrega ndo sera cobrada. Esse processo foi conduzido utilizando

tanto o conceito de distancia do taxi quanto o conceito de distancia euclidiana.

Assim, o objetivo desse item foi plenamente alcancado. Ao observarem as figuras forma-
das na malha, os estudantes perceberam a formacgao de circunferéncias tanto no contexto do
taxi quanto no contexto euclidiano. Além disso, eles concluiram que, embora a distancia do
taxi seja sempre maior ou igual a distancia euclidiana, quando se trata da regiao delimitada
pelas circunferéncias do taxi e da distancia euclidiana, a desigualdade se inverte. Em outras

palavras, a area da circunferéncia do taxi € menor do que a area da circunferéncia euclidiana.

Figura 5.6: Resolucao de um estudante referente ao item (a) da Segunda atividade.
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Nos itens (d) e (e), da Segunda atividade, os estudantes demonstram essa desigualdade
por meio de calculos de areas das duas circunferéncias. No item (f), eles realizam uma com-

paracao entre essas areas em termos percentuais.

Figura 5.7: Resolucao de um estudante referente aos itens (d) e (e) da Segunda atividade.
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Figura 5.8: Resolucao de um estudante referente ao item (f) da Segunda atividade.
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Na Terceira atividade, os estudantes demonstraram dominio ao abordar o desenvolvi-
mento do item (a), devido ao pré-requisito sobre circunferéncia que havia sido estudado no
bimestre anterior. Contudo, nos itens (b), (c) e (d), eles enfrentaram algumas dificuldades,
requerendo a intervencao do professor, que ofereceu orientacdes especificas para cada uma
das cbnicas apresentadas nessas etapas. Com a assisténcia do professor, os estudantes con-
seguiram compreender de maneira efetiva o conceito de lugar geométrico e foram capazes
de estabelecer as equacdes das cOnicas tanto na geometria euclidiana quanto na geometria

do taxi, conforme era esperado.

Figura 5.9: Resolucao de um estudante referente ao item (a) da Terceira atividade.
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Figura 5.10: Resolucao de um estudante referente ao item (b) da Terceira atividade.

A frustragao surgiu no nao desenvolvimento do item (e), da Terceira atividade. A escola
dispde de apenas um laboratério de informatica, o qual precisa ser compartilhado entre todas
as turmas. Além disso, esse espaco possui prioridades especificas, sendo reservado para dis-
ciplinas do curso técnico em Logistica e também para a realizacdo de provas governamentais

(Avaliacao Trimestral), que sao conduzidas de forma online.

Apesar disso, o professor apresentou os graficos das conicas aos alunos utilizando seu pré-
prio notebook. No entanto, compreendemos que essa abordagem nao proporciona a mesma
motivacao e envolvimento que surgiriam caso os préprios estudantes pudessem explorar as

cOnicas usando o software GeoGebra no laboratério de informéatica.

5.2 Consideracoes finais

A geometria do taxi € empregada espontaneamente pelas pessoas, dispensando a neces-
sidade de formalizacao, simplesmente aplicando a ideia de escolher o melhor percurso a ser
realizado para deslocar-se de um lugar para outro em uma cidade. Portanto, apresentar esse

conceito na sala de aula facilita para o aluno associar as situacdes cotidianas.

Ao ponderar sobre essas consideracdes, optamos por desenvolver uma sequéncia didatica
gue introduza o conceito de distancia e conicas na geometria do taxi no ambito da Educacdo
Béasica. No entanto, antes de prosseguir com esse plano, julgamos relevante fornecer aos

educadores um material teérico de apoio, que possa ser utilizado caso haja necessidade. Esse
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material aborda a teoria subjacente a geometria do taxi, destacando o conceito de métrica

(distancia) e outros temas abordados nas atividades propostas.

Além disso, durante o curso deste trabalho, também demonstramos que a geometria
euclidiana ndo é a Unica abordagem geométrica existente. Realizamos comparacoes e dis-
tincoes entre a geometria do taxi e a geometria euclidiana, destacando suas diferencas e

enriguecendo a compreensao dos docentes sobre esses dois enfoques.

Nossa sequéncia didatica foi elaborada considerando a oportunidade para que os estu-
dantes descubram a distancia do taxi de maneira natural. A partir dessa compreensao inicial,
buscamos desenvolver outros conceitos interligados. Por exemplo, exploramos o calculo de
possibilidades de trajetos para deslocamentos entre pontos, assim como sua aplicacao pra-
tica. Este enfoque fica evidente na segunda e terceira atividades, nas quais introduzimos a

aplicacao da geometria do taxi ao conceito de lugar geométrico.

Ao aplicar essa abordagem nas atividades, como nas conicas, conseguimos demonstrar
como a geometria do taxi se relaciona e enriquece a compreensao desses conceitos. Isso
proporciona aos estudantes uma perspectiva mais abrangente e aplicavel, permitindo-lhes
explorar conexdes interdisciplinares e enxergar como a geometria do taxi pode ser uma fer-

ramenta valiosa para analises geométricas e solucao de problemas do mundo real.

No planejamento das atividades da sequéncia didatica, propusemos a utilizacdo de recur-
sos manipulativos, como o Geoplano, bem como recursos tecnoldgicos, incluindo o software
GeoGebra. No entanto, somos cientes das limitacdes enfrentadas pelas escolas, especial-
mente as publicas, que frequentemente carecem desses recursos. Uma andlise dos resulta-
dos obtidos durante a implementacao da sequéncia destacou justamente essa caréncia de

recursos tecnolégicos.

Apesar de a escola possuir um laboratério de informatica, reconhecemos que esse es-
paco é altamente disputado e possui prioridades definidas para diversas disciplinas, incluindo
avaliacbes governamentais realizadas de forma online. Isso muitas vezes dificulta o acesso
e a disponibilidade desse recurso para atividades especificas, como as que propusemos na

sequéncia.

Diante dessas circunstancias, percebemos a necessidade de buscar abordagens alterna-
tivas e adaptativas para viabilizar a aprendizagem, buscando formas de promover o entendi-
mento dos conceitos mesmo em cendrios com recursos limitados. Isso refor¢ca a importancia
de flexibilidade e criatividade por parte dos educadores ao explorar estratégias de ensino que

se adequem as condigdes disponiveis.

Como perspectiva para futuros trabalhos, nossa ideia é a reestruturacao da terceira ati-
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vidade de maneira mais contextualizada e aplicavel a situacdes concretas, da mesma forma
gue fizemos com sucesso na segunda atividade, ao empregar o conceito de circunferéncia em

um cendrio de entrega de pizzas.

Nesse sentido, podemos explorar a geometria do taxi de maneira pratica e tangivel, incor-
porando exemplos do cotidiano que os alunos possam se relacionar, compreendendo assim
como esse conceito pode ser Util em diversos contextos reais. Isso pode envolver o calculo
de trajetos mais eficientes em cidades, planejamento de rotas para servicos de entrega ou

mesmo otimizacao de deslocamentos em cenérios urbanos.

Dessa forma, ao trazer a teoria para a pratica de maneira mais concreta, podemos
aumentar a motivacao e a compreensao dos alunos, além de ajuda-los a enxergar as apli-

cacOes reais da geometria do taxi em suas vidas e em situacdes profissionais futuras.
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Atividades para impressao

Neste apéndice, encontram-se as atividades detalhadas do Capitulo 4, disponiveis para
impressao e utilizacao por parte do professor ou de qualquer outra pessoa interessada em

utiliza-las.
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Primeira atividade

Na figura a seguir estda o mapa de uma cidade ideal, na qual os quarteirbes sao quadra-
dos de mesma éarea. Nesse mapa, é possivel visualizar duas ruas principais destacadas em
vermelho, que se cruzam perpendicularmente, formando um plano cartesiano e facilitando a

localizacao de moradias e estabelecimentos.

Neste mapa, estao destacadas as localizacdes das moradias de quatro amigos: Ana,
Bruno, Carlos e Daniela, representados, respectivamente, pelos pontos A, B, C e D. Além
disso, estao marcadas as localizacdes de alguns estabelecimentos da cidade, como super-

mercado, farmacia, clube, banco, escola, hospital e shopping.

(a) Quais as coordenadas cartesianas das residéncias de Ana, Bruno, Carlos e Daniela?

(b) Marque na figura os pontos E = (—3,2), F=(2,—-4),G=(1,2), H=(1,1), I = (—2,1),
J=(-1,-2), L =(—2,0) que representam, respectivamente, a localizacao do supermer-

cado, farmécia, clube, banco, escola, hospital e shopping.
(c) Qual a distancia do menor caminho entre as residéncias de:

c.1l) Ana e Bruno?
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c.2) Ana e Carlos?
c.3) Ana e Daniela?
c.4) Bruno e Carlos?
c.5) Bruno e Daniela?

c.6) Carlos e Daniela?
(d) Qual a distancia em linha reta entre as casas de:

d.1) Ana e Bruno?
d.2) Ana e Carlos?
d.3) Ana e Daniela?
d.4) Bruno e Carlos?
d.5) Bruno e Daniela?

d.6) Carlos e Daniela?

(Sugestao: utilizar o Teorema de Pitadgoras.)
(e) Qual é arelacao entre as distancias dos menores caminhos e as distancias em linha reta?

(f) Certo dia, os quatro amigos sairam de suas respectivas casas e foram para a escola,
onde passaram toda a manha. Decidiram almocar juntos, assistir a um filme no cinema
do shopping e, por volta das 16:00 horas, dirigiram-se ao clube para aproveitar a tarde

ensolarada. Mais tarde, cada um deles voltou para sua prépria casa.

f.1) Qual é a distancia total percorrida por cada um deles ao longo do trajeto?

f.2) Se fosse em linha reta, qual seria a distancia total percorrida por cada um deles ao

longo do trajeto?

(9) Um dos percursos mais curtos entre Bruno e Daniela possui dois estabelecimentos des-
tacados no mapa. Qual estabelecimento desses estd precisamente localizado na metade

do caminho?

(h) Sabemos que existem outros caminhos mais curtos entre Bruno e Daniela, implicando
na existéncia de outros pontos médios. Quantos pontos médios existem e quais sao as

coordenadas correspondentes a esses pontos?

(i) Em um dos percursos mais curtos entre Bruno e Ana, existem alguns estabelecimentos.

Qual deles esta precisamente localizado na metade do caminho mais curto?
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(j) Sabemos que ha outros caminhos mais curtos entre Bruno e Ana. Portanto, também
existem outros pontos médios. Quantos sao e quais sao as coordenadas desses pontos

médios?

(k) Considerando o caminho mais curto, quantos percursos distintos sao possiveis para:

k.1) Ana ir a escola?
k.2) Bruno ir ao supermercado?
k.3) Carlos ir a farmacia?

k.4) Daniela ir ao shopping?
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dade

ivi

Segunda at

A pizzaria La Bella, para além do atendimento presencial, também oferece servico de

A taxa de entrega é calculada conforme a seguinte

entrega em toda a cidade (delivery).

branca de taxa; contudo, ao ultrapassar essa dis-

a co

h
tancia, uma taxa de cinco reais, somada a cinquenta centavos por quadra excedente,

nao

condicdo: até quatro quadras,

7

Sera

aplicada. E importante ressaltar que o nimero de quadras considerado para o calculo da taxa

axi).

dot

ancia

ivel (ou seja, a dista

ancia possive

A

de entrega corresponde a menor dist

(a) Represente na malha quadriculada a seguir.

a.l) a pizzaria com um ponto P de sua escolha;

brada a taxa de entrega, correspon-

7

a0 em que nao sera co

a.2) o limite maximo da regqi

dendo a distancia do taxi:

a.3) o limite madximo da regido se fosse considerada a distancia euclidiana (usar um

compasso).
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(b) Comparando as figuras do item (a), descreva as semelhancas, se houver, e as diferencas.

(c) Quais equacdes representam o limite maximo da area isenta de taxa de entrega, con-
siderando a distancia do taxi, e o limite maximo da area se fosse utilizada a distancia

euclidiana (com o uso de um compasso)?
(d) Qual é a medida da area que estara isenta de taxa de entrega?
(e) Qual é a medida da area se a distancia euclidiana fosse considerada?

(f) Em quantos porcento a area calculada com base na distancia euclidiana é superior a

area calculada com base na distancia do taxi?

(g) Com base na informacao de que a pizzaria La Bella estd situada no ponto
P = (0, 0) da cidade ideal apresentada na Primeira atividade, utilize a figura a seguir e

forneca as respostas as seguintes questoes:

g.1) Qual dos quatro amigos nao terd que pagar taxa de entrega?

g.2) Qual sera o valor da taxa de entrega para cada um dos quatro amigos?
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Terceira atividade

(a) Sabendo que a circunferéncia € um lugar geométrico dos pontos que distam uma
medida r (raio) de um ponto fixo O (centro), sua definicao pode ser expressa como

C={P=(xy)€R?|d(0,P)=r}. Desse modo, a equacdo da circunferéncia é dada por:

- Na geometria euclidiana: /(x—a)2+ (y—b)2 =r.

- Na geometria do téxi: |[x—a|+ |y—b|=r.

Considerando as coordenadas do centro da circunferéncia como O = (3, 2) e o raio com
medida igual a 5, determine as equacdes das circunferéncias considerando as geome-

trias euclidiana e do taxi.

(b) Sabemos que a elipse é um lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das dis-
tancias a dois pontos fixos, chamados focos, é igual a uma constante maior do que a

distancia entre os focos.
Dados os pontos F1 = (a,b) , F; = (c,d) e P= (X, y), e a constante k € R, temos que a
elipse é definida por E = {P(x, y) € R2|d(F1, P) + d(F>, P) = 2k}. Desse modo, a equacao

da elipse é dada por:

- Na geometria euclidiana: v/(x—a)? + (y—b)2 + /(x—c)? + (y — d)? = 2k.

- Na geometria do taxi: [ x—a|+ |y —b|+ |[x—c| + |y — d| = 2k.

Considerando as geometrias euclidiana e do taxi, determine as equacodes das elipses a

seguir, sabendo que:

b.1) os focos F1 = (0, 3), F> = (0, 3) e constante k = 4;

b.2) os focos F1 =(4,1), F> =(—4, 1) e constante k= 10.

(c) Sabemos que a pardbola é um lugar geométrico dos pontos no plano onde a distancia a
F é igual a distancia a L, onde L é uma reta diretriz e F € um ponto focal que nao esta

localizado em L.

DadoL=mx+ny+c=0e F=(a,b)¢L, temos que a parabola é definida por P= {Q =
(X0, ¥o) €R?|d(Q, F)=d(Q, L)}. Assim, a equacdo da parabola é dada por:

Imxo + nyo + c|

vm? + n?

I[mxo + nyo + c|

vm?+n?

- Na geometria euclidiana, d(Q,L) = Dessa forma, a equacao da

parabola é dada por: /(xo—a)?+ (yo—b)?2 =
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. , . Imxq + nyo + c| . .
- Na geometria do taxi , d(Q, L) = . Desse modo, a equacao da para-
max{|m|, |n|}
) I[mxo + nyo + c|
bola é dada por: |xo—al|+ |yo—b| =

max{|m|, [n|}

Considerando as geometrias Euclidiana e do Taxi, determine as equacfes das parabolas

a seqguir, sabendo que:

c.1l) ofoco F=(0,2) earetadiretrizL=y—4=0;

c.2) ofoco F=(—2,0) e areta diretrizL=x—2=0.

(d) Sabemos que a hipérbole é um lugar geométrico dos pontos do plano P = (X, y) para os
qguais o médulo da diferenca das distancias de P aos focos F; e F, é igual a um valor

constante.

Dados os pontos F1 = (a,b) e F, = (¢, d) e a constante kK € R, temos que a hipérbole é
definida por H= {P € R?| |d(P,F1)—d(P, F;)| = 2k}. Desse modo a equacao da hipérbole

é dada por:

- Na geometria euclidiana: | v/(x—a)? + (y —b)? — v/(x— )2 + (y — d)? |= 2k;

- Na geometria do taxi: |Ix—al + |y —b|— (Ix—c| + |y — d|) |= 2k.

Considerando as geometrias euclidiana e do taxi, determine as equacdes das hipérboles

a seqguir, sabendo que:

d.1) os focos F1 =(—2,0), F, =(2,0) e a constante k = 2;

d.2) os focos F1 =(—1,2) e F, =(3,—2) e a constante k= 1.

(e) Usando o software GeoGebra, represente graficamente cada uma das equacdes deter-

minadas nos itens (a), (b), (c) e (d).
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Chave de correcao das atividades

Primeira atividade

(@) A=(—4,4),B=(1,-1),C=(—4,—4)e D= (3, 3).

(b) Resposta na figura abaixo.

(c) Considerando as coordenadas: A=(—4,4),B=(1,—-1),C=(—4,—4)e D =(3, 3), temos:

cl)dap=|—4—-(+1)[+[4—(-1)|=|—=5]+|+5]|=5+5=10

c2) dac=|—4—(=4)|+|4—(—4)| = 0] +|+8|=0+8=8
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c3) dap=|—4—(H+3)|+[4—(+3)|=|—-7|+|+1|=7+1=38
c4) dpc=|+1—-(-4)+|-1—-(-4)|=|+5/+|+3|=5+3=8
c.5) dpp=|+1—(HF3)|+|-1=-(+3)|=|-2|+|—4|=2+4=6
C.6) dep=|—4—HF3)|+|-4—-(F3)|=|-T7|+|=-7|=7+7=14

(d) Considerando as coordenadas: A=(—4,4),B=(1,—-1),C=(—4,—4) e D = (3, 3), temos:

d.1) dag = +/[—4—(+1)]12+[4—(=1)]2 = /[-5]2+[+5]2 = ¥/25+ 25 == 4/2-25 =
5/2~7,1

d.2) dac= V[-4—(—4)]12+[4—(—4)]?= +/[0]12+[+8]2= /O + 64 = V64 =38

d.3) dap = V[—4—(+3)]124+[4—(+3)]%2 = sqrt[—712+[+1]2 = V/49+1 = /50 =
v2.25=54/2~7,1

d.4) dgc = V[+1— (D12 +[-1—(—4)]2 = [+5]2+[+3]2= ¥/25+ 9= ¥/34~5,8

d.5) dap = V[+1—(+3)12+[-1—(+3)]12 = [-212+[-4]2 = V4+16 = V20 =

J4.5=24/5%~4,5
d.6) dep = V[—4—(+3)12+[-4—(+3)]12 = [-712+[-7]2 = V49+49 = V/2-49 =
74/2=~9,9

(e) As distancias dos menores caminhos sdao denominadas distancia do taxi e as distancias

dos menores caminhos em linha reta sdo denominadas distancia euclidiana.

A tabela abaixo apresenta as distancias entre os quatro amigos calculadas nos itens (c)

e (d), sendo a primeira coluna considera a distancia do taxi e a segunda a distancia

euclidiana.
Distancia do taxi | Distancia euclidiana

dag =10 dap~7,1
dac =8 dac=8

dap =8 dap=7,1
dpc =8 dgc~ 5,8
dgp =6 dgp~4,5
dep =14 dep~ 9,9

Comparando as distancias apresentadas na tabela percebemos que a distancia do taxi
é sempre maior ou igual a distancia euclidiana. Isso pode ser comprovado de maneira

geral.

Demonstracao. Consideremos os pontos A = (xa, ¥a), B = (xg, yg) € a desigualdade

2|xg—Xal.lys—yal = 0.
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Somando (xg —xa)? + (y8— ya)? aos dois membros desta desigualdade obtemos
2|xg — Xal.lys — yal + (xa —xa)? + (¥ — ya)* = (X5 — Xa)* + (¥ — ya)*.

Reorganizando a desigualdade no primeiro membro e usando a propriedade comutativa

da adicao, ficamos com
(xg —Xxa)? + 2|xg — Xallys — yal + (Ya — ¥a)? = (xg — xa)? + (y5 — ya)°.

Observando o primeiro membro da desigualdade anterior, notemos que se trata de um

produto notavel. Reescrevendo obtemos
(Ixs — Xal + lys — yal)® = (x5 — xa)* + (¥5 — ya)*.

Como os dois membros desta desigualdade sao maiores do que ou iguais a zero, ex-

traindo a raiz quadrada dos dois membros a desigualdade continua valida, ou seja,

V(Ixs —Xal + lys — yal)2 = v/ (X8 —Xa) + (Y5 — ¥a)>.

Dessa forma, temos

|Xg —Xal + lys —yal = \/(xB—xA)2 + (ys—ya)?.

Por outro lado, sabemos que dr(A,B) = |xg — Xa|l + |ys — yal e de(A,B) =
V(X8 —xa)? + (Y8 —ya)?.

Portanto,
dr(A, B) = de(A, B).

(f) Calcularemos a distancia do taxi em f.1) para determinar o percurso de cada um dos

amigos e em f.2) a distancia euclidiana imaginando o percurso em linha reta.

f.1) Considerando as coordenadas: A =(—4,4); B=(1,-1); C=(—4,-4); D = (3, 3);
I=(-2,1);L=(—2,0) e G=(1, 2), temos:
- Distancia percorrida em grupo: diy +dic=1+5=6
dp=1-2—-(=2)I+[1-0[=[0[+|+1|=0+1=1
dicg=|-2—-HD|+]10-(+2)|=|-3]+|—-2|=3+2=5
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- Distancia percorrida por Ana: dar+ (di. + dig)+dga=5+6+7=18
dar=|—4—(=2)|+|+4—-(+1)|=|-2|+[+3]|=2+3=5
dea=|+1—(=B|+|[+2—-(+4)|=|+5|+|-2|=5+2=7

- Distancia percorrida por Bruno: dg;+ (djp + dig)+dgs =5+ 6+5=16
der=|+1—(=2)|+|-1—=(+1D)|=|+3|+|—-2|=3+2=5
deg=|+1—(=1|+|+2—=(=1D)|=|+2|+|+3|=2+3=5

- Distancia percorrida por Carlos: der+ (di. + dig)+dgc=7+6+ 11 =24
de=|—4—(2)|+|—-4—-(+D|=|—-2|+|=5|=2+5=7
dec=|+1—(=8)|+|+2—-(—4)|=|+5|+|+6|=5+6=11

- Distancia percorrida por Daniela: dp;+ (dip + dig)+dep=7+6+3 =16
dpr=|+3—(=2)|+|+3—(+D)|=|+5|+|+2|=5+2=7
dep=|+1—(+3)|+|+2—(+3)|=|—-2|+|-1|=2+1=3

f.2) Considerando as coordenadas: A =(—4,4); B=(1,—-1); C=(—4,—-4); D = (3, 3);
I=(—2,1);L=(—2,0e G=(1,2), temos:

- Distancia percorrida em grupo: dip +dig~1+3,6x~4,6
di=V[-2—(-2)12+[1-0]2= y/[0]2+[1]?= /O + 1= vVI=1
dig= V[-2—(+DI?+[0—-(+2)]? = V[-312+[-2]*= V9+4= VI3~ 3,6

- Distancia percorrida por Ana: dar+ (di. + dig)+dga~3,6+4,6+5,4~13,6
dar= V[=4—(=2)12+[+4—(+1)12= /[-2]24+[-31?°=+v4+ 9= +/13~3,6
doa= V[+1— (D2 +[+2— (+D)12= /[+5]12+[-2]2= ¥/25+ 4= V20~ 5,4

- Distancia percorrida por Bruno: dg;+ (djp + dig)+dgg~3,6+4,6+ 3,6~ 11,8
der= V/[+1—(=2)12+[-1—(+1)]12= /[+3]2+[-2]2= VO + 4= /I3~ 3,6
des= V[+1—(=1)124[+2—(-1)]12= /[+2]24+[+3]2=V4+ 9= V/13~3,6

- Distancia percorrida por Carlos: der+ (dy. + dig)+dgec~5,4+4,6+7,8~ 17,8
der= VI[-4—(-2)12+[-4—(+1)]2 = {/[-2]2+[-5]2= /4 + 25= V29 5,4
doc= V[+1—(=4)12+[+2—(—4)]2 = /[+5]2+[+6]2= ¥/25+36= V61~ 7,8

- Distancia percorrida por Daniela: dp;+ (di. + dig)+dgp~ 5,4+ 4,6+ 2,2~ 12,2
dpr= /[+3—=(=2)12+[+3—(+1)]12= +/[+5]12+[+2]2= V/25+ 4= /29~ 5,4
dep= V[+1—(+3)12+[+2—(+3)]2= V[-2]2+[-1]12= V4 + 1= /5~ 2,2
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(g) Como a distancia do taxi entre Bruno e Daniela é dgp = 6, entao o estabelecimento des-
tacado no mapa que estd a trés unidades de Bruno e de Daniela, logo o estabelecimento

é o clube, representado pelo ponto G.
dop=|+1—(+3)+|—-1—(+3)|=|-2|+|-4]=2+4=6

(h) Considerando a distancia do taxi existem trés pontos médios entre Bruno e Daniela com

as seguintes coordenadas: (1, 2); (2, 1) e (3, 0).

(i) Como a distancia do taxi entre Bruno e Ana é dgs = 10, entdo o estabelecimento desta-
cado no mapa que esta a cinco unidades de Bruno e de Ana, logo o estabelecimento é a

escola, representado pelo ponto I.

dga=|+1—(—4)|+|—1—(+4)|=|+5|+|—-5|=5+5=10

(j) Considerando a distancia do taxi existem seis pontos médios entre Bruno e Ana com as
seguintes coordenadas: (—4,—1); (—3,0); (—2,1); (-1, 2); (0, 3); e (1, 4).

(k) Considerando a distancia do taxi:

k.1) Existem 10 percursos distintos para Ana ir a escola.
|

2H,3V _ _
R TEY
k.2) Existem 35 percursos distintos para Bruno ir ao supermercado.
pAH.3V _ o
T 413
k.3) Existe um Unico caminho para Carlos ir a farmacia.
poH.OV _ 6
© 60!
k.4) Existem 56 percursos distintos para Bruno ir ao shopping.
pSH.3V _ P
8 513l

Segunda atividade

(a) Segue a resposta dos itens a.1), a.2) e a.3) na malha quadriculada abaixo.
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(b) O centro (local da pizzaria) e o raio para entregas gratuitas sao os mesmos, considerando

a distancia do taxi e a distancia euclidiana, porém a drea de cobertura para entregas gra-

tuitas € maior quando considera a distancia euclidiana, mas que inviavel sua utilizacao

para o calculo de distancias percorrida por entregadores haja visto que eles nao movi-

mentam em uma cidade em linha reta.

(c) Para a distancia do taxi a equacao que representa o limite maximo é dada por: [x—xc|+

ly —ycl =4, em que (X¢, yc) é o centro e 4 é o raio.

Para a distancia euclidiana a equacao que representa o limite maximo da regiao é dada

por: v/ (x—xc)?2+ (y—yc)? =4, em que (Xc, yc) é o centro e 4 é o raio.

4.4
(d) A=4-Ar=4-— =32

() A=m-r’~3,14-4>~3,14-16 ~ 50,24

18,24

50,24—-32
f) ——-10
32
(g) Observando a figura:

-100=0,57-100=57%
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g.1) Bruno nao terd que pagar taxa de entrega.

g.2) O valor da taxa de entrega:
Ana: 54+ 0,5:daP=5+0,5-4=5+2=7
Bruno: O
Carlos: 5+0,5-dcP=5+0,5-4=5+2=7
Daniela: 5+0,5-dpP=5+0,5-3=5+1,5=6,5

Terceira atividade

(a) Equacao da circunferéncia:

Na geometria euclidiana: /(x—3)2+ (y—2)2 =5.

Na geometria do taxi: |x— 3|+ |y— 2| =5.

(b) Equacdes das elipses:

b.1) Na geometria euclidiana: /(x—0)2+ (y—3)2+ /(x—0)2+ (y + 3)2=8.

Na geometria do téxi: [x+ 0|+ |y—3|+|x—0|+ |y + 3] = 8.

b.2) Na geometria euclidiana: /(x—4)2+ (y—1)2+ /(x+4)2+ (y—1)2 = 10.

Na geometria do taxi: [x— 4|+ |y — 1|+ |[x + 4| + [y— 1| = 10.

(c) Equacoes das parabolas:
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ly — 4l
c.1) Na geometria euclidiana: y/(x—0)2 + (y—2)? = ——.
V02412
—4
Na geometria do taxi: [x—0|+ |y —2| = y—4i :
max{|0], [1]}
(.2) Na geometria euclidiana: /(x+2)2+ (y—0)2 = M
' ' V12402
X—2
Na geometria do taxi: |[x+ 2|+ |y—0| = | | :
max{|1[, [0]}

(d) Equacdes das hipérboles:

d.1) Na geometria euclidiana: |v/(x +2)?2+ (y—0)2 — y/(x—2)2 + (y — 0)?|=4
Na geometria do taxi: [|x + 2|+ |y —0|—|[x—2|—|y—0||=4

d.2) Na geometria euclidiana: | v/(x + 1)? + (y —2)2 — +/(x — 3)? + (y + 2)?|=2

Na geometria do taxi: [|Ix + 1|+ |y — 2| — [x— 3| — |y + 2||= 2

(e) Cobnicas referentes aos itens (a), (b), (c) e (d), respectivamente.

Figura B.1: Circunferéncia (a).

o
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Figura B.2: Elipse b.1).

5

-4 -3 -2 11 0 2 3 4

Figura B.3: Elipse b.2).

5

-3
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Figura B.4: Pardbola c.1).
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Figura B.5: Pardbola c.2).
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Figura B.6: Hipérbole d.1).
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Figura B.7: Hipérbole d.2).
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