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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos o Teorema Fundamental da Aritmética e aplicacdes. Ini-
ciamos apresentando os contelidos basicos necessarios para a compreensao do Teorema
Fundamental da Aritmética e o conhecimento necessario para entender as suas aplica-
¢oes. No Teorema Fundamental da Aritmética é apresentado um breve contexto historico
do Teorema Fundamental da Aritmética, é enunciado e provado usando o principio da
inducao matematica e é apresentado aplicacoes que sao consequéncias imediatas do te-
orema como: reformulacao do Teorema de Euller, encontrar a forma do divisor de um
niimero natural, a contagem dos divisores de um ntimero natural, a somar e multiplicar
os divisores de um ndmero natural, calcular o MMC e o MDC conhecendo a forma fa-
torada do nimero natural. Apresentamos também algumas aplicacoes nao imediatas do
teorema como: determinar os fatores do fatorial de um nimero natural, determinar qual
o menor inteiro deve-se multiplicar ou dividir a {/a, com a € N, para ter como resultado

um inteiro positivo, provar a irracionalidade de {/p, com p primo, e a irracionalidade de

/pyt py?- pmr onde, m; < n opara i = {1,2,3,...,r} e p; para i = 1,2,3,...,r primos;
provar a irracionalidade do log2, mostrar uma relacao entre coeficientes primos distin-
tos de uma equacao do 22 grau e raiz dupla, mostrar que alguns polindémios especiais
nao podem ter raizes inteiras positivas e por fim mostrar como funciona o processo de
criptografia RSA e, na tltima sessdo apresentamos as conclusoes finais.
Palavras-chave: Teorema Fundamental da Aritmética. Aplicacbes. Irracionalidade.
Criptografia RSA.



ABSTRACT

In this work, we present the Fundamental Theorem of Arithmetic and applications. We
begin by presenting the basic contents needed to understand the Fundamental Theorem
of Arithmetic and the knowledge needed to understand its applications. In the Funda-
mental Theorem of Arithmetic a brief historical context of the Fundamental Theorem
of Arithmetic is presented, it is stated and proved using the principle of mathematical
induction and applications are presented that are immediate consequences of the theorem
such as: reformulation of Euller’s Theorem, finding the form of the divisor of a natural
number, counting the divisors of a natural number, adding and multiplying the divisors
of a natural number, calculating the MMC and GDC knowing the factored form of the
natural number. We also present some non-immediate applications of the theorem such
as: determining the factorial factors of a natural number, determining which is the smal-

lest integer to multiply or divide /a, with a € N, to get a positive integer as result, prove

Mo

the irrationality of {/p, with p prime, and the irrationality of V Pt py?-.pmr where,
m; < n fori=1{1,2,3,...,r} and p; for i = 1,2,3,...,r primes; prove the irrationality of
log2, show a relationship between distinct prime coefficients of a 2nd degree equation and
double root, show that some special polynomials cannot have positive integer roots and
finally show how the RSA cryptography process works and, in the last session we present
the final conclusions.

Keywords: Fundamental Theorem of Arithmetic. Applications. Irrationality. RSA

encryption.
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1 INTRODUCAO

Na disciplina de aritmética tive contato com o Teorema Fundamental da
Aritmética de forma mais profunda, me chamou a atencao as suas aplicacoes, pois percebi
que ja usava esse teorema com os meus alunos do ensino fundamental de forma mecanica,
com o calculo de MMC' e M DC, entao a partir dali resolvi escrever sobre esse importante
teorema da aritmética e suas aplicagoes.

Os professores que trabalham com a disciplina de matematica, tem como prin-
cipal objetivo trabalhar os contetidos de forma a relaciona-los com problemas de nossa
vivéncia diaria, pois um dos fatores que levam os alunos a nao se interessarem pela disci-
plina é a forma abstrata de seus contetdos. Para os alunos a matematica nao tem relagao
com as coisas do dia a dia, o que mostra que estao bastante enganados pois a mesma é de
fundamental importancia para o desenvolvimento de nosso raciocinio logico dedutivo, e é
responsével pelo desenvolvimento da fisica, da computacao, da quimica, da biologia. A
matematica é responsavel pelo desenvolvimento da sociedade, pois é devido a aplicacoes
de seus contetidos nos mais variados campos do conhecimento que temos as mordomias
da vida moderna.

Com o objetivo de trazer o interesse do aluno para a disciplina, com relagao ao
Teorema Fundamental da Aritmética, o trabalho mostra aplicacoes praticas do teorema
na vida real e aplicacoes relacionadas a outros conteidos que podem ajudar em outras
demonstragoes de problemas relacionados a outros ramos da matematica.

No segundo e no terceiro capitulo encontram-se os conhecimentos basicos ne-
cessarios para enunciar e provar o Teorema Fundamental da Aritmética além dos conhe-
cimentos necessarios para a compreensao de suas aplicagoes.

No quarto capitulo é apresentado um breve contexto historico do TFA, quando
e onde surgiu, quais os matematicos que o usaram de forma parcial e quem o demonstrou
pela primeira vez de forma completa, mostrando a sua existéncia e unicidade. Nele é
enunciado e provado o Teorema Fundamental da Aritmética, usando o principio da in-
ducao matematica. Também é mostrado no capitulo, aplicagoes que sao consequéncias
imediatas do Teorema Fundamental da Aritmética, como: a forma do divisor de um nu-
mero natural, a quantidade de divisores de um niimero natural, a soma e o produto dos
divisores de um ntmero natural, o maximo divisor comum e o minimo multiplo comum
de um namero natural.

No quinto capitulo é apresentada uma série de aplicacoes do TFA, como: ve-
rificar em que situacoes a radiciacao em que o radicando é um ntmero natural representa

um nimero natural, calcular os fatores do fatorial, provar a irracionalidade de {/p, com

p, n € N, n>1e pprimo, e a irracionalidade de Q/p?“-pgl? ..p™ com, m; < m para

i =1{1,2,3,...,r}, a irracionalidade do log2, condi¢ao sobre os termos do logaritmo para

log, b ser irracional, relacao entre coeficientes primos inteiros e raiz dupla, aplicacoes em
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polindmios especiais e encerramos o capitulo com a aplicagao mais pratica e importante
do TFA na criptografia RSA, um dos métodos mais usados até os dias atuais para cripto-
grafar mensagens e que aliado ao uso de computadores ¢ uma ferramenta de fundamental
importancia para que haja seguranca em tarefas que se tornaram béasicas em nosso dia a
dia, como realizar compras pela internet, realizar transacoes bancarias, trocar mensagens,
fotos e videos por aplicativos de conversas como whatsapp, telegram, facebook, intagram
entre outros.

Precisava organizar em um trabalho as aplicacoes desse teorema para que
outros professores, e mesmo alunos possam ter reunido algumas das aplicacoes desse
teorema, para enriquecer os seus estudos e ter mais uma alternativa para planejar e

estudar para as suas aulas.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo serao apresentadas as definicoes, propriedades, axiomas, pro-
posicoes, lemas, corolarios, teoremas e demonstracoes de resultados que serao necessarios
para o desenvolvimento do resultado principal desse trabalho: o Teorema Fundamental
da Aritmética e suas aplicacoes.

Serao apresentados: O principio da boa ordenagao (PBO), o principio da in-
ducao finita, conceito e propriedades de divisibilidade, o algoritmo da divisao de Fuclides,
sistema de numeracao, teorema de Bézout, conceitos, propriedades e definicao de ma-
ximo divisor comum, minimo muiltiplo comum e Lema de Euclides. Esses resultados serao
ferramentas importantes para resolver equacoes diofantina lineares e desenvolver as pro-
priedades basicas de aritmética modular, para conhecer os teoremas de Euler e pequeno
teorema de Fermat, que serao apresentados no capitulo seguinte.

O objetivo do capitulo Preliminares e Resultados Auxiliares é fazer com que o
leitor tenha todas as ferramentas necessarias para a compreensao de todas as passagens

do trabalho apresentado.

2.1 PRINCIPIO DA BOA ORDENACAO

Comecemos com um axioma que servird como base para boa parte das de-
monstragoes de teoremas e proposicoes que serd essencial para o desenvolvimento dos
resultados que envolvem divisibilidade, o principio da boa ordenacdo (PBO).

Axioma: Principio da Boa Ordenacgao (PBO): Se A C N é um subconjunto
nao vazio de N, entdo A possui um menor elemento, ou seja, existe um ng € A tal que
ng < x, para todo x de A.

Do axioma podemos demonstrar muitas proposicoes e corolarios basicos, entre
elas as apresentadas e demonstradas abaixo. Segundo Hefez (2016)), este é o tinico axi-
oma que faltava para caracterizar os ntimeros inteiros. Vejamos algumas proposigoes que

podem ser provadas de forma direta com o principio da boa ordenacao.

Proposicao 2.1. Nao existe nenhum ndmero inteiro n tal que 0 < n < 1.

Demonstracao: Suponha que exista n com a propriedade mencionada. Logo, o conjunto
S={neZ0<n<1}

é nao vazio e limitado inferiormente por 0, logo, pelo principio da boa ordenagao S possui
um elemento minimo ag com 0 < ag < 1.

Multiplicando a desigualdade por ag > 0 teremos que:

0<ai<ag<l.
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Como a% € S e é menor que o elemento minimo ag, temos uma contradi¢ao. Portanto a

suposicao inicial é falsa, logo S = &, como queriamos demonstrar. [ |

Corolario 2.1. Dado um nuimero inteiro a qualquer, nao existe nenhum niumero inteiro
b, tal que a < b < a+ 1.
Demonstragao: Suponha que exista b satisfazendo a < b < a+ 1, subtraindo a de ambos

os membros da desigualdade, teremos:
a—a<b—a<a+l—a=0<b—a<l.

Um absurdo pela proposicao (2.1)). [ |

2.2 PRINCIPIO DA INDUCAO MATEMATICA

Um resultado que serd bastante utilizado em muitas das demonstracoes e que
segundo Hefez (2016) é uma das mais importantes consequéncias do principio da boa
ordenagao é o principio de inducao matemaética, que esta baseado no quarto axioma de
Peano. O apresentaremos como teorema, e também pode ser encontrado em algumas
literaturas como o principio da induc¢do finita (PIF'). Para um maior aprofundamento,
consulte Carvalho e Morgado (2015).

Pode-se apresentar o principio de inducao matematica de duas formas, como

enunciadas e demonstradas a seguir:

Teorema 2.1 (principio de indu¢ao matematica). Seja A C N, tal que:

i) 1€ A;

ii) Seke A= (k+1) € A, entdo A=N.
Demonstracao: Defina o conjunto S = N — A, queremos mostrar que A = N, ou seja
S = (). Vamos supor por absurdo que S # (), assim, pelo principio da boa ordenacao S
possui um elemento minimo ng € S com ng # 1, pois 1 € A.

Dessa forma o elemento ng — 1 ¢ S = ny — 1 € A e pela segunda parte do

principio de indugao, ng —1+1 € A = ny € A, chegando assim a um absurdo, pois
ng € S. Como os conjuntos A e S sdo complementares (AN S = ), logo A = N. Como

queriamos demonstrar. [ |

Teorema 2.2 (principio de indugido matemética 2* forma). Seja A C N, tal que:

i) 1eA;

i) Se1,2,3,.... ke A= (k+1) € A, entao A=N.
Demonstracao: Suponhamos por absurdo que A # N, logo o conjunto X = N — A é um
subconjunto nao vazio dos naturais, logo pelo principio da boa ordenacao o subconjunto
X possui um elemento minimo que chamaremos de j, com j > 1, pois pela condi¢ao (1),
1 € A. Dessa forma os elementos 1,2,...,7 — 1 pertencem ao conjunto A. Pela condicao

(2) o elemento (j —1)+1 € A = j € A, o que é uma contradi¢io pois j € X. Dessa
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forma A = N, como queriamos demonstrar. [ |
Para uma melhor compreensao dos resultados apresentados vejamos a solugao

dos exemplos abaixo.

Exemplo 2.1. Mostrar por inducao que:

1)(2 1
11+22+...+n2:n(n+ )6(n+ ).

Solucao: (Caso base) Temos que, para n = 1, fica:

12:1.(1+123'(2.1+):1'

(Hipotese de inducao) Suponhamos que vale para algum n > 1 com n € N, ou seja,

1)(2 1
11+22+...+n2:n(n+ )6(n+ ).

(Tese) Devemos mostrar que vale para n + 1, ou seja,

D)(n+2)(2n+3
LD I S AN LB s )(”z J2n+3),

Temos pela hipotese de inducao que:

2 _ n(n+1)(2n+ 1)

'+ 22 4. 0+ (n+1) c + (n + 1)
Portanto:
+224+ . +n+ (n+1)? = n(n+1)6(2n+1)+(n+1)2
_ (n+1)(2n° +7n+6)
_ (n+1)(n§5—2)(2n+3)
c :

E isso conclui a nossa prova. Logo a sentenca ¢ valida para todo n € N.

Exemplo 2.2. Mostrar por inducao que:
1+3+5+...4+(2n—1)=n”

Solucgao: Usando inducao, temos que:
(Caso base) Para n = 1, teremos que 1 = 12 = 1. Logo & verdade para n = 1.

(Hipotese de inducao) Suponhamos que vale para algum n > 1 com n € N, ou seja,

1+3+...+(2n—1)=n%
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(Tese) Devemos mostrar que vale para n + 1, ou seja,
1+3+...+2n+1)=(n+1)>%

Como
I1+34+...+2n+1)=14+3+...+2n—-1)+ (2n+1).

Usando a hipotese de inducao teremos que:
143+...+@2n+1)=143+...+2n -1+ 2n+ 1) =n*+2n+1) = (n+ 1)%
Como queriamos demonstrar. Logo a proposicao é valida para todo n € N.

2.3 DIVISIBILIDADE E PROPRIEDADES BASICAS

Agora apresentaremos o conceito de divisibilidade e suas propriedades que
foram de suma importancia para o desenvolvimento da teoria dos niimeros. Muitas pro-
posicoes e teoremas fundamentais precisaram das propriedades de divisibilidades para

poderem ser demonstrados.

Definicao 2.1. (Divisibilidade). Dados dois niimeros inteiros a e b, com a # 0, diremos

que a divide b, escrevendo a|b, quando existir um nimero ¢ € Z tal que
b=ua-c.

Ainda podemos dizer:
e ¢ ¢ um divisor ou fator de b
e ) é um multiplo de a
e b é divisivel por a
Observe que a notacdo alb nao representa nenhuma operacao em Z, nem re-
presenta uma fracao. Trata—se de uma sentenca que diz ser verdade que existe um ntamero
c inteiro tal que b = a-c.
A negagao dessa sentencga é representada por a 1 b, leem-se (a nao divide b),
significando que nao existe nenhum nimero inteiro ¢ tal que b = ac.

Vejamos o exemplo.

Exemplo 2.3.

5|20 pois, 20 =5 - 4.
3|192 pois, 192 = 3 - 64.
7|1147 pois, 147 =7 - 21.

Por outro lado:

6 1 11 pois ndo existe um inteiro ¢, tal que 11 = 6¢. Ou ainda, 11 ndo é miltiplo de
6.



20

e 31101 pois, ndo existe um inteiro ¢, tal que 101 = 3-¢. Ou ainda, 101 nao é divisivel

por 3.

Proposicao 2.2. Sejam a,b € Z* e ¢, d € Z. Tem-se que:

1.

NS G oo

al0, 1|a e ala;

Se a|l, entdo a = +1;

Se alb e se c|d, entio ac|bd;

Se alb e se blc, entao a|c;(transitividade)

Se alb e se bla, entdo a = +b;

Se alb com b # 0, entdo, |a| < |b|;(minimalidade)

Se alb e se alc, entio a|(bx £ cy), para todo x ey inteiros.

Demonstracgao:

1.

Pela definicao:
(a) se a0, existe ¢; € Z tal que 0 = a - ¢, dai ¢; = 0, ou seja, 0 = a - 0;
(b) se 1]a existe g2 € Z tal que a = 1¢o, dai g2 = a, ou seja, a = 1 - a;
(c) se ala existe g3 € Z tal que a = a - q3, dai g3 = 1, ou seja, a = a - 1.
Se a1, entdo existe um ¢ € Z tal que 1 = a-q implicando nas seguintes possibilidades:
a=leg=1loua=—-1eq=—1. Logo a = +£1.
Se alb e c|d, entdo, pela defini¢ao (2.1 existem os inteiros ¢; e ¢o tais que:
b=a-q, comq €Z. (1)
d=c-qs, com qy € 7. (2)

Multiplicando membro a membro (1)) e (2)), tem—se
b-d=(a-c)(q-q)=a-clb-d.
Se alb e b|c, entdo, pela Tese de divisibilidade existem os inteiros ¢; e ¢ tais que:

b=a-q, com q € Z. (3)
c=0b-qa, com q € Z. (4)

Multiplicando membro a membro e (4)), tem—se

boc=(a-b)(qi-q) = c=alq-q)

= alc.

Se alb e se b|a, entao, pela defini¢do (2.1]) existem os inteiros ¢, e g2 tais que:

b=a-q,com q €7Z. (5)
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a=>b-q, com q € 7. (6)

Substituindo (5] em (6],

a=a- (1) = q - -@=1= qlL

Pelo item 2 da proposicao implica que ¢, = +1,
entao a = =+b.

6. Se alb com b # 0, entdo por definicao existe ¢ € Z tal que b = a - ¢, aplicando
o mo6dulo em ambos os membros e usando propriedades basicas de médulo, temos
que;

bl = la-q| = la - |ql- (7)

Como a # 0, por definigdo e por hipotese temos que b # 0, entdao 1 < |g|, daf
multiplicando por |a|, tem-se
lal < |ql|al. (8)

Logo de (7)) e (8) obtemos que:
|af < b].

Como queriamos demonstrar.

7. Se alb e se a|c, entdo por defini¢io existe ¢; e o tais que:

b=a-q, (9)

com q; € 7.
c=a-q, (10)

com ¢y € Z.
Portanto, quaisquer que sejam os inteiros z e y, multiplicando (9) por z e por

y e somando membro a membro, obteremos:
br + cy = aqiz + agy = a(qr + qay),

entao a|(bx + cy), para todo z e y inteiros. A subtracao é feita de forma totalmente

analoga. Portanto, a|(bx & cy), como queriamos demonstrar. |

A Proposicao (2.2) vai ser bastante utilizada em diversas demonstracoes apre-
sentadas nesse trabalho, e para ter um melhor entendimento dos resultados estudados

neste trabalho, vejamos alguns exemplos com suas respectivas solucoes.

Exemplo 2.4. Sejam a, b e ¢ inteiros. Mostre que se a|b e se a|c, entao a?|bc.



22

Demonstracao: Se alb e se a|c, entdo por defini¢do existem os inteiros ¢; e g tais que:
b=a-q e c=a-q (11)

com q; e ¢ € 7Z.
Multiplicando membro a membro (1)), obteremos:

be = aa(qiqa).

E portanto, bc = a®.(q1q2). Ou seja, a?|be. [ |
Exemplo 2.5. Se a e b sao dois nimeros naturais e 2a + b é divisivel por 13, mostre que
93a + b também é divisivel por 13.

Solugao: Temos que 93a + b = 91a + (2a + b). Como 13|91a e por hipotese 13|(2a + b),
pelo item (7)) da Proposicao temos que:

1391a + (2a + b) = 13|91a + b.

As proposicoes apresentadas a seguir sao de grande utilidade na demonstracao de varios
resultados em teoria dos niimeros e todas podem ser demonstradas usando o principio da

inducao matemética.
Proposigao 2.3. Sejam a,b € Z en € NU{0}. Temos que a + b divide a®" ™' + p?" L.

Demonstracao: Vamos provar isto por indugao sobre n.

(Caso Base) A afirmagdo ¢ verdade paran = 1, pois a+b divide a®—b* = (a+b)(a*—ab+b?).
(Hipotese de indugdao) Suponhamos, agora, que (a + b)|(a®" ™! + b*"*1), para algum n > 1
com n € N.

(Tese) Devemos mostrar que (a + b)|(a®" ™ — b***3). Temos que:

2n+3+b2n+3 —_ 2 2n+1 +b2b2n+1

a a-a

— a2a2n+1 + (b2a2n+1 o b2a2n+1) + be2n+1

— a2n+1 (CL2 o b2) 4 b2<a2n+1 + b2n+1>‘

Como (a+b)|[(a*> —b*) = (a+b)(a —b) e, por hipotese, (a + b)|(a** 1 +p?" 1), decorre da
igualdade acima e da Proposi¢ao (2.2) item (7)) que (a + b)|(a®*** + p?" 1),
Estabelecendo o resultado para todo n € N, como queriamos demonstrar. [ |

Proposicao 2.4. Sejam a,b € Z en € N. Temos que a + b divide a*" — b*".

Demonstracao: Vamos provar isto por indugao sobre n.

(Caso Base) A afirmagdo ¢ verdade para n = 1, pois a + b divide a® — b* = (a + b)(a — D).

Hipotese de inducao) Suponhamos, agora, que (a+b)|(a*® — b*"), para algum n > 1 com
g g

n € N.
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2n+2 __ 62n+2)

(Tese) Devemos mostrar que (a — b)|(a . Temos que:

CL2n—|—2 . b2n+2 — a2a2n . b2b2n

— a2a2n + (b2a2n . b2a2n) o b2b2n

— a2n(a2 _ bQ) + bQ(CLQn _ an)

Como (a +b)|(a® — b?) e, por hipotese, (a + b)|(a*™ — b*"), decorre da igualdade acima e
da Proposigao (2.2) item (7)) que (a + b)|(a®**+? — p>+2),
Estabelecendo o resultado para todo n € N, como queriamos demonstrar. [ |

'

Proposicao 2.5. Sejam a,b € Z e n € N. Temos que a — b divide a™ — b"™.
Demonstragao: Vamos provar isto por inducao sobre n.

(Caso Base) A afirmacao ¢ verdade para n = 1, pois a — b divide a' — b =a —b.
(Hipotese de indugao) Suponhamos, agora, que (a — b)|(a™ — b™), para algum n > 1 com
n € N.

(Tese) Devemos mostrar que (a — b)|(a"™ — b"™1). Temos que:

n+l anrl = aa® — bb"

= aa” + (ab™ — ab™) — bb"
= a(a" =b")+0"(a—0).

a

Como (a — b)|(a — b) e, por hipotese, (a — b)|(a™ — b"), decorre da igualdade acima e da

Proposicao (2.2) item (7)) que (a — b)[(a™' — b™1).
Estabelecendo o resultado para todo n € N, como queriamos demonstrar. [ |
Vejamos a solucao de alguns exemplos para uma melhor compreensao dos

resultados apresentados.

Exemplo 2.6. Mostre que 8/3?" — 1 para todo n € N.

Solucgao: Note que:
3 —1=9"-1=9"-1"
Pela Proposicao , temos que
9—1/9" — 1™
Logo,
8[3%" — 1.

Exemplo 2.7. Mostre que 14|3*""2 4+ 52! para todo n € NU {0}
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Solucgao: Note que:

34’”,—{-2 + 527’L+1 — 32(2”4—1) + 527’L+1 — 927L+1 _|_ 527’L+1‘

Pela Proposicao , temos que
9 + 5|9 4 52
Logo,
14342 4 52t

Exemplo 2.8. Mostre que 13]9*" — 24" para todo n € N.

Solugao: Note que:

92n - 24n — 92n - 22(2n) — 92n . 4271.

Pela Proposigao (2.4)), temos
9+ 597" — 4%,
Logo,
13]9%" — 4™,

2.4 ALGORITMO DA DIVISAO DE EUCLIDES

O lema a seguir é usado para demonstrar o proximo teorema (o algoritmo
da divisao de Euclides), um resultado que sera usado para demonstrar outros teoremas,
entre eles o teorema de Bézout, um resultado essencial em teoria dos nimeros utilizado

na demonstracao de muitos resultados dentro desse ramo da matematica.

Lema 2.1. Se a e b sao dois inteiros positivos, com b # 0, existem o0s inteiros q e r que
satisfazem as condigoes:
a=qgb+7r, com 0 <r <b.

Demonstracao: Seja o conjunto
S={a— (bx)/x €Z com, a— (bx) > 0}.

Note que se © = —|a|, temos que a — b(—|a|) = a + |a|] > 0, pois b > 1. Isso mostra
que o conjunto S # (). Logo pelo principio da boa ordenacao o conjunto S possui um
elemento minimo. Seja r o minimo de S, logo r = a — b - ¢ para algum ¢ € Z, pois todos

os elementos de S tém essa forma.
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Vamos mostrar que r < b.
Suponhamos por absurdo que o contrario acontece, ou seja r > b. Dessa forma
temos que:
r—b=a—-b-q—b=a—-blg+1)>0.

note que a — b(qg + 1) > 0 é um elemento de S, pois ¢ da forma a — bx. Mas
a—blg+1l)=r—-b<r.

Como r é o menor elemento de S e encontramos um valor em .S abaixo do minimo temos
um absurdo, pelo principio da boa ordenacao, logo devemos ter r < b.
Agora demonstraremos a Unicidade.
Suponhamos que: a =bg+rcom 0 <r <bea=0bg +r; com0<r; <b.
Dai teremos que: b(¢g —q1) =1 —7r = blr; — r

Por outro lado temos que:

—b<—1r<0e 0<ri<b — —-b<ri—-r<b

— |7’1—T’<b

Assim de b|lr; —r e |r; — 7| < b, temos que 11 —r = 0 e como b # 0 temos que ¢ — q; = 0.
Portanto r = r; e ¢ = ¢;. Como queriamos demonstrar. [ |

Vejamos o resultado do Lema ((2.1)) aplicado no exemplo a seguir.

Exemplo 2.9. Sejam os numeros 201 e 80. quais os valores do par (g,7) que satisfaz o
Lema ?
Solucgao: Note que 201 =280+ 41. Logo ¢ =2 e r = 41 ¢é o Gnico par de ntimeros que
satisfaz as duas condigoes do lema.

O teorema a seguir é uma generalizacao do Lema apresentado acima. Ele

é conhecido como Algoritmo da Divisao de Fuclides.

Teorema 2.3 (Algoritmo da Divisao de Euclides). Dados dois inteiros a e b, com b # 0,
entdao existe um unico par (q,r) de inteiros tais que a = bg+r onde 0 < r < |b. Os
numeros q e r sao chamados respectivamente de quociente e resto da divisao. r =0 se, e
somente se, b € divisor de a, ou seja, bla.
Demonstracao: Separando em casos:
1° caso: Se b > 0.

e Quando a > 0 o lema anterior garante a existéncia do par (¢, 7);

e Quando a < 0, podemos considerar |a|, logo pelo lema anterior existem ¢; e ; tal

que

la| = bgy + 71,

com 0 <ry <b.
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i) Se r; = 0 temos que:
—la| = b(=q1) = 0 =b(—q).

Logo o par (—q,0) satisfaz as condi¢oes do teorema.

ii) Se r; > 0 temos que:
—lal =b(=q1) =1 =b(=q) +b—b =711 =b(—q1 — 1) + (b— 7).

Como 0 < b—r; < b. Entao o par (—¢; — 1,b — 1), garante as condic¢des do
teorema.
2° caso: Se b < 0.

Qualquer que seja a podemos determinar ¢; e r tal que: a = |b|gy + 71 com 0 < 7y < |b].

e Seb<0ea>0. Como, b <0 entao |b| = —b. Dessa forma:
a = |blgu+mr
= —bq1 +nr
= b(—q) + 1.

Logo temos que o par (—qq, 1) satisfaz o teorema.

e Seb<0ea<0,temos que [b| = —b e |a] = —a. Dessa forma:

la| =—a = —|blgg — 7
= —|blgs — [b] + [b] =7
= [bl(=q1 — 1) + (|b] = 7).

Logo temos que o par (—g;—1, |b| —7) satisfaz o teorema. E isso conclui a existéncia.

Provaremos agora a unicidade. Suponha que a = bg 4+ r com 0 < r < |b| e

a =bg +ry com 0 < r; < |b. sem perda de generalidade suponha que r; > r, Dessa
forma,

bg+r=>bq +r ou seja, b(q_ch):rl_r'

Como |b| > r1, temos que r; — r < |b|. Por outro lado,
blg—q) =r —r <0
Aplicando médulo em ambos os membros teremos que:

[6(g — @) = |re = 7| < [b].
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Pelas propriedades de moédulo fica:
0 < [bl[(q — qu)l < [b].
Como b # 0, entao |b| > 0. Dividindo a inequagao por |b| > 0 teremos:
0<|(¢g—aq) <L
Uma vez que nao existe inteiro no intervalo, temos que ¢ — ¢; = 0 implica ¢ = ¢;. Assim
¢d+r=qpb+ri=r=ry.

Logo esse par (¢q,r) quando existe é tinico, como queriamos demonstrar. [ |
Agora para uma melhor assimilacao das casos apresentados, serao resolvidos

exemplos tratando caso a caso.

Exemplo 2.10. Determine o quociente ¢ e o resto r na divisao de a = 53 por b = —13
que satisfazem as condictes do Algoritmo da Divisao.

Solugao: Efetuando a divisao usual dos valores absolutos de a e b, obtemos:
53 =13-441 =53 = (—13)-(—4) + 1,

onde 0 <1 < | —13|. Logo, o quociente ¢ = —4 e o resto r = 1.

Exemplo 2.11. Determine o quociente ¢ e o resto r na divisao de a = —89 por b = 11
que satisfazem as condicoes do algoritmo da divisao.

Solucao: Efetuando a divisao usual dos valores absolutos de a e b, obtemos:
80=11-841= -89 =11(—-8) — 1.

Como r = —1 < 0 nao satisfaz a condigdo 0 < r < |11], somando e subtraindo o valor de

11 ao segundo membro da igualdade anterior, teremos:

—89 = 11(=8) + —11 + 11 — 1 => —89 = 11(—9) + 10.

Como 0 < 10 < 11, logo o quociente ¢ = —9 e o resto r = 10, satisfaz as condigoes do
teorema.
Exemplo 2.12. Determine o resto da divisao de a = —89 e b = —11, que satisfaz a

condigao do teorema.
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Solugao: Efetuando a divisao usual, temos que:

89=11-8+1=— -89 = —11-8—1
— —11-8—11+11—1
= —11(9) + 10.

Logo os valores de q e r que satisfaz as condi¢oes do teorema sao g =9 e r = 10.

Corolario 2.2 (Eudoxius). Dados a e b inteiros com b # 0, entdo a é maltiplo de b ou
se encontra entre dois multiplos consecutivos de b, isto €, correspondendo a cada par de

inteiros a e b # 0 existe um inteiro n tal que, para b > 0,
nb < a < (n+1)b,

e para b <0
nb < a < (n—1)b.

Demonstragao: Pelo Algoritmo da Divisdo de Euclides, Teorema ([2.3)), existem unicos
qger €Ztais que a =bg+r com 0 <r < |b| =b. Somando bg na desigualdade teremos:

bg <bg+r<b+bg=>blg+1),

fazendo n = ¢, fica:
nb<a<bn+1),

que é o resultado desejado, como queriamos demonstrar. [ |
Esse resultado segundo Santos (2000)) é erroneamente atribuido a Arquimedes
e chamado de "Principio de Arquimedes".

Vejamos a solucao do exemplo:

Exemplo 2.13. Para a = 17 e b = 4, devemos tomar n = 4, pois,
4.4 <17<5-4=16 < 17 < 20.
Para a = —17 e b = 4, escolhemos n = —5, pois
(=5)-4< —-17< (—-4)- 4= —20 < —17 < —16.

Conhecer as caracteristicas do nosso sistema de numeragao e os critérios de
divisibilidade é uma ferramenta bastante tutil para decidirmos de forma rapida sem mui-
tos célculos se dois niimeros sao divisiveis. Na proxima sessao apresentaremos alguns

conceitos basicos do nosso sistema de numeracao decimal, bem como os critérios basicos

de divisibilidade.
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2.5 SISTEMA DE NUMERACAO DECIMAL

No sistema de numeragao decimal, também conhecido como sistema numérico
na base 10, todo ntimero pode ser representado pelos simbolos da sequéncia {0, 1,2, 3, ..., 9}.
Por serem dez os algarismos, o sistema é chamado, sistema de numeracao decimal.

Por exemplo, o niimero 345 escreve—se na base decimal da seguinte forma
345 =300 +40 + 5 = 3-10% +4- 10 + 5.
Assim como 2768 se escreve da forma:
2768 = 2000 + 700 + 60 + 8 = 2-10° + 7- 10> + 6- 10 + 8.
De modo geral, denotamos por
a="Tpp_1---T170,

o numero inteiro positivo formado pelos algarismos r,, 7,_1,..., 1 € ry , nessa ordem.

Portanto a se escreve na base decimal da seguinte forma:
a =7, 10" +7,_1- 10" 4+ .. 471 10" + 7.

A notacao acima também é chamada de expansao decimal do niimero na base decimal,

onde 0 < 7, <9, para k € N sendo que o primeiro termo para k = n devemos ter r, # 0.

Observagao 2.1. De uma forma mais geral, dados os nimeros inteiros a e b com a > 0 e
b > 1 existem nimeros inteiros n > 0e 0 < rg,ry,7r9,...,7r, < bcom r, # 0 univocamente
determinados, tais que

a=ry+rb—+rb®+ ... +r,b"

Ou seja podemos escrever um nimero em qualquer base e essa representacao serd tnica
pelo Algoritmo da Divisao de Euclides. Para consultar uma demonstracao desse fato,
consulte Hefez (2016).

Daremos, a seguir, os critérios de divisibilidade por 2,3,4,5,6,7,8,9 e 10 para
numeros representados na base do sistema de numeragao decimal.
Proposicao 2.6 (Divisibilidade por 2). Um nimero é divisivel por 2, se somente se, o
algarismo das unidades é par (0,2,4,6,8).

Demonstragao: Temos que todo ntimero pode ser escrito na forma
a=71,-10" +7,_1- 10" .+ 100 479 = 10(rp- 10" 41 - 10" 2 4 L ry) g

(=) Se,
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2|a = 2|r, 10" + 7, 110"+ .. 4+ 10" + 1
= 2] 10(r,- 10" 4+ 71,1 10" 2 4 .. 4 1p) + 1.

Como 2 | 10 = 2 | 10(r,- 10"t + 7, 1-10""2 + ... + 1) e por hipotese 2|a, pela
Proposicao (2.2)) item (7) entdo, 2 | ro. Portanto, ry = (0,2,4,6,8)

(<) Se ry par, entao 2|rg, como 2|10(r,- 10"t +r,_;- 10" 2+...4r;) entdo pela Proposi-
cao (2.2)) item temos que 2 divide a soma, ou seja, 2|10(r,- 10"~ 1+, ;- 1072 +
...+ 1r1) 4 ro portanto, 2|a, como querfamos demonstrar. |

Observagao 2.2. A divisibilidade por 5 e 10 é demonstrada de forma analoga.

Proposigao 2.7 (Divisibilidade por 3). Um nimero serd divisivel por 3, se e somente se,

a soma dos algarismos é um maltiplo de 3.
Demonstragao: Pela Proposigao (2.5) temos que (a —b) | (a™ — b") fazendo a = 10 e

b =1 teremos que:

(10—1) | (10" = 1) = 9] (10" — 1) (12)
— (10" — 1) = 9k, (13)

com k € 7.
Sendo
a=rp 10" +7,_1- 10" + . 4 7r1- 101 + 70,

a expansao decimal do ntmero, temos que:

3la = 3|r, 10"+ 7,1 -10" 4 - 100 41
= 3|7 10"+ 7, - 10" 10 g+ (1) = (P e )
= 3r, - (10" = 1)+ 7y - (10" = 1)+ .o+ 71 - (108 = 1) + 7 + oo + 71 + 7.

Pelo resultado apresentado em , podemos escrever da forma:
3|19k, + ... + Y1+ 1+ ..+ +10 = 3|99+ 71, + ..+ 1o,

onde g € Z sendo q = (k1 + ka2 + ... + k).
Como por hipotese 3|a e mostramos que 3|9¢ temos pelo item (7)) da Proposicao

(2.2)), que 3|7, + ... + 71 + 10.
Reciprocamente, admitindo que 3|r, + ... + 71 + 19 € como 3|r, - (10" — 1) +

Tpo1 - (10" = 1) + ...+ 7 - (10! — 1) entdo pelo item (7)) da Proposicao (2.2)), 3 divide a

soma, logo:

3la= 3|7, 10"+ 7,1 -10""" 4+ ..+ 7 - 10" + g,
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como queriamos demonstrar. |
Observagao 2.3. De forma completamente anéloga mostra-se que 9|a

Proposicao 2.8. Um numero serd divisivel por 4 se, e somente se, o numero formado
por seus dois ultimos algarismos € divisivel por 4.

Demonstracao: sendo a = r, - 10" +r,_; - 10"t + ... 4+ r; - 10! + 1y, podemos reescreve-

lo como segue, a = 100 - (r,, - 1072 + ..r,,_; - 10"3) + ryry com por hipotese 4|a e
4100 - (ry, - 102 + ..., 1 - 10"73), temos pelo item (7)) da Proposicao (2.2) que 4|ryro.
A reciprocidade se demonstra de forma analoga. [ |

Observacao 2.4. A divisibilidade por 8 se demonstra usando o mesmo raciocinio.

Proposicao 2.9. Um numero serd divisivel por 6, se e somente se, for multiplo de 2 e
de 8 simultaneamente.

Demonstracgao: Por ser divisivel por 2, o algarismo da unidade deve ser par e para ser
divisivel por 3, a soma de seus algarismos deve ser um multiplo de 3. Portanto combinando

os resultados de divisibilidade por 2 e por 3 chegamos ao resultado desejado. [ |

Proposicao 2.10. Um numero serd divisivel por 7, se a diferenca entre o nimero formado
pelo nimero inicial dado, retirado o algarismo das unidades e o dobro do algarismo das
unidades € divisivel por 7.

Demonstracao: Sendo
a=1,-10"47,_1-10" A 10 g = 10-(7,-10™ ey, 10" 244y )41 = 10k,

com k € Z.
Se Tla = 7|10k + ro = 10k + rqg = Tm = ro = Tm — 10k, e portanto temos

que:
k—2rg =k — 2(Tm — 10k) = k — 14m + 20k = 14m + 21k = 7(2m + 3k).

Logo, 7|k — 2ro.
Reciprocamente, se k —2ry é multiplo de 7 entao existe n € Z tal que k—2ry =

n e, portanto,
10k + ro = 10(7n —+ 2r0) + To = 70n + 217”0 = 7(10n + 37'0).

Isso mostra que 7|10k + ro. O que conclui a demonstragao. [ |
O exemplo a seguir ajudara a fixa melhor os critérios de divisibilidade apre-

sentados acima.

Exemplo 2.14. . Determine TODOS os valores possiveis para os algarismos z e y de
modo que o numero 3x90586y , representado na base 10, seja divisivel por 60.

Solucao: Note que,
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60 = 22 .3 -5. Portanto, 3290586y ¢ divisivel por 22 -3 -5 = 60, se é divisivel
simultaneamente por 4, 3 e 5.
e 3290586y é divisivel por 5 se, e somente se, y =0 ou y = 5.
e 3290586y é divisivel por 4 se, e somente se, 6y é divisivel por 4. Pelo item anterior,
y = 0, pois 65 nao é divisivel por 4.

e 32905860 ¢ divisivel por 3 se, e somente se,
3+2r+94+04+54+84+6+0=31+2

é divisivel por 3. Assim, os possiveis valores para x sdo 2, 5 e 8.
Logo, 32905860, 35905860 e 38905860 sao os ntimeros procurados.

2.6 MAXIMO DIVISOR COMUM

Agora apresentaremos as defini¢goes e propriedades béasicas relacionadas ao
maximo divisor comum (M DC) que serdao de grande importancia no desenvolvimento
de ferramentas essenciais a resultados que desenvolveram a teoria dos ntimeros. Vamos
conhecer ferramentas que sao tteis para encontrar os valores do M DC' de dois ou mais
nameros inteiros. Além de conhecer os divisores naturais de um nimero é muito ttil

calcular o maior divisor de dois ntimeros. Vejamos a seguir a defini¢ao:

Definicao 2.2. (Maximo Divisor Comum). Sejam a e b inteiros diferentes de zero. O
méaximo divisor comum, entre a e b é o nimero d que satisfaz as seguintes condicoes:

1. d & um divisor comum de a e b, isto é, d|a e d|b;

2. d & o maior inteiro positivo com a propriedade (1)), isto &, se c|a e se c|b, entdo, c|d.
Neste caso, denotamos o maximo divisor comum entre a € b por d. E representaremos por
(a,b) =d ou (b,a) = d.

Usando a definicao apresentada, vejamos a solu¢cao do exemplo:
Exemplo 2.15. Os divisores dos nimeros 6, 14 e 15 sao:
D(6)={1, 2, 3, 6}
D(14)={1, 2, 7, 14}
D(15)={1, 3, 5, 15}
Assim o MDC de 6 e 14 é 2, e representamos por (6, 14)=2.
E o MDC de 14 e 15 é 1 e representamos por (14, 15)=1.

Observagao 2.5. Quando o M DC' entre 2 nimeros for igual a 1 diremos que esses niimeros
sdo coprimos ou primos entre si, ou seja (a,b) = 1. Portanto, 14 e 15 sdo niimeros primos
entre si.
Propriedades dos divisores comuns de dois nameros inteiros a e b. Para estes
numeros é imediato e valem as seguintes afirmacoes:
1. (a,1) =1;
2. se a # 0, entdo, (a,0) = |af;
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3. se a # 0, entdo, (a,a) = |al;
4. se alb, entdo, (a,b) = |al.

Em particular, é imediato verificar que:
(a,b) = (=a,b) = (a,=b) = (—a, —b).

Observagdo 2.6. O maximo divisor comum de (0,0) ndo existe. Para mais detalhes veja
Bertone (2014).

2.7 O TEOREMA DE ETIENNE BEZOUT

O préximo Teorema ¢ uma ferramenta que serd bastante utilizada na demons-
tracao de varios outros teoremas neste trabalho. O resultado foi provado pela primeira
vez por Claude-Gaspard Bachet de Méziriac (1581 — 1638) e mais tarde generalizado para
polinémios por Etienne Bézout (1730 — 1783). Frequentemente, na literatura se enuncia
este resultado como Teorema de Bézout.

Segundo Hefez(2016]) o teorema nos da uma outra demonstragao da existéncia
do maximo divisor comum (MDC) de dois ntimeros a e b e da existéncia de inteiros m e

n tais que, ma + bn = (a,b). Vejamos o que diz o teorema:

Teorema 2.4 (Teorema de Bézout). Seja d o mdzimo divisor comum entre a e b, entao
existem inteiros m e n tais que (a,b) = am + bn isto é, o (a,b) é uma combinacdo linear
de a e b.

Demonstracao: Seja S o conjunto de todas as combinacoes lineares ma + nb onde m e
n sao inteiros, isto é:

S = {ma+nbym,n € Z}.

Este conjunto contém, claramente, ntimeros negativos, positivos e também o zero. Vamos
considerar o subconjunto de S.
S"=SNN.

S’ nao é vazio (S # 0), logo pelo Principio da Boa Ordenacao, S’ possui um elemento
minimo ¢ tal que ¢ = mga + ngb, onde mgy e ng € Z.

Vamos provar que cla e que c|b. Como as demonstrac¢oes sao analogas, mos-
traremos apenas que c|a. A demonstragao se daré por contradigao.

Suponhamos por contradi¢do que ¢ 1 a. Pelo Teorema Algoritmo da Divisao

de Euclides, existem ¢ e r tais que

a=qc+r,
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com 0 < r < ¢. Colocando r em destaque, teremos:

r = a-—gqc
= a— q(mpa + n,b)
= (1 —gmg)a+ (—qno)b.

Isto é, o resto r € uma combinagdo linear de a e b. Isto mostra que r € S’, pois (1—gmy) e
(—gno) sao inteiros, o que é uma contradicdo, visto que 0 < r < ¢ e ¢ é o menor elemento
positivo de 5.

Logo c|a, e de forma analoga se prova que c|b. Como d é um divisor comum

de a e b, existem inteiros ki e ko tais que a = k1d e b = kod e, portanto,

c = mpa-—+ TLgb
= mok’ld + nOde
= d(mokl -+ nokg),

ou seja, d|c e pelas propriedades de divisibilidade d < ¢ (visto que ¢ e d sdo nimeros

positivos). como d = (a,b), segue que d > c. logo devemos ter:

d = ¢ = mpa + ngb,

como queriamos demonstrar. [ |
Para uma melhor compreensao do Teorema (2.4) (Teorema de Bézout) apre-

sentado, vejamos o exemplo:

Exemplo 2.16. Sejam os inteiros a = 7 e b = 8. Temos (7,8) =1 = To + 8y =1
Tomando zp = —1 e yp = 1 tem-se que 7(—1) 4+ 8(1) = 1.

Note que os coeficientes o = —1 e yo = 1 nao sao tnicos, pois se k é um
inteiro qualquer, entao todos os pares de inteiros (z,y) que satisfazem a expressao, pode
ser obtido por:

xr=ux9+ bk =—1+8k

y=1yo—ak=1-—"Tk,

onde k € Z. O resultado serd demonstrado mais a frente como um corolario.

Como consequéncia imediata do Teorema de Bézout, temos os Corolarios (2.3
e (2.4) apresentados a seguir.

Corolario 2.3. Para quaisquer que sejam a, b € Z, nao ambos nulos, e n € N, tem-se
que

(na,nb) = n(a,b).
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Demonstracgao: Pelo Teorema de Bézout,
naX + nbY = (na,nb),

ou seja, (na,nb) é o menor valor positivo de naX +nbY = n(aX)+n(bY) com X, Y € Z

logo, temos que
(na,nb) = naX 4+ nbY = n(aX) +n(bY) = n(aX + bY). (14)

Como (a,b) = aX + bY representa o menor inteiro positivo, substituindo em temos

o desejado, ou seja (na,nb) = n(a,b), como queriamos demonstrar. [ |

Corolario 2.4. Dados a, b € 7Z, ndao ambos nulos, tem-se que

(@ @) =

Demonstracao: Seja d = (a,b) logo pelo Teorema de Bézout, existem inteiros x e y tais
que:
ax + by = (a,b) = d.

Dividindo ambos os membros por (a,b), encontramos,

que ap6s uma reordenacao de forma conveniente, fica:

((fb)) o (@fb)) =t

Portanto, ainda pelo Teorema de Bézout,

como queriamos demonstrar. [ |

Vejamos a solucao do exemplo:

Exemplo 2.17. Mostre que se a, b, z, y € Z, com az + by = (a,b) entdao (z,y) = 1.
Solugao: Note que:
a b

by = (a,b =1
axr + by = (a,b) = (a,b)x+(a,b)y

Logo, pelo Teorema de Bézout temos que (z,y) = 1.

Corolario 2.5. Se (a,b) =1 e (a,c) =1 se e somente se, (a,bc) =1
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Demonstragao: Pelo Teorema de Bézout existem z, y, 2 e t inteiros tal que:

ar +by =1 (15)
az+ct=1 (16)

Portanto
1 =azx + by(az + ct) = a(z + byz) + be(yt).

Portanto (a,bc) = 1.
Reciprocamente, como (a,bc) = 1 entdao pelo Teorema de Bézout, existem

inteiros x e y tal que,

ar + bey = 1,
que pode ser escrito como:
ar +b(cy) =1 = (a,b) =1 (17)
ax + c¢(by) = 1 = (a,c) = 1. (18)
Como queriamos demonstrar. [ |

Os leitores mais curiosos podem consultar Santos(2000)) para mais detalhes.

O Teorema apresentado a seguir sera de grande utilidade na demonstragao
de propriedades relacionadas aos nimeros primos, cuja a definicao e propriedades serao
apresentadas na proxima sessdo. O resultado do Teorema (2.5) junto com o Teorema
de Bézout sera tutil na demonstracao de varios resultados que serao apresentados neste
trabalho.

Teorema 2.5 (Lema de Gauss). Sejam a, b e c #0 € Z. Se albc e (a,b) =1, entio alc.
Demonstragao: Se albc entao existe d € Z tal que bc = ad. Se (a,b) = 1 pelo Teorema

de Bézout, temos que existem inteiro z,y tal que:

ax +by = 1. (19)

Multiplicando por ¢ a igualdade , fica:
c = zac + byc. (20)
substituindo bc por ad em teremos:
¢ = zac+ ady = a(xc+ dy).

O que mostra que alc, como queriamos demonstrar. [ |

Vejamos um exemplo para uma melhor compreensdo do Teorema (2.5 apre-



37

sentado acima:

Exemplo 2.18. Veja que 15 | 600.
Como 600 = 2 - 300 e (15,2)=1, temos que 15 | 2 - 300 e, portanto pelo Teorema ({2.5)
15 | 300.

Corolario 2.6. Dados a, b e c € Z com b e c nao ambos nulos, temos que:

be
(b,¢)

Demonstragao: (—>) Note que a = b-n = ¢+ m para alguns n, m € Z logo:

bla e clae

|a.

b b
Pelo Corolrio ‘) ((TC)’ ﬁ) =1, e o Lema de Gauss, conclui-se que: .0 m =
cb

0.0 |a.

|me =a =

(b, ¢)

bc
(<) note que ——

(b, ¢)

|a implica que a = ﬁk com k € Z. Dai conclui-se de
,C

forma direta que:

a=c( (bf)c) k) = cla
e que:
a= b((b’CC) k) = bla,
o que conclui a demonstracao. [ |
O conceito de M DC' pode ser generalizado para n elementos pela proposicao
a seguir.

Proposicao 2.11. Dados numeros inteiros ay,as, ...,a, nao todos nulos, existe o seu

MDC e

(ay,a9,...,a,) = (a1, a9, ..., (@pn_1,a,)).

Demonstracgao:
A demonstracao serd feita por inducao matematica.
(Caso base) Para n = 2 nada temos a mostrar.
(Hipotese de indu¢do) Suponha que o resultado vale para algum n > 2 com n € N, ou
seja existe o M DC' dos nimeros:

a1,09, ..., p.

(Tese) Devemos mostrar que vale para (n + 1), ou seja, devemos mostrar que existe o
MDC' de:

a1,A2, ..., Ap, Ay -
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Seja d o MDC de ay, as, ..., (an, aniq).
Usando a hipdtese, esse nimero existe. Logo d|ay,d|as, ..., d|(ap, Gpi1).
Como, d|(ay, an11), implica que d|a, e d|a, .
Por outro lado, seja ¢ um divisor comum de aq,as, ..., ay, a,41; logo ¢ ¢ um
divisor comum de ay, as, ..., (@, Gpiq)-
Portanto pelas propriedades de M DC| c|d, o que conclui a demonstragao. [ |
Vejamos a solucao do exemplo abaixo, para uma melhor assimilacao da pro-

posicao apresentada.

Exemplo 2.19. Calcule (10, 11,15)

Solucao: Pela proposicao apresentada, temos que:
(10,11,15) = (10, (11, 15)).
Como (11,15)=1, temos que:
(10,11,15) = (10, (11,15)) = (10,1) = 1.

2.8 ALGORITMO DE EUCLIDES PARA O CALCULO DO MAXIMO DIVISOR. CO-
MUM

Apesar de conhecermos propriedades tedricas do maximo divisor comum en-
tre dois inteiros, encontra-lo de fato pode ser uma tarefa complicada sem o auxilio das
ferramentas corretas.

Lembrando o seu significado, o leitor talvez pudesse pensar que devemos cal-
cular todos os divisores de a, todos os divisores de b e descobrir qual é o maior elemento
comum aos dois conjuntos. De fato, isso seria muito trabalhoso, caso os valores de a e b
sejam nimeros grandes.

Uma outra ferramenta desenvolvida por Euclides que pode ser encontrada em
sua obra, Os Elementos, para encontrar o M DC de dois ntimeros sem que tenhamos
de encontrar os divisores de cada um deles e verificar qual o maior deles, é o importante
método, denominado Algoritmo de Euclides. O proximo Lema nos apresenta um resultado
elementar, mas de fundamental importancia na demonstracao do Algoritmo de Euclides.

Lema 2.2. Sejam a, b, n € Z. Se existe o nimero (a,b— an) entdo (a,b) existe e
(a,b—an) = (a,b).

Demonstracao: Seja d = (a,b — na), temos que d|a e d|(b — na). Se d|a segue pelas
propriedades de divisibilidade que d|a - n. Logo pela Proposicao (2.2)) item , d divide a
soma, ou seja,

dla-n+ (b—a-n) = d|b.
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Portanto, d é um divisor comum de a e b.

Suponha agora que ¢ seja um divisor comum de a e b. Logo, ¢ é um divisor
comum de a e b—na e, consequentemente, c|d. Isso prova que d = (a,b), como queriamos
demonstrar. ]

Vejamos o exemplo:

Exemplo 2.20. Qual o maximo divisor dos niimeros 200 e 247
Solugao: Pelo Lema (12.2)), temos que:

(24,200) = (24,200 — 24 - 8) = (24,8) = (8,24 — 8- 3) = (8,0) = 8&.

Euclides deu uma prova construtiva da existéncia do maximo divisor comum,
usando o Lema ([2.2)) apresentado acima. Esta construgdo esta no seu livro Os Elementos,
livro VII, proposicao I1. Hefez (2016) diz que o método chamado de Algoritmo de Euclides,
é um primor do ponto de vista computacional e pouco conseguiu-se aperfeicoar em mais
de dois milénios. Este algoritmo tem a seguinte estrutura:

Dados a, b € Z podemos supor b < a. Se b = 1 ou a = b, ou ainda bla, ja
vimos que (a,b) = b. Suponhamos, entdao, que 1 < b < a e que bt a. Logo, pela divisdo
euclidiana, podemos escrever: a = bg; + r1, com r; < b. Temos duas possibilidades:

o 7|0
Em tal caso 1 = (b,71) e, pelo Lema (2.2)), temos que:

ry = (b,r1) = (b,a — ¢1b) = (b,a) = (a,b)

e o algoritmo termina.
o 1 1b.
Em tal caso, podemos efetuar a divisao de b por r; obtendo b = rigs + ro, com
0<ry <ry.
Novamente, temos duas possibilidades:

e ro|r. Nesse caso ro = (r1,72) e novamente, pelo Lema (2.2):
re = (r1,72) = (11,0 — gar1) = (11,0) = (a — @1b,b) = (a,b)

e paramos, pois, termina o algoritmo.
e 75 1 7. Nesse caso, podemos efetuar a divisdo de 1 por ry obtendo r; = reqy + 73,
coml < r3 < ra.

Este procedimento nao pode continuar indefinidamente, pois teriamos uma
sequéncia de nmeros naturais a > r; > ry > ... que nao possui menor elemento, o que
nao é possivel pela Principio da Boa Ordem.

Logo, para algum n, temos que 7,|r,_1, 0 que implica que (a,b) = r,.

O algoritmo demonstrado a cima é praticado no processo de divisoes sucessivas
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conhecido como jogo da velha. o mesmo pode ser sintetizado e mostrado na pratica como
mostrado a seguir.
Iniciando a divisao de a por b teremos um quociente ¢; e um resto r;. Colo-

cando as varidveis envolvidas no diagrama abaixo, fica:

q1
al|lb

(]

Agora realizando a divisao de b por r; encontramos o quociente ¢y € 0 resto ry

e colocando no diagrama fica:

q1 | 42
al| b |nr
| T

Prosseguindo o processo até encontrar resto 0, o diagrama ficara da seguinte

forma:

Tabela 1 — Diagrama do MDC de a e b.

q1 | 92 | 93 | -+ | Gn—1 qn Gn=1
a | b |ri|re| .| Tao| a1 | Th=1(a,b)
™ T2 T3 T4 eee T'n

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vejamos a solucao do exemplo:

Exemplo 2.21. Calcule o M DC de 58 e 14 (58, 14), usando o método descrito acima,
popularmente conhecido por "jogo da velha'.
Solugao: Fazendo o processo de divisoes sucessivas, como apresentado acima, e represen-

tando no diagrama, teremos:

Como o ultimo resto nao nulo é o 2, esse ¢ o maximo divisor comum dos
nimeros 58 e 14. ou seja (58, 14) = 2.

Exemplo 2.22. Encontre o (963, 657) pelo algoritmo de Euclides, e a sua expressao como
combinacgao linear de 963 e 657.

Solucao: Para encontrar a combinacao linear, é mais 1til escrever os resultados obtidos
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utilizando o método descrito acima da seguinte forma:

963 = 657 -1+ 306 (21)
657 = 306-2+45 (22)
306 = 45-6+ 36 (23)
45 = 36-149 (24)
36 = 9-440. (25)

Como o altimo resto nao nulo obtido foi 0 9, temos que: (963,657) = 9. Note que por

tentativa o par x = 642 e y = —941 satisfaz a expressao 963x + 657y = 9 pois:
963 - 642 + 657 - (—941) = 618246 — 618237 =9

Observagao 2.7. Para encontrar os inteiros m e n que satisfagdo a combinacao linear
am + bn = (a,b), temos dois caminhos, por tentativas ou pelo processo conhecido como

algoritmo de Euclides estendido.

2.9 ALGORITMO DE EUCLIDES ESTENDIDO

O processo conhecido por algoritmo de Euclides estendido é uma ferramenta
indispensével para encontrar os valores m e n da combinagdo linear m-a+n-b = (a,b).
Segundo Hefez (2016]), quando utilizarmos o algoritmo de Euclides para expressar (a,b)
na forma m-a+n-b com m e n € Z, referir-nos-emos a ele como Algoritmo de Euclides
estendido. Portanto para encontrarmos os inteiros m e n que satisfacam a combinacao
linear m - a4+ n-b = (a,b), devemos usar o algoritmo de Euclides de tras para frente. A
partir do iltimo resto nao nulo que ¢ o M DC', montamos a nossa primeira expressao, a
partir dai vamos substituindo os restos imediatamente anteriores, chegando ao final do
processo teremos,a expressao m - a +n - b = (a,b), ou seja, uma combinagao do méaximo
divisor comum dos inteiros a e b.

Vejamos a solucao do exemplo anterior, usando o processo do algoritmo de

Euclides estendido.

Exemplo 2.23. Encontre os inteiros m e n tais que 936 - m + 657 - n = 9 = (936, 657)

Solucao: Para encontrar a combinacao linear, é mais ttil escrever os resultados obtidos
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utilizando o método do algoritmo de Euclides da seguinte forma:

963 = 657 -1+ 306 (26)
657 = 306-2+45 (27)
306 = 45-6+ 36 (28)
45 = 36-149 (29)
36 = 9-440. (30)

Como o tltimo resto nao nulo obtido foi 0 9, temos que: (963,657) = 9. A expressao
linear se obtém substituindo:
36 = 306 — 45 - 6,

em , obtendo
9 =45— (306 —45-6) = 45 -7 — 306. (31)

Agora devemos substituir o resto anterior a 36, que é 45, por:

45 = 657 — 306 - 2,
em , obtendo:

9 = (657 —306-2)-7—306=0657-7—306-15 (32)

Agora devemos substituir o resto anterior a 45, que é 306 por:

306 = 963 — 657,
em ([32)), obtendo:

=657-7—306-15=657-7—15-(963 — 657) = 22 - 657 — 15 - 963.

Ou seja:
(963,657) =9 = 963(—15) + 657(22),

onde r = —15 e y = 22.

O processo apresentado também sera bastante util para calcular o inverso
multiplicativo de um numero; resultado que serd aplicado como uma das etapas para o
processo de codificagao de uma mensagem, pelo processo de criptografia RSA.

Para mais detalhes veja Alencar Filho (1981), Nascimento (2013) e Coutinho
(2005).
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2.10 MINIMO MULTIPLO COMUM

Agora apresentaremos a definicio de minimo miltiplo comum (MMC), suas
propriedades basicas e uma proposicao que mostra que MMC e MDC sao dependentes um
do outro, sao uma espécie de operacao inversa, ou seja, se tivermos um deles, podemos

encontrar o outro.

Definicao 2.3. (Minimo Multiplo Comum). Sejam a e b inteiros diferentes de zero. O
minimo miltiplo comum, resumidamente M MC, entre a e b é o inteiro positivo m que
satisfaz as seguintes condigoes:

1. m é um miltiplo comum de a e b, isto é, a|m e b|m;

2. se ¢ ¢ um multiplo comum de a e b, entao m|c.

Se ¢ é um miltiplo comum de a e b, entao, da condi¢ao (2) da defini¢ao acima,
temos que m|c, e, portanto, m < ¢, o que nos diz que o minimo multiplo comum, se existe,
é tinico e é o menor dos miltiplos comuns de a e b.

O minimo multiplo comum de a e b, se existe, sera denotado por [a, b].

Caso exista [a, b] é facil mostrar que
[_a7b] = [aa _b] = [—0,7 _b] = [aa b]

Portanto, para efeito do calculo do M MC de dois niimeros, podemos sempre os supor
nao negativos, como fizemos com o M DC'.

E também facil verificar que [a,b] = 0 se, e somente se, a = 0 ou b = 0. De
fato, se [a,b] = 0, entdo 0 divide a-b, que é multiplo de a e de b, logo a-b = 0 e, portanto,
a=0oub=0.

Reciprocamente, se a = 0 ou b = 0 entao 0 é o tinico multiplo comum de a e
b, logo [a,b] = 0.

Proposicao 2.12. Dados dois nimeros inteiros a e b, temos que [a,b] existe e

(a,b)[a,b] = ab.
~ ab
Demonstracao: Ponhamos m = m Como
a?
B b b a
M) T @by

temos que alm e bjm.

Seja ¢ um multiplo comum de a e b; logo,c = na = n'b. Segue dai que:

a b . X )
Como, —— e ——— s80 primos entre si, segue-se, que

(a,b)  (a,b)

divide n’ e,

(a,b)
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portanto, m = divide n'b que é igual a ¢, como queriamos demonstrar. [ |

Vejagrclbé)g)uma aplicacao do resultado apresentado na proposicao acima na re-
solugao de um problema, para uma melhor fixacao do resultado.
Exemplo 2.24. Sabendo que o produto entre dois nimeros inteiros positivos é igual
30000 e o maximo divisor comum entre eles ¢ 50. Qual o minimo multiplo comum desses
dois niimeros?
Solugao: Pela Proposicao temos que: (a,b).[a,b] = a.b. Pelos dados do problema,
temos que (a,b) = 50 e a.b = 30000, substituindo os valores na expressao temos que
[a, b] = 30000/50 = 600. Logo o minimo multiplo comum dos ntimeros ¢ igual a 600.

O préximo resultado é uma ferramenta que auxilia bastante no calculo do

minimo multiplo comum, mostrando o porqué de algumas vezes para encontrar o M MC,

basta-nos multiplicar os niimeros inteiros positivos envolvidos.

Corolario 2.7. Se a e b sao nimeros inteiros primos entre si, entdo [a,b] = ab.
Demonstracao: Como a e b sdo primos, segue—se que (a,b) = 1, usando a Proposicao

([2.12)), temos:
(a,b) - [a,b] =a-b=1-]a,b] = ab=>[a,b] = a-b.

Como queriamos demonstrar. [ |

Da forma como podemos calcular o M DC' de varios nimeros, podemos estender
também a nocao de M MC' para varios nimeros, como faremos a seguir.

Diremos que um ntimero natural m é o M M C' dos inteiros nao nulos aq, as, ..., a,,
se m é um multiplo comum de aq, as, ..., a,, €, se para todo multiplo comum my desses
nameros, tem-se que m/|m,.

Verificamos que o MM C, se existe, é tinico, sendo denotado por [ay, as, ..., a,].
Além disso, o MMC' de varios inteiros nao nulos é o menor miltiplo comum positivo

desses inteiros. O resultado segue da proposi¢ao a seguir.

Proposicao 2.13. Sejam ay, as..., a, nimeros naturais. Entao existe o nimero [ay, as, ..., a,]

e

[ab vy An—2,p—1, a'n] = [ala ceey Ap—2, [a'n—la an“

Demonstracao: A demonstragao é feita por indugao, andloga a forma como fizemos para
o MDC.

Os resultados apresentados no proximo topico serao bastante titeis para a com-
preensao do uso da criptografia RSA, uma das aplicagoes do Teorema Fundamental da

Aritmética. n
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3 RESULTADOS AUXILIARES

Neste capitulo serao apresentados e demonstrados resultados que serao muito
utilizados nas demonstragoes das aplicagoes do Teorema Fundamental da Aritmética.
Esses resultados terao como base em suas demonstragoes os resultados apresentados no
capitulo anterior.

Neste capitulo conheceremos uma equacao Diofantina linear e como encontrar
as suas solugoes, quando esta apresentar solucoes; conheceremos o conceito de congruén-
cia, suas propriedades basicas e os teoremas de Euler e de Fermat, ferramentas estas que
serao de suma importancia para a compreensao da criptografia RSA que junto ao Teorema
Fundamental da Aritmética nos mostra uma aplicacao pratica desse importante teorema
da aritmética em situagoes praticas do nosso cotidiano. Também apresentaremos o con-
ceito de niimeros primos e suas principais propriedades, como também varias conjecturas
e resultados importantes sobre os primos e por fim demonstraremos alguns resultados

apresentados por matematicos famosos que demonstram a sua infinitude.

3.1 EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES

Definicao 3.1. Equacao Diofantina é qualquer equacao com uma ou mais incégnitas que
assumirem apenas valores inteiros.
Nesse trabalho vamos ver as equacoes diofantinas lineares mais simples, sao as

com duas variaveis x e y. Sao as equagoes que se apresentam da seguinte forma:
ax + by = c,

onde a, b e ¢ sao inteiros dados.

O termo diofantina se refere ao matematico Diofanto de Alexandria, que viveu
no século III; ele foi o primeiro a estudar tais tipos de equacoes.

Todo par de inteiros zy e yo € solucao da equacao, se satisfaz a equagao, ou
seja:

axg + by = c.

Exemplo 3.1. Determine a solucdo da equacao diofantina linear com duas variaveis,
2x + 5y = 19.
Solugao: Note que os pares (2,3), (7,1) e (12, —1) sao solugoes da equagao, pois:
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2.245-3 = 19
2.74+5-1 = 19
2.1245-(=1) = 19.

Observacao 3.1. Existem equacoes diofantinas que nao possuem solucgoes inteiras.

Exemplo 3.2. A equacao diofantina linear com duas varidveis 4x + 6y = 11 nao possui
solucao. Pois quaisquer valores inteiros atribuido as variaveis x e y,teremos sempre um

resultado par, pelas propriedades de paridade dos niimeros inteiros.

Teorema 3.1. A equacao diofantina linear ax + by = ¢ tem solucio se, e somente se,
(a,b)|c.

Demonstracao: Suponha que a equacao ax + by = ¢ tem solucao, isto é, existe o par de
inteiro xg e Yo, tal que axg + byg = c. Seja d = (a,b), logo pela conceito de divisibilidade

existem os inteiros r e s tal que a = dr e b = ds. Assim teremos que:

c = axg+ by
= drxg+ dsyo
= d(rxo+ syo).

Logo d = (a,b)|c.
Suponha que d = (a, b)|c, ou seja ¢ = qd com q € Z.
Por ser d o M DC' de a e b, temos que existem os inteiros xg e 1y tal que axg + byy = d,

pelo Teorema de Bézout. O que implica que:

¢ =dq = (azxg+ byo)q = a(zoq) + b(Yoq).
Isto ¢, o par de inteiros:

x = qzo = (¢/d)xo € y = qyo = (¢/d)yo,

é solucao da equacao diofantina linear ax 4+ by = ¢, como queriamos demonstrar. [ |

Teorema 3.2. Sendo d = (a,b) e se d|c na equagao diofantina ax + by = ¢ e, se o par
xTo € Yo € solugao particular da equacdo, entao todas as outras solugoes sao da forma
r=2x0+ (b/d)t ey =yo+ (a/d)t onde t € Z.

Demonstragao: Suponha que o par de inteiros x( e yo é solucao particular da equacao

ax + by = c e seja x; e y; uma outra solucao da equacao. Entao temos que:

azo + byo = ¢ = ax1 + by,
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e portanto

azo + byo = axy + by;.

Como (a,b) = d existem inteiros r e s tais que a = dr e b = ds, com r e s primos entre
si. Substituindo esses valores na igualdade anterior, e fazendo os devidos cancelamentos,

fica:

drxg + dsyy = drxy +dsyy, = rxg+ syo = rry + Sy;

= 1r(zo — 1) = s(y1 — Yo)-
Como r|s(y1 — yo) e como r e s sdo primos entre si, entao r|(y1 — yo). Ou seja

(y1 — vo) =14,

com q € 7.

E de forma andloga:

(930 - $1) = s¢q,

com q € Z.

Portanto teremos as formulas:

x1 =z — 5q = 9 — (b/d)q

Y1 = Yo +rqg =1y + (a/d)q,

com ¢q € Z. Como queriamos demonstrar. [ |
Estes valores de z; e vy, satisfazem realmente a equagao ax + by = c pois

substituindo na equacao, teremos:

ary +byr = a(ze — (b/d)q) + b(yo + (a/d)q)
= axg+ by + (ab/d — ab/d)q
= c+oq

= C

Com isso vemos que existem infinitas solucoes para uma equacao diofantina linear, uma

para cada t € Z

Corolario 3.1. Se (a,b) =1 e xy e yo € uma solug¢ao particular de ax + by = ¢ entdo

todas as outras solugoes dessa equagao sao da forma:

QZZZEO—FbLL
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y:yO_at7

comt ez

Demonstracgao: Basta fazer d = 1 no Teorema e teremos o resultado desejado. W
Observacao 3.2. Uma solucao particular de uma equacao diofantina linear se obtém por
tentativa ou pelo algoritmo de Euclides estendido e em ambos os casos a solugao geral se
obtém aplicando o Teorema (3.2]).

Vejamos algumas aplicacoes dos resultados apresentados nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.3. Determine todas as solucoes da equacao diofantina linear 15z — 3y = 6.
Solucao: Como (15,3) = 3 e como 3|6 a equacao possui solugao.

Note que x = 2 e y = 8 é uma solugao particular da equacao, pois:
15-2—-3-8=30—-24=6.
Logo pelo Teorema ([3.2)) as solugoes sao:

rT=2+1t

y = 8+ dt,

com t € Z.

Exemplo 3.4. Determine todas as solugoes inteiras da equacao diofantina linear
18z + 5y = 48.

Solucao: Usando o algoritmo de Euclides temos que:

18 = 5-343 (33)
5 = 3-142 (34)
3 = 2.1+1 (35)
2 = 2.1+40. (36)

Para achar a combinagao linear de 18 e 5. basta substituir a expressao:

2=5-3
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em e encontramos:

1=3-2=3-(b—-3)=2-3-05, (37)
Agora substituindo
3=18-5-3,
em e teremos:
1=2(18-5-3)—5=2-18+5-(—7). (38)

Ou seja:
1=18-2+45-(=7).

Multiplicando o resultado por 48, fica conforme o desejado:
48 = 18-96+ 5 - (—336).

Portanto o par de inteiros z, = 96 e y, = —336 ¢ uma solugao particular da equagao.

Aplicando o Corolario (3.1)) teremos como solugao geral:

r =96+ 5t

y = —336 — 18¢.

Com t € Z.

Para maiores detalhes, consulte Alencar Filho (1981).

3.2 ARITMETICA MODULAR

Para iniciar o topico que trata sobre aritmética modular, comecemos com
a seguinte pergunta, "em que situagao 8+5=17". Se essa pergunta for feita a um de
nossos alunos, provavelmente vao pensar que estamos ficando loucos. Mas se colocarmos
a mesma operacao dentro de contexto da seguinte situagao problema: Joao iniciou uma
prova pra concurso que teve inicio as 8 horas da manha e sabendo que a mesma tem 5
horas de duracao. Que horéario Joao terminaré a prova? Certamente eles concordarao com
a operagao. Segundo Coutinho (2005) Isso ndo é privilegio das horas; qualquer fenomeno
ciclico vai produzir uma aritmética peculiar.
E a aritmética relacionada com esse tipo de fenémeno é conhecida como arit-
mética modular. Os resultados apresentados relacionados a aritmética modular sera de
suma importancia para a compreensao da aplicacao do Teorema Fundamental da Aritmé-

tica junto a criptografia RSA.
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Definicao 3.2. Seja m € N, diremos que dois niimeros inteiros a e b sao congruentes
modulo m se os restos de suas divisoes euclidianas por m sao iguais, quando isso ocorrer
representaremaos: por

b mod m.

S
Il

Exemplo 3.5. 23 = 11 mod 3 pois os restos das divisoes de 23 por 3 e 11 por 3 sao
iguais a 2.

Quando os restos forem diferentes diremos que os ntimeros sao incongruentes
e representaremos por:

aZb modm.

Observacao 3.3. Como o resto da divisao de qualquer nimero inteiro por 1 é sempre 0,
teremos que a = b mod 1, o que torna desinteressante a matematica modular dos restos.

Assim consideraremos sempre m > 1

Proposicao 3.1. Sejaa b e m € Z, com m > 1. tem-se que a = b mod m se, somente
sem|b—a.

Demonstracao: As divisoes euclidianas de a e b por m sdo respectivamente:

a=mg; +11

b =mqy + 7o.

Logo
b—a=m(q —q)+ (11 —12)).

4

Portanto, @ = b mod m se, somente se, r; = ry, 0 que em vista da igualdade acima, é
equivalente a dizer que m | b — a, ja que | 1y — 7o |< m. [ |
Da definicao temos que a congruéncia moédulo um inteiro fixo m é uma relacao

de equivaléncia, vejamos a proposi¢ao abaixo.
Proposicao 3.2. Se a, b, ¢ e m sao nimeros inteiros, com m > 0, as sentencas a sequir
sao verdadeiras:

1. a=a mod m;

2. Sea=0b mod m, entdo b=a mod m;

3. Sea=b mod meb=c modm, entdo a =c mod m.
Demonstragao: Dado que m|0, entao m|a — a, portanto a = a mod m.

Se a =b mod m, entdao a — b = tm para t inteiro. Portanto:

b—a=—-tm=>b=a modm,
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Sea=0b mod meb=c modm, entao existem k; e ko inteiros tais que a = kym + b e

b= ks -m + ¢, o que implica que:

a—b=km;

b—c=kym.
Ao somarmos membro a membro as duas ultimas equacoes, temos:
(@ —0b)+ (b—c) = kim + kam,
ou seja,
a—c= (ki + ka)m,

o que implica que
a= (ki1 + ky)m +c,

onde (k1 + ko)m € Z. Portanto, usando a linguagem de congruéncia, temos que,
a=c mod m.

O que conclui nossa demonstracao. [ |
Proposicao 3.3. Sejam a, b, c e m numeros inteiros tais que a =b mod m, entdo:

1. a+c=b+c mod m;

2. a-c=b-c mod m.
Demonstragao:

1. Como a =b mod m, entdo m|a — b. Logo,
mla—b+c—c,
reordenando os termos de forma conveniente, temos que
m|(a+c) = (b+c).

Portanto a +c= b+ ¢ mod m.
2. Como:

a=0b mod m,

temos que m|a — b, logo existe ¢ € Z tal que a — b = m - g e pelas propriedades de
divisibilidade, temos que:

(a—10b)-cm-q-c.
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Portanto

a-c—b-cm-(qe),

onde q-c € Z. Assim,

ac = bc mod m.

O que conclui a demonstragao. [ |

Vejamos uma aplicacao para uma melhor fixagao da proposicao apresentada

Exemplo 3.6. Como 23 =3 mod 5, entao 23+1=3+1 mod5=—24=4 mod 5 e
23 =3 mod 5, entao 23-2=3-2 mod 5 = 46 =6 mod 5.

Proposicao 3.4. Se a,b,c,d e m sao numeros inteiros, com m > 1, temos que:

1. Sea=b mod m ec=d mod m, entao:
a+c=b+d mod m;
2. Sea=b modm ec=d mod m, entao:
ac =bd mod m.

Demonstracgao:

Temos que m|a — b e m|c — d assim:

a—b=mq (39)

c—d=mgqs, (40)

com ¢q; e g € Z. Somando as igualdades e e ordenando os termos de forma

conveniente teremos:
(a=10)+ (c = d)[mq + mgz = (a+c) — (b + d)|m(q1 + ¢2),

onde (q1 + q2) € Z. Dai m|(a + ¢) — (b + d), portanto, (a + c¢) = (b+ d) mod m.

De a = b mod m temos que:
a = b+ mky.
De b = ¢ mod m temos que

b:C+mk2.
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Multiplicando membro a membro os resultados obtidos teremos:
ab = bc + bmky + cmk;, + m*kiky,
colocando m em evidéncia teremos:
ab = cd + m(ky + ko + mki k),
onde (ki + ko + mkky) € Z. Assim
ab=cd mod m,

o que conclui a demonstragao. [ |

Vejamos uma aplicacao do resultado apresentado:

Exemplo 3.7. Se 10 =3 mod 7e 9 =2 mod 7 pela propriedade anterior, teremos que:

100+49=34+2 mod7=19=5 mod 7

10:9=3-2 mod7=—90=6 mod 7.

Corolario 3.2. Para todo a eb € Z e n € N, entao temos que:

" mod m.

a=b modm=—a"=0
Demonstracao: Utilizando o 1° principio de inducao finita sobre n.
(Caso base) Para n = 1, temos que a afirmagao é verdadeira pois a' =a e b' =0
(Hipotese de indugao) Supondo verdade que se a = b mod m, entdo a™ = b" mod m,
para algum n > 1 com n € N,

(Tese) Devemos mostrar que a afirmacao é valida para n + 1. Ou seja,

&n-l-l = bn-i-l.
Como a = b modm e a” = b" mod m, entao pela Proposicao 2.9 item 2,
temos que:

aa” =bb" mod m = "' =" mod m.

Demonstrando assim a afirmacdo para (n+1). Logo a afirmagcéo é vélida para todo n € N.
Concluindo aqui nossa demonstracao por inducao finita. [ |

Vejamos a aplicacao do corolario apresentado no exemplo a seguir.

Exemplo 3.8. Se 12 =2 mod 5, temos que 12* =2% =1 mod 5.
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A proxima proposi¢ao, mostra que é valida a lei do cancelamento, quando se
trata de uma soma em uma congruéncia, ou seja caso tenhamos uma congruéncia e se em
cada termo dessa congruéncia tenhamos uma soma com elementos repetidos em ambos os
membros, podemos fazer o cancelamentos dos termos repetidos um a um.

Proposicao 3.5. Sejam a, b, ¢ e m niumeros inteiros, com m > 1. Temos que:
a+c=b+c modm<&a=>b modm.

Demonstracgao:

(=) como a = b mod m e ¢ = ¢ mod m pela Proposi¢ao item (1) temos que
(a+c)=(b+c) modm

(<) Se a+c=b+c mod m, entdo m|b+c— (a+c), o que implica que m|b — a, ou seja,
a=b mod m. [ |

Veja a aplicagao da proposi¢ao no exemplo a seguir.

Exemplo 3.9. Mostre que se 39 =5 mod 17 entao 35 =1 mod 17.
39=5 mod 17 35+4=14+4 mod 17< 35=1 mod 17.

A Proposicao mostra que vale a relacao do cancelamento em relacao a

adicao, no entanto nem sempre vale no cancelamento quando tratamos de um produto de
congruéncias.
Observacao 3.4. Note que 5.8 = 10.8 mod 10. Note que se aplicarmos o cancelamento
temos que, 5 = 10 mod 10 o que é falso, pois 5 e 10 deixa retos diferentes na divisao por
10. Logo 522 10 mod 10

A proposicao a seguir nos mostrara em que condicoes vale a lei do cancelamento

para a multiplicacao.

Proposicao 3.6. Dados a, b, ¢ e m nimeros naturais, com ¢ #0 e m > 1, temos que

ac=bc mod mea=b mod

(c,m)
- m c . ) . .
Demonstragao: Como e sao primos entre si, pelo Corolario (2.4) temos
(¢,m) (¢, m)

que:

m c m m
ac=bc mod m < m|(b—a)c & —|(b—a) & lb—a < a=b mod :

om Y em) T em) (c.m)
Como queriamos demonstrar. [ |

Vejamos a solucao de um exemplo, para uma melhor fixacao da proposicao
apresentada.

10
Exemplo 3.10. 5.8 = 10.8 mod 10, pelo teorema 5 = 10 mod m Como (8,10) =2
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entao: 0
5=10 mod;:Sle mod 5.

Corolario 3.3. Dados a,b,c e m nimeros naturais, com m > 1 e (¢,m) =1, tem-se que
ac =bc mod m < a=0>b mod m.

Demonstragao: O resultado segue imediatamente da Proposicao , pois quando
(¢,m) = 1, teremos que mod ﬁ = mod m e o resultado segue. Como queriamos

demonstrar. ]

Vejamos um aplicagao do resultado apresentado no Coroléario (3.3) para uma

melhor compreensao do resultado apresentado.
Exemplo 3.11. Se 3.5 = 7.5 mod 2 como (5,2) = 1 pelo Corolario (3.3) teremos que
3=7 mod 2.

Observagao 3.5. Assim, dada a congruéncia ac = bc mod m , s6 se aplica a lei do cance-

lamento de forma direta se, e somente se, (¢, m) = 1.

Proposicao 3.7. Sejama, k, m € Z e (k,m) = 1. Se ay,ay, ..., a,, € um sistema completo

de residuos modulo m, entao
a+ kay,a+ kao, ...,a+ ka,,,

também € um sistema completo de residuos modulo m.

Demonstragao: Como do Corolario (3.3) para i,j =0, ..., (m — 1), temos que:

a+ka; =a+ka; modm < ka;=ka; modm
& a;=a; modm

& Q=]

O que mostra que a + kay,...,a + ka,, sao, dois a dois, ndao congruentes modulo m e,
portanto formam um sistema completo de residuos médulo m. Encerrando assim a de-
monstracao. |

Vejamos o exemplo para uma melhor compreensao do resultado apresentado.

Exemplo 3.12. Note que o conjunto {0,1,2,3,4,5} é um sistema completo de residuos

modulo 6 e como (5,6) = 1 a sequéncia:
245-0;245-1;245-2;245-3;24+5-4;24+5-5=2;7;12;17; 22; 27,

forma também um sistema reduzido de residuos modulo 6 pela proposicao anterior.
A préxima proposicao serd importante na demonstracao do uso da criptografia

RSA, no processo de codificagao e decodificacao.
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Proposicao 3.8. Sejam, a,b € Z e n,m, my,--- ,m, inteiros maiores do que 1. Temos
que:

1. Sea=0b mod m e n|m, entéo a =b mod n;

2. Sea=b mod m;, para todo i =1,2,--- ;r < a=0b mod [my -...-m,].

3. Sea=0b mod m entio (a,m) = (b,m)
Demonstragao:

1. Como a =b mod m, temos que m|a —b. Além disso, como n|m, temos que n|a — b

por transitividade. Logo, a =b mod n.

2. (=) Sea=b mod my,i=1,---,r, entdo m;Ja — b, para todo i. Sendo a — b um
miltiplo de cada m; , temos que [my, -+ ,m,]|la—b. Logo, a =b mod [my,--- ,m,].
(<)sea=0b mod [my,---,m,|, entdo [mq,--- ,m;||a—b. Além disso, m;|[m1, ..., m,],

portanto, m;|a — b. Logo, a =b mod m,.
3. Sea=b mod m = m|b—a e, portanto, b = a+mt com t € Z assim pelo Lema de

Euclides temos:
(b,m) = (m, b) = (m,a +mt) = (m,a) = (m,a).

Concluindo assim a demonstracao. [ |

Proposicao 3.9. Sejam a e m nimeros inteiros, com m > 1. Eziste x inteiro com axy =
1 mod m se, e somente se, (a,m) = 1. Além disso, x € uma solugcio da congruéncia se,
e somente se, x = xy mod m.

Demonstragdo: A congruéncia tem solugao se, e somente se, m|azg — 1, 0 que equivale
a equacao Diofantina aX —mY =1 que s6 possui solugdo se (a,m) = 1 pelo Teorema de

Bézout. Por outro lado, se xy e x sao solucoes da congruéncia
aX =1 mod m = ar = axy mod m.

Como (a, m) = 1, pelo Corolario (3.3)), podemos fazer o cancelamento de a, assim x = x

mod m o que mostra que z também é solucao da mesma congruéncia, pois
ar =ar, =1 mod m.

O que conclui a demonstragao. [ |
O resultado apresentado serd muito utilizado em aritmética modular para o
desenvolvimento de varias outras demonstragoes importantes.
Para uma melhor compreensao do resultado, vejamos o exemplo abaixo:
Exemplo 3.13. A congruéncia 8¢ = 1 mod 2 ndo possui solugao ja que (8,2) = 2, e
como 2 { 1 pela defini¢do de divisibilidade. Dessa forma a equagdo Diofantina 8x —2y = 1

nao possui solucao inteira.
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Defini¢ao 3.3. Dizemos que a é invertivel modulo m quando (a, m) = 1. E o seu inverso,

chamado de inverso multiplicativo de a médulo m, é o nimero b tal que ab=1 mod m.

Exemplo 3.14. Como 4 -2 = 1 mod 7, temos que 2 é o inverso multiplicativo de 4
modulo 7.

Note que nem todo inteiro tem um inverso médulo m. Veja o exemplo a seguir:

Exemplo 3.15. O nimero 2 nao tem inverso modulo 4, porque a congruéncia linear 2z =
1 mod 4 nao tem solucao. Pois como a congruéncia é equivalente a equacao diofantina
2z — 4y = 1 e pela proposicao , a equagao sO possui solucdo se, e somente se, (2,4) = 2
divide 1, o que nao ocorre pelas propriedades de divisibilidade.
Definicao 3.4. Um sistema completo de residuos modulo m é todo conjunto de intei-
ros tais que os restos pela divisao por m deixam como restos os elementos do conjunto
(0,1,2,....,m —1).
Vejamos o exemplo pra melhor compreensao da definicao.

Exemplo 3.16. Os conjuntos A = {0,1,2,3,4,5,6,7} e B = {24,73, 10,43, 84,103, 46, 87}
sao sistemas completos de residuos mod 8 pois sdo congruos a {0,1,2,3,4,5,6,7,} na
divisao por 8.
Definicao 3.5. Um sistema reduzido de residuos modulo m é o conjunto de inteiros
{ri,rg, -+ ,7s} tais que:

e (r;,m)=1paratodoi=1,2,--- s

e r; 21r; mod m para todo i # j.

e Para cada a € Z tal que (a,m) = 1 existe i tal que a = r; mod m.

Vejamos o exemplo a seguir.
Exemplo 3.17. O conjunto A = {0,1,2,3,4,5,6,7} é um sistema completo de residuos
mod 8. O subconjunto de A formado pelos elementos {1, 3,5, 7} forma o sistema reduzido
de residuos mod 8, pois (1,8) = (3,8) = (5,8) = (7,8) = 1.
Definicao 3.6. A funcao de Euler denotada por ¢(n), onde ¢(n) é o nimero de inteiros
q tais que g <ne (¢g,n) = 1.
Exemplo 3.18. ¢(11) = 10. Pois o conjunto formado pelos elementos {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10},
temos que: (1,11) = (2,11) = (3,11) = --- = (10, 11) = 1.
Exemplo 3.19. ¢(12) = 4. Pois o conjunto formado pelos elementos {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11},
temos que, somente os elementos {1,5,7,11} sdo primos com o nimero 12.
Observagao 3.6. se p é primo ¢(p) =p — 1.
Proposicao 3.10. Sejam m e n nimeros naturais tais que (m,n) = 1. Entdo @(mn) =
p(m)ep(n).
Demonstracao: Sejam dois inteiros positivos m e n tais que (m,n) = 1. Note que a
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proposigao é verdadeira se m ou n ¢ igual a 1, pois temos que:

(L-m) = ¢(m)=1-9(m)=¢(1)-¢(m)
(1-n) = @(n)=1-p(n)=e(1)- e(n).
Suponhamos pois m > 1 e n > 1. Nesse caso vamos considerar os inteiros 1,2,3,--- ,mn,

onde (m,n) = 1, dispostos em n colunas com m elementos em cada uma delas, como
representado na Tabela (2) abaixo:

Tabela 2 — Elementos organizados em n colunas, com m elementos em cada.

1 2 r n
1+n 2-+n r+n 2n
1+2n 2+2n r+2n 3n

I4(m-1n | 2+4(m - 1)n r+(m - 1)n mn

Fonte: Elaborada pelo autor.

Seja t um elemento da tabela, devemos ter que (t,m-n) = 1, o que s6 ocorre
se, e somente se, (t,m) =1e ((¢t,n) = 1), pelo Corolario (2.5 apresentado. Dessa forma
para calcular ¢(mn), devemos encontrar na tabela os elementos da tabela que sdo primos
com m e n.

Note que na primeira linha temos um sistema completo de residuos modulo n,
e sabemos pelo lema de Euclides que (q -7 +n,r) = (n,r).

Dai concluimos desses dois resultados que, se um elemento da primeira linha
é primo com n, entao toda a coluna em que ele se encontra também é primo com n, logo
os elementos primos com n, estao nas ¢(n) colunas.

Vejamos agora quais dos elementos dessas ¢(n) colunas sdo primos com m.

Veja que em cada uma das p(n) colunas, existem m elementos que formam um
sistema completo de residuos modulo m, pela Proposicao , como podemos observar
na sequéncia abaixo:

rr+n,r+2n,---r+ (m—1)n.

Portanto existem ¢(m) elementos de cada coluna ¢(n) que sdo primos com m, assim os
inteiros da tabela que sao primos com n e m, isto ¢ que sao primos com n - m ¢é igual a
o(n) - o(m). Portanto p(n.m) = ¢(n) - p(m), como queriamos demonstrar. |

Vejamos o exemplo abaixo para uma melhor compreensao do resultado apre-

sentado.

Exemplo 3.20. Qual o valor de ¢(5 - 8)?
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Solugao: Note que (5,8) = 1. Logo pela Proposigao (3.10)), temos que:

p(5-8) = p(5) - p(8) =4-4=16.

Portanto ¢(5 - 8) é igual a 16.

Proposigao 3.11. Seja 11, -+ ,rym) um sistema reduzido de residuos mod m e seja a
€ Z tal que (a,m) =1. Entdo a-71, - ,a - Tyum) € um sistema de residuos mod m.

Demonstracao: Seja aq,--- ,r, um sistema completo de residuos mod m do qual foi
tirado o sistema reduzido de residuos 71, ,7,m) . Do fato de (a,m) = 1, tem-se que

(a;,m) =1 se, e somente se, (a-a;,m) = 1. O que conclui a demonstragao. [ |

3.3 NUMEROS PRIMOS

A compreensao dos resultados apresentados sobre ntimeros primos é de fun-
damental importancia para a compreensao do Teorema Fundamental da Aritmética, pois
sua demonstracao, tanto existéncia, quanto unicidade tomara como base propriedade dos

nimeros primos.

Definigao 3.7. (Namero Primo). Um nimero maior do que 1 que s6 possui como divisores
1 e ele proprio é chamado de ntimero primo.
Dados dois niimeros primos p e ¢ e, um nimero inteiro a qualquer, decorrem
da definicao acima os seguintes fatos:
1° Se plq, entao p = gq.
Demonstracgao:
De fato, como p|g e sendo ¢ primo, temos que p = 1 ou p = ¢. Sendo p primo,
tem-se que p > 1, o que acarreta p = q. |
2° Se pta, entdo (p,a) = 1.
Demonstragao:
De fato, se (p,a) = d, temos que d|p e d|a. Portanto, d = p ou d = 1. Mas d # p,
pois p nao divide a e, consequentemente, d = 1. [ |
Um ntimero maior do que 1 e que nao é primo sera chamado niimero composto.
Portanto, se um nimero natural n > 1 é composto, existird um divisor natural n; de n tal
que 1 < n; < n. Logo, existird um nimero natural ny tal que n = ning, com 1 <n; <n

e, 1 <ng <n.

Exemplo 3.21. Os numeros 2,3,5,7,11,13 e 59 sao nimeros primos, enquanto que
4,6,8,9, 10,12 e 15 sao compostos.

Observagao 3.7. O nimero 1 nao é primo e nem composto e todo niimero primo é impar,
exceto o primo 2.
A proposicao a seguir, mostra uma propriedade muito importante dos niime-

ros primos, segundo Coutinho (2005) ja conhecida pelos Gregos antigos e aparece como
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proposicao 30 do livro VII dos Elementos de Euclides.

Proposicao 3.12 (Lema de Euclides). Sejam a, b, p € Z com p primo. Se plab, entdo:
pla ou plb.

Demonstragao: Se p|a, nada ha o que demonstrar, pois o resultado segue.
Suponhamos entao que p nao divide a, logo sdo ditos primos entre si, ou seja, (a,p) = 1.
Logo se tem que p|b, pelo Lema de Gauss, o que conclui a demonstragao. [ |

Vejamos o exemplo para uma melhor compreensao do resultado.

Exemplo 3.22. Note que 7140 - 92. Logo pelo Lema de Euclides, 7|140 ou 7|92, como
7192 pelos critérios de divisibilidade por 7, entao 7|140.
O proximo resultado mostra uma aplicacao direta do Lema de Euclides e que

serd usado na demonstracao do teorema principal desse trabalho.

Corolario 3.4. Se p,py, - ,pn G0 nimeros primos e, se p|py - ... - pn, entdo p = p;, para
algumi=1,--- n.
Demonstracao: Aplicando o Principio de Inducao Finita sobre n.

e (caso base) Para n = 1, temos que se p|p;, temos que p = p;.

e (hipotese de indugdo) Supondo que se p|p; - ... - p, entdo p = py para algum k =
1,2,...,n.

e (tese) Devemos mostrar que se p|p; - ... pp * Day1 entdo p = py para algum k =
1,....,n,n+ 1
Sendo ¢ = p; - ... pp, temos que pela hipotese de indugao plqg e p = pg.
Se plp1 - ... Pn* Pns1 €ntdao plq - pus1, € pela Proposicao (3.12), plg ou plpp1.
Como por hipotese, sabemos que se p|q, entdo p = p; para algum i = 1,... n.

Se p|pn+1, entdo p = py41, logo p = p; para algum j =1,2,...,n,(n+1).
Logo a proposicao ¢ valida para todo n € N, como queriamos demonstrar. [ |
Corolario 3.5. Sepy-py-...-pula” entdo, p1-p2-... pula, onde pi,ps, ..., Py SGO NUMeEros
primos en er € 7.
Demonstracao: Faremos a demonstragao por contra positiva.
Se p1-pa-... Pyt a, entdo a ndo é nenhum dos primos py,pa, ..., pn. Sejap;com 1 <i<n
um desses primos entao, p; nao é fator de a” e, dessa forma nao existe p; com 1 <7 <n

que divida a”, o que implica que p; - ps - ... p, {a”, como queriamos demonstrar. [ |

Sabendo que existem infinitos niimeros primos, podemos nos perguntar como
obter uma lista contendo os nimeros primos até uma dada ordem. Um dos mais antigos
métodos para elaborar tabelas de nimeros primos é devido ao mateméatico grego Eratos-
tenes, que viveu por volta de 230 anos antes de Cristo. O método, chamado de Crivo
de Eratostenes, permite determinar todos os niimeros primos até a ordem que se desejar,
mas nao é muito eficiente para ordens muito elevadas.

Como exemplo, vamos utilizar o crivo de Eratostenes que segundo Coutinho

(2005) é o mais antigo dos métodos para achar primos, e nao envolve nenhuma féormula
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explicita.

No dicionario uma das definicoes da palavra crivo é peneira, logo o crivo de

Eratostenes é uma espécie de peneira para separar os nimeros primos dos nimeros com-

postos. Para mostrar como funciona esse crivo, vamos encontrar os nimeros primos

menores que 150.

O crivo funciona da seguinte forma: Primeiramente, escrevemos todos os nt-

meros naturais de 2 a 150. Em seguida riscaremos todos os ntimeros compostos de acordo

comm O que segue:

Primeiro riscamos todos os miltiplos de 2 maiores que 2, que é o primeiro nimero
primo.

O segundo niimero primo é o menor nimero maior que 2 que nao foi riscado, isto é,
o 3.

Agora riscamos todos os multiplos de 3 maiores que 3 (note que alguns ja foram
riscados). O menor nimero maior que 3 que ainda nao foi riscado, o 5, é o terceiro
nimero primo.

Riscamos todos os miltiplos de 5 maiores que 5 (0s que ainda nao foram riscados).
Riscaremos os miltiplos do 4° nimero primo (com excegio dele mesmo) que é o
menor niimero maior que 5, que nao foi riscado, no caso, o (7).

Por fim riscamos os miltiplos do proximo nimero primo depois do 7, no caso o (11).

Apo6s o processo estaremos s6 com os ntimeros primos menores que 150, destacados com

(e) conforme tabela abaixo:

Tabela 3 — Primos menores que 150
o2 o3 4 ®5 6 o7 8 9 10 | ell
12 | @13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 21
22 | 23 | 24 | 25 | 26 27 | 28 | €29 | 30 | e31
32 33 34 | 35 | 36 | 37 | 38 39 40 | 41
42 | 43 | 44 | 45 | 46 | €47 | 48 49 50 51
52 | e53 | 54 | 55 | 56 57 | 58 | 59 | 60 | e61
62 63 64 | 65 | 66 | 67 | 68 69 70 | 71
72 | 73 | T4 | 75 | 76 77 | 78 | 79 | 80 81
82 | 83 | 84 | 85 | 86 87 | 88 | 89 | 90 91
92 93 94 | 95 | 96 | 97 | 98 99 | 100 | 101
102 | @103 | 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111
112 | o113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 | 120 | 121
122 | 123 | 124 | 125 | 126 | o127 | 128 | 129 | 130 | 131
132 | 133 | 134 | 135 | 136 | @137 | 138 | @139 | 140 | 141
142 | 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148 | 149 | 150

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O Teorema a seguir, devido ao proprio Eratdstenes, nos mostra que para encon-
trar os primos menores que 150 nao precisamos repetir além do niimero 11, o procedimento

descrito acima.

Teorema 3.3. Se um numero natural n > 1 nao € divisivel por nenhum numero primo p
tal que p*> < n, entdo ele é primo.
Demonstracao: Se n é composto entao n possui necessariamente um par de inteiros n,

e ny tal que n = ny - ng. suponhamos sem perda de generalidade
n1§n2:>n1-n1§n2-n1:>n%§n.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, temos que n; é primo ou composto, assim
temos dois casos a considerar:
e Se ny ¢ primo nao ha mais nada a demonstrar
e Sen; écomposton; = p-k, com k € N, e p primo. Como o max(p, k) < n; <n? <n.
O que conclui a demonstragao. [ |
Vejamos como funciona o teorema apresentado através dos exemplos a seguir.
Exemplo 3.23. Usando o Teorema , mostre que o nimero 197 é primo.
Solucgéo: Como /197 = 14, 03, devemos verificar se alguns dos primos menores que que
14(2,3,5,7,11,13) divide 197. como nenhum dos primos divide 197, entao 197 é primo.

Exemplo 3.24. Verifique se o nimero 259 é primo ou nao.

Solucédo: Note que v/259 = 16,09. Agora pelo teorema acima devemos verificar se alguns
dos primos menores que 14(2,3,5,7,11,13) divide 259. Como 7|259, temos que o nimero
259 é composto.

Note que tanto o crivo de Eratéstenes quanto o teorema apresentado acima nos
fornece um teste de primalidade, e sao bem eficientes, s6 que se torna muito trabalhoso a
medida em que se aumenta a cardinalidade do conjunto.

Uma questao que se coloca é a forma como os nimeros primos entao distribui-
dos dentro do conjunto dos niimeros naturais: a medida que consideramos intervalos cada
vez maiores de nimeros naturais a densidade dos primos, aumenta ou diminui? o qual es-
tao proximos ou afastados dois nimeros primos? pela tabela apresentada acima vemos que
ha pares de ntimeros primos com duas unidades de diferenca, exemplo (3, 5), (5,7), (11, 13),
pares primos com essa propriedade, sao definidos como ntimeros primos gémeos. Em con-
traste com esses primos, existem pares de niimeros primos consecutivos arbitrariamente
afastados, ou seja, é possivel obter uma sequéncia de ntimeros compostos tao grande
quanto se queira e garantir que naquele intervalo nao existe nenhum primo, como apre-
sentado no Teorema a seguir.

Teorema 3.4. Dado um nimero inteiro n > 1, € possivel determinar n inteiros consecu-
tivos tais que nenhum deles seja primo.

Demonstracao: De fato, dado n € N, a sequéncia (n+1)!42, (n+1)!43, (n+1)!14+4, ...,
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(n+1)!+n+1 é uma sequéncia de ntimeros naturais formada por n niimeros compostos,
pois o primeiro ¢ multiplo de 2 e nao é igual a 2, o segundo ¢ multiplo de 3 e nao é igual
a 3 e assim segue até o tltimo nimero da sequéncia que é multiplo de (n +1)!+n+1e
ndo ¢ iguala (n + 1)l +n+ 1. |

Foi o matematico Adrien-Marie Legendre (1752-1833) quem primeiro conjec-

turou uma certa ordem na distribuicao dos niimeros primos, guando observando tabela de

_z

In(z)
¢ao seria tanto melhor, quanto maior fosse o natural z. O matematico Carl Friedrich Gauss

nameros primos viu que 7(x) podia ser aproximado pela fungao , € que essa aproxima-
(1777-1855)também chegou a conjecturar algo semelhante ao que Legendre conjecturou.
As ideias de Legendre e Gauss, s6 foram realmente demonstradas cerca de 100 anos mais
tarde. Foi no ano de 1896 que foi demonstrada pela primeira vez, e foram duas demonstra-
¢oes independentes, uma pelo matematico francés Jacques Hadamard (1865-1963) e outra
pelo belga Charles de la Vallée Poussin (1866-1962). Essas demonstracoes se baseavam
nas ideias de um outro grande matemaético do século, Bernhard Riemann (1826-1866). O
resultado demonstrado é o famoso teorema dos nimeros primos, que afirma que:

i T

T
T—00 +—F—

In(z)

O que torna os nimeros primos interessantes ¢ que sabendo a posicao de um ntumero
primo nao existe um padrao para se chegar ao proximo. E é essa distribuicdo "irregu-
lar"dos primos que fez e faz com que muitos mateméaticos famosos conjecturassem formulas
polinomiais para determinar somente ntmeros primos dentro do conjunto dos naturais,
mas nenhuma das conjecturas criadas consegue cobrir uma infinidade de primos, sé fun-
cionam para alguns elementos na sequéncia do conjunto dos niimeros naturais. Como
exemplos bem conhecidos temos as formulas(conjecturas):

e Leonhard Euler n? + n + 41(s6 funciona para valores de 0 a 39)

e Mersenne (S6 funciona para alguns primos) M, = 2P — 1.

e Fermat F;, = 2" + 1(s6 funciona para n de 1 a 4)

Observacao 3.8. Os maiores primos conhecidos atualmente sao os primos da forma M, =
2P — 1. O maior conhecido até o momento é o 51° ntimero primo de Mersenne, que é o
nimero: 252°89933 _ 1 Para se ter uma ideia, esse ntimero é formado por 24862048 digitos,
cerca de 1,5 milhao de que o tltimo ntimero primo descoberto em 2017, o 50° primo de
Mersenne: (277232917 _ 1),
A distribuicdo dos nimeros primos ainda envolve muitos mistérios e a esse fato
ainda existem muitos problemas em aberto. vejamos alguns:

1. Existem infinitos pares de primos gémeos?

2. Sempre existe um nimero primo entre dois niimeros quadrados consecutivos?
3. A seguéncia de Fibonacci contem infinitos nimeros primos?
4

. A famosa conjectura que Goldbach formulou a Euller: todo ntimero inteiro par
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maior que ou igual a 4 é a soma de dois niimeros primos?

5. Existem infinitos primos da forma &2 + 1.

6. Primos de softhie Germain: Um ntmero primo p é um primo de sofhie Germain
se 2p + 1 também é primo primo. Existem infinitos primos de sofhie Germain?
Segundo Hefez (2016) o mais importante problema em aberto em teoria dos niimeros
é a hipotese de Riemann. Essa conjectura afirma que a distribuicao dos nimeros
primos nao é aleatéria e que seque um padrao descrito por uma equacao chamada

funcao zeta de Riemann.

Os proximos resultados mostram algumas demonstragoes que atestam a infi-
nitude dos nimeros primos. Existe uma grande quantidade de demonstragoes por muitos
matematicos famosos. Apresentaremos a mais famosa, a dada por Euclides de Alexandria
em seu livro Os elementos, uma demonstracao usando os nimeros de Fermat e por tltimo
uma demonstragao atribuida ao matematico Francés Charles Hermite (1822-1901), uma
demonstracao bem simples e direta sobre a infinitude dos ntimeros primos.

Teorema 3.5 (Teorema de Euclides). A quantidade de nimeros primos é infinita.
Demonstragao: Faremos a prova por reducao ao absurdo.
Suponha que existe uma quantidade finita de nimeros primos e denotemos estes por

D1, P2, D3, - - - Pp. Consideremos o niimero

N=pi-pps-...-pntL

Se chamamos de p o seu menor divisor primo, obviamente p nao coincide com nenhum

dos numeros p;, 1 < ¢ < n, pois caso contrario, como ele divide N, teria que dividir 1,

pela Proposicao item , 0 que nao pode acontecer, pois todo p > 2. Logo, temos

uma contradicao a hipotese de termos uma quantidade finita de primos. [ |
Embora os nimeros de Fermat nao seja uma boa fonte de nimeros primos

pode-se mostrar que existem infinitos ntimeros primos através deles pela proposicao a

seguir

Proposicao 3.13. Se m # n entio (fn, fm) = 1.

Demonstracao: Suponhamos sem perda de generalidade que n>m, entdo n = m + x, x

€ N como:
22" = (27 1) (2% - 1)),

temos,
(277 -1 = (@ N +)

= (@7 A ))ETTT DT+ 1)
= (@7 A DETTT AT D) 2 (2 - 1))
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Logo,
227L + 1|2277L . 1.

Ou seja, existe k € Z
22" —1=(2"" 4+ 1)k.

E entao
2" +1) - (2 + Dk =0.

Adicionando 2 em ambos os membros, teremos:
2% —D+2-2" +1Dk=0+2.

Portanto,
¥+ 1) -2 + Dk =2.

Seja d = (fn, fm), como d| f,, e d| f., pelas propriedades de divisibilidade, d|f, — k- f, = 2,
portanto d|2. Assim d = 1 ou d = 2. Como todos os nimeros de Fermat sdo impares,
devemos ter d = 1. Como temos infinitos nimeros de Fermat e dois a dois sdao primos
entre si entao podemos concluir que os niimeros primos sao infinitos. [ |
Teorema 3.6. Dado n € N com n > 3, sempre existe um primo p maior que n.
Demonstracao: Seja o nimero n! —1 > 1, temos que esse niimero é primo ou composto.
e Se n! — 1 for primo, certamente é maior que n.
e Se n! — 1 for composto existe p|n! — 1. Suponhamos que p < n, entdao p|n!, como
pln! — 1 e p|n! entdo p|1 que é sua diferenca, logo p = 1, o que é um absurdo.

Portanto s6 pode ser p > n, como queriamos demonstrar. [ |

3.4 O TEOREMA DE EULLER E PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

O préximo teorema e a sua consequéncia imediata o Pequeno Teorema de
Fermat e o Teorema Fundamental da Aritmética sao ferramentas fundamentais para o

desenvolvimento da aplicagao pratica da teoria dos nimeros no ramo da Criptografia

RSA.
Teorema 3.7 (Teorema de Euller). Sejam m,a € Z e (a,m) = 1. Entao:

a?™ =1 mod m.

Demonstragao: Seja 71, -+ , 7y um sistema reduzido de residuos mod m. Pela Pro-
posi¢ao (3.11), temos que a - 71 - ... @ - Typy forma um sistema de residuos mod m e,
portanto,

ATy e @ Tym) =T1" ... Tyany mod m.
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Dessa forma,

aso(m).Tl-TSO(m)ETl'TSO(m) mOdm

Como (71 - ... Tym), m) = 1 podemos realizar o corte, pelo Corolario (3.3), assim:
a?™ =1 mod m.

|

Segundo Lemos (2001), o proximo resultado que foi provado por Fermat, é uma
consequéncia de um resultado bem mais geral obtido por Euller. Aqui apresentaremos
como corolario pois ¢ uma aplicacao direta do Teorema de Euller apresentado acima.
Corolario 3.6 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam a € Z e p um nidmero primo tais
que (a,p)=1. lem-se que:

a®'=1 mod p.

Demonstracao: Como ¢(p) = p— 1 substituindo na fungio de Euler teremos o resultado
desejado. [ |

Para outra demonstracao consulte Hefez (2016).

Vejamos a solugao dos exemplos apresentados a seguir para uma melhor compreensao dos

resultados a presentados.

Exemplo 3.25. Qual o resto da divisao de 2023%por59?
Solucgao: Note que (2023,59) = 1 e 59 é primo. Logo pelo pequeno Teorema de Fermat
temos que:

2023°®* =1 mod 59.

Logo o resto da divisao é 1.

Exemplo 3.26. Vamos achar o resto da divisdao de 237?% por 13.
Solugao: Note que 237 =3 mod 13, pois 3 é o resto da divisao de 237 por 13.
Como (237,13) = 1. Pelo Pequeno Teorema de Fermat, que

2372 =1 mod 13.

Logo pelas propriedades de congruéncia, teremos que:

237** = (237"%)? =1 mod 13. (41)

De forma analoga

237" =3"=81=3 mod 13. (42)



Multiplicando membro a membro as congruéncias e , teremos que:
237 =3 mod 13.

Portanto, o resto da divisao de 2372 por 13 ¢ 3.

67
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4 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Neste capitulo iremos apresentar o resultado principal desse trabalho. O Te-
orema Fundamental da Aritmética, também conhecidos em algumas literaturas como
teorema da fatoracao tnica. O resultado desse teorema serd apresentado em duas partes,
existéncia e unicidade.

Descobrir as menores partes que constituem uma substancia, os seus a4tomos
é essencial para que possamos desvendar as suas principais propriedades. Na matema-
tica com os nimeros inteiros ocorre algo semelhante, no caso os nimeros primos sao os
atomos, e cada ntimero inteiro pode ser escrito como um produto de ntimeros primos. Se-
gundo Coutinho(2005) "O conhecimento dessa decomposi¢ao nos levara a descobrir véarias
propriedades interessantes sobre os numeros inteiros."

Essa importante propriedade dos niimeros inteiros comegou a ser desvendada
na Grécia antiga por Euclides que em sua principal obra Os Elementos, escreveu pro-
posicdes que juntas equivalem ao Teorema Fundamental da Aritmética. a partir dai o
resultado foi sendo usado por varios outros matematicos, e como Euclides nao tiveram
a preocupacao de demonstra-lo em sua totalidade, talvez por estarem preocupados em
demonstrar outros resultados. Foi somente no ano de 1801 que essa importante proprie-
dade dos numeros inteiros foi formalmente demonstrada em sua totalidade: existéncia e

unicidade, na obra Desquisitiones arithmeticae do matematico C.F. Gauss.

4.1 CONTEXTO HISTORICO

O estudo das propriedades dos nimeros inteiros é atestado desde as civilizacoes
mais antigas, no entanto é na Grécia antiga nos escritos do matemaéatico Euclides de
Alexandria (por volta de 325 a.C.-265 a.C.) (Figura [, onde primeiro identificamos a
teoria dos nimeros como a conhecemos hoje, na sua mais famosa obra Os Elementos de
Euclides.

O Teorema Fundamental da Aritmética ja era utilizado nessa época, como
podemos ver nas proposicoes 30, 31 e 32 do livro VII e 14 do livro IX, sobre isso Hefez
(2016) afirma, "Esse resultado, porém, nao explicitamente enunciado em sua totalidade,
esta essencialmente contido nos Elementos de Euclides. pois ele é consequéncia quase que

imediata de proposi¢oes que 14 se encontram."
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Vejamos o que dizia cada proposigao:

Proposicao-30. Caso dois nameros sendo multiplicados entre si, facam
algum e algum ndmero primo meca o produzido deles, medird também
um dos do principio.

Proposicao-31. Todo ntimero composto é medido por algum nimero
primo.

Proposicao-32. todo ntimero ou é primo ou é medido por algum nimero
primo.

Proposigao-14. Caso um ntmero seja o menor medido por primos, sera
medido por nenhum outro primo além dos que medem no principio.

A combinacao dos resultados das proposicoes da uma ideia do que conhecemos
hoje como, o Teorema Fundamental da Aritmética.

Para mais detalhes veja: Bicudo (2009).

Ao longo da Historia muitos outros mateméaticos apresentaram resultados em
que se usava o Teorema Fundamental da Aritmética, mas nao tiveram a preocupacao de
demonstra-lo em sua totalidade. Isso se confirma em Coutinho , quando afirma:

O primeiro a enuncii-lo na forma com o conhecemos hoje foi C.F. Gauss
na §16 de seu famoso livro Disquisitiones arithmeticae. Isto nao significa
que o fato expresso no teorema nao houvesse sido usado implicitamente
por outros matematicos desde a Grécia antiga.

Podemos citar entre os mais famosos: Leonard Paul Euller (1707-1783) e Adrien-Marie
Legendre (1752-1833).

Segundo Coutinho (2005) "Euller foi sem dtividas um dos maiores e mais férteis
matematicos de todos os tempos. Na matemética deu sua contribuicao em muitas areas”.
O matemaético Leonard Paul Euller (1707-1783) (Figura [2) que em seu livro Elements of
Algebra (1765) estabelece uma parte do Teorema Fundamental da Aritmética sem prova-lo

propriamente e também apresentou uma afirmacao para a parte da unicidade.
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Na parte I, na sessao I do Capitulo IV e paragrafo 41, Euller afirmou a existén-
cia da fatoracao em primos e forneceu uma prova parcial. Como podemos ver no escrito
do paréagrafo 41.

Vejamos o que diz o paragrafo 41:

Todos os numeros compostos pode ser representado por fatores, resul-
tando a partir dos ntmeros primos mencionados; ou seja, todos os seus
fatores sao nimeros primos. Para se encontrar um fator que nao é nu-
mero primo, pode sempre ser decomposto e representado por dois ou mais
ntmeros primos. Quando temos representado por exemplo o nimero 30
por 5x6 é evidente que 6 ndo ser um nimero primo, mas sendo reprodu-
zido por 2x3, poderiamos ter representado 30 por 5x2z3 ou 2x3x5; quer
dizer, por todos os fatores que sdo todos os ntimeros primos.

Euler também nao demonstrou a unicidade da fatoracdo em ntimeros primos,
porém ele deu uma declaracao relacionada, sem provas, que pode ser equiparada a unici-
dade, no Paragrafo 65, do Capitulo VI, da Secao 1 da Parte 1.

Veja o que diz o paragrafo 65:

Quando, portanto, conseguimos representar qualquer nimero, por seus
fatores simples, fica mais facil exibir todos os nameros pelos quais ele
é divisivel. Para isso temos, em primeiro lugar, que tomar os fatores
simples um a um, e, em seguida, multiplicid-los entre si dois a dois, trés
a trés, quatro a quatro, etc. Até que chegamos ao ntimero proposto.

Figura 2 — FEuler

O leitor interessado em mais detalhes pode consultar Euler (2012).

Adrien-Marie Legendre (1752-1833) (Figura[3)) foi um matemaético Francés que

contribuiu em varias areas da matematica, em teoria dos numeros, se destaca o seu livro
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Théorie des Nombres publicado em 1830. E nesse livro que ao se referir aos nimeros
compostos, escreveu que, "qualquer nimero nao primo N, pode ser representado por um
produto de varios nimeros primos «, 3,7, etc. Cada elevado a alguma poténcia, de modo
que sempre se pode supor N = o™ - f" - 4P - etc."(LEGENDRE,1808). Em seguida, sua

prova segue-se imediatamente dando continuidade a mesma proposicao VIII como:

O método a seguir, a fim de executar essa decomposi¢do, consiste em
tentar dividir N por cada um dos niimeros primos 2,3,5,7,11, etc., co-
mecando com o menor. Quando a divisdao é bem sucedida com um destes
numeros «, repete-se quantas vezes quanto for possivel, por exemplo, m
vezes, e chamando o ultimo quociente P, temos N = o™ - P. O numero
P nao pode ser dividido por «, e é inutil tentar dividir P por um ntmero
primo menor do que «, se P for divisivel por @, onde 6 é inferior a «,
é claro que N também seria divisivel por 6, o que contraria a hipotese.
Devemos, portanto, tentar dividir P por niimeros primos maiores que «;
assim obtemos em sucessdo P = 8" - Q; @ = +? - R, etc., que ird dar
origem a N = o™ ["P - etc.

Pelo método apresentado por Legendre, qualquer niimero dado tem a mesma
decomposicao em fatores primos. O resultado apresentado por Adrien-Marie Legendre
poderia ser considerado o Teorema Fundamental da Aritmética, pois o enunciado mostra
a existéncia, porém mnessa proposicao nao se fala nada sobre a unicidade do Teorema
Fundamental da Aritmética.

Quanto a unicidade, uma declaracao relacionada com a mesma foi dada no
mesmo livro "Um namero N pode ser expresso na forma o™ " P - etc., cada um divisor
de N serd também de forma a"- 5% 9 - etc., onde os expoentes u, v, q, etc., nao ser maior
que m,n,p, etc. "(LEGENDRE,1808). Nessa passagem, o que o matematico Adrien Marie
Legendre estava querendo, era encontrar todos os divisores de um ntmero, e, também a
soma desses mesmos divisores. A partir dessa afirmacao, se poderia facilmente provar a

unicidade.

Figura 3 — Adrien-Marie Legendre (1752-1833)

Fonte: Eves (2004).
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Para mais detalhes consulte Legendre .

O Teorema Fundamental da Aritmética, foi provado em sua totalidade, so-
mente no ano de 1801, quando o famoso matematico Johann Carl Gauss (1777-1855)
(Figura [4)) enunciou e provou as duas partes do teorema (existéncia e unicidade) da fa-
toracao em primos para os nimeros inteiros positivos no artigo 16 da sessao II, em seu

livro, Disquisitiones Arithmeticae. Segundo Coutinho(2005):

Aos 17 anos Gauss decide incursionar na Aritmética, com o projeto de
esclarecer, completar e desenvolver o que seus predecessores haviam re-
alizado. Em 1798, aos 21 anos, Gauss produz uma das obras primas de
toda a matematica o livro Disquisitiones Arithmeticae que seria publi-
cado somente em 1801.

No artigo 16 o teorema esté enunciado da seguinte maneira," Qualquer niimero composto
pode ser resolvido em fatores primos de uma tinica maneira".(GAUSS,1995). Exatamente

da forma como o conhecemos hoje.

Figura 4 — Johann Call Friedrich Gauss

| L\
Fonte: Wittmann (2020).

Segundo Coutinho (2005), "Euler popularizou a teoria dos nimeros como Fer-
mat nao o havia conseguido. Mas o desenvolvimento sistematico da teoria s6 teria inicio

com a Disquisitiones arithmeticae do alemao C F Gauss".
A notacao desenvolvida e utilizada por Gauss em seu livro Disquisitiones arith-
meticae é a mesma que utilizamos até os dias de hoje. Segundo Boyer (2019))

uma das contribuicoes de Disquisitiones, foi uma prova rigorosa do te-
orema, conhecido desde os dias de Fuclides, que diz que todo inteiro
positivo pode ser representado de uma e uma s6 maneira (exceto pela
ordem dos fatores) como produto de primos.

A demonstracao apresentada por C.F. Gauss(1995) em seu livro Disquisitiones Arithme-
ticae diz:
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Demonstracao: Esta claro a partir de consideracoes elementares que
qualquer ntmero composto pode ser resolvido em fatores primos, mas
muitas vezes é erroneamente dado como certo que isso nao pode ser feito
em véarias maneiras diferentes. Suponhamos que um ntmero composto
A = a®.bP.¢7, ete., com a, b, ¢, etc. nameros primos desiguais, podem
ser resolvido de outra maneira em fatores primos. Primeiro é claro que
neste segundo sistema de fatores ndo pode aparecer nenhum outro pri-
mos exceto a, b, ¢, etc., ji que nenhum outro primo pode dividir A que é
composto por esses primos. Da mesma forma, neste segundo sistema de
fatores nenhum dos ntimeros primos a, b, ¢, etc pode estar faltando, caso
contrario, nao dividiria A (artigo anterior). E assim estes duas resolu-
¢Oes em fatores podem diferir apenas no fato de que em um deles algum
namero primo aparece com mais frequéncia do que no outro. Deixa o
primo p, que aparece em uma resolucao m vezes e na outras n vezes, e
seja m > n. Agora remova de cada sistema o fator p, n vezes. Como
resultado, p permanecerid em um sistema m — n vezes e estard comple-
tamente ausente do outro. Isto é, temos duas resolucées em fatores do
namero A/p". Uma delas ndo ndo contém o fator p, o outro contém
m — n vezes, contradizendo o que acabamos de mostrar.

Pela demonstracao dada por F.C. Gauss ele nao comentou nada sobre a existéncia, foi
aceita a partir de consideracoes elementares. Gauss se esfor¢cou em demonstrar a unicidade
a partir do artigo anterior, conhecido como o Lema de Euclides.

Para mais detalhes consulte Gauss (1995).

4.2 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Depois desse breve contexto histoérico, agora enunciaremos e demonstraremos

o0 Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 4.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo ndmero natural maior do
que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como um
produto de nimeros primos.

Veja que o teorema nos diz duas coisas, primeiro que a fatoracao existe e
segundo que essa fatoracao é tnica. Portanto devemos provar dois fatos: existéncia e
unicidade.

Vejamos a demonstracao a seguir.
Demonstracao: Usaremos a segunda forma do Principio de Inducgao.
Se n = 2, o resultado é obviamente verificado.
Suponhamos o resultado valido para todo ntimero natural menor do que n e vamos provar
que vale para n.
Se o ntimero n é primo, nada temos a demonstrar.
Suponhamos, entao, que n seja composto. Logo, existem ntmeros naturais n;, e ns tais
quen =mny-ng,coml <n;<ne 1 <ny <n.

Pela hipotese de inducao, temos que existem nimeros primos pi, Pz, ---,Pr € q1,q2, - - -, qs
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taisque ny =py-pPa-...-pPrene=q - Q- ... qs. Portanto,
n=mn; -Ng=pr-pP2--.-"Pr-qr-qz2-..."(s.

Como queriamos demonstrar.
Vamos, agora, provar a unicidade da escrita.

Suponha que n=p; py-...-pren=gq -Gz -...- (s, OU S€ja,

n=pir-p2-.---"Pr=4qr-qz2-..."4gs

onde os p; e os g; sao numeros primos. Dalf,

Pl -ge .- s,

e, pelo Corolario (3.4, temos que p; = ¢; para algum j do conjunto{l,2,...,s} que,
apo6s reordenamento de ¢y, ..., qs, podemos supor que seja ¢;. Assim p; = ¢;. Fazendo o

cancelamento teremos que:

P2 -.."Pr=4q2"..."(s.

Pelo mesmo processo temos que p, = ¢o, assim
P3-Pac---Pr=4q3°q4" ... (s
Continuando o processo e supondo sem perda de generalidade que r < s chegaremos que:
l=¢q41 Gry2 - Qs

O que é impossivel pois todos os nimeros da direita da igualdade sao niimeros primos e
logo por definicao maiores que ou igual a 2.

De forma analoga e supondo s < r, chegaremos que:

L= Post Por2 oo Pr

O que também é impossivel.
Logo s6 podemos ter r = s e p; = q; para cada i = 1,2,...,r. O que conclui a
demonstracao. [ |
Sendo n = p; - po - ... p, note que da forma como estao definido os primos p

com 1 < k < r podem ser distintos ou nao. Dessa forma podemos reordenar os primos

iguais na forma de poténcia e reescrever n da seguinte forma,

_ N1 2 n3 n
n=p; P P3P
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onde os nimeros primos pq, p2, P3, - - - , Ps sao0 distintos dois a dois, e ny,n9, ng,...,ns € N,
com s > 1.

Observamos que escrito nessa forma, n estd decomposto como produto de
poténcias cujas bases sao ntimeros primos distintos dois a dois. Esta forma de representar

o nimero natural n > 1, como sendo:

_ N1 72 n3 n
n=p; Py Pz ... Ps-

Essa maneira de representacao dos niimeros ¢ denominada forma candnica, e essa repre-
sentacao serd bastante utilizada para demonstrar as aplicacoes deste teorema, ja que a
fatoracao de um ntimero natural em primos revela a sua estrutura multiplicativa.

Para os leitores mais curiosos que pretendem ver outras demonstracoes, con-
sulte Coutinho (2005) e Hefez (2016)).

O proximo capitulo apresentard uma série de resultados e aplicacoes em que se
utiliza o Teorema Fundamental da Aritmética como ferramenta indispensavel na obtencao
dos resultados.

Agora, apresentaremos algumas das aplicagoes que sao consequéncias imedia-
tas desse importante teorema da teoria dos niimeros:

e Reformulacao do Teorema de Euller

e Divisores de um nimero natural.

Quantidade de divisores de um niimero natural.

Soma dos divisores de um numero natural.

produto dos divisores de um nimero natural.
MMC e MDC de um ntmero natural.

4.3 REFORMULACAO DO TEOREMA DE EULLER

O proximo resultado que serd apresentado como uma proposicao é uma formu-
lagao do Teorema de Euler. Segundo Coutinho (2005) esse resultado é fundamental para

o sistema criptografico RSA.

Proposicao 4.1. Seja m um inteiro livre de quadrados, entao para todo a € Z e todo
k € Z tem-se que:

ko(m)+1

a =a mod m.

Demonstragao: Como m ¢ livre de quadrados, sua forma decomposta em fatores primos
é:
m=pi1-p2-..."Pr

onde, p1, pa, ..., pr sao primos distintos. Como,

o(m) =@(p1)-p(p2) ... olpr) =1 —=1) - (p2—1) ... (pr — 1).
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Fazendo, k; = k(p1 —1) - (p2—1)-...- (pic1 — 1) - (pigs1 — 1) - ... - (pr — 1). Temos que:
aFem+l — gkilpi=D+1 = ¢ od p;.
Como pela Proposi¢ao item 2, temos que, [p1,...,pr] =p1 ... pr = m. Logo:
amH =4 mod [py,...,p)] = ™ =04 mod m.
Como queriamos demonstrar. [ |

4.4 OS DIVISORES DE UM NUMERO NATURAL

Teorema 4.2. Seja n = plfl -p;” ... pF a decomposicao candnica do inteiro positivo n

> 1, entao os divisores positivos de n sao precisamente os inteiros d da forma:

d=pl-py2ph ... ph

onde 0 < h; <k;j(i=1,2,...,7).
Demonstracao: Obviamente, os divisores triviais sao d = 1 e d = n que se obtém quando,
respectivamente, temos: hy =hy=...=h, =0e hy = ki, ho = ko, ..., h, = k,.

Suponhamos, pois, que d é um divisor ndo trivial de n positivo, e seja p a
poténcia de um primo p que figure na decomposigdo de d em fatores primos. Como p'i|n,
segue pelo Corolério e o item 6 da Proposicao , que p divide algum pf por
ser primo com as demais potencias de fatores primos de n, e, consequentemente, p = p; e
0 < h; < k;. Como queriamos demonstrar. [ |

Conhecendo a decomposicao canonica de um ntimero inteiro positivo se torna
bem pratico a visualizacao da forma de seus divisores, e com isso é bem mais facil encontrar
os divisores de determinado ntimero. Enquanto que se nao conhece a sua decomposicao
canonica se torna bem mais complicado encontrar os divisores de um niimero grande, pois
teriamos que realizar uma grande sequéncia de operacoes.

Vejamos o exemplo a seguir para um melhor entendimento do resultado apre-

sentado.

Exemplo 4.1. Dados os nimeros a = 3% - 10 - 7°° ¢ b = 1536. Mostre que bla.

Solugao: Note que a decomposicao de b em fatores primos é:
b=2"-3,
e fatorando a em fatores primos teremos:

a=2°-39.5%. 75
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Pelo Teorema, , apos decompostos os niimeros em fatores primos, bla se:
e Todos os fatores primos de b estiverem na decomposicao de a e;
e Os expoentes desses fatores primos comuns de b, forem menores ou iguais aos expo-
entes dos fatores comuns que estao em a.
Como todos os fatores primos de b (2 e 3) estdo em a e os expoentes desses fatores sao
menores ou iguais aos expoentes dos fatores comuns que estao em b, temos que ba.
Portanto 15363 - 109 - 7°.

Agora iremos apresentar um resultado que conta o nimero de divisores de
inteiro positivo, gracas ao Teorema Fundamental da Aritmética. As aplicacoes desse re-
sultado ja sao apresentadas aos alunos desde o ensino fundamental 1T e segue até o ensino
superior, além de ser cobrado em avaliacoes e exames de nivel nacional como: Exame
Nacional do ensino Médio (ENEM), Exame Nacional de Qualificacao (ENQ), Exame Na-
cional de Acesso (ENA-PROFMAT), Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), entre

outros, como podemos ver através dos exemplos apresentados.

4.5 QUANTIDADE DE DIVISORES DE UM NUMERO NATURAL.

Teorema 4.3. Sen = plfl -pSQ-pg?’ o phr € a decomposicio candnica do inteiro positivo
n > 1, entao:

dn) = (ky+1) - (hy+ 1)+ ...+ (b + 1),

onde: d(n) representa a quantidade de divisores do nimero n.
Demonstragao: Pelo Teorema (4.2)), os divisores positivos de n sdo precisamente os

inteiros d da forma:

h ha h .
d:pll 'p22'p33‘--"pﬁ7

onde: 0 < hy < k1,0 < hy <ky,...,0<h, <k, Temos k; + 1 maneiras de escolher o
expoente hq, ko + 1 maneiras de escolher o expoente ho, ..., k. + 1 maneiras de escolher o
expoente h, e, portanto, o niimero total de maneiras de escolher os expoentes hy, ho, ..., h,

é, pelo principio fundamental da contagem:
(k1 +1) (ko+1)-...- (k- +1).
Assim sendo, o nimero d(n) de divisores positivos do inteiro n > 1 é dado pela formula:
dn)=(k1+1)- (ke +1)-...- (k +1).

Como queriamos demonstrar. [ |
Vejamos uma aplicagao do resultado apresentado no Exame Nacional de Acesso

(ENA).

Exemplo 4.2. (PROFMAT 2012-EXAME NACIONAL DE ACESSO). O ntimero total
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de divisores positivos de 10! =10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 é igual a:
e (a) 15
e (b)270
e (c) 320
e (d) 1024
e (e) 10!
Solucgao: Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, observe que 10! pode ser escrito

Ccomo:

100 = 10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
= (2:5)-(3-3)-(2-2-2)-7-(2:3)-5-(2-2)-3-2-1
= 28.3%.52.7

Logo, pelo Teorema , cada divisor de 10! sera da forma 2™ -3"-5P .77 onde, m,n,p, q
sao numeros naturais tais que 0 < m < 8 0 < n < 4 0<p < 2,0 <L g < 1.
Portanto, pelo principio multiplicativo temos que a quantidade de divisores de 10! ¢é
®+1)-44+1)-2+1)-(1+1)=9-5-3-2=270.
Portanto o item correto é o item (B).

Exemplo 4.3. (OBM 2012 — 12 FASE — NIVEL 2). Qual é o menor niimero impar que
possui exatamente 10 divisores positivos incluindo o 1 e o proprio nimero?

e (a) 1875

e (b)405

e (¢)390

e (d)330

e (¢)105
Solucao: Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, os niimeros que possuem exatamente
10 divisores positivos podem assumir apenas uma das possiveis formas: p*q ou p onde p e
q representam primos distintos. O menor niimero impar da primeira forma é 3* -5 = 405,
enquanto o segundo nimero é 3%, que é bem maior do que 405.

Logo, a resposta correta esta no item (B).

Exemplo 4.4. (ENQ 2017/1)
1. Prove que um numero inteiro positivo n possui uma quantidade impar de divisores
se, e somente se, ¢ um quadrado perfeito.
2. Sejam a e b numeros inteiros positivos com (a,b) = 1. Prove que, se ab é um
quadrado perfeito, entao a e b sao quadrados perfeitos.
Solucao:

1. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética

o] 9 «
n=mp; Py :..."p.",
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onde p; < ps < ... < p,, 520 nMeros primos e oy, Qs, . .., A, SA0 Nimeros inteiros

positivos. A quantidade de divisores de n é dada por
d(n) = (a1 +1) - (a2 + 1)+ ... (o +1).

e (=) Se n tem namero impar de divisores, entdo todos os fatores de d(n) sao

nimeros impares, ou seja, oy, o, ..., Q, sao0 niumeros pares. Portanto,
(05} (0] (7%
— (2 2 2 \2
n=(p* - p P )

Que é um quadrado perfeito.

e (<) Reciprocamente, se n ¢ um quadrado perfeito, entdao n = 2, para algum
¢ € Z. Isto implica que todos os «; sdo nimeros pares e entdo d(n) é impar,
por ser o produto de impares.

2. Sejam a = a}' -a§2-...-afk eb=0b"-by2-... - b,
a decomposicdo destes nimeros em fatores primos distintos, pois como (a,b) = 1,

eles nao tém fator primo em comum. Ao efetuar o produto de a e b obtemos,
ab:afl-a§2-...-afk-b?l-béQ-...-bg\t,

dab) = (B +1)(Ba+1) ... (B + M+ 1A+ 1) ... (A + 1).

Que é a decomposicao de ab em fatores primos.
Como ab é um quadrado perfeito, pelo item a), a quantidade de divisores de ab é

impar, isto é,
dab) = (bi+1)(Ba+1) ... B+ DM+ DA+ 1) ... A+ 1)

é impar.

E pelo item a): d(a) é impar e d(b) é impar, ou seja, a e b sao quadrados perfeitos.

Exemplo 4.5. Encontre o niimero de divisores positivo do nliimero
A = (3244)° + 5(3244)" + 10(3244)° + 10(3244)* + 5(3244) + 1.

Solugao: Lembrando que (x + 1)° = 2° + 524 + 102 + 1022 + 52 + 1, a expressao acima
pode ser reescrita como:
A= (32444 1)° = 3245°.

Como 3245 = 5-11-59 e essa fatoracao é tnica pelo Teorema Fundamental da Aritmética
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e, portanto, pelo teorema apresentado teremos:
A =3245° = (5-11-59)° = 5° - 11° - 59°.
Portanto a quantidade de divisores positivos de A é:
G+1)-54+1)-(5+1)=6-6-6=216.

Exemplo 4.6. (ENEM 2014). Durante a Segunda Guerra Mundial, para decifrarem
as mensagens secretas, foi utilizada a técnica de decomposicao em fatores primos. Um
numero N é dado pela expressao 2% - 5Y - 7%, na qual z, y e z sdo nimeros inteiros nao

negativos. Sabe-se que N é miltiplo de 10 e é miltiplo de 7. O ntimero de divisores de
N, diferentes de N, é:

e Az -y-z

e B)(z+1)-(y+1)

e C)z-y-z—1
eD)(z+1)-(y—1)-2

E)(z+1)-(y+1)-(2+1) -1

Solucao: Temos que o nimero N = 2% -5Y - 7%, O fato de N ser multiplo de 10, significa
que na decomposicao de N ira aparecer pelo menos um fator 2 e pelo menos um fator 5,
ou seja, tanto o expoente x como o expoente y sao diferentes de 0. Do mesmo modo que o
fato de N ser miltiplo de 7 significa que na fatoracao de N havera algum fator 7, ou seja,
o expoente z serd diferente de 0. Para obtermos o nimero de divisores de um numero
N a partir de sua decomposicao em fatores primos, devemos obter todas as combinacoes
possiveis para seus expoentes incluindo o zero. Assim, em nosso caso, as possibilidades
para o expoente do fator 2 sao iguais a x mais o zero , isto é, x + 1. De modo anélogo, as
possibilidades para os expoentes y e z, respectivamente sao y + 1 e z + 1. Assim, temos
que o nimero de divisores de N é (z + 1)(y + 1)(z + 1), incluindo o préprio N. Como
queremos os divisores diferentes de N, teremos: (z+1)-(y+1)-(z+1) — 1.

4.6 A SOMA DOS DIVISORES DE UM NUMERO NATURAL.

Através do Teorema Fundamental da Aritmética e com conhecimentos bési-
cos de progressao geométrica ¢ possivel encontrar uma expressao para se determinar a
soma dos divisores de um niimero positivo como veremos a seguir através do teorema

apresentado abaixo.

Teorema 4.4. Se n = p’fl -p’§2 S pff € a decomposicao candnica do inteiro positivo

n > 1, entdo a soma dos divisores de n, denotado por S(n), é dada pela expressao:

ki+1 1 ke+1 1
S(n) _ pl . p . pr

p1—1 p2—1 pr—1

ko+1
oo —1
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Demonstragao: considere o produto
A4+pr+p2+.. 40 - (L+pr+pi+... +py) .- (L 4+p.+p2+...+ph).

Pelo Teorema, cada termo do produto ¢ um divisor positivo de n.

Assim s(n) é a soma de todos os termos do desenvolvimento, mas cada termo
do produto apresentado acima é uma progressao geométrica, de primeiro termo igual a
1(ay = 1) e razdo p( r = p). Logo aplicando a férmula da soma do termo da progressao

geométrica em cada termo do produto

(I+pi+p2+. . +p) - L +pr+ps+.. . 4+p5) - (L+p+p2+... +ph)
teremos: P _—
s(n):pll _1_1722 _1. 'pﬁrﬂ_l
p1—1 p2—1 pr—1
Como queriamos demonstrar. ]

Vejamos a solugao dos exemplos a seguir para uma melhor assimilagao do

resultado apresentado.

Exemplo 4.7. Determine a soma dos divisores do ntimero a = 2% - 3% - 5° .

Solugao: Pelo Teorema (4.4), a soma dos divisores do ntimero a é:

:pllf1+1_1‘p’2€2+1_1.p

p1—1 p2—1 p3—1

k‘3+1
3 - 1

(2% - 35 . 59)

substituindo as variaveis, teremos:

29+1 -1 36+1 -1 54+1 -1
2-1 3-1 5-1
37 -1 55— 1
2 4
(219 —1)-(3"—1)-(5° = 1)
3 .

s(27-3%.5%) =

Exemplo 4.8. A soma dos divisores positivos do nimero inteiro 180 é:

Solucao: Note que a decomposicao canonica de 180 é

180 = 22.32.5,
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Logo pelo Teorema (4.4)), temos que:

s(180) = s(2%-3%.5)
22+1 _ 1 32+1 _ 1 51+1 _ 1
2-1 3—-1 b5—-1

T 26 24
1 2 4
4368
8
= 546.

Logo a soma pedida é 546.

4.7 O PRODUTO DOS DIVISORES DE UM NUMERO NATURAL

Uma outra aplicacao do Teorema Fundamental da Aritmética é para o calculo
de um resultado pouco usado, o calculo do produto dos divisores de um ntimero inteiro

positivo. Como veremos através do proximo teorema.

Teorema 4.5. O produto dos divisores positivos de um inteiro positivo n > 1 € igual a

d(n)
n 2

onde d(n) representa a quantidade de divisores no nimero n.

Demonstragao: Sejam d;,dy, ..., dgn) todos os divisores positivos de n, de modo que
existem os inteiros qi,qo, ..., qamn) tais que n = dy - q1, n = dz - q2, ..., N = dam) * Qi)
Como
di-dy-...-dam)y=q1° G2 - Qd(n),
porque cada um dos inteiros qi, q, . . ., qan) também é divisor de n, temos:
d(n)

nd(") = (d1 cdy . dd(n)>2 — (dl cdy ... dd(n)) =n 2 .

Como queriamos demonstrar. [ |

Vejamos o resultado aplicado ao exemplo abaixo.

Exemplo 4.9. Determine o produto dos divisores positivos de 30.

Solugao: Como a forma fatorada canénica de 30 = 2 - 3 - 5. Pelo Teorema (4.2]),
dn)=(1+1)-(1+1)-(14+1)=2-2-2=8.
Portanto usando o Teorema (4.5 apresentado teremos que:

= 30* = 810000.
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Uma das aplicagoes mais usuais do TFA é para o calculo de MMC e MDC, um assunto
j& abordado nos nossos livros didaticos desde o ensino fundamental. Com o auxilio do
Teorema Fundamental da Aritmética, o calculo de maximo divisor comum e do minimo
multiplo comum pode ser realizado de forma bem Aagil sem muitos calculos. Note que
nas preliminares foram apresentadas ferramentas bastante titeis para se calcular o MDC
e o MMC, s6 que com as mesmas é necessario realizar bastante calculo a medida que os
nimeros envolvidos crescem, o que nao ocorre com os nimeros envolvidos estando em sua

decomposicao canodnica.

4.8 MAXIMO DIVISOR COMUM E MINIMO MULTIPLO COMUM DE UM NUMERO
NATURAL.
Teorema 4.6. Sejam a =p{' -p5?-...-pi» e b= pfl .p§2 ... PP Pondo

~vi = max{a;, B} e 0; = min{oy, B;},i=1,2,...,n.

tem-se que

(a,b) =p{" -p3-...-p"
e

[a,b] = pi - p5* -l
Demonstracgao:

e (MDC) pelo Teorema([4.2) temos que: p]* - p3?-...-plr. é um divisor comum de a e

b. Seja ¢ um divisor comum de a e b; logo ¢ = pi' - p5*-. . .- pS» onde g; < min{ay, B;}

e, portanto, pela condigao ii) do MDC, c[p]* - p3* - ... pI™.

e (MMC) E claro que pS* - p% - ... - p°» & um miltiplo de a e b, seja d um miltiplo

comum de a e b, logo d = pi* - p% - ... - pf, onde 6; > maz{ay, 5;} e, portanto, pela

condicio i) do MMC pf' - p& - ... - plr|d. |
Para uma melhor fixacao do resultado, vejamos o proximo exemplo.

Exemplo 4.10. Determinar o MMC e 0 MDC dos ntimeros 40, 95 e 132.
Solugdo: Como, 40 =2%-5e 95 =5-19 e 132 = 22-3-11. Pelo Teorema (4.6)), o MDC é:

(40,95,132) =2 -3". 5. 11°.19° = 1
e o MMC é :

[40,95,132] = 2°.3'.5'.11!
= 8:3-5-11
= 1420.
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5 APLICACOES DO TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA

Neste capitulo apresentaremos algumas das aplicacoes desse importante teo-
rema da teoria dos ntimeros, os casos encontrados para a sua aplicacdo foram:
e Verificar se /a ¢ um ntimero inteiro positivo.
e Verificar qual o menor natural que deve ser multiplicado a /a para se obter um
nimero inteiro positivo.
e Fatores do fatorial.
e A irracionalidade da {/p
e A irracionalidade da {/p{™ - py' - ... - p onde, m; < n para i = {1,2,3,...,r}

e A irracionalidade do log2
e Relacao entre coeficientes primos distintos de uma equagao do 2° grau e raiz dupla.
e Verificar se alguns polinémios especiais admitem solucgoes inteiras.

e Critpografia RSA

5.1 VERIFICAR SE {/a E UM NUMERO INTEIRO POSITIVO.

Uma outra aplicacdo do TFA ¢é para verificar se {/a ¢ um ntimero inteiro
positivo. Utilizando o Teorema Fundamental da Aritmética e as propriedades basicas da
potenciacdo podemos chegar de forma clara se a ¢ ou ndo um ndimero inteiro, como

veremos no proximo teorema apresentado.

Teorema 5.1. Se {/a é um nidmero inteiro positivo, entdo a decomposi¢io de a em fatores
primos, os erpoentes de todos os primos da decomposi¢ao sao da forma n -k com k € 7
Demonstracao: Pelo Teorema Fundamental da Aritmética a = pi™ - p3™ - ... - pI"" temos

que:

Va=/pl-py .. pme

Como por hipotese {/a é um ntimero inteiro positivo entdo os expoentes dos

primos pi, pa, ..., pr sa0 todos da forma nk; pelas propriedades de potenciacao, com
1 =1,2,3,...,r e k; inteiro positivo. Dessa forma sendo m; = nk; para1=1,2,3,...,r.
Assim teremos: p*, pi* . p™*r. Concluindo assim a demonstracio. [ |

Agora apresentaremos alguns exemplos que ajudara na compreensao do Teo-

rema ({.1)) apresentado.

Exemplo 5.1. Qual o menor inteiro que devemos multiplicar para que o nimero 2°-5-7°
seja um cubo perfeito?
Solugao: Como o ntmero ji estd em sua forma decomposta, pelo Teorema devemos
tornar cada expoente do nimero o menor miiltiplo de 3 possivel.

Assim devemos multiplicar o niimero por 2, pois é o menor inteiro que torna
o expoente do primo 2 um multiplo de 3; e multiplicar o nimero por 52 pois ¢ o menor

multiplo de 5, que torna o expoente do primo 5 um miltiplo de 3; como o expoente do
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primo 7 ja é um multiplo de 3 o mantemos. Assim o menor inteiro que devemos multiplicar
ao niamero 2° -5 75 ¢ 2. 52 = 50.

Observagao 5.1. Como podemos encontrar o menor ntimero que devemos multiplicar o
nimero dado para encontrar um cubo perfeito, poderia de forma analoga identificar qual
o menor inteiro possivel que se deve dividir um namero dado para encontrar um cubo

perfeito.

Exemplo 5.2. Qual o menor inteiro que devemos dividir o ntimero 2° - 5 - 7% para que
tenhamos um cubo perfeito?

Solucao: Como o ntimero ja estd em sua forma decomposta, pelo teorema apresentado
devemos tornar cada expoente do nimero o menor multiplo de 3 possivel. Assim devemos
dividir o ntimero por 22, pois ¢ o menor inteiro que torna o expoente do primo 2 um
miltiplo de 3; e dividir o nimero por 5 pois é o menor multiplo de 5, que torna o
expoente do primo 5 um miltiplo de 3; como o expoente do primo 7 ja ¢ um miltiplo de
3 o mantemos. Assim o menor inteiro que devemos dividir o niimero 2°-5-7% & 22.5 = 20

para termos como resultado um nimero ctbico.

5.2 FATORES DO FATORIAL.

A préxima aplicagao do TFA é usada para encontrar a maior poténcia de um
primo p que estd no fatorial do niimero n. O resultado é cobrado em exames nacionais de
acesso (ENA) e em olimpiadas de matematica. O mesmo ja se encontrava na proposigao
XVI em Legendre (1808).

Teorema 5.2. Seja p um primo, entdo a maior poténcia de p que divide n! € v onde,

Observacao 5.2. Note que a soma acima é finita pois a partir de certoi € N, p; >n e a
partir de p;. todos os termos serao nulos.
Demonstracao: No produto n! = 1-2-3-...-n, apenas os miltiplos de p contribuem com

n
o fator p. dessa forma ha | —| maltiplos de p entre 1 e n. Desses os que contribuem com
p
n
p?, contribuem com um fator extra p e ha L—Qj dentre esses ultimos os que sao multiplos

. . L, n . .
de p? contribuem com mais um fator p e ha L—3J E assim segue encontrando a formula
apresentada acima. Como queriamos demonstrar. [ |

Exemplo 5.3. . Determine com quantos zeros termina 3500!.

Solucao: O problema é equivalente a determinar qual é a maior poténcia de 10 que divide
3500!, e como ha mais fatores 2 do que fatores 5 em 3500!, o expoente dessa poténcia
coincide com o da maior poténcia de 5 que divide 3500!. Ou seja, sendo « o expoente da

maior poténcia de 5 que aparece no niimero, temos que pelo Teorema ((5.2) que « é:
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3500 3500 3500 3500 3500

= 700+ 140+ 28 +5+1
= 874,

J

Assim 3500! termina em 874 zeros.

Exemplo 5.4. Mostre que 2%* divide 1000!, mas 22°%° nao divide 1000!

Solucao: A quantidade de vezes que o fator 2 aparece em 1000! fatorial é:

1000 1000 1000 1000 1000

= 500+250+125+62+31+15+7+3+1
= 99%4.

Como 2% esta na decomposicao de 1000! temos 2% divide 1000! e é a maior poténcia de
2 que divide 1000!.

Assim 29% nao divide o fatorial de 1000.

Exemplo 5.5. Diga justificando, se o ntimero 600! é divisivel por 7%

Solugao: A quantidade de fatores 7 em 600! é:

600 600 600

a = L7J+ WJWLLF
= 8 +12+41
= 098.

Dessa forma 600! nao é divisivel por 7%, pois a quantidade de fatores 7 em 600! é 98.
Para mais detalhes sobre os fatores do fatorial, consulte Hefez (2016) E Santos (2000)).

Uma outra aplicacao do Teorema Fundamental da Aritmética é relacionada a
irracionalidade. O resultado aliado a prova por reducao ao absurdo, se consegue demons-
trar a irracionalidade de nimeros da forma {/p onde p, n € Nn > 1 e p primo, como
demonstrado no Teorema abaixo.

5.3 A IRRACIONALIDADE DE /p COM p, n € N, n > 1 E p PRIMO.

Sabemos que existem muitas demonstragoes do caso mais simples dos niimeros
da forma {/p, que ¢é V2, e por varios caminhos. Talvez a mais famosa seja por reducao
ao absurdo usando paridade. Aqui demonstraremos o caso geral por reducao ao absurdo,
usando o Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 5.3. Todo nimero da forma {/p, comp en € N, n > 1 ep primo ¢ irracional.

Demonstragao: Suponha que {/p seja racional, logo existem naturais a e b com b # 0
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tal que:

a n
Dessa forma, teremos que,

a=p-b". (43)

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética a e b possuem decomposicao em fatores primos
tnica. Fazendo as decomposicoes dos niimeros a e b , o fator primo p pode aparecer ou
nao. Assim podemos dizer que,

a=p'.c

b=pld,

onde c e d representam o produto dos outros fatores primos diferentes de p. Substituindo

as decomposicoes de a e b na equacao fica:

Como temos duas decomposicoes elas devem ser a mesma pela unicidade, provada pelo
Teorema Fundamental da Aritmética, mas isso nao pode ocorrer pois os expoentes de p
nao podem ser iguais, contrariando assim o Teorema Fundamental da Aritmética. Como
chegamos a uma contradi¢ao, a suposicao inicial de que {/p é racional é falsa, logo o

contrario é verdade. Assim

p

é um numero irracional, como queriamos demonstrar. [ |
5.4 ATRRACIONALIDADE DE Q/p{”l-pgu ~o..opmr COM,m; < n PARA G ={1,2,3,...

A préxima aplicacao é para se mostrar a irracionalidade dos niimeros da forma

/pytpy? - .- pr onde, m; < nopara i ={1,2,3,...,r} e a prova se da pelo Teorema
Fundamental da Aritmética e o processo por reducao ao absurdo.

O resultado mostra a irracionalidade mais geral, mostra por exemplo que
\/ﬁ, V/9 sdo irracionais. Ou seja, numeros da forma {/a com amn € Nen > 1,
onde:

_.mq mo m
O =Py Do '...~prr

e m; < n para todo m;, com i = {1,2,3,...,r}.
Demonstracao: A demonstracao vai ser por reducao ao absurdo.

Suponhamos que {/«, seja racional. Logo podemos escrever,

a
\/a_g7
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com a e b nimeros naturais e primos entre si, e b # 0. Assim,

a
{L/p?“ Sy ;”T:g:>a":b"'p’fﬂ-...~p;”".
Desse modo para algum ¢ = {1,2,3,...,r} existe um p;, que tomaremos p; sem perda de

generalidade, tal que
pit|a" = p1|a” = pi]a.

Logo podemos escrever que a = pit com t € Z positivo. Assim teremos:

a® = b -pi"tepy?e . opltt
(plt)n — bn . p71n1 . pgnz - p;ny
prtt = bt ptepy g
° T
pitt = b ephE e p,

em que j =n —my € N pois n —m; > 0. Entao,

p{ | 0" pytlpt =

pro| 0"yt
Entdo segue que py 1 py? - ... p" pois sdo primos distintos. Portanto
p1|b" = palb,

que é um absurdo, pois chegamos a conclusdo que pi|a e pi|b e supomos no inicio que

(a,b) = 1. Logo os numeros da forma Q/p’f”-p;'12 <...-pm onde, m; < n para i =

{1,2,3,...,r} sdo irracionais. [ |

5.5 A TRRACIONALIDADE DO log2

Demonstracao: Note inicialmente que log2 > logl = 0. Suponha por absurdo que log2
¢ racional. Logo, log2 = ¢ onde a, b € Z positivos e (a,b) = 1.

Da definicao de logaritmos, temos que:
105 =2 = 10" =2" = 29. 5 = 2",

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, as decomposices 27 - 5¢ e 2° devem ser iguais.

para isso devemos ter 5 = 1, com isso a deve ser igual a 0, com isso

20.5%=1=2"=p=0.
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Chegando assim a um absurdo, pois nao esta definido divisao por 0.

Portanto, log2 é um nimero irracional, como queriamos demonstrar. [ |

5.6 CONDICAO SOBRE OS TERMOS DO LOGARITMO PARA log, b SER TRRACI-
ONAL.

Proposicao 5.1. Sejam a e b positivos com b > 2 se as decomposigcoes em fatores primos
de a e b, apresentam pelo menos um fator que nao é comum, entao log,b € um numero
irracional.

Demonstracao: Suponhamos por contra positiva que existem dois niimeros inteiros m e

m - .
n tal que log, b = ™. Pela defini¢ao de logaritmos, temos que
arn =b<=b"=a".
Da 1ultima igualdade com o auxilio do teorema, concluimos com o auxilio do Teorema

Fundamental da Aritmética que os niimeros a e b possuem exatamente os mesmos fatores

primos. Com isso concluimos a demonstracao por contra positiva. |

Observagao 5.3. Note que a reciproca da proposicao nao é verdadeira. veja que:
l0g20 = log(2.10) = log2 + log10 = log2 + 1.

Note que as decomposicoes de 10 e 20 em fatores primos sio respectivamente 2-5 e 22 -5,
possuem os mesmos fatores primos em suas decomposi¢oes e mesmo assim temos como
resulta um ndmero irracional.
Portanto pela observacao concluimos que a reciproca do teorema nao ¢é valida.
Outra aplicacgao do Teorema Fundamental da Aritmética esta relacionada com
os coeficientes inteiros de uma equacgao do 2° grau e com a determinacao de possiveis

raizes inteiras de polindémios especiais. Como apresentado a seguir.

5.7 RELACAO ENTRE COEFICIENTES PRIMOS DISTINTOS DE UMA EQUACAO
DO 2° GRAU E RAIZES DUPLAS.

Dada uma equacao do 2° grau, de coeficientes inteiros e primos distintos, é
possivel que essa equacao tenha uma raiz dupla?

Esse problema foi proposto pela revista do professor de matematica ntmero
47. Vejamos como foi enunciado e vejamos sua demonstracao usando o TFA.
Problema 5.1 (RPM N° 47). Uma equagao do 2° grau, cujos coeficientes sio todos
nimeros primos, pode apresentar duas raizes iguais (uma raiz dupla)?

Demonstragao: Para que a equagao az? +bx + ¢ = 0 (com a, b e ¢ primos) admita duas
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raizes iguais, devemos ter
b’ — dac = 0 <= b* = 4ac,

o que implica b? par. Logo, b também ¢ par pelas propriedades de paridade, como é primo,
b = 2. Logo:
22 = dac = 2* = 2%ac.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética as fatoracoes devem ser iguais, dai teremos que
a-c =1 o que é absurdo pois o produto de dois niimeros primos é sempre maior que 1.
Logo, se uma equacao do 2° grau admite uma raiz dupla, entao os coeficientes nao podem

ser todos primos. [ |

5.8 APLICACOES EM POLINOMIOS ESPECITAIS

Exemplo 5.6. Determine se existem inteiros positivos x, y e z que satisfacam a equacao
2% . 3%.26Y = 397
Solugao: Note que a equagao nao estd em sua forma fatorada. Fatorando cada termo

teremos que:
27 . 3. 26Y = 397,

em sua forma fatorada fica:

27.3%.(2-13)Y. = (3-13)° =
27ty . 3%. 13 = 3% . 13%.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética as decomposicoes devem ser iguais. assim:

2 =20 = g+ y =0 (44)

=3 =2=4 (45)

13Y = 13°. (46)

Com isso devemos ter z = y = 4 e x = —4 Logo a equacao nao possui inteiros que

satisfacam a equacao, pois o expoente do primo 2 é um nimero negativo.

5.9 CRIPTOGRAFTA

Hoje o que mais se procura na matematica sao aplicagoes praticas dos con-
teidos e com o Teorema Fundamental da Aritmética nao é diferente. Nesse trabalho

apresentaremos o uso do TFA na criptografia, mais precisamente na criptografia RSA.
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Para isso no entanto apresentaremos um breve historico da origem da criptografia, sua
evolucao e de sua importancia na sociedade atual.

A palavra criptografia tem origem grega e o radical kriptos significa oculto,
portanto a palavra criptografia significa escrita oculta, assim a criptografia estuda os
métodos para codificar(ocultar) uma mensagem de modo que s6 o verdadeiro destinatario
consiga decodificar. Ao longo da historia varios processos criptograficos foram criados, um
do mais famosos foi a cifra de Cesar (utilizado na Roma antiga por Julio Cesar), utilizada,
pelo lider romano para propositos militares (era a forma secreta de comunicag¢do com seus
oficiais que estavam nos campos de batalha).

O sistema consistia em substituir uma letra do alfabeto original por uma outra
letra, seguindo um determinado padrao (no caso cada letra era substituida pela que ficava
trés posigoes acima).

S6 que, como os outros sistemas criptograficos, foram encontradas formas de
descobrir os padroes, fazendo com que esses sistemas tenham entrado em desuso, ou sido
aperfeicoados para que nao fossem descobertos os seus padroes por intrusos. A partir
dai, a cada quebra de padroes, outros modelos criptograficos foram sendo criados, cada
vez mais complexos para que nao fosse possivel que seus padroes fossem descobertos por
terceiros(intrusos).

Um dos sistemas criptograficos que foi criado e que até os dias de hoje ainda se
utiliza e que foi criado usando conhecimentos de teoria dos niimeros, foi o sistema RSA. O
sistema de criptografia RSA é um dos métodos de criptografia de chave publica bastante
conhecido. Ele foi criado em 1978 por pesquisadores que trabalhavam no Massachussets
Institute of Technology (M.I.T.).

As letras da sigla R.S.A. correspondem as iniciais dos seus trés criadores :
Ron L. Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman. Segundo Coutinho (2005), "ha varios
outros codigos de chave publica, mas o RSA ¢é o mais utilizado atualmente em transacoes
comerciais". Para um maior aprofundamento consulte Coutinho (2005).

Para que o método RSA possa ser implementado precisamos de dois parametros
béasicos: dois nimeros primos distintos de grande magnitude que chamaremos de p e gq.

Mas a primeira fase do processo de codificagdo de uma mensagem inicia-se
com a pré-codificagao. Como o sistema foi criado utilizando conhecimentos de teoria dos
numeros, mensagens sildbicas devem ser convertidas em ntmeros segundo uma tabela que
pode se iniciar por exemplo com o nimero 10 correspondendo & letra A e terminar no
numero 35 correspondendo a letra Z. Convenciona-se que o espaco entre as palavras seréd
substituido pelo ntmero 99.

Apos a conversao numérica, a mensagem pode ser quebrada em blocos obede-
cendo os seguintes critérios:

e Cada bloco nao deve ser iniciado com zero.

e Cada bloco deve ser menor que o produto dos primos escolhidos.
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Apo6s o processo de codificacao, devemos iniciar o processo de criptografia, precisamos
conhecer uma chave denominada ptublica ou de codificacao que é formada por dois niimeros
n e e. Onde:

e n é produto dos primos p e ¢ mencionados acima e;

e ¢ deve ser um inteiro positivo invertivel modulo ¢(n), ou seja, (e, (n)) = 1.
Esse ntimero e, quando se conhecem p e ¢ é facil calcular p(n), uma vez que p(n) =
(p—1)(¢ —1). O par (n,e) é chamado de chave de codificacao do sistema RSA.

Cada bloco b criado obedecendo os critérios acima, serd codificado obtendo-
se a forma reduzida de b* modulo n, isto é, C'(b) = resto da divisao de b por n. Ou
seja, utilizamos conhecimentos da aritmética modular, isto é, de congruéncias: C'(b) = b°
mod n.

Para o processo de decodificacao, é necessaria a chave de decodificagao, co-
nhecida apenas pela pessoa que ird decodificar a mensagem. A chave de decodificacao
também é denominada como chave privada e é formada pelo par (n,d). Onde:

e O nimero d é o inverso de e moédulo ¢(n).

Se chamarmos de a um bloco da mensagem codificada, entdao D(a) serda o
resultado do processo de decodificacdo que é obtido da seguinte forma: D(a) = resto da
divisao de a? por n. Em termos de aritmética modular, D(a) é a forma reduzida de a?
mod n.

Para decodificar a mensagem deve-se encontrar a forma reduzida de todos os
blocos codificados, utilizando-se a chave (n,d), e separa-los de dois em dois algarismos.
Finalmente, faz-se a correspondéncia desses blocos de dois algarismos com as letras da
tabela, obtendo-se assim a mensagem enviada. Calcular d é facil, desde que ¢(n) e e sejam
conhecidos, pois basta aplicar o algoritmo de Euclides estendido, ou seja, determinar a
solucao da congruéncia

e-d=1 mod p(n).

No entanto, para calcularmos ¢(n) é necessario conhecermos os dois fatores primos de n
ou seja p e q. Torna-se dificil descobrir os niimeros p e ¢, pois sao nimeros primos da
ordem de 100 ou mais algarismos.

Para fixar o entendimento do sistema RSA, vamos imaginar a seguinte situagao:
suponha que Joao queira se comunicar em segredo com sua amiga Maria, para testar o
processo de criptografia RSA, para isso Joao escolhe dois ntimeros p = 7 e ¢ = 11 primos e
faz o seu produto encontrando n = p-¢q = 77; em seguida calcula ¢(n) = (7—1)-(11—-1) =
60. Agora Joao escolhe o nimero e tal que (e, p(n)) = 1. Assim seja e = 7 a sua escolha,
com o par (n,e) = (77,7) Jodo esta com a chave de codificacdo e a envia para Maria. Ela
deseja enviar a palavra PROFMAT para ele de forma secreta.

Entao Maria deve proceder da seguinte forma: Deve fazer a pré-codificacao da

mensagem, ou seja, associar cada letra da palavra PROFMAT a um nimero com dois
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digitos, conforme Tabela para a pré-codificacdo e usard o simbolo 99 para indicar o

espaco entre palavras.

Tabela 4 — Tabela de pré-codificacao
AIB|C|B/E|F|G|H|T|]J|K|L|M
10 11|12 |13 |14 | 15|16 | 17 [ 18 | 19 | 20 | 21 | 22

NITOIPIQ|R|S|T|U|V W] X|Y|Z
23124 12512627128 (29]30|31|32|33]|34]|35

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim apo6s a pré-codificacdo a mensagem fica:
25272415221029.

Em seguida quebra a mensagem em blocos b de forma que o niimero de cada bloco é

menor que n. Os blocos escolhidos foram com forme Tabela (5.

Tabela 5 — Blocos escolhidos
25 \27 \24 \15 \22 \10 \29
bi | by | bs | bu | bs | b | br

Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora deve-se calcular os restos das congruéncias
r, = b, mod n,

paran ={1,2,...,6,7}.
Paran =1,

ri=b] modn=r; = 257 mod 77.

Como

25 = 25 mod 77 (47)
252 =625 = 9 mod 77 (48)
(25%) = 9% mod 77 =25°=4-9=36 mod 77. (49)

multiplicando e (49) teremos:
25" =25-36 =900 =53 mod 77.

Logo r = 53.



Para n = 2 teremos:
ro =277 mod 77.
Como

27 = 27 mod 77
272 =729 = 36 mod 77

(27%)° = 36° =36-36% = 36.1296 = 36 - 64 = 2304 = 71 mod 77.

multiplicando e (52) teremos:
27" =27-71=1917=69 mod 77.

Logo ry = 69.

Para n = 3 teremos:

ry = 24° mod 77.

Como
24 = 24 mod 77
24 =575 = 37 mod 77
(24%)* = 37" =64 mod 77.
Multiplicando as equacoes e teremos que:
24" =24-64 = 1536 = 73 mod 77.
Logo r3 = 73.
Para n = 4, teremos:
ry =157 mod 77.
Como

15 = 15 mod 77
152 =225 = 71=(—6) mod 77
(15%)* = (-6)> = —216 =15 mod 77.
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Logo, multiplicando termo a termo as equacoes e (58) teremos:

15"=15-15=225=71 mod 77.

Logo ry = T1.

Para n = 5, teremos:
rs =227 mod 77.
Como

22 = 22 mod 77
(22%) =484 = 22 mod 77
(22%)* = 22° =10626 =22 mod 77.

Logo multiplicando termo a termo e teremos:
227 =22-22 =484 =22 mod T77.

Portanto, r; = 22.

Para n = 6, teremos:
re = 10° mod 77.
Como

10 = 10 mod 77
10> =1000 = 76 = (—1) mod 77
(10> = (-1)’=1=1 mod 77.

Logo multiplicando as congruéncias e termo a termo, teremos:

10"=10.1 =10 mod 77.

Portanto, r¢ = 10.

Para n = 7, teremos:
r7 =29 mod 77.

Como

95



96

29 = 29 mod 77 (65)
20° =841 = 71 mod 77 (66)
(29%) = 71 =71-5041 = 71-36 = 2556 = 15 mod 77. (67)

Logo multiplicando as congruéncias e (67) termo a termo, teremos:
29" =29-15=435=50 mod 77.

Portanto, r; = 50.
Feito a codificacao dos blocos, Maria ficou com o novo bloco a ser enviado para
Joao.
53 —69 — 73 — 71 —22 —10 — 15.

De posse desse codigo Joao agora deve decodificar essa mensagem, mas para
isso ele precisa criar sua chave particular(secreta), (n,d) onde d é o inverso multiplicativo
de e mod p(n).

Para calcular a sua chave privada, ele deve resolver a congruéncia:
eed=1 mod p(n).

Como ¢(n) = (7—1)- (11 —1) = 6- 10 = 60, para determinar o valor de d, Joao

precisa encontrar a solu¢ao da congruéncia:
7-d=1 mod 60.

Usando o algoritmo estendido de Euclides temos que:

60 = 7-844=60—7-8=4 (68)
7 = 4-1+3=>7-4-1=3 (69)
4 = 3-1+41=>4-3=1 (70)
3 = 3.1 (71)

Como o tltimo resto obtido antes do resto nulo foi 1 entao (60, 7)=1.

Agora substituindo em teremos

4—(T—4-1)=1=2.4—-7=1. (72)
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Agora substituindo em fica:
2-(60-7-8)—-7T=1=2-60—17-7=1. (73)

Aplicando congruéncia mod 60 em teremos:

2:-60—17-7 = 1 mod 60
—17-7 = 1 mod 60
(-17-7)* = 1 mod 60
172.7-7 = 1 mod 60
2023-7 = 1 mod 60
43-7 = 1 mod 60.

Logo o naumero d, inverso multiplicativo de 7 mod 60 é 43. Agora que Joao tem a sua
chave privada de decodificagao (d = 43,n = 77) esta pronto para decodificar o codigo
enviado por Maria.

Para decodificar ele tem que encontrar os restos das congruéncias
R, =7r% mod 77
n — n )

com n = {1,2,3,4,5,6,7}, onde r, representa os blocos a serem decodificados enviado
por Maria.
Fazendo os célculos para a decodificacao.

para n=1, teremos:

R, =53% mod 77.

Como
53° = 36 mod 77 (74)
(53)° = 23 mod 77 (75)
23> = 1 mod 77 (76)
530 = (53°)% = 23® = (23%)?.232 =67 mod 77. (77)

Logo multiplicando termo a termo as congruéncias e teremos que:
53% =36-67 =2412=25 mod 77.

Logo Ry = 25.



Para n = 2, teremos:

Ry, = 69*  mod 77.
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Como
69° = (—8)°=—-512=27 mod 77 (78)
15> = 1 mod 77 (79)
69° = 15 mod 77 (80)
69" = (69" = 15" = (15°)* =1 mod 77. (81)
Logo multiplicando termo a termo as congruéncias e teremos que:
69% =27-1=27 mod 77.
Logo Ry, = 27.
Para n = 3, teremos:
R; =73% mod 77.
Como

73° = (—4)>=13 mod 77
73" = (-4)*=25 mod 77
252 9 mod 77

7370 = (7311 = 25" = (25%)° = 9° = 67.

Logo multiplicando termo a termo as congruéncias e teremos que:

738 =13.67=871=24 mod 77.

Logo Rs = 24.

Para n = 4, teremos:

R, =71* mod 77.



Como

71° = (—6)° = 15 mod77
71° = (-6)°=1 mod 77
710 = (71°)® = 18=1 mod 77.

Logo multiplicando termo a termo as congruéncias e (88) teremos que:

712 =15-1=15 mod 77.

Logo Ry = 15.

Para n = 5, teremos:
Rs =22% mod 77.
Como

22% = 35937 22 mod 77
22% = 484 22 mod 77
225 =22%.222 = 222=22 mod 77
2210 = (22°)® = 22° =22 mod 77.

Logo multiplicando termo a termo as congruéncias e (92) teremos que:

2943 =92.92 =484 =22 mod 77.

Logo R; = 22.

Para n = 6, teremos:
Rg = 10% mod 77.
Como

10> = 76=(—1) mod 77
10" = (=10) mod 77
10 = (10')* = (=10)* = (=10) mod 77.
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Logo multiplicando termo a termo as congruéncias e teremos que:

10¥ = (=1)- (=10) =10 mod 77.
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Logo R¢ = 10.

Para n = 7, teremos:

R- =50" mod 77.

Como
50° = (=27)*=29 mod 77 (96)
50° = 15 mod 77 (97)
507 = (50%)° = 15°=1 mod 77. (98)

Logo multiplicando termo a termo as congruéncias e teremos que:
50 =29-1=29 mod 77.

Logo R; = 29.

Portanto, como era de se esperar apos decodificada a mensagem formada pelos
blocos Ry = (25), Ry = (27), Ry = (24), Ry = (15), Rs = (22), R¢ = (10), Ry = (29)
representa a mensagem pré-codificada por Maria, o que mostra que o sistema funciona.

Porque o RSA funciona?

O método apresentado so serd tutil, se apos a decodificacao de um bloco codificado, ti-
vermos de volta o bloco correspondente da mensagem original. Digamos que temos um
sistema RSA de parametros p e ¢, onde n = p-¢. Entao os dados de codificagao é (n,e) a
chave publica a qual todos tem acesso e os dados da decodificacdo é (n,d) que é a chave

privada. Queremos mostrar que:
DC(b)=0b mod n.
Por defini¢ao de codificacao(C') e decodificagao(DC'), temos que:
DC(b) = (b9 = b**  mod n.
Como d é o inverso de e mod ¢(n), temos que e -d =1+ kp(n).

b*®  mod n

pitk(n—1)(p—1)

DC(b) = (b°)"

mod n.
comon =p-qe (pq)=1, calculemos as congruéncias.

DC(b) = () = p!HH=DE-D mod p (99)
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DC(b) = (b°)? = b HHO-DE-D  1od 4. (100)

Resolvendo , temos que considerar 2 casos:
1. Se p1b temos pelo Teorema de Fermat que o~ =1 mod p, logo:

DC(b) = ()¢ = pHHe-DE-D mod p
= b- (P HD mod p
= b-1=0 mod p.

2. Se p|b temos que b = 0 mod p, logo b'HFP=DE-1 = l+k=DF-1) = (0 mod p.
Portanto a congruéncia ¢ valida para todo b.

De forma analoga b*? = b mod ¢. Portanto pelas propriedades de congruéncia.

DC(b) = (b)* = b mod [p,q]
b modp-q
b mod (n).

Isso encerra a demonstracao de que o método funciona.
O que torna seguro o RSA?
O RSA s6 é seguro se for dificil calcular d, conhecendo apenas a chave publica (n, e).
Como d é dado em fungao de p(n) e e, mas s6 sabemos calcular p(n) se soubermos a
fatoracao tnica de n para determinar os seus fatores tinicos p e q. Mas se n for grande
essa é uma tarefa dificil, j&4 que nao se conhece ainda um algoritmo de fatoragao rapido.
Para mais detalhes consulte Coutinho (2005)), Lemos (2001) E Silva (2021).



102

6 CONCLUSAO

Na matematica os teoremas que sao apresentados como fundamentais sao,
como sua propria determinacao, essenciais para o desenvolvimento de uma cadeia de co-
nhecimentos matemaéticos. Isso pode ser visto nos teoremas fundamentais da algebra, do
calculo, da semelhanca, da proporcionalidade, da aritmética entre outros. O Teorema
Fundamental da Aritmética esta presente na construcao de varios outros topicos da mate-
maética, nesse trabalho foi mostrado apenas um pequeno percentual das aplicacoes visiveis
desse importante teorema, que esta presente desde o tempo de Euclides de Alexandria.

A matematica é uma disciplina obrigatéria em nossa formacao, dada a sua
importancia na formacao do raciocinio logico dedutivo de nossos alunos. Isso se confirma
em Brasil (1999) , que diz: "A Matematica ajuda a estruturar o pensamento e o raciocinio
dedutivo, além de ser uma ferramenta para tarefas especificas em quase todas as atividades

humanas".
Nas competéncias e habilidades a serem desenvolvidas nos PCN’s do ensino
médio diz que:

e Desenvolver a capacidade de utilizar a Matematica na interpretacao
e intervencao no real.

e Aplicar conhecimentos e métodos matemaéticos em situacoes reais,
em especial em outras areas do conhecimento.

Hoje se busca no ensino de matemética, principalmente na educacao basica,
aplicagoes praticas dos contetidos ensinados em sala de aula, essa cobranca esta nos do-
cumentos basicos que regem a educacao, A bncc diz:

espera-se que eles desenvolvam a capacidade de identificar oportunidade
de utilizacdo da matematica, para resolver problemas, aplicando con-
ceitos e procedimentos e resultado para obter solucoes e interpreta-las
segundo os contextos de utiliza¢do.(BRASIL, 2018)

Nesse trabalho o Teorema Fundamental da Aritmética, aliado a outros resul-
tados bésicos estao sendo aplicados, para a determinacao de outros resultados praticos,
que podem ajudar os alunos na oportunidade de resolver problemas do cotidiano. O TFA
aliado a aritmética modular desenvolvida por Gauss, tem como uma de suas aplicacoes
mais lteis na pratica, na criptografia RSA. Esse sistema é tao fundamental aliado a rede
mundial de computadores, que sem ele muitas das atividades de nosso dia a dia que
envolve a seguranca de nossas informacoes confidencias, como, compras com cartoes de
crédito, transacoes bancérias, conversas por mensagem de textos,seriam impraticaveis.

Por fim creio que o trabalho traz consigo um extenso material sobre o Teo-
rema Fundamental da Aritmética e suas aplicacoes, possibilitando ao publico leitor uma
visao de integracao entre os ramos da matemaética e a sua aplicabilidade a situagoes da
realidade. Atendendo dessa forma ao que se pede nos documentos que norteiam a nossa

educacao. Para que dessa forma os nossos alunos possam obter éxito no processo de ensino
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aprendizagem dessa disciplina que é tao fundamental nas diversas areas do conhecimento.
E que sirva de fonte de pesquisa e estudo para alunos que queiram participar de olimpia-

das matematicas e que queiram ingressar em um PROFMAT | através do exame nacional
de acesso (ENA).
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