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Resumo

O objetivo desta dissertacdo é estudar e apresentar métodos ou inspiracdes que poderiam res-
ponder a pergunta corriqueira feita por estudantes de matematica: "...mas, para que vou usar
isso!?". Muitos alunos utilizam desta pergunta e, da falta de uma resposta satisfatéria para
ela, como motivo para descaso ou desinteresse do estudo de matematica. Buscamos, entao,
tentativas de amenizar, ou nos melhores casos, evitar esta situacao. A finalidade é despertar
a curiosidade de alunos e professores que acessem este conteldo, além de apontar usos da

matematica e formas de apresenta-los a outras pessoas com o intuito de incentivar seu estudo.

Palavras-chave: Atividades em sala de aula, Ensino fundamental, Ensino médio, Modelagem

Matematica, Motivacdes de estudo.
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Abstract

This dissertation have as objective to study and present methods or inspirations that could
answer the question ":.but in which case would | use it?". Many students use this doubt and the
lack of a satisfactory answer for it as a reason to overlook or to get desinterested in math study.
We seek then, attempts to ease or in best case scenario, avoid this situation. The finality is to
arouse curiosity in some of the students and teachers who access this content, besides that, we
aim to point out uses of math in ways to present them to others with the intention of encourage

its study.

Keywords: Classroom activities, Elementary School, High School, Mathematical Modeling,

Studying Motivations.



Sumario

Lista de Figuras . . . . . . . . . e ifi
Introducao . . . . . . . L 1
1 Curiosidades sobre o mundo e aplicacées matematicas . . . . ... .. ................ 3
1.1 Aplicacdes com logaritmos e eXponenciaisS. . . . . . . i e e e e e e 3
1.1.1 Fungdo Exponencial . . . . . . . e e e 3

1.1.2 Fungdo Logaritmica . . . . . . . . . e e e e e e 5

1.2 Aplicagdes na Trigonometria . . . . . . . . . e e e e 8
1.2.1 Circunferéncia da Terra: primeiramediCdo . . . . . . . . v v i it i i e 8

1.2.2 Altura de prédio, montanha, coisasgrandes . . . . . . .. . . .. . 9

1.3 Algumas aplicacles relativas a Matrizese Vetores . . . . . . . . . . . .. ... .. .. o 11

1.3.1 Autovetor como estabilidade de uma situacao modelada a partir da operacao por uma

Matriz . . . e e 11

1.3.2 Produtos de matrizes na andlise de etapas para a conexdo entre elementos . . .. ... .. 15

1.4 Uma aplicacado relativa a Geometria Analitica . . . . . . . . . .. .. . .. . . ... . 16
1.5 Umaaplicacaorelativaa Geometria. . . . . . . . . . . . e 17
1.5.1 Abelhas, bolhas, otimizacdo e drea . ... . . . . . . . . e e 17

2 Sugestoes de aulas e atividades . . . . . ... ... 20
2.1 Despoluicao de Um o . . . . . o e e e 20
2.1.1 Materiais NECESSANIOS . . . v v v v i i e e e e 20

2.1.2 Passo a passo da atividade . . . . . ... e 20

2.2 Temperaturade umbolo . . . . . L e 21
2.2.1 Materiais NECESSANIOS . . . v v v v i e e e e e 21

2.2.2 Passo a passo da atividade . . . . . .. e 21

2.3 Hexdgono otimizando area dado perimetros. . . . . . . . . . . ... e 22
2.3.1 Materiais NECESSANIOS . . . . . v i i e e 22

2.3.2 Passo a passo da atividade . . . . . ... e 22

& UFU-FAMAT-PROFMAT i



2.4 Volumede Cilindro e MUSICa . . . . . . v ot e e e e e e e 22

2.4.1 Materiais NECESSANIOS . . . v v v o e e e 23

2.4.2 Passo a passo da atividade . . . .. ... e e 23

2.4.3 Desenvolvimento da atividadeemsaladeaula . . .. ... ... ... ... ... ... ..... 23

2.5 Composicdo de funcao e Caga ao teSoUID . . . . . . v v v v i i i e e e e 26
2.5.1 Materiais NECESSANIOS . . . . . . v i e 26

2.5.2 Passo a passo da atividade . . . . . ... e 27

2.5.3 Detalhes de como construir o mapa da atividade . . . . . .. ... ... ... ... ... .. 27

3 Conclusa@o . . . . . . . e 29
A Conceitos e Resultados Matematicos Utilizados . . .. ... .. ... .................. 30
Al Aritmética e Algebra . . . . . . . 30
A.1.1 Conjuntos e Operagbes entre eles . . . . . . . . . . i 30

A.1.2 Um estudo sobre funcles . . . . . . . . i i e e e 33

A2 Geometria. . . . e 44
A2.1 POligoN0s . . . o i 44

A2.2 TesSelaCan . . . . o i i e e 45

A.2.3 N30 poligonos . . . . . e e e 46

A2.4 Poliedros . . . . . o e 47

A.2.5 Corpos Redondos . . . . . o o e e 48

A.3 Exemplos em Geometria Analitica . . . . . . . . . . . e e 50
A.3.1 Encontrando Intersecbes entre Circunferéncias . . . . . . . . . . . . i i 52

A.4  Matrizes: Algebra @ GEOMELria . . . v v v v v v v e e e e e 54
A.4.1 Vetores e operagdes entre eles . . . . . . . . . e 55

A.4.2 Matrizes e Operagfes entre elas . . . . . . . . i i i it i 58
Referéncias Bibliograficas . . . . . . . . . . . . . .. . e 63

& UFU-FAMAT-PROFMAT i



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15

1.16
1.17

1.18
1.19
1.20
1.21

2.1
2.2
2.3

Tabela sobre municipios brasileiros. Fonte: Feito pelo autorviaExcel . .. .. .. .. ... ... ... ..... 7
Gréafico comparando a frequéncia dos primeiros digitos . Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . .. .. 7
Imagem ilustrando a situagao. Fonte: Feito pelo autorvia GeoGebra . . . . . . . . . . .. .. ... ... .... 9
Teodolito caseiro feito para esse exemplo. Fonte: Arquivo pessoaldoautor . . . . ... ... ... .. ..... 9
Primeira medicao e sua representacao em desenho. Fonte: Arquivo pessoaldoautor . . .. ... ... .... 10
Segunda medicao e sua representacao em desenho. Fonte: Arquivo pessoaldoautor . . . . . ... ... ... 10
Desenho da situacdo completa. Fonte: Feito pelo autorvia GeoGebra . . . . . . . .. .. .. ... ... .... 10
Desenho da situacdo completa. Fonte: Feita pelo Autor . . . . . . . . . . . . 12
Desenho da situacao inicial. Fonte: Feito pelo autorvia GeoGebra . . . . . . . . . . . .. ... .. .. ... 13
Desenho da situacdo apds um intervalo de tempo. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . .. ... ... 13
Desenho da situacdo apds dois intervalos de tempo. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . ... ... .. 13
Desenho da situacao apds trés intervalos de tempo. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . .. .. .. .. 14
Desenho da situacdo apds quatro intervalos de tempo. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . .. .. .. 14
Desenho da situacao completa. Fonte: Feito pelo autorvia GeoGebra . . . . . . . . . . . . .. .. ... 14
Imagens sobre os Hexagonos. Fonte:https://www.cpt.com.br/cursos-criacaodeabelhas/
artigos/

defensividade-das-abelhas-dominio-da-colmeia-e-manuseio-dos-quadros-pelo-apicultor 17
Passo a passo do formato de bolhas. Fonte: Arquivo pessoaldoautor . .. ... ... .......... 18

Imagens sobre os Hexdgonos. Fonte: https://jp-lugaresfantasticos.blogspot.com/2012/01/

calcada-dos-gigantes-irlanda.html. . . . .. ... .. ... .. ... 18
Plano tesselado por tridangulos regulares. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . . ... ... . .... 19
Plano tesselado por quadrados. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . . . . .. .. ... ... .... 19
Tentativas de tesselar o plano com pentdgonos regulares. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . .. 19
Plano tesselado por hexdgonos regulares. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . ... ... ... ..... 19
Explicando com um modelo. Fonte: Arquivo pessoaldoautor . . . . . . . . . . . . . e 24
Alunos realizando a atividade. Fonte: Arquivo pessoaldoautor . . . . . . . . . . .. . . o 24
Garrafas alinhadas. Fonte: Arquivo pessoaldoautor . . . . . . . . . . . . i i e e e e 25

& UFU-FAMAT-PROFMAT iii


https://www.cpt.com.br/cursos-criacaodeabelhas/artigos/defensividade-das-abelhas-dominio-da-colmeia-e-manuseio-dos-quadros-pelo-apicultor
https://www.cpt.com.br/cursos-criacaodeabelhas/artigos/defensividade-das-abelhas-dominio-da-colmeia-e-manuseio-dos-quadros-pelo-apicultor
https://www.cpt.com.br/cursos-criacaodeabelhas/artigos/defensividade-das-abelhas-dominio-da-colmeia-e-manuseio-dos-quadros-pelo-apicultor
https://jp-lugaresfantasticos.blogspot.com/2012/01/calcada-dos-gigantes-irlanda.html
https://jp-lugaresfantasticos.blogspot.com/2012/01/calcada-dos-gigantes-irlanda.html

2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

Al
A2
A3
A4
A5
A.6
A7
A.8
A9
A.10
All
A.12
A.l3
A.14
A.15
A.16
A.17
A.18
A.19
A.20
A2l
A.22
A.23
A.24
A.25
A.26
A.27
A.28
A.29

Imagem do aplicativo aberto em sua tela inicial. Fonte: Arquivo pessoal doautor . . ... ... ... ..... 25

Imagens das paginas para instalar o aplicativo pelo celular ou computador. Fonte: Arquivo pessoal do autor . 26

Imagem de alguns detalhes técnicos do aplicativo. Fonte: Arquivo pessoaldoautor . . . . ... ... ..... 26
Mapa UFU Santa Ménica. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . . . . . . . i i v i i i 27
Mapa UFU Santa Mbnica. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . . . . . . . . . . . . ... 27
Mapa UFU Santa Ménica. Fonte: Feito pelo autorvia GeoGebra . . . . . . . . . . . . . . i i .. 28
Diagrama de Venn que representa a situagao Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . ... ... .. 33
Exemplo sobre composicao de funcdes Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . ... ... ...... 34
Funcao Constante Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . . . . . .. .. i it i ittt 36
Funcdo quadratica e sua inversa. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . ... ... ... ........ 39
Grafico das funcdes Exponencial e Logaritmica, onde 0 < a < 1. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . ... 40
Gréfico dos casos 1 e 3. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . . . . . .. .. ... . .. . 41
Angulo Agudo, menor que 90°. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . v v v v v v i it 41
Angulo Reto, igual a 90°. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . v . v v v v i it e e 41
Angulo Obtuso, maior que 90° e menor que 180°. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . .. ... .. .. 42
Angulo Raso, igual a 180°. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . v . v v v v i it e e e 42
Constantes Trigonométricas. Fonte: Feito pelo autorviaGeoGebra . . . . . . . . . . . . .. .. . ... 42
Gréficos das funcdes Seno e Cosseno. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . ... .. ... ... .... 43
Gréfico da funcdo tangente. Fonte: Feito pelo autorvia GeoGebra . . . . . . . . .. .. .. ... .. ...... 44
Estudo numérico da funcao. Fonte: Feito pelo autor via Excel. . . . . . . . . . . . i i 46
Comprimento e Area de Circunferéncias Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . ... .. .. ....... 47
Alguns ndo poligonos. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . . . . . . . . 47
Prisma, Piramide, Paralelepipedo e Cubo, respectivamente. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . .. 48
Cilindro, Cone e Esfera respectivamente. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . .. ... ... .. .. 49
Ponto em R?. Fonte: Feito pelo autor via GEOGEDbra . . . . . . v v v vt e e 50
Distancia entre pontos do plano. Fonte: feito pelo autor via GeoGebra. . . . . .. .. ... ... ... ..... 50
Circunferéncia de centro C e raio r Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . .. ... ... ... .. ..... 51
Translacao de sistema de coordenadas. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . ... .. ... ..... 51
Rotagao de sistema de coordenadas. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . ... . ... ... .... 52
Exemplo Numérico. Fonte: Feito pelo autorvia GeoGebra . . . . . . . . . . . . . . . i 52
Posicdes relativas entre duas circunferéncias. Fonte: feito pelo autor via GeoGebra. . . . . ... ... .. ... 54
Eixos. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . . . . . i i e e e e e e e e e e e 55
Vetor. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra . . . . . . . . . . . . e e 56
Soma e Subtragao de Vetores. Fonte: Feito pelo autor viaGeoGebra . . . . . . . . . . . . .. ... ... 56

Multiplicacéo e divisdo de Vetores para k > 1 além do oposto de um vetor. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra 58

& UFU-FAMAT-PROFMAT iv



Introducao

Que professor de matemdtica nunca ouviu a pergunta: "...mas para que vou usar isso!?"? Muitas pessoas
s6 vao se dedicar a estudar algo se considerarem que podem tirar proveito daquilo em sua vida cotidiana. E
um pensamento valido em parte, pois de fato esquecemos a maioria dos contelidos que estudamos na escola,
j& que ndo hd uma necessidade direta de manter estes conhecimentos frescos em mente e entdo deixamos
de estuda-los. Infelizmente, ficar preso no raciocinio de sé estudar se for Gtil no dia a dia, limita a capacidade
de alguém desenvolver suas habilidades em uma drea ou pode até mesmo desincentivar o estudo em geral.
E dificil contestar que para a maioria, estudar é um processo chato, tedioso ou custoso. Ainda assim cada um
precisa encontrar uma forma de superar estes obstaculos e seguir em frente caso tenha o desejo de melhorar,
independente da drea. Ao conviver e acompanhar o processo de crescimento pessoal, educacional e académico
dos alunos, reforcei em mim a ideia de que um professor tem como uma de suas funcdes ajudar até mesmos
os desinteressados a passar por esta barreira do estudo. Refletindo a respeito de tudo isto, decidimos por
buscar respostas para a infame pergunta. Analisamos modelagens matematicas de diversas situacées, desde
aspectos corriqueiros, até outros que apenas poucos especialistas ou curiosos de fato fardo uso. Criamos ainda,
sugestdes de aulas ou atividades de algumas das modelagens apresentadas. Para complementar, definimos
as teorias utilizadas em cada situacgao, incluindo algumas de suas propriedades, de forma a possibilitar uma

utilizacdo desta dissertacdo como material didatico simplificado, do conteldo até a sugestao da aula.

Este trabalho tem dois objetivos principais: um focado em professores e outro em alunos. Quanto aos discen-
tes, serao apresentadas utilidades praticas da matematica, possivelmente, mais préximas de seus interesses e
também informacdes ou conceitos que possam ajudar a despertar a curiosidade ou desejo de entender mais.

Para os docentes, serao propostas ideias de aula e caminhos para utilizarem na apresentacao aos seus alunos.

No Capitulo 1, estdo listadas possiveis respostas para a pergunta motivadora deste estudo. Com o intuito de
facilitar uma pesquisa e ainda identificar para qual ano escolar cada resposta seria mais apropriada, elas foram
divididas por tipo de conteldo matematico, sendo eles: Logaritmos e Exponenciais, Trigonometria, Matrizes e
Vetores, Geometria analitica e, por fim, Geometria. Todas sdo acompanhadas por uma modelagem matematica

ou um exemplo que ajuda na compreensao.

Algo ainda mais ludico ou préximo da pratica é descrito no Capitulo 2, composto por cinco sugestdes ou

atividades para serem feitas com o propdsito de consolidar as respostas dadas, anteriormente, ou ainda, de

& UFU-FAMAT-PROFMAT 1



Lista de Figuras

apresentar uma forma, possivelmente, diferente de interagir com a matematica. Algumas destas comple-
mentam as utilidades do primeiro capitulo, outras possuem conceitos de associacdo pratica mais dificil, sendo
gue nestes casos, houveram tentativas de criar experiéncias interessantes em que é necessario coloca-los em

pratica.

No Apéndice, as teorias utilizadas nos capitulos sdo apresentadas do bésico e desenvolvidas com suas pro-
priedades, curiosidades e exemplos. Esta secdo possui dois objetivos: ajudar leitores que desconhecem ou
possuem dificuldade com a teoria necessaria para as atividades e aplicacées presentes neste documento; e ini-
ciar uma "conversa" entre os leitores e uma matematica mais formal, que nem sempre é vista ou aprofundada

na escola.

Este mesmo apéndice é dividido em quatro partes, uma para cada grupo das dreas da matematica que foram
abordadas nesta dissertacdo. Funcdes, principalmente exponenciais, logaritmicas e trigonométricas estao no
ramo de Aritmética e Algebra. Na divisdo de Geometria, falamos sobre &rea e perimetro de poligonos, além do
volume de poliedros, tendo o foco no cilindro, um corpo redondo. Em seguida na subdivisdo Geometria Analitica,
detalhamos em especial, translacdo e rotacao de um eixo de coordenadas, além de definirmos circunferéncias
por meio de equacodes e encontrarmos intersecoes entre elas. Enfim, matrizes e suas operacdes foram definidas

nos ramos de Algebra e Geometria.

E importante notar que todos os ramos da matematica possuem intersecées e, portanto, a divisdo feita
neste trabalho segue uma justificativa estética, buscando referenciar os capitulos iniciais, nao representando

de fato, uma divisao perfeita entre cada um deles.
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CAPITULO 1

Curiosidades sobre o mundo e aplicacoes

matematicas

Neste Capitulo, sdo apresentadas algumas aplicacées matematicas seguidas de um breve texto que detalha

um pouco mais sobre cada uma.

1.1 Aplicacoes com logaritmos e exponenciais

1.1.1 Funcao Exponencial

Para detalhes sobre a teoria envolvida, veja a Secao A.1.2.

Lei do Resfriamento de um corpo

Um objeto com uma temperatura diferente daquela do ambiente onde se encontra, ird aos poucos "regular"
sua temperatura até que se torne a mesma do local. A férmula a seguir descreve este processo com o passar

do tempo:

D(t) = Dye ™,
onde:

D(t) é a diferenca de temperatura do corpo com o ambiente no instante t;
D, é a diferenca de temperatura do corpo quando t=0, ou seja, Dy = D(0);

a € uma constante que depende do material que é constituida a superficie do objeto.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 3



Curiosidades sobre o mundo e aplicacoes matematicas Aplicacées com logaritmos e exponenciais

Por exemplo, qual sera a diferenca de temperatura de um corpo com o ambiente apds quatro horas, sabendo

que a diferenca inicial era de 5 graus e a constante a é igual a 0,3? Utilizando a férmula descrita acima, temos:

D(t) = 5¢~ %4,

D(t)~1,5.

A diferenca de temperatura sera de aproximadamente 1,5°.

Na Secdo 2.2.2 hd uma sugestdo de atividade em sala de aula utilizando da Lei do Resfriamento.

Meia vida/Datamento de Carbono

O tempo necessario para que metade do nimero de adtomos de um is6topo radioativo se perca é chamado
meia-vida. Por exemplo, um isétopo radioativo com 10 atomos e 1 minuto de meia-vida, terd apenas 5 dtomos
depois de um minuto. A férmula a seguir expressa esta relacao. Ela pode ser utilizada para melhor dosagem
de remédios, para precisar idade de objetos antigos assim como os ossos de dinossauros ou até mesmo para

mensurar a idade da Terra.

M(t) =Mo(§)t/p,

onde:

M(t) é a quantidade de substancia no momento t;
M, é a quantidade inicial da substancia;
t é o tempo decorrido;

p é o tempo de meia vida da substancia.

Por exemplo, um medicamento ingerido em 10 gramas e com sessenta minutos de meia vida, continua
sendo Util para o corpo enquanto restar pelo menos 2 gramas dele. Com estas condicdes, ap0s ser ingerido
uma primeira vez, quando serd necessdrio ingerir uma segunda dose? Utilizando a férmula descrita acima,

temos:

t/60
2=10 (1)
2
- (3)

2 1 t/60
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t
2,32~ —
60

139,2~t

A segunda dose precisara ser ingerida depois de aproximadamente 2 horas e 19x minutos.

Curva de Aprendizagem
Ao lidar com um contetddo desconhecido, a tendéncia é de que haja uma dificuldade maior de assimilar o
que é estudado.

Depois de um tempo de envolvimento com o conteldo, os conceitos e resultados vao ficando, aparente-
mente, mais faceis de se compreender. Mas, apds mais um periodo, as dificuldades podem retornar, devido a
grande quantidade de recursos aprendidos que devem ser relacionados para a obtencao de novos resultados,
podendo uma pessoa chegar, até mesmo, a um limite que a impossibilite de continuar, sendo talvez este um

motivo externo ou interno ao individuo.
O que é comentado acima, pode valer para estudantes, trabalhadores e atletas em geral.

Algumas empresas estipulam o desempenho que um funciondrio deva atingir com o tempo. Uma férmula

estipulada é a seguinte:

P(t)=M—N.e %,
onde:

P(t) é a eficiéncia da pessoa;
t é o tempo de experiéncia;

M, N e k, sdo constantes positivas que dependem da natureza da atividade.

Outros

Outras aplicagcdes muito comuns com fungdes exponenciais sao estudos sobre aplicagoes financeiras, inter-

valos entre ingestdo de remédios e crescimento populacional.

Nao iremos detalhar essas Ultimas por terem modelagens matematicas muito similares as anteriores. Muitas

destas foram inspiradas e podem ser vistas com mais detalhes em [10].

1.1.2 Funcao Logaritmica

Para detalhes sobre a teoria envolvida, veja a Secao A.1.2.

& UFU-FAMAT-PROFMAT 5



Curiosidades sobre o mundo e aplicacoes matematicas Aplicacées com logaritmos e exponenciais

Lei de Benford

Ao analisar uma lista com varios nimeros de grande amplitude sobre algo natural, observa-se que o primeiro
digito mais comum em cada ndmero é o digito 1 e o0 menos comum é o 9. A quantidade de nimeros que

comecam com o digito 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ou 9 pode ser estimada utilizando a férmula a seguir:

P(d) = log(l + %) ,
onde:
P(d) é a probabilidade de um nimero da amostra ter d como o primeiro digito.
E utilizada como um indicativo de que um conjunto de dados pode estar correto ou com erros ou falsificacdes.

Na verdade, a férmula P(d) ndo vale apenas para o primeiro digito, mas sim para quantos algarismos o
ndmero d tiver. Por exemplo: P(125) = log(l + %) indica a probabilidade de os trés primeiros digitos de um

nuimero ser 1, 2 e 5 nesta ordem.

Em geral, é possivel estimar a probabilidade de um ndmero d aparecer como o segundo, terceiro ou outro

digito de n-ésima posicdo. Em expressao matematica:

10 1-1

P.(d)= Z log(l + ﬁ)

k=102

Por exemplo, a probabilidade de 5 ser o segundo digito pode ser calculada por meio de:

10%71-1

1 1 1 1
Py(5) = 1 1+—— | =1 1+—)+1 1+—)+...+1 1+ — |~ 0,0967.
2(5) kzéz Og( 10k+5) Og( 15) Og( 25) Og( 95)

Com um exemplo da Lei de Benford, utilizando os dados encontrados em [6], os municipios de cada Estado
do pais foram separados de acordo com o primeiro digito da quantidade de habitantes que possuem, conforme

na tabela:
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Total de Municipies

Figura 1.1: Tabela sobre municipios brasileiros. Fonte: Feito pelo autor via Excel

No gréafico que segue serdo apresentado trés conjuntos de dados: os de Minas Gerais (em vermelho), os do

Brasil (em verde) e os valores esperados para a Lei de Benford (em preto).

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9

Figura 1.2: Grafico comparando a frequéncia dos primeiros digitos . Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Observe como a frequéncia dos municipios do Brasil se aproximam mais da Lei de Benford do que os de
Minas Gerais. Este é um exemplo de que quanto maior a amplitude dos dados de uma amostra, mais precisos

se expressam os resultados da Lei de Benford.

Outros

Outras aplicagdes muito comuns com funcdes logaritmicas sdo estudos sobre acustica, eventos sismicos,

pressao atmosférica e potencial hidrogeniénico (pH) de substancias.

Nado iremos detalhar essas Ultimas por serem temas comuns de exercicios de livros didaticos, além de sur-
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girem, frequentemente, em provas como ENEM e vestibulares. Muitas destas foram inspiradas e podem ser

vistas com mais detalhes em [10].

1.2 Aplicacoes na Trigonometria

Para detalhes sobre a teoria envolvida, veja a Secdo A.1.2.

1.2.1 Circunferéncia da Terra: primeira medicao

Por volta de 200 a.C., Eratdstenes teve uma ideia de como medir o comprimento da circunferéncia da Terra.

Ele sabia que durante o solsticio de verdo, na cidade de Siena (atual Assudo), o Sol estaria quase exatamente
acima de objetos verticais retos ao solo, e que ao mesmo tempo em Alexandria isso nao acontecia, gerando

sombra em objetos verticais.

Para fazer o calculo ele seguiu as seguintes etapas:

1. Obteve a distancia entre as cidades, aproximadamente 794.808 metros. Este valor foi encontrado por

um Bematistai, que andou de uma cidade a outra contando quantos passos deu.

Observacao: Bematistai € o nome de uma profissao criada por Alexandre, o Grande, cuja funcdo era

medir distancias em passos. Para mais detalhes veja [13].

2. Sabendo a distancia, Eratéstenes foi até Alexandria, fincou uma vareta no solo formando um angulo reto
com o chdo e mediu o angulo formado entre o topo dela e de sua sombra. O valor obtido foi préximo de

7,2°, que é % de uma circunferéncia.

3. A situacdo encontrada por ele, pode ser analisada, por meio do Teorema de Tales, com a ajuda de uma
representacao como a que segue. Nesta imagem, segmento em vermelho representa a vareta fincada

no solo de Alexandria:
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Figura 1.3: Imagem ilustrando a situagao. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

4. Entdo para obter o comprimento da Terra ele multiplicou 50 por 794.808, chegando em um numero

proximo de 39.740.400 metros.

O valor que é encontrado hoje em dia, com calculos mais precisos, € de 40.074.784 metros.

1.2.2 Altura de prédio, montanha, coisas grandes

Muitas vezes, medir o comprimento de algo é simples, basta pegar uma régua ou ferramenta métrica e
comparar tamanhos, mas infelizmente nem sempre é tao facil. Por exemplo, como medir a altura do pico mais
alto de uma montanha? Nao é possivel utilizar do mesmo método e ainda existe o complicador de ndo sabermos
se o pico estd no centro da montanha. Para este e outros tipo de medicao, é possivel utilizar uma ferramenta

chamada teodolito, que mede o angulo entre a superficie em que ele se encontra e o ponto desejado.

Para o que é descrito na sequéncia, foi construido um teodolito caseiro utilizando transferidor, barbante,
palito, fita adesiva e um peso, no caso aqui uma borracha escolar. Uma imagem do mesmo é adicionada

abaixo.

Figura 1.4: Teodolito caseiro feito para esse exemplo. Fonte: Arquivo pessoal do autor
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Tendo a biblioteca da Universidade Federal de Uberlandia (UFU) de exemplo e, o teodolito da figura acima

como ferramenta, é possivel medir sua altura a partir das etapas:

1. Ao Armar o teodolito a uma distancia da biblioteca e apontar para o ponto mais alto, descobre-se o angulo

formado entre ela e o chao neste local.

Observado’r,//

Biblioteca

Figura 1.5: Primeira medicao e sua representacao em desenho. Fonte: Arquivo pessoal do autor

2. Ao afastar-se consideravelmente do primeiro ponto, arma-se o teodolito novamente e mede-se o angulo

formado agora, mais uma vez, mirando no mesmo ponto.

Biblioteca

Figura 1.6: Segunda medicdo e sua representagcdo em desenho. Fonte: Arquivo pessoal do autor

3. O desenho em uma folha da situacao encontrada, serd algo similar a:

‘ Biblioteca

Figura 1.7: Desenho da situagdao completa. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

4. Utilizando a tangente dos dois angulos encontrados, cria-se um sistema com duas incdgnitas, d para

a distancia da primeira medicdo e h, para a altura da biblioteca. Ambas as medi¢des sédo aferidas em

metros.

tg(15) =
tg(13) =

Q| =
+ | =
(@]
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5. Ao resolver o sistema, aproximando com o auxilio de uma calculadora os valores de tg(13) e tg(15),

encontra-se tanto o valor de d quanto de h.

h h
d, = 0,2679 = 2, _2617?545
0,2309 = —— = d=—"7T——
775 0,2309d +1,1545=h 0.2309
h h—1,1545

0,2679  0,2309
0,2309h = 0,2679h — 0, 3093

—0,037h = —0,3093

h=8,3595

6. Adicione ao resultado de h, o valor da altura do olho do observador, neste caso, 1,58m. Desta forma,
o valor obtido para a altura da biblioteca é de 9,9395m. Para comparacdes, a altura correta é 10,23m,

conforme dados fornecidos pela Prefeitura Universitaria da UFU.

1.3 Algumas aplicacoes relativas a Matrizes e Vetores

Para detalhes sobre a teoria envolvida, veja as Secdes A.4.1 e A.4.2 .

1.3.1 Autovetor como estabilidade de uma situacao modelada a partir da operacao por

uma matriz

Ao analisar uma situacao fechada onde ha pelo menos duas populacdes que interagem entre si, é possivel
prever quando elas estabilizardo e qual a quantia de individuos em cada uma. A modelagem matematica que

descreve este tipo de interacdo é

CpP; + MpQ; = Pi1y

CoQi+MpP; = Qi1

Que pode ser visto como o produto de matrizes:

Cp Mg p; Piyq
Mp Cq Qi Qi1
Dada uma populagdo P, indicamos por P; a populagdo em um dado momento de tempo i;

Dada uma populagdo Q, indicamos por Q; a populagdo em um dado momento de tempo i;
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Cp é a porcentagem de P; que continuam sendo P;;
My é a porcentagem de P; que deixa de ser P;;
Cq € a porcentagem de Q; que continua sendo Q;;

M, é a porcentagem de Q; que deixa de ser Q;.
A situacao de equilibrio é atingida no autovetor associado ao autovalor 1.

E fato que

Pi+Qi =P +Qiq

CP+MP:MQ+CQ:1'

Ou seja, a populagao total no instante i € a mesma do instante i + 1. Além disso, Cp+Mp =1e Co+ M, =1,

pois sé existem as possibilidades de uma populacao P se tornar Q ou continuar P e vice-versa.

Por exemplo, para uma certa populacdo, P; poderia indicar a quantidade de infectados por um certo virus
e, Q; a quantidade de saudaveis. Apds um intervalo de tempo, passamos a ter P;,; como a quantidade de

doentes e, Q;,; como a quantidade de saudaveis. A figura abaixo ilustra o que ocorre neste caso.

Infeccao

Continuam Continuam

Sauddveis

Infectados

0

0,8 3000

Cura

Figura 1.8: Desenho da situacao completa. Fonte: Feita pelo Autor

Via GeoGebra, foi analisada essa mesma situagao. Nas figuras abaixo, notamos que as populacdes tendem
a um estado de equilibrio. Nelas, os vetores sdo da forma (S,I), em que S é a populacdo saudavel e I é
a populacdo infectada. O vetor ii representa as populacdes iniciais, u’ representa as populacdes atuais e W

representa a previsao de estabilidade das populacdes.
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Infecgao

o
1
o

1200

7\ 1000
| 800

Continuam
Sauddveis

3000

; /
)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000

Cura

Figura 1.9: Desenho da situagao inicial. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Apds um intervalo de tempo, 600 dos sauddveis se tornaram infectados.

Infeccao

T=1
1200 -
Continuam Continuam

\ 1000

lo,7 o v

.
600 w L ,
.

Saudavei
auddveis Infectados

2400

0,8 600

2
Cura 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000

Figura 1.10: Desenho da situagdo apds um intervalo de tempo. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Apds um segundo intervalo de tempo, 480 dos sauddveis se tornaram infectados e 180 dos infectados se

tornaram sauddveis, resultando na distribuicdo apresentada abaixo.

Infeccao

T
1200 -

C'ont inuam
Infectados 1000

90

U
.
.
.
B
W
B
.
.
.
.
400 e

— _ .

Continuam
Sauddveis

2100

Cura

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000

Figura 1.11: Desenho da situagdo apds dois intervalos de tempo. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Apds mais um intervalo de tempo, 420 dos saudaveis se tornaram infectados e 270 dos infectados se torna-

ram saudaveis, resultando na distribuicdo apresentada abaixo.
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Infeccao
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Figura 1.12: Desenho da situacao apds trés intervalos de tempo. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Apés outro intervalo de tempo, 390 dos saudaveis se tornaram infectados e 315 dos infectados se tornaram

sauddveis, resultando na distribuicdo apresentada abaixo.

Infeccao

T=4
1200 S
Continuam Continuam
Sauddveis
Infectados 1000 ,
5 u
0,8 1875 T—4 1125 ‘\0’ 7 800 '/(
e
600 7
.
®
400 L
""
200 P
Cura ll

) 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000

Figura 1.13: Desenho da situacao ap6s quatro intervalos de tempo. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Enfim, apds varias outros intervalos de tempo, os valores se aproximam cada vez mais de 1800 saudaveis e

1200 infectados, até que se estabilizam nestes valores variando apenas uma casa decimal cada vez menor.

Infeccao

1200
Continuam

ﬂ fectados

T—18 1200

Continuam
Sauddveis

1000

1800

u
Cura ol

[ 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000

Figura 1.14: Desenho da situacao completa. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Uma justificativa para o fato de situacdes deste tipo sempre tenderem a um equilibrio, assim como autovetor
associado ao autovalor 1 ser o ponto de equilibrio, podem ser encontradas em [3, P. 72] e [7, P. 70]. Nestas

referéncias sdo apresentados o conceito de Matriz de Markov, além de resultados e aplicacdes relacionados a

este assunto.

A inspiracao para esta modelagem foi encontrada em [15].
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1.3.2 Produtos de matrizes na anadlise de etapas para a conexao entre elementos

E possivel descrever as conexdes entre elementos utilizando uma matriz. Uma vantagem clara de realizar
esta representacao é que sabendo apenas as conexdes iniciais diretas, conseguimos informacdes sobre todas
as conexdes indiretas que poderiam ser feitas com quantos intermediarios forem necessarios. Denominamos
estas como matriz adjacéncia, que em suas formas mais simples possuem apenas entradas 0 ou 1, sao qua-
dradas e simétricas. Veja por exemplo, a representacao textual da conexdo por telefone entre 5 pessoas.

* Aline tem o contato de Bruno;

* Bruno tem o contato de Aline, Carol e Diogo;

* Carol tem o contato de Bruno e Diogo;

* Diogo tem o contato de Bruno e Carol;

* Eduardo ndo tem o contato de ninguém.

E esperado, que todos possuam o préprio contato, j& que conseguem falar consigo mesmo, mas para uma
explicacao um pouco melhor, assumiremos que eles nao possuem uma forma de fazer um autocontato. Em

forma de matriz, o nimero 1 na entrada a;; significa que a pessoa i possui o contato da pessoa j. Observe esta

representacao:

Aline Bruno Carol Diogo Eduardo

[ o 1 0 0 0 |\ Alne
1 0 1 1 0 Bruno
C= 0 1 0 1 0 Carol
0 1 1 0 0 Diogo
\ 0 0 0 0 0 )Eduardo

Neste estado, conseguimos dizer quais pessoas possuem conexao direta uma com outra, mas se quisermos
saber com quem é possivel entrar em contato tendo apenas um intermedidrio, basta multiplicar esta matriz por

ela mesma, obtendo:
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Aline Bruno Carol Diogo Eduardo

[ 1 0 1 1 0\ Aline
0 3 1 1 0 Bruno
Cc?= 1 1 2 1 0 Carol
1 1 1 2 0 Diogo
\ 0 0 0 0 0 }Eduardo

Agora, as entradas representam a quantidade de maneiras possiveis e distintas de, a partir da pessoa i e,

tendo apenas uma delas como intermediaria entrar, em contato com a pessoa j.

Esta ideia, de multiplicar a matriz por ela mesma pode ser repetida enquanto necessario, ou seja, a matriz
C™ apresenta a quantidade de conexdes distintas possiveis entre a pessoa i com n intermediarios até entrar

em contato com a pessoa _]

1.4 Uma aplicacao relativa a Geometria Analitica

Para detalhes sobre a teoria envolvida, veja a Secdo A.3.1.

A obtencao dos pontos de intersecao entre circunferéncias tem grande uso nos dias atuais nos processos
de locomocao, sendo utilizados pelos sistemas de navegacdo via satélite. No caso do Brasil, utiliza-se o GPS
(global position system). Assim como pode ser encontrado em [14], outros sistemas conhecidos sao o GLONASS

(Russia), o Galileo (Unido Europeia) e o Compass (China).

O funcionamento ocorre da seguinte maneira: um satélite S; emite um sinal em forma de uma circunferéncia
que cresce até o momento em que ela intersecta um aparelho. Neste momento, a Unica informacdo obtida é
gue o aparelho estd a uma distancia R; de S;. No mesmo instante um segundo satélite S,, posicionado em
outro local, também emite um sinal da mesma forma. Agora a informacao é que o aparelho estd em uma das
duas intersegfes entre as circunferéncias centradas em S; e em S,. Para completar o processo, um terceiro
satélite Ss, distante dos outros dois, emite um sinal assim como eles. Enfim, a localizagdo do aparelho é dada
com precisdo. O passo a passo é feito em [4].

No caso real, ao invés de circunferéncias os satélites emitem um sinal em forma de uma esfera, sendo também
necessarios quatro delas ao invés de apenas trés. Abordamos aqui apenas o caso em duas dimensdes (R?),

simplificando o que de fato ocorre.

Para um pouco mais de detalhes em modelagens desse tipo de situacao, ver [2].
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1.5 Uma aplicacao relativa a Geometria

1.5.1 Abelhas, bolhas, otimizacao e area

Para detalhes sobre a teoria envolvida, veja a Secao A.2.2.

Colmeias sdo construidas com favos de mel, todos com um formato hexagonal. Apesar disto, sua forma

inicial, assim que feitos por abelhas, é circular.

Figura 1.15: Imagens sobre os Hexagonos.
Fonte:https://www.cpt.com.br/cursos-criacaodeabelhas/artigos/
defensividade-das-abelhas-dominio-da-colmeia-e-manuseio-dos-quadros-pelo-apicultor

Bolhas possuem um comportamento parecido, inicialmente, possuem um formato esférico como uma bola.
Conforme mais bolhas vdo grudando umas nas outras, elas passam a exibir formatos diferentes, até que even-

tualmente se arranjam de forma hexagonal.
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Figura 1.16: Passo a passo do formato de bolhas. Fonte: Arquivo pessoal do autor

E possivel encontrar este padrdo em outros locais, algumas rochas, formatos de células e estruturas molecu-
lares. Um motivo para esta frequéncia € o fato do hexagono regular ser o poligono que preenche mais espaco,

dada uma quantidade de tracos.

Figura 1.17: Imagens sobre os Hexagonos. Fonte: https://jp-lugaresfantasticos.blogspot.com/2012/01/
calcada-dos-gigantes-irlanda.html.

Estas, sdo situacdes reais que inspiraram questionamentos e estudos a respeito de formas geométricas,
neste caso, mais especificamente, dado um mesmo barbante, arame ou linha, qual o poligono que formado
por ele, possui a maior &rea. E possivel formar varios poligonos desta forma, inclusive figuras geométricas que
preenchem mais espaco do que um hexagono, que é a figura destacada na natureza, mas com nenhuma delas

é possivel preencher todo um espaco sem deixar pequenos vazios pelo caminho. Observe as imagens abaixo,
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com exemplos de triangulos, quadrados, pentdgonos e hexagonos, respectivamente.

NNNIN N/

Figura 1.18: Plano tesselado por triangulos regulares. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Figura 1.19: Plano tesselado por quadrados. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

05 &8

Figura 1.20: Tentativas de tesselar o plano com pentédgonos regulares. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Figura 1.21: Plano tesselado por hexdgonos regulares. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

E possivel perceber que dos poligonos apresentados, o pentadgono é o Unico que ndo foi capaz de tesselar o

plano, a imagem utilizada representa duas tentativas que ainda assim resultam em falhas.
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CAPITULO 2

Sugestoes de aulas e atividades

Este Capitulo é composto de cinco sugestdes de atividades para serem feitas em sala de aula. Damos

destaque para a quarta, a qual descrevemos uma experiéncia em sala de aula.

2.1 Despoluicao de um rio

2.1.1 Materiais necessarios

1. Quadro e giz ou pincel;
2. Trés recipientes com 1 litro de capacidade cada;
3. Um recipiente menor onde é possivel mensurar 100ml;

4. Corante, pé de café ou qualquer meio de tingir a 4gua de forma perceptiva.

2.1.2 Passo a passo da atividade

1. Preencha um dos recipientes maiores com 1 litro de agua;
2. Preencha outro dos recipientes maiores com 900ml de dgua e 100ml da substancia com cor;

3. Peca para que um ou mais alunos anotem no quadro os valores em ml de cada substancia presente no

recipiente misto, em cada etapa;

4, Com o recipiente menor, retire 100ml do recipiente misto e os jogue no recipiente maior que ficou vazio

e preencha o recipiente misto com 100ml de dgua limpa;

5. Repita o Ultimo passo pelo menos 3 vezes, para o padrao comecar a ficar perceptivel.
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Sugestoes de aulas e atividades Temperatura de um bolo

E interessante perceber a existéncia de funcdes exponenciais que modelam os valores de dgua e corante
no recipiente misto. Considerando que a mistura € homogénea e, n como a quantidade de vezes que se retirou
dgua do recipiente misto, cada vez que 100ml é retirado, estamos removendo 10% de dgua e, consequente-
mente, 10% de corante. Com isso, no passo n, temos:

Agua:
P,(n) =1000—100(1—0,1)".

Corante:

Pc(n) =100.(1—0,1)".

2.2 Temperatura de um bolo

2.2.1 Materiais necessarios

1. Quadro e giz ou pincel;

2. Um bolo.

2.2.2 Passo a passo da atividade

1. Apds apresentar aos alunos a funcdo exponencial e algumas de suas versoes, dividir a turma, preferenci-

almente de 4 até 8 grupos e, dizer a eles que vocé trard um bolo na préxima aula;
2. Traga o bolo no dia da atividade;

3. No dia da atividade, possivelmente sera divertido criar um cenario ficticio. Deixe o bolo em um local

inesperado, e em sala, peca que um dos grupos va até o local esperado do bolo e o traga.
4. Para a surpresa deles, o bolo ndo estard 13, quando voltarem de maos vazias, diga a turma:

5. "Eu trouxe um bolo para que todos comessem juntos. Como podem ver, o bolo "sumiu", erro meu!. Eu
nao deveria ter avisado todos vocés antes. Bem, eu sei quem foi, ndo vou dedurar o grupo comildo, mas

7

darei a chance para que cada um de vocés descubra qual é.";

6. Entao escreva no quadro, a formula da lei do resfriamento de um corpo, a temperatura do bolo quando
saiu do forno, a temperatura dele no horério atual, a temperatura ambiente além de horérios ficticios de

quando o professor teria visto cada grupo entrando na sala onde estaria o bolo;
7. Avise a turma que uma temperatura segura para comer o bolo é de 50°C e que tem certeza que o primeiro
grupo que teve acesso ao bolo nesta temperatura o comeu.

Para obter a resposta, os grupos precisardo utilizar da Lei do Resfriamento que pode ser vista na Secao

1.1.1.
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2.3 Hexagono otimizando area dado perimetros

Para a teoria do que é apresentado aqui, veja a Secdo A.2.2.

2.3.1 Materiais necessarios

1. Quadro e giz ou pincel;

2. Uma bacia;

3. Um mecanismo de soprar bolhas;

4. Imagens diversas sobre a atividade;

5. Se possivel um computador com GeoGebra e um método de expor as imagens deste para a sala.

2.3.2 Passo a passo da atividade

1. Pedir que cada aluno escolha um poligono, para ao desenhar na lousa (ou no computador se presente),

tentar preencher o maximo possivel do quadro;

2. Faga uma breve discussao sobre o assunto, buscando entender como cada figura preenche a lousa de

formas distintas e usando quantidades diferentes de tinta;

3. Pedir como dever de casa, que tragam planos completamente preenchidos por alguma forma geométrica.

(Mosaicos sao validos);

4. Na aula que trouxerem as imagens, discutir qual delas melhor otimiza o gasto de tinta ao preencher todo

0 espaco que ocupa;

5. Na mesma aula, utilizar da bacia e de um sopra bolhas, para preencher ela de bolhas, reparando no

formato que elas irao tomar;
6. Discutir por qual motivo as bolhas se comportaram de tal forma;

7. Encontrar uma justificativa no padrao das bolhas a partir de contas de area e perimetro de cada figura.

2.4 Volume de Cilindro e Musica

Para a teoria do que é apresentado aqui, veja a Secdo A.2.5.
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2.4.1 Materiais necessarios

1. Régua, lapis e papel;

2. 7 garrafas de vidro com formato cilindrico;

3. Agua;

4. Algo para dissolver na dgua caso necessario;
5. Uma vareta ou haste para tocar as garrafas;
6. Um medidor de volume em ml;

7. Afinador ou aplicativo com esta funcao.

2.4.2 Passo a passo da atividade

1. Se a base da garrafa for irregular, descubra quantos ml sdo necessarios até o inicio da forma cilindrica;

2. Em um ambiente silencioso, afine as garrafas. Bata nelas e procure a nota esperada no afinador. Para
alterar o som produzido, acrescente dgua na garrafa. Se necessério, acrescente sal ou acUcar na dgua

para alterar a nota atingida. O objetivo aqui é que todas as notas estejam na parte cilindrica da garrafa;
3. Anote quantos ml sdo necessdrios para atingir cada uma das 7 notas;
4. Leve as garrafas para a sala de aula e divida os alunos em grupos;

5. Diga para cada grupo quantos ml sdo necessdrios para preencher a parte irregular e quanto é necessario

para atingir a nota da garrafa que receberam;

6. Os alunos devem utilizar de régua, papel e lapis para descobrir o raio da parte cilindrica da circunferéncia

e entdo calcular a altura necessaria para atingir o volume ideal;

7. Quando todas as garrafas estiverem afinadas, toque uma musica simples ou chame algum aluno que

saiba tocar.

2.4.3 Desenvolvimento da atividade em sala de aula

Uma atividade similar a esta, foi colocada em pratica em uma escola da rede privada de ensino de Uberlandia
- MG. Nesta versao as garrafas escolhidas ndo alcancavam a nota D9, entdo, apenas as outras seis foram
utilizadas. Desta forma musicas com este som nao poderiam ser tocadas, contornamos a situacao, alterando

o tom das musicas que a utilizam, o resultado é uma musica extremamente similar. A turma escolhida para a
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atividade era composta por seis alunos do 82 ano do ensino fundamental, mas neste dia, apenas cinco estavam

presentes.

Todos foram para perto da mesa do professor, onde foi explicada a proposta da atividade, utilizando uma

garrafa extra de modelo.

Figura 2.1: Explicando com um modelo. Fonte: Arquivo pessoal do autor

Os alunos foram separados em dois grupos, um com 3 e outro com 2. Cada um dos dois recebeu um
tubo de papeldo, uma calculadora para otimizar o tempo nos calculos daquele momento em diante, e lhes
foi pedido que calculassem o volume do objeto. O intuito nesta etapa era de familiarizar os estudantes com
0 que deveriam fazer na atividade. Este processo foi aproveitado para discutir erro de medidas utilizando a
régua ou qualquer outro instrumento de mensuracao, além de comparar os resultados dos grupos, e apontar a
importancia de pensar criticamente quanto ao resultado obtido no final das contas, jd que o valor encontrado

por um dos grupos era muito diferente do que seria esperado para o volume do objeto.

Em seguida, quatro garrafas, duas varetas, recipientes com dgua e celulares com o aplicativo Tuneo foram
distribuidos entre os grupos. Eles deveriam encher as garrafas e bater nelas com as varetas até que o apli-
cativo de afinacao no celular indicasse que alcancaram o som correto. Nesta etapa, um evento interessante
aconteceu. Uma das garrafas estava com um som destoante, mesmo o aplicativo apontando o contrario. Ao
serem colocadas todas lado a lado de forma que as notas fizessem uma escala crescente, ficou nitido que a
quantidade de a&gua nesta estava errada, o esperado é que a quantidade de dgua em cada garrafa também
fosse crescente, mas esta era a Unica que fugia do padrdo. Desta vez, focando em evitar qualquer tipo de ruido

da sala de aula, a nota correta foi alcancada.

Figura 2.2: Alunos realizando a atividade. Fonte: Arquivo pessoal do autor
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Enfim as garrafas foram posicionadas e tocadas. Dois dos alunos sugeriram musicas, mas nem um se

interessou em tentar tocar inicialmente. Apds alguns momentos, uma aluna se disp0s a tocar uma musica.

Ainda assim, segundo eles, foi uma experiéncia divertida.

Figura 2.3: Garrafas alinhadas. Fonte: Arquivo pessoal do autor

Ao final, alguns questionamentos foram feitos para retomar os conteldos e potencializar a apropriacao feita

destes pelos alunos, as respostas foram satisfatdrias.

Algumas semanas depois, ainda era possivel constatar que os alunos entendiam como realizar os calculos e

ndo apresentavam dificuldades quanto ao conteldo.

Para mais detalhes sobre o aplicativo utilizado na atividade, seguem imagens dele e nas fontes do trabalho

o link para seu download pode ser encontrado, clique aqui para um caminho mais rapido: [8]

—  Cromdtico (qualquer) ¢y o
T Padréo, A=4400Hz
METRONOMO AFINADOR MANUAL

Batidas por - Clicks por batida
1

%

05 +1

70

| 2
Gi A, A

440.0 Hz

ATUALIZAR PARA VERSAO PREMIUM E
REMOVER ANUNCIOS INSTAUR

Figura 2.4: Imagem do aplicativo aberto em sua tela inicial. Fonte: Arquivo pessoal do autor
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Composicao de funcao e caca ao tesouro

A, Afinador de Violao e
Violino

gl

440.0 Hz

B> GooglePlay oaos s R tros Crnces

Novidades

JItima atualizagao: 30 de

« Nov or: A |

203 FoEB @~ =N 31%8

Afinador de Violao e Violino
Detalhe

Contém antincios

Dados do app

30 de jun
Mais de 1.000

Android 4.4 e

Figura 2.6: Imagem de alguns detalhes técnicos do aplicativo

2.5 Composicao de funcao e caca ao tesouro

Para a teoria do que é apresentado aqui, veja a Secao A.1.2.

2.5.1 Materiais necessarios

1. Régua, compasso, lapis e papel;
2. Um mapa simples da escola;

3. Algo que represente os tesouros da brincadeira;

4. Folhas com uma mapa feito a partir das instrucdes nesta secao.

Afinador de Violao e Violino

A
'

I I |1
440.0 Hz

. Fonte: Arquivo pessoal do autor
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Sugestoes de aulas e atividades Composicao de funcao e caca ao tesouro

2.5.2 Passo a passo da atividade
1. Com o mapa da escola em maos, trace uma parabola que percorra espacos da escola que os alunos
possam visitar durante as aulas;
2. Coloque em cada um destes locais, um tesouro da brincadeira;
3. Divida os alunos em grupos;
4. Distribua entre eles as folhas com instrucdes da atividade;

5. Talvez seja interessante que exista um fator de tempo na brincadeira, algo como o grupo que terminar

primeiro ganha 1 ponto extra, ou algo similar e adequado;

6. Em sala de aula, fardo as contas e desenhos necessérios para descobrir onde se encontram cada um dos

tesouros;

7. Para diminuir e tentar evitar confusdes na escola, antes de irem buscar o tesouro, os alunos precisam

confirmar com o professor se o raciocinio e contas realizados pelo grupo indicam de fato o local certo.

2.5.3 Detalhes de como construir o mapa da atividade

Este é o mapa quadriculado do Campus Santa M6nica da UFU:

Avenida Joiio !Nuves de Avila_*

Diretriz

& PR TN

k.
8\
) " \
s /(o:t.\ 7 q
SN
‘;(‘Q'
s

)

+
3
»

Figura 2.7: Mapa UFU Santa Moénica. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Utilizando um software gréfico, encontre um foco e uma diretriz que definam uma parabola que "percorra"

uma parte consideravel do local onde os alunos poderiam ir.

Avenida Jodo !Nnves de Avila °

Diretriz

_% PZRVAN ;\;"} 3
<Y ‘

>
e
4

te=>

Figura 2.8: Mapa UFU Santa Monica. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra
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Sugestoes de aulas e atividades Composicao de funcao e caca ao tesouro

A partir deste ponto, ignorando paredes e deslocamentos verticais, e de forma a apenas escolher lugares
igualmente distantes do ponto e de uma rua ou parede do local, alguém teve "t" tempo para esconder um
tesouro. Neste caso, a partir do foco e seguindo a regra de escolher lugares igualmente distantes do foco e da
Avenida Jodo Naves de Avila (Eixo X).

Avenida Jodo !Nnves de Avila°

Diretriz

—% y '0"" N
Nl 4:,'0\ / ¢

«

SN
& 2N

‘* ‘e‘*ﬂ‘
/ AT\

Figura 2.9: Mapa UFU Santa Moénica. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra
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Tracada a pardbola, escolha onde estardo os tesouros. Seria interessante fazer este mesmo processo duas
ou trés vezes, rotacionando o mapa ou trocando a parabola escolhida, pois assim serd possivel montar grupos

que encontrardo respostas diferentes.

Feito isto, a folha que cada grupo receberd terd o mapa quadriculado, uma indicagao do foco e a informacao

de qual é a rua relevante.

Para encontrar os tesouros, os alunos deveréo tracar circulos de raio s(t) a partir do foco, a0 mesmo tempo
gue tracando linhas paralelas a rua relevante que distam s(t) dela. Isto gera duas funcdes compostas: x? +
(y —b)® =s(t)> e y = —b—s(t), onde s(t) = b + 2,5t é o deslocamento de quem escondeu os tesouros em t
tempo e b é a ordenada do foco. Na figura acima b = 2 e 0 2,5t utilizado em s(t) é uma possivel velocidade

média de caminhada humana, conforme informado em [5].
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CAPITULO 3

Conclusao

Buscar respostas para a pergunta motivadora do trabalho inicia um processo interno de pensamento e
reflexdao, que permite o questionamento de diversos contelldos matemadticos ensinados, tanto sobre sua real
utilidade, que as vezes pode parecer nao existir, quanto do ponto de vista dos estudantes que se deparam com
estas informacdes tendo uma bagagem académica e emocional, muitas vezes menor que a dos professores
para o mesmo tema. Ao empenhar parte de seu tempo neste assunto, uma pessoa com o desejo de ensinar
enriquece seus conhecimentos matematicos e interdisciplinares, sua criatividade e senso critico, além disto,

torna mais préxima e humana a relacao entre eles e quem aprende.

As sugestdes de aulas presentes na dissertacao colocam alunos no papel de protagonistas das atividades,
eles desenvolvem o processo e tem a possibilidade de perceber sozinhos a presenca e utilidade da matematica
em determinados ambientes. Este tipo de experiéncia torna o conhecimento algo mais rico, divertido ou inte-
ressante, além de gerar memarias envolvendo mais sentidos, e diferentes do padrao convencional de apenas
resolver exercicios. Isto por sua vez, resulta em dois aspectos importantes para um momento de aprendizado,

uma retencao mais eficaz do conteddo e um interesse maior por parte de quem aprende.

A conclusdo obtida ao final desta pesquisa e das atividades colocadas em pratica é clara: uma aula que
apresenta aos estudantes um objetivo a buscar e que permite comecar isto j& na escola. E um processo
engrandecedor para todos os envolvidos na atividade e, um complemento que, ao olhar de um aluno, pode

valorizar e ressignificar o ato de estudar.
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APENDICE A

Conceitos e Resultados Matematicos

Utilizados

Este Apéndice completa a dissertacdao com teorias relacionadas as aplicagcbes, as sugestbes de aula e as

atividades.

A.1 Aritmética e Algebra

A Aritmética é um ramo da matematica que trabalha com nimeros por meio de operacées, chamadas ele-

mentares, sendo elas adi¢ao, subtracao, multiplicacao e divisao.

A Algebra é vista como um ramo da matematica que, de certa forma, generaliza a Aritmética. De fato, a

Algebra trabalha com simbolos e varidveis, por meio de operacdes, para encontrar quantidades desconhecidas.

Nesta Secdo, as varidveis serao conjuntos, sobre os quais trabalharemos com as operacées: unido, interse-
cao e diferenca (complementar de um conjunto em relacao a outro ou ao universo). Também lidaremos com as

funcdes vistas como varidveis, trabalhando com a operagao composicao entre elas.

A.1.1 Conjuntos e Operacoes entre eles

Definicao A.1l: Conjuntos ]

Conjunto é um modelo matematico para uma colecao de objetos, chamados elementos ou membros que

possuem alguma propriedade em comum.

Em geral, utilizaremos letras mailsculas A,B,C, ... para conjuntos e letras minUsculas a, b,c... para seus

elementos. Ainda, escrever a € A (a pertence a A) significa dizer que a é um elemento do conjunto A.
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Exemplos iniciais que sao frequentemente trabalhados no ensino pré-universidade sao os seguintes conjun-

tos numéricos: N (Naturais), Z (Inteiros), Q (Racionais), I (Irracionais), R (Reais) e C (complexos).

,_[ Observacao A.1 ]

Sejam A e B conjuntos, seguem alguns fatos:

1. Dizemos que A estd contido em B e escrevemos A C B, se todo elemento de A é elemento de B.

2. Escrever A = B significa que os elementos de A sdo elementos de B e vice-versa. Em simbolos,

A=B<=ACBeBCA.

E comum utilizarmos o simbolo C para dizer que um conjunto estd contido ou é igual a outro
conjunto. Por exemplo A C B pode dizer que A esta simplesmente contido (subconjunto préprio) ou

é igual a B.

3. Denotamos por @ ou {} o conjunto vazio, ou seja, um conjunto que ndo possui nenhum elemento e
estd contido em qualquer outro. E comum o erro de denotar o conjunto vazio por {#}. Porém, aqui

estamos denotando um conjunto que tem o vazio por elemento.

4. Em uma dada situacao é comum trabalharmos com o chamado conjunto universo, ou seja, um

conjunto, denotado por U, que contém todos os outros conjuntos da situagao.

5. Nao ha um consenso geral sobre zero (0) ser um ndmero natural, ou ndo. Neste texto, vamos

considerar 0 como um natural.
6. Escrevemos A* para denotar A sem o zero (0), no caso de ocorrer 0 € A.

7. E possivel ainda que apenas os nimeros n&o negativos (positivos e zero) de um conjunto A satisfa-
¢am uma definicdo, nestes casos, se escreve A,. De forma semelhante A_ representa os nimeros

nao positivos (negativos e zero) do conjunto.

Enfim, se necessario apenas os nimeros positivos de um conjunto A, utiliza-se o simbolo Aj e, no

caso de numeros de negativos, utiliza-se A* .

Definicao A.2: Uniao ]

Dados dois conjuntos A e B, denominamos A unido com B o conjunto C = AU B que satisfaz:

X €AUB < x€Aouxe€B.

Vale para esta operacao, as seguintes propriedades:
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1. Associativa: AU(BUC)=(AUB)UC; 2. Reflexiva: AUA = A;
3. Comutativa: AUB =B UA; 4. AC(AUB);
5. Elemento Neutro: AUD = A; 6. ACB< AUB=B;

7. Distributiva quanto a intersecdo: AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Definicao A.3: Intersecao ]

Dados dois conjuntos A e B, denominamos A intersecdo com B o conjunto C = AN B que satisfaz:

XE€ANB < x€Aex€B.

Vale para esta operacao, as seguintes propriedades:

1. Associativa: AN(BNC)=(ANB)NC; 2. Reflexiva: ANA=A;
3. Comutativa: ANB=BNA; 4. (ANB) CA;
5. Elemento Neutro: ANU =A; 6. ACBS ANB=A4;

7. Distributiva quanto a unido: AN(BUC)=(ANB)U(ANC); 8.ANG=40.

Definicao A.4: Complementar ]

Dado um conjunto A, denominamos complementar de A o conjunto A’ = U\A que satisfaz:

xeA = xd¢AexeUl.

Em alguns textos, ao invés de A’, utilizam A°.

Vale para esta operacao, as seguintes propriedades:

1. A\B#B\A4; 2. AUA =U; 3. AnA =0;
4. (A =4 5. 0\A=0; 6. A\D=A4;
7. A\A={; 8. A\U=0; 9. A\A =A4;
10. A\A=A; 11. U’ =0; 12. ¢ =U;

13. A\B=ANB’; 14. SSACB=>A\B=0; 15.ACB=A\B={;
16. (ANB) =A'UB'.

Os itens (18) e (19) constituem as chamadas Leis de De Morgan para conjuntos.

Na sequéncia, veremos um exemplo em que conjuntos sao relacionados por meio de um diagrama. Tal

representacao recebe o nome Diagrama de Venn.
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,_[ Exemplo A.1: Um exemplo da importancia do Diagrama de Venn !

Um grupo de amigos foi ao shopping e deram uma pausa para comer em uma doceria. O diagrama de

Venn abaixo mostra quantas pessoas pediu cada um dos lanches.

Leite
1

Vitamina
de
Morango

Figura A.1: Diagrama de Venn que representa a situacao Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Agora, imagine expressar todas essas informacdes por meio de um texto. Com certeza ndo seria possivel

observar tao rapidamente, e com tanta clareza, os dados apresentados.

,_[ Observacao A.2: Por que Diagrama de Venn? ]

O nome "Venn" para o diagrama é uma homenagem ao matematico inglés John Venn (1834-1923) que
propos tal estrutura em 1880. Na verdade, tal diagrama foi proposto anteriormente, pelo matematico
suico Leonhard Euler sendo, por este fato, o diagrama identificado nao apenas como Diagrama de Venn,

mas Diagrama de Euler-Venn.

A.1.2 Um estudo sobre funcoes

,_[ Definicao A.5: Funcao ]

Uma fungdo f é uma relagdo entre dois conjuntos X (Dominio) e Y (Contradominio), obedecendo uma
regra preestabelecida. Ela associa cada um dos elementos x € X, a um Unico elemento f(x) =y €Y.

Um y €7, tal que f(x) =y é denominado imagem de x. O conjunto

{y eY:y=f(x), paraalgum x € X}
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é denominado conjunto imagem de X por f. Em simbolos:

f: X — Y

x — f(x)

| Definicdo A.6: Composicéo de funcées |

Dadas as fungbes f :A—> B e g: B— C, denominamos (g o f)(x) ou g(f(x)), a funcdo composta de

gcomf:A— C,ondex €A, f(x)eBeg(f(x))eC.

A B ) C

Figura A.2: Exemplo sobre composicao de funcbes Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Para aplicagdes desta teoria, veja a Segao 2.5.

Algumas funcdes recebem um adjetivo especial dependendo do que elas satisfazem em relacao aos respec-

tivos Dominio, Contradominio e Imagem.

—| Definicéo A.7: Injetora, Sobrejetora e Bijetora |

Uma funcdo f : X — Y é denominada:

1. Injetora, se cada elemento do conjunto imagem é associado, por meio de f, a apenas um ele-

mento do Dominio. Em simbolos:
Vxi,x0 €X, f(x1) = f(x3) = x1 =X, ou Y x1,x5 €X,Xx1 # X3 = f(x1) # f(x3).

2. Sobrejetora, se o contradominio é igual ao conjunto imagem. Em simbolos:

VyeY,dxeX /y=f(x).

3. Bijetora, se f é injetora e sobrejetora. Estas possuem a propriedade de serem inversiveis, ou

seja, existe uma f_1 que satisfaz:

UGN =xe fF D=y
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Vale destacar, como veremos em exemplos abaixo, que o grafico de uma funcdo é sempre simé-

trico ao de sua inversa, em relacdo a reta identidade.

Definicao A.8: Crescente ou Decrescente ]

Uma fungéo f: X — Y é crescente se para valores crescentes de x, os respectivos valores de y au-

mentam e, decrescente se, para valores crescentes de x, os respectivos valores de y diminuem.

Definicdao A.9: MonO6mios ]

Denominamos mondémio um produto da forma ax™, em que n € N, a € uma constante real e x é uma

variavel real.

Definicao A.10: Funcao Polinomial ]

Uma funcdo polinomial (ou polindmio) é uma funcao formada pela soma de mon6mios. Em simbolos:

f(X)=ax"+ayx" 1+ .. +ax +a,; ; €ER, n€Z,.

,_[ Observacao A.3 ]

1. Dizemos que um numero xq (aqui incluimos o conjunto dos complexos C) é raiz de um polindbmio

como da Definicdo A.10, se f(xy) = 0. Na verdade, tal conceito se estende para toda fungéo real.

2. O maior valor de expoente n para o qual o coeficiente é ndo nulo é denominado grau do polinémio.
Neste caso, o polindmio tem, no méximo, n raizes distintas. E possivel decompor um polinémio

como na Definicdo A.10 por meio de suas raizes da seguinte forma:

f(x)=al(x—xl)kl(x—xz)kz...(x—xj)kf; x;€C,neN, ky+ky+...+tkj=n,n=jeN.

Este resultado pode ser encontrado em [9] e é denominado Teorema Fundamental da Algebra.

Serdo observadas aqui trés familias de funcdes polinomiais, as de grau 0, 1 e 2. Tais familias podem ser

vistas como casos particulares das funcdes polinomiais.
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,_[ Definicdo A.11: Funcéo Constante ]

Uma funcao polinomial de grau 0 é denominada fung¢do constante. Em simbolos, para algum a € R, vale:

f(x)=a,Yx € D;(Dominio de f)

??

Esta funcdo tem como propriedades importantes os fatos de: ndo ser injetora, ter o grafico paralelo ao eixo

x, e de interceptar o eixo y no ponto (0, a).

o  fa)=a

Figura A.3: Funcdo Constante Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

,_[ Definicao A.12: Funcao Afim ]

Uma funcao polinomial de grau 1, é denominada funcao afim ou funcao de primeiro grau. Em simbolos:

f(x)=ax+b;a e R".

Se b =0, entdo a funcéo é denominada linear.

E interessante observar que uma funcio afim é sempre bijetora, cuja inversa é

=222,

a

Ademais, seu grafico é uma reta, sendo uma funcdo crescente quando a > 0 e, decrescente quando a < 0.
Intercepta os eixos x e y, respectivamente, nos pontos (0, b) e —2,0).

Um caso especial ocorre quando a =1 e b =0 e, neste caso, a funcdo é denominada identidade.

| Definicdo A.13: Funcéo Quadritica |

Uma funcdo polinomial de grau 2, é denominada funcao quadratica ou funcdo de segundo grau. Em
simbolos:

f(x)=ax?+bx+c;a eR".
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,_[ Proposicao A.1: Encontrando a Raiz de uma Funcao Quadratica ]

Dada uma funcao do segundo grau f(x) = ax?+ bx +c = 0, suas raizes sio dadas por

x_—b:l:«/Z
- 2a

Demonstracao: Divida todos os termos da fungéo f(x) = ax?+bx+c=0pora:

5 bx ¢
x*+—+-==0.
a a

2
Some 4% em ambos os lados da equacao para completar os quadrados envolvendo x:

Simplifique os trés primeiros termos:

Subtraia % dos dois lados da equacao para isolar x:

( b )2 c c b2 ¢ ( b )2 b2 —4ac
X+— | +-——=——- = x+—| =———.
2a a a 4a%2 a

Para simplificar a notacao, utilizaremos A = b% —4ac:

(v+5) =a2
x+—| =—.
2a 4q2

Faca a raiz dos termos da equacao:

( b)z A b VA
x+t— | =\ = x+—=%+—.
2a 4q2 2a 2a

Subtraia % em ambos os lados da equacao:

b _b__ VA b _ —bxvVA
2a 2a  2a 2a - 2a
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,_[ Observacao A.4: Encontrando os valores de x associados ]

Restringindo o dominio de forma adequada, podemos encontrar duas funcdes inversas para a funcao

quadratica

ax?+ bx+c=f(x).

A partir desta equacao, procedendo como feito para se encontrar as raizes, obtemos que

(x+£)Z=M+A.

2a a 4q2

E importante enfatizar que a fracdo @ + 4% é sempre ndo negativa, jad que é igual ao quadrado de um

ndmero real.

Prosseguindo,

\ (X+%)Z=:I:\ f(ax)+%.

b L daf(x)+ A
2a 4q2

Isolando x obtemos a inversa:

X =—

Portanto,
b |4 +A b
X=——- &,quandoxs——
2a 4q2 2a
e

b ,l 4af(x)+A b
x=——+\——=—— quando x > ——.
2a 4q2 2a

Isto &, existem duas funcdes inversas:

b dax + A b
(D) — 2 (|22 =
T (x) = o \ 12 ,quando x < oy
b ,|4ax+A b
(=1) - _
f (x)= oa + 202 ,quando x > 2q"

Abaixo colocamos o exemplo grafico de f(x) = x2 4 2. As inversas sao relacionadas com a funcéo pela cor,

conforme x > 0 (azul) e x < 0 (vermelho). Um fato a se destacar é a simetria em relacao a reta identidade

y =X.
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y=x"+2,x<0

Figura A.4: Funcdo quadrdtica e sua inversa. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

,_[ Exemplo A.2 !

Dada f(x) = ax?+bx+c, é Gtil, em disciplinas de exatas em graduacdes, utilizar f(x) = a(x—x;)(x—x,),
sendo x; e X, as raizes, caso existam. Por exemplo, f(x) = 4x2 — 36x + 56 tem como raizes x; = 2 e

x5 =7, podendo ser escrita como f(x) = 4(x —2)(x — 7). Este é um caso particular do T.FA..

,_[ Definicao A.14: Parabola !

Dados um ponto F e uma reta d, denomanina-se Pardbola o lugar geométrico (conjunto) dos pontos P

gue possuem a mesma distancia de F e d. Em simbolos:

d(P;F)=d(P;d).

Esta curva é representada por uma equacao quadratica. Denominamos F foco e d diretriz da parabola.

,_[ Definicao A.15: Funcao Exponencial e Logaritmica ]

Dadoa € Rj‘r, tal que a # 1, uma funcdo é denominada exponencial se sua lei de formacao for expressa

como
f(x)=a".

A inversa da exponencial é denominada logaritmica e sua lei de formacao é expressa da seguinte

forma:

g(x) =log, x.
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Para aplicacdes desta teoria, veja as Secdes 1.1.1 e 1.1.2.

Podemos observar as seguintes propriedades:

i) Caso 0 < a < 1, o grafico da fungdo exponencial se aproxima do eixo das abscissas, para valores cres-
centes de x, ou, caso a > 1, se aproxima do eixo das abscissas para valores decrescentes de x. Vale

destacar que em ambos os casos, o grafico nunca toca o eixo x;
ii) O grafico da funcdo exponencial é crescente se a > 0 e decrescente quando a < 0;
iii) O grafico da funcdo exponencial cruza o eixo y no ponto (0, 1);

iv) Se a = e, a fungdo logaritmica pode ser expressa como f(x) = Inx e é denominada func&o logaritmo

natural ou neperiano;

v) Se a =10, escrevemos apenas log(x) ao invés de logo(x).

’ E 3 2 R o 1

—
, / y = log,()
, .

i 5

,
’ ’ -3

Figura A.5: Grafico das fungdes Exponencial e Logaritmica, onde 0 < a < 1. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

| Definicdo A.16: Intersecées de Curvas |

Dadas duas fungbes f : R— R e g: R — R, dizemos que um ponto (x, y) pertence a intersecdo entre

seus graficos, se satisfaz y = f(x) = g(x). Escrevendo na forma de sistema:

y=f(x)
y =g(x)

Observacao A.5: Intersecoes entre uma funcao exponencial e sua inversa

Dada uma funcdo exponencial f(x) = a*, a quantidade de intersecdes que tera com fD(x) = log, x

depende do valor de a. Em simbolos, a igualdade a* = log, x possui:
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1
1. Trés solugbesse 0 <a < -
e

1

2. Umasolucdose —<a<loua= Je;
e

3. Duas solucbesse 1 < a < e;

4. Nenhuma solucéo se e < a < +00.

m fﬁl(m) = log; s05

f(x) =0.00128"

fH(®) =108g 00128 % . f(x) =1.225

-1 0 / 2 3 4 5 6 7 8 9 10 i 12 13

Figura A.6: Grafico dos casos 1 e 3. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

A demonstracao do resultado acima pode ser encontrada em [1, Teorema 1.1].

Definicdo A.17: Angulo

Dados trés pontos A, B e O, as semirretas OA e OB de mesma origem O determinam duas regides
denominadas dngulo. As semirretas sao os lados de cada angulo e o ponto O é chamado vértice.

Em estudos de geometria, € comum utilizarmos sempre o angulo visualmente menor.

Abaixo indicados os principais tipos de angulo:

CA
B
o A )\
Figura A.7: Angulo Agudo, menor que 90°. Figura A.8: Angulo Reto, igual a 90°.
Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra
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o) A

@

(0]

Figura A.9: Angulo Obtuso, maior que 90° e menor Figura A.10: Angulo Raso, igual a 180°.
que 180°.

Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra
Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

,_[ Definicdao A.18: Constantes trigonométricas }

As constantes obtidas, por meio das razdes das medidas de dois lados de um triangulo retangulo, sao

denominadas constantes trigonométricas.

B/

B,

B,

G ] [

o) A; A Az -

Figura A.11: Constantes Trigonométricas. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

A partir da figura acima, escrevemos as razdes:

AB A,B A3B
122 _"33 _  como sen(6) e lemos seno de 0;
OB1 OB2 OB3

OA, OA, OA,
2. = = = ... como cos(8) e lemos como cosseno de 6;
OB1 OB2 OB3

A.B A5B AsB
L _ 272 7338 — | como tg(6) e lemos tangente de 6.
OA1l OA2 OA3

Para aplicagdes desta teoria, veja a Secao 1.2.

A partir das constantes acima, definimos as seguintes funcées trigonométricas:

,_[ Definicao A.19: Funcoes Seno e Cosseno !

As funcOes seno e cosseno sao caracterizadas como:
fi: R — R g: R — R
6 — sen(0) 6 — cos(0)
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£(8) = sen(6)

7 : NG

9(6) = cos(6)

N NS

—2

Figura A.12: Gréficos das fungdes Seno e Cosseno. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Podemos explicitar algumas propriedades:

1. Ndo sdo injetoras e, portanto, ndo sao inversiveis;

2. Sao funcdes periddicas, ou seja, seu comportamento repete a cada intervalo de comprimento 27;
3. A fungdo seno se relaciona com a cosseno ao somar 5 em x, ou seja, sen(x + %) =cos(x);

4. O grafico da sen(x) cruza o eixo y no ponto (0,0) e o eixo x nos pontos da forma (k7,0),k € Z;

5. Para qualquer valor de x se verifica a relacdo fundamental da trigonometria: sen(x)?+cos(x)? =

—_

,_[ Definicao A.20: Funcao Tangente !

A funcao tangente é caracterizada como:

f: D — R
6 — tg(0),

emqueDz{xeR/x#%ﬂ;kGZ}.

& UFU-FAMAT-PROFMAT

43



Conceitos e Resultados Matematicos Utilizados Geometria

-1

—2

Figura A.13: Gréfico da fungdo tangente. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

1. Ndo é injetora e portanto ndo é inversivel,

2. E uma funcdo periddica, ou seja, seu comportamento repete. No caso, se repete a cada intervalo de

comprimento T;

3. O gréfico da tg(x) cruza o eixo y apenas em (0,0) e o x nos pontos da forma (k7,0) e se aproxima das
retas x = %" mas nunca as toca;

4. Afuncdo tangente também é a razdo da funcdo seno pela fungdo cosseno, ou seja, tg(x) = %&x;

,_[ Observacao A.6: Funcoes Trigonométricas podem ser invertiveis? ]

E possivel restringir estas funcdes para que figuem bijetoras e portanto invertiveis. Seguem as restricbes

mais usuais de cada uma:

1. Seno e Cosseno:

f: [0)271'] — [_1,1] g: [0:27-[] — [_1:1]
0 —> sen(6) 0 — cos(6) .
2. Tangente:
- T
o (3g) — B

o — tg0)

A.2 Geometria

A.2.1 Poligonos

Poligono é uma figura plana com segmentos de reta que se conectam de forma fechada. Os segmentos sao

chamados de /ados, a soma dos seus comprimentos de perimetro, os pontos de conexdes entre os lados sao
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denominados Vvértices e a regido delimitada por eles de drea.

,_[ Observacao A.7: Classificacao de Poligonos ]

Um Poligono é denominado:

1. Convexo: se qualquer segmento com extremidades em suas bordas, estd contido em sua regiao

interna;

2. Equilatero: se todos seus lados tiverem o mesmo comprimento;

3. Regular: se além de equildtero, todos seus angulos tiverem a mesma medida.

A.2.2 Tesselacao

Para aplicacdes desta teoria, veja a Secao 1.5.1.
Para atividades envolvendo esta teoria, veja a secao 2.3.

Tesselacdo é o processo de cobrir o plano com uma ou mais figuras geométricas, sem sobreposicées ou

espacos nao preenchidos.

Dos poligonos regulares, o hexadgono é aquele que otimiza a relagao entre perimetro necessario e area
preenchida, ou seja, ele tessela o plano minimizando o perimetro dos poligonos necessérios para tal feito.

Seguem os argumentos que justificam esta afirmacao:

1. Seja qual for o poligono, tendo um perimetro fixo, sua versao regular é a que otimiza a area preenchida

por ele;
2. Dado um perimetro fixo, quanto mais lados tiver um poligono, maior a drea que ele preencherd;

3. Um poligono regular sé ird preencher toda uma regidao sem deixar espacos vazios, se seu angulo interno
for um divisor de 360, ou seja, 1, 2, 3, 4,5, 6, 8,9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 72, 90, 120,
180 ou 360;

n—2).180
4. O angulo interno de um poligono regular é dado pela férmula a; = L Segundo ela, apenas trés
n

poligonos satisfazem a regra descrita em (3): triangulos, quadrados e hexdgonos.

O poligono que atende a todos estes detalhes, é o hexagono regular.

Observacao A.8: A respeito do Item 3. ]

E possivel relacionar a capacidade de um poligono regular preencher o plano sem deixar espacos com

seu angulo interno (a;), e é possivel observar uma relagdo que surge da divisdao de uma volta completa
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por este valor:
360 360n 2n

1800i-2) ~ 180(n—2) (n—2)’
n

segue abaixo um estudo de caso a caso da fracao resultante:

n 2n/(n-2)
3 6

4 4

5 3,33333
6 3

7 2,8

8 2,66667
9 2,57143
10 2,5
11 2,44444
12 2,4

Figura A.14: Estudo numérico da funcdo. Fonte: Feito pelo autor via Excel.

Utilizando da ideia de limites, um conceito matematico geralmente estudado no inicio de graduacées na
area de exatas, é facil mostrar que, esta expressao obtida, tende a 2, mas nunca o alcanca, pois isto

significaria um poligono de dois lados, o que é impossivel.

,_[ Observacao A.9: A Matematica continua viva !

Ao contrario do que é comum pensar, a matematica continua viva e ainda tem novidades para serem
encontradas. Em marco de 2023, o artigo que pode ser encontrado em [11] descreve a descoberta
de um Unico ladrilho que sozinho tessela de forma aperiddica, ou seja, sem gerar padrées geométricos
ou visuais. Até entdo, dois era o nUmero minimo de ladrilhos necessarios para uma tesselacdo aperié-
dica. Esta descoberta ndo s6 reduziu o nimero minimo para um, como também possibilitou provar que

existem infinitos ladrilhos Unicos com a mesma propriedade.

A.2.3 Nao poligonos
Uma figura plana aberta ou fechada mas sendo composta nao sé de segmentos de reta é denominada Néo
Poligono. Destes, dois merecem ser citados aqui: elipses e circunferéncias.

E possivel também falar sobre &rea e perimetro destas figuras, em especial, no caso da circunferéncia,

temos:
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,_[ Definicao A.21: Medidas da Circunferéncia ]

Comprimento

Figura A.15: Comprimento e Area de Circunferéncias Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

1. O Comprimento é descrito pela expressao 27r.

2. A Area é expressa por mr2.

A

Figura A.16: Alguns nao poligonos. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

A.2.4 Poliedros

Poliedro é um sélido de trés dimensodes, formado por faces (poligonos), arestas (lados dos poligonos que
constituem as faces) e vértices. Para estas formas geométricas, definimos drea de superficie e volume, sendo
o primeiro a soma das areas dos poligonos que constituem suas faces, jd o segundo é o espaco delimitado no

interior do poliedro.

Alguns poliedros importantes sao: cubos, paralelepipedos, prismas e piramides.
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—| Definicdo A.22: Poliedros |

Nr

Figura A.17: Prisma, Piramide, Paralelepipedo e Cubo, respectivamente. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Um Soélido Geométrico é denominado:

1. Prisma: quando duas de suas faces sao congruentes e paralelas, na figura, as faces de baixo e de

cima, ja as demais sao paralelogramos.

2. Piramide: quando todos os segmentos de reta que saem de um poligono, chamado de base, se

encontram em um Unico ponto, denominado de vértice.
3. Paralelepipedo: quando todos os poligonos que o compdem sdo paralelogramos.

4. Cubo: quando todas as suas faces sdao quadradas.

Utilizando como exemplo um cubo, o volume dele é calculado multiplicando a medida de suas trés dimen-
sOes, ou seja, altura, largura e espessura. Observe que isto € o mesmo que calcular a drea do poligono em sua
base e depois multiplicar pelo valor da altura do sélido. Esta ideia pode ser estendida para todos os prismas,

ao calcular seus volumes é comum escrever area da base (A;) vezes altura (h), ou seja:

\% :Abh.

A.2.5 Corpos Redondos

Para atividades envolvendo esta teoria, veja a Segao 2.4.

Um sdlido geométrico que possui pelo menos uma de suas faces curva ou arredondada € denominado um

corpo redondo. Destes, destacamos trés: cilindros, cones e esferas.

E possivel estabelecer uma correlacdo entre os prismas e cilindros e entre as piramides e os cones. Para isto,

basta associar o "poligono" da base destes poliedros a um circulo. Esta frase estd matematicamente errada,
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mas é uma boa forma de visualizar e compreender as propriedades de um que podem ser estendidas a outro.

Para as definicbes formais veja o que segue:

,_[ Definicao A.23: Corpos Redondos !

Figura A.18: Cilindro, Cone e Esfera respectivamente. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Um Corpo Redondo pode ser obtido a partir da rotacdao de uma figura plana em torno de um eixo.

1. Rotacionar um paralelogramo em torno de um de seus lados resulta em um Cilindro.
2. Rotacionar um triangulo retangulo em torno de um de seus catetos gera um Cone.

3. Rotacionar um circulo em torno de seu diametro forma uma Esfera.

O volume de um cilindro, é calculado de forma semelhante a de um prisma. Area da base vezes sua altura,

a diferenca neste caso, é que a figura da base é sempre uma circunferéncia de raio r e entdo escrevemos:

V = nr2h.
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A.3 Exemplos em Geometria Analitica

Nesta Secdao vamos considerar o plano R2. Segundo o sistema cartesiano, cada ponto possui duas coorde-
nadas. Em simbolos, podemos escrever para um dado ponto P = (x, y), em que x é denominado abscissa e y

a ordenada.
O ponto especifico O = (0,0) é denominado origem do sistema.

Denominamos xy como sendo um sistema de coordenadas.

)

Yo i

) X

Figura A.19: Ponto em R2. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

,_[ Definicao A.24: Distancia entre pontos ]

Dados dois pontos Py = (xg, o) € P; = (x1, 1), definimos a disténcia entre eles como sendo

d(Po, P1) =/ (xg —x1)2 + (¥ — ¥1)?.

De fato, tal distancia é obtida pelo Teorema de Pitdgoras, conforme notamos a seguir:

T

Figura A.20: Distancia entre pontos do plano. Fonte: feito pelo autor via GeoGebra.

Definicao A.25: Circunferéncia ]

Dado um nUmero real r > 0 e um ponto C = (xg,Yy), 0 conjunto de todos os pontos P = (x,y) que

distam r de C é denominado circunferéncia de centro C e raio r.
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Figura A.21: Circunferéncia de centro C e raio r Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Em termos de equacao, uma circunferéncia como na Definicao A.25 pode ser expressa da seguinte maneira

(x—x0)*+(y—yo)>=r>

,_[ Definicao A.26: Translacao de um sistema de coordenadas ]

Dado um sistema de coordenadas xy e um ponto Py = (xg, ¥o), podemos considerar um novo sistema

de coordenadas X ¥, denominado translagcdo de xy segundo P,, conforme figura a seguir:

Y
p -
Yir---- ’ ! Y
Py Plr ——————— 7
Yor----- . X [ yl
| : i By
1 g T T T

Figura A.22: Translacao de sistema de coordenadas. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Neste caso, P, passa a ser a origem do novo sistema.

Na definicdo anterior, destacamos que se P; = (x;,¥;) no sistema xy, entdo no sistema Xj passa a ser

representado como P; = (X7, Y1), emque X1 =x;—Xp € ¥; = Y1 — Yo-

Definicao A.27: Rotacao de um sistema de coordenadas ]

Dado um sistema de coordenadas xy e um angulo 8, podemos obter um novo sistema de coordenadas

XY, denominado rotagédo de xy segundo P, como sendo o plano da figura que segue:
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Yy
Y Y

P Y
et I P

} Y 1
L7 R R 70 Yo X !

\(o — 0} 0
T 0 x z X4 X
Figura A.23: Rotacao de sistema de coordenadas. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Na definigdo anterior, destacamos que se Py = (xq, o) € P; = (x1,¥;) em xy, entdo no sistema XY passam
a ser representados como Py = (X, Yy) e P; = (X1,Y;), em que Xo = 4/x2 + y2, Yy = 0, X; = xocos a+ypsena

eY; =xpsena— yycos a, ou ainda,

X;=rcosacos O +rsenasenf eY; =rsenacos 8 —rsenfcos a,

pois

X, =rcos(a—0) e Y, =rsen(a—0).

,_[ Exemplo A.3 ]

Na figura a seguir, temos Py, = (v/3,1) e P, =(1, v3) no sistema xy. Apés a rotacdo, os pontos passam

a ser expressos em XY como P, = (2,0) e P, = (+/3,1).

Y
Y
Py
i |
I v
\\(O/*G)E Py
LoV @ V3 X

Figura A.24: Exemplo Numérico. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

A.3.1 Encontrando Intersecdes entre Circunferéncias

Para aplicacdes desta teoria, veja a Segao 1.4.

Dadas duas circunferéncias com centros (x;, y;) e (x5, ¥,) e respectivos raios r e R, é fato que qualquer

ponto P = (x, y) na intersecdo das mesmas deve satisfazer:

(x—x1)*+(y—y)?*=r?
(x —x3)* +(y —y2)* =R?

Buscando os pontos de intersecdo, depois de muitos calculos, é possivel obter a seguinte equacao do se-

& UFU-FAMAT-PROFMAT 52



Conceitos e Resultados Matematicos Utilizados Exemplos em Geometria Analitica

gundo grau em y:

ay’+by+c=0,

em que

a=4((y1—y2)* + (x1 — x3)%)
b=—4(R*—r*)(y1 — y2) + (1 — y2)* + (x1 = x2)) (1 + ¥2))

c={R*-r+ y22 —ylz)(R2 —r2+ y12 —yzz) +2(x; —x9)*(—r2—=R%* + yl2 + y§

252
2

2 2
—4xyx9(x7 +x3)" + (X7 —x
Foram feitas as contas e analisadas por muitas vezes, porém nao se percebeu como estudar o sinal de A
para se saber quantas intersecdes existem entre as duas circunferéncias consideradas. Ou mesmo, encontrar

tais intersecdes, dado o nUmero de constantes e varidveis que surgem.

A alternativa encontrada, inspirada pela observacao em [12], foi considerar um sistema de coordenadas em
gue o centro de uma das circunferéncias estd na origem e o centro da outra pertence ao eixo das abscissas de

um novo sistema, que sempre pode ser obtido por meio de translacdo e rotacdo. Neste caso:

X2+ y% =12

(x —x0)* +y* =R
Abrindo a expressao (x —xo)2 e subtraindo da primeira linha acima, a segunda, resulta que

xz—x2+y2—yz+2xx0—xg=1"2—R2

Simplificando, obtemos 2xx, = r* —R* + x, ou ainda,

r2 —R? +x§
x=— "0 (A.1)
2X0

Substituindo o valor de x encontrado na expressao da circunferéncia centrada na origem, obtém-se
(rz—R2+x(2)

2
) +y2=r2 e, por fim
2xq
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2 _p2 22
M ﬂ_(z_jiiﬁl)

2
4xg

\/4x§r2 —r4—R4— xg + 2R2r2 4+ 2R2x§ — 2r2x§
=+

2X0

1
= :I:Z—\/(xo +r+R)(—xg+r+R)(—xy—r+R)(—xy+r—R)
Xo

A seguir estudamos as possiveis situacdes:

=

. Sexg>R+r, entdo
(xg+r+R)>0,(—xg+r+R)<0,(—xg—r+R)<0e(—xy+r—R)<0O.

Portanto, ﬂy eR.

2. Sexy =R+r, entdo
(—x¢+r+R)=0.

Portanto, y =0 e, da equagao (A.1), obtemos x =r.

3. SeR+r>xy>R~—r, entdo
(xg+r+R)>0,(—xg+r+R)>0,(—xg—r+R)<0e(—xy+r—R)<0.

Portanto, y assume dois valores reais distintos, ou seja, ha dois pontos de intersecéao.

4. Se xo=R—r, entdo
(=xo—r+R)=0.

Portanto, y =0 e, da equagao (A.1), obtemos x = —r.

5. Se xo <R—r, entdo
(xg+r+R)>0,(—xg+r+R)>0,(—xg—r+R)>0e(—xy+r—R)<0.

Portanto, ﬂy eR.

As situacdes apresentadas sao descritas, da esquerda para a direita, respectivamente, a seguir:

(o> @

Figura A.25: Posicdes relativas entre duas circunferéncias. Fonte: feito pelo autor via GeoGebra.

A.4 Matrizes: Algebra e Geometria

Agui vamos trabalhar com os conceitos de direcdo e sentido. Vale destacar que dentro de uma direcao ha

sempre dois sentidos. Caminhar sobre uma direcao significa seguir paralelamente a uma reta dada. As direcdes
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mais comuns de serem trabalhadas sao a horizontal e a vertical, que estao representadas na figura abaixo:

4

~

Figura A.26: Eixos. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Na horizontal, os sentidos sao ir para direita (de A para B) e ir para esquerda (de B para A).

Na vertical, os sentidos sdo ir para cima (de C para D) e ir para baixo (de D para C).

Uma reta com um sentido definido é chamada eixo. Por isso, falamos em eixos x e y. Na figura acima, o

eixo x é a reta horizontal com sentido para a direita e, o eixo y é a reta vertical com sentido para cima.

A.4.1 Vetores e operacoes entre eles

Para aplicacdes desta teoria, veja a Secao 1.3.

,_[ Definicao A.28: Vetores ]

_)
Dados dois pontos A e B em R?, um vetor ¥ = AB é um objeto geométrico com norma (comprimento),
direcao e sentido.
E representado por um segmento orientado com origem em A e extremidade em B.

SeA=(aj,a,) e B=(bq,b,), entdo escrevemos
%
AB = (b; —ay, by —ay).

No caso, se considerarmos O = (0,0) (origem do sistema) e P = (b; —a;, by — a,), entdo podemos

representar ¥ por meio do ponto P, ou seja,

—

—d
AB = P=P=(b1_a1,b2_a2).
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AB

o

Figura A.27: Vetor. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

— — —
Dado um vetor AB, seu oposto é o vetor BA, também denotado por —AB. No caso, eles tém mesma
norma, direcdo, mas sentidos opostos. Em geral, dado um vetor ii, denotamos seu oposto por —i.

—_ -
Quando A = B, entao AB representa o vetor nulo, denotado por O.

,_[ Definicdo A.29: Adicdo e Subtracdo ]

Dados dois vetores i = (x1,Y7) € V = (x5, ¥,), indicamos por d = i + v e denominamos il mais v, o vetor

obtido da soma das coordenadas correspondentes.

Da mesma forma, indicamos por s = ti — ¥ e denominamos i menos ¥, o vetor obtido da subtracdo das

coordenadas correspondentes. Em simbolos:
d=(x;+x9,y1+Y¥2) es=(x; —x3,y1—¥2)

Note que &l —V € 0 mesmo que somar i com o oposto de V.

Geometricamente, a soma e a subtracdo da definicdo anterior sdo obtidas por meio da chamada Regra do

Paralelogramo, como vemos abaixo:

£l
\

Figura A.28: Soma e Subtracao de Vetores. Fonte: Feito pelo autor via GeoGebra

Dados i, ¥ e w vetores e, k € R, valem, para a operacdo de adicdo, as seguintes propriedades:
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1. Associativa: (i +V)+w=1u+ (V+w);
2. Comutativa: i+ vV =9 +1;

3. Elemento Neutro: i+ 0 = ii;

4. Inverso aditivo: T + (—) = 0;

5. E interessante notar que o vetor ¥ —ii pode ser representado com origem na extremidade de #i e extre-

midade coincidente com a de V.

,_[ Definicao A.30: Multiplicacao e Divisao por uma Constante !

Dados o vetor ii = (x, y) e uma constante real k, indicamos por m = kii e denominamos i multiplicado
por k, um multiplo do vetor &i. Note que se k # 0, esta operacdo é o mesmo que dividir @i por % Em

simbolos:

i = (kx,ky).

Dados os vetores i, V e a constante real k, valem para esta operacdo, as seguintes propriedades:

1. Elemento Neutro 1ii = 1i;

2. 00 =0;

3. Distributiva quanto multiplicacdo por escalar: k(@i + V) = ki + kV;

4. Dado i = (x,y), indicamos por ||t|| = /x2 + y2 e denominamos norma de ii, a constante que determina

o comprimento deste vetor. Podemos afirmar que para k € R vale || k|| = | k||i][;

5. Dado i, indicamos por v = (H}T”)ﬁ e denominamos versor de i, o vetor de comprimento unitario e multiplo

de i, obtido desta operagéo;
6. Seli#0,V#0eil=k¥, entdol e ¥ sio paralelos.

Na figura que segue, vemos algumas situacdes da multiplicacdo por escalar em que k > 1 e, na Ultima
situacdo, —ti = (—1)i. Ainda, o vetor original &l estd representado com uma largura ampliada para

destacar as situacdes em que um de seus multiplos esta, em parte, sobre ele.
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Q

Figura A.29: Multiplicacdo e divisdo de Vetores para k > 1 além do oposto de um vetor. Fonte: Feito pelo autor via
GeoGebra

A definicdo seguinte é de extrema importancia em um curso de Geometria Analitica.

,_[ Definicao A.31: Produto Interno ]

Dados dois vetores i = (x1,y1) € ¥V = (x5, y5), indicamos por w = i.V ou w = (ii, V) e denominamos i

escalar ¥, o niUmero obtido ao somar o produto das coordenadas correspondentes. Em simbolos:

W= X1.X9 +_y1.y2.

Dados os vetores i, V e a constante real k, valem para esta operacdo, as seguintes propriedades:

1. Comutativa: 1.V = 9.4;

w
wn
D
<
<!
Il
e
()
-]
=
Q2
o
<l
D
<!
(7]
ar
o
o
=
—~
(]
Q
o
>
QL
u

A.4.2 Matrizes e Operacoes entre elas

Para aplicacdes desta teoria, veja a Secdo 1.3.

Definicao A.32: Matrizes ]

Matriz é uma tabela de elementos, agrupados em m linhas e n colunas, que representa um objeto ma-

temdtico ou uma propriedade deste. Cada elemento pode ser identificado a partir da linha e coluna de
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onde estd localizado. Em simbolos:

a;; a2 a1n
| 921 d22 Qon

men
Am1 Ana -+ Amn

em que os elementos pertencem ao conjunto dos nimeros reais (R) e m,n € N. No caso, dizemos que a
matriz tem ordem mxn e lemos m por n.
Se m =n, M,,,,, € denominada matriz quadrada de ordem m.

Ainda, caso todos seus elementos sejam iguais a 0, M,,,,,, € chamada de matriz nula e é denotada por

Omxn'

Um vetor pode ser visto como uma matriz M, 1, e dada uma matriz M,,,., € possivel correlacionar cada uma

de suas colunas a um vetor (a;,as, ..., ap).

Por praticidade abordaremos matrizes Ms, 5, restringindo sua escrita para

a;; aip dis
asy Ay Qa3

dsy; dzp dsz

Apesar disto, tudo o que segue se aplica para m linhas e n colunas.

,_[ Definicao A.33: Adicao e Subtracao ]

Dadas duas matrizes M = Ms3,3 € N = N3,3, denominamos M mais N a matrizA = M + N obtida da
adigao dos elementos correspondentes. Da mesma forma, denominamos M menos N a matrizS§ = M—N

obtida da subtracdo dos elementos correspondentes. Em simbolos:

ajp+byy app+biy az+bis ap; diz a3 by b by
A= | ay +by agpt+by ay+byy [=|axn ax ax [t by by b
ag;+ b3y asy+bsy ass+ bas az; dQagy dss bs; bsy ba3
ajp—bi aip2—biy a3 —big ay;; dip dis b1 bip by
S=|an—by ayp—by ay—by |[=|an ax a3 |~ bn by by
agy —bsgy aszp—b3y aszz—bss az; dzz dszz bs; b3y b33

Dadas matrizes 3x3 M, N e P valem para a operacao de adicao, as seguintes propriedades:
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1. Associativa: (M +N)+P =M + (N + P);
2. Comutativa: M+ N =N + M;
3. Elemento Neutro: M + 03,3 = M;

4. Inverso aditivo: M + (—M) = 03,3.

,_[ Definicao A.34: Multiplicacao e Divisao por uma Constante ]

Dadas uma matriz M e uma constante real k, denominamos M multiplicada por k a matriz P = k.M.

Note que esta operacdo é na verdade uma divisao de M por % Em simbolos:

kay; kayp kais a;; dpp ais
P=|kay kayp kay |=k |ay axy ax
kas; kasy kass d3y; dzax ds3

Dadas as matrizes M, N e a constante real k, valem para esta operacao, as seguintes propriedades:

1. Elemento Neutro 1.M=M;
2. 0.M =Opxns

3. Distributiva quanto ao produto por constante: k.(M + N) = k.M + k.N.

,_[ Definicao A.35: Multiplicacao por outra matriz !

Dada uma matriz M, ., € possivel multiplica-la por outra N;, ;, desde que n =i, denominamos o produto

entre M e N a matriz Py, ; = My;,,-Njyj que satisfaz:

ay1.byy +ag.boy +ay3.byy ayq.big+age.boy +ays.bsy  ajq.big+aga bz +ags.bas
ag1.byy +agy.byy +ags by azy.big+agy.boy +ags.bsy  agy.big 4 agy.bas +ags.bas

az;.biy +agg.bgy +ass.bgy  asy.big 4 asy.boy +ass.bsy  asy.byz+asy.bys +ass.bas

ap; aip dais b1y bia bys
A1 Ay Aoz |-| bar by Do
az; dzz dss bsy bsy bss

Dadas matrizes 3x3 M, N e P e a constante real k, valem para esta operacao, as seguintes propriedades:

1. Associativa: (M.N).P = M.(N.P);
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1 00

Elementoneutro: I=| 0 1 0 | é denominada matriz identidade e satisfaz M.I =I1.M = M;

N

0 01

3. Se M.N =N.M = entdo M é dita inversivel e N = M1 é dita a inversa de M;
4. (kM.N)=(M.k.N)=k.(M.N);

5. Distributiva quanto ao produto por matriz: M.(N + P) =M.N + M.P.

,_[ Definicao A.36: Determinante ]

Dadas as matrizes quadradas M, N e A de ordens 3, 2 e 1, respectivamente, seus determinantes sao

obtidos da seguinte forma:

a;; aip a4z

IM| = |ay; agy ag3| = a11.093.033 + A12.093.A31 +aq3.021.a35 — (a13.022.031 +a37.023.033 + A12.d97.033);

az; dzz dss

din a2

IN| = = ay7.093 — dq2.421;
as1 Az

Al = |a;;| = a11.

Dadas as matrizes M, N, P e a constante real k, valem para esta operacao, as seguintes propriedades:

1. Se pelo menos duas linhas ou duas colunas forem multiplas entre si, |M| = 0;
2. Trocar duas linhas ou duas colunas entre si torna o novo determinante oposto ao original;

’

3. |kMsys| = k?|Mays) € |[kNyyo| = k*[Noy o

4. Dadas M,,,, € P, entdo [M.P| = |M|.|P|;

5. Se |M| # 0, entdo M é inversivel.

Definicao A.37: Transposta ]

Dada uma matriz M denominamos transposta de M a matriz M obtida ao trocar os elementos a;; pelos
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a;;, ou seja, trocar linhas por colunas. Em simbolos:

jir

a;; aip dais a;; dp; as

_ t __
M=1ay ay a3 |>M =|a;, ayp asp
az; dzz dss a3 dpz3 dss

Dadas as matrizes M, N e a constante real k, valem para esta operacao, as seguintes propriedades:

1. Denominamos M uma matriz simétrica se Mt = M;
2. (M+N)' =M"'+N¥;
3. kM' = (kM);

4. Reflexiva: (M) =M.

Definicao A.38: Autovalores e Autovetores ]

Dada uma matriz M, a varidvel A é denominada autovalor de M se existir um @i # O tal que M.ud = Ail.

Neste caso, Ui é denominado autovetor de M relativo ao autovalor A.

,_[ Observacao A.10: Obtendo Autovalores e Autovetores !

Dada uma matriz M, para obter seus autovalores, é necessario resolver a seguinte equacao:
|M —AIl=0.

Na préxima igualdade, substituindo A pelos valores encontrados (no caso de dois valores, serdo duas

igualdades, uma para cada A), é possivel obter os autovetores a partir da relagdo entre as coordenadas

x e y de um vetor:

X
(M — AD). =0.
y
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